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Vorwort zur ersten Auflage

In den letzten Jahren wurde ich immer héaufiger von Studenten gefragt, warum sich ein
mathematisches Gebiet gerade in dieser (meist in der Vorlesung vorgestellten) Weise
entwickelt hat und nicht anders, was die hauptsachlichen Triebfedern waren, und wie
es weitergeht. Insbesondere interessierte, neben anderen Faktoren wie Anwendbarkeit
oder Querverbindungen zu anderen Gebieten, die Rolle, welche die groRen klassischen
Probleme bei der Entwicklung einer Theorie spielten.

Die kiirzlich erfolgte ungewodhnliche Losung des 4-Farben Problems war mir ein will-
kommener Anlass, den genauen Einfluss zu studieren, den dieses universell bekannte
Problem vornehmlich auf die Graphentheorie hatte. Vielleicht scharfer als anderswo
scheiden sich am 4-Farben Problem die Geister. Die einen sagen, die Mathematik, die
das 4-Farben Problem hervorgebracht hat, ist eine Marginalie und die Losung mit ih-
rem enormen Computer Einsatz ist vom dsthetischen Standpunkt aus geradezu ab-
schreckend. Die anderen wiederum meinen, dass das 4-Farben Problem fast im Allein-
gang eine ganze Disziplin hat entstehen lassen, eben die Graphentheorie, wie es in
diesem Umfang hochst selten vorkommt, und dass die Losung mit ihren vielfaltigen
Aspekten inner- und auRermathematischer Art weit in die Zukunft weist. Die Arbeit an
diesem Buch hat mich tiberzeugt, dass die zweite Auffassung eher zutrifft - und es ist
meine Hoffnung, dass mir in der Darstellung hinreichende Argumente dafir gelungen
sind.

Das vorliegende Buch will zweierlei sein: Erstens eine Einfithrung in die Graphen-
theorie, welche nahezu alle wichtigen Begriffsbildungen und Resultate enthalt, und
zweitens eine Darstellung der Rolle, die das 4-Farben Problem in der Entwicklung der
Graphentheorie spielte. Um dies zu bewerkstelligen, wurde das Buch in drei Teile ge-
gliedert: Teil I (Introduktion), Teil IT (Thema) und Teil III (Finale).

Teil T schildert den Ursprung des 4-Farben Problems, die frithen Versuche und die
ersten theoretischen Ansatze, die zur Losung entwickelt wurden. GroRer Wert wird
auf die Darstellung der Schwierigkeiten gelegt, die die Forscher der Friithzeit hatten,
und der Sackgassen, in die sie gerieten. Dies geschah nicht so sehr, um die historische
Neugier zu befriedigen, sondern um den Lesern anhand dieser Schwierigkeiten auch
Wege aufzuzeigen, wie man in der eigenen mathematischen Arbeit vorankommt.
Teil II ist das Kernstiick des Buches. Ausgehend von den theoretischen Ansitzen der
frihen Periode werden finf wesentliche Kapitel der Graphentheorie entwickelt, die in
ihrer Gesamtheit die erwdhnte Einfiihrung in die Graphentheorie darstellen. Teil III
bringt schlieRlich eine Darstellung der endgiiltigen Losung des 4-Farben Problems
und eine Diskussion der dadurch aufgeworfenen Fragen. Da es sich hierbei um eine
riesige Fille von Einzelergebnissen handelt, muss diese Schilderung notgedrungen
skizzenhaft ausfallen. Es ist meine Hoffnung, dass dennoch die zugrundeliegenden
Ideen klar heraustreten. Wenn auch das Buch schon aus Griinden der Lesbarkeit nicht
chronologisch aufgebaut ist, so lassen sich die Daten ungefahr so abstecken: Teil I
umfasst etwa den Zeitraum 1850-1930, Teil II die Spanne 1930-1965 und Teil III die
Jahre von 1965 an.

Soweit der Inhalt. Wie schon angedeutet wurde, lasst sich der Mittelteil nach Erlaute-
rung der Grundbegriffe als 1-semestrige Einfiihrung in die Graphentheorie verwenden.
Jedem Kapitel sind eine Anzahl von Ubungen nachgestellt. Ubungen, deren Bearbei-
tung besonders empfohlen werden, sind mit einem o gekennzeichnet, schwierigere
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Aufgaben mit einem *. Am Ende findet der Leser eine nach Kapiteln gegliederte Lite-
raturliste mit Hinweisen auf begleitende Lektiire.

Mein besonderer Dank geht an meine Kollegen T. Andreae und R.-H. Schulz, die
die verschiedenen Kapitel in allen Phasen der Entstehung gelesen und wesentlich
verbessert haben. Ferner danke ich Frau Barrett vom II. Mathematischen Institut der
Freien Universitat fur die sorfaltige Abfassung des Manuskriptes und dem Teubner
Verlag fur die angenehme Zusammenarbeit.

Berlin, im Oktober 1983 Martin Aigner

Vorwort zur zweiten Auflage

Es ist eher ungewohnlich, ein Buch nach 30 Jahren wieder aufzulegen. Im Wesentlichen
gab es dafiir zwei Griinde. Das Buch ist schon lange vergriffen, wird aber erfreuli-
cherweise immer wieder nachgefragt. Zum Anderen scheint mir die Entwicklung einer
Theorie aus ihren historischen Quellen, mit ihren Problemen, Ideen, Irrtiimern und Er-
folgen, mehr denn je eine sinnvolle und notwendige Erganzung zum Standardkanon
des Bachelorstudiums. Vielleicht war dieser letzte Punkt meine stirkste Motivation,
den Text und das Konzept des Buches noch einmal zu durchdenken. Ich habe mich
schliellich entschieden, den Aufbau beizubehalten und nur einige der bedeutendsten,
seither gefundenen, Ergebnisse einzubauen. Viele Leser der ersten Auflage haben mir
versichert, dass gerade die Ausarbeitung des Dreiklangs ,,Problem-Theorie-Losung*
den 4-Farben Satz fiir sie so faszinierend und spannend gemacht hatte. Und genau
diese Faszination wollte ich dem manchmal etwas normiert erscheinenden Bachelor-
Studiengang hinzufiigen, um Mathematik von Anfang als spannende Herausforderung
voller Ideen und Schénheit zu vermitteln.

Das Buch ist wie in der ersten Auflage in drei Teile gegliedert: Teil I mit der Ein-
fiihrung in das Problem und die frithen Versuche, Teil II mit der Ausarbeitung der
Graphentheorie, und Teil III mit der endgiiltigen Losung. Das letzte Kapitel hat ei-
ne etwas veranderte Form. Der urspringliche Text wurde gestrafft, dafiir enthélt das
Kapitel Bemerkungen zum Nachfolgebeweis des 4-Farben Satzes aus dem Jahr 1996
und einige neuere Entwicklungen. Die neue Auflage bot aulerdem eine willkomme-
ne Gelegenheit, inhaltliche Passagen zu verbessern, die Notation den heute gangigen
Graphen-Bezeichnungen anzupassen und die Literaturliste zu aktualisieren. Es gibt ei-
nige zusitzliche Ubungen, besonders empfohlene sind mit einem Stern gekennzeich-
net.

Da an mathematischer Vorbildung nur das Grundlagenstudium vorausgesetzt wird,
eignet sich der Text als einsemestrige Einfiihrung in die Graphentheorie und ebenso
als Proseminar zu einer fundierten Diskussion des 4-Farben Problems. Eine 4+2-stlin-
dige Veranstaltung von 14 Wochen wurde nach folgendem Plan gehalten und hat sich
bewdhrt:

1. Ausziige aus Teil I, insbesondere Grundbegriffe 3 Wochen

2. Teil II, etwa 2 Wochen fiir jedes Kapitel 10 Wochen

3. Etwas zu den Ideen aus Teil III 1 Woche
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Die auffdlligste Verdanderung betrifft das Schriftbild (der Originaltext 1983 war noch
mit Schreibmaschine verfasst worden!) und Layout, Fotos und Figuren. Mein herzlicher
Dank geht an Margrit Barrett fir die sorgféltige Abfassung des Manuskriptes und an
Giinter M. Ziegler fiir wunderbare kollegiale Unterstiitzung. Christina Schulz und vor
allem Marie-Sophie Litz danke ich fiir die Erstellung der Figuren, Christoph Eyrich fiir
die Endredaktion und Ulrike Schmickler-Hirzebruch von Springer Spektrum fir die
wie immer angenehme Zusammenarbeit.

Es wiirde mich freuen, wenn die neue Ausgabe auch fast 40 Jahre nach dem Beweis
etwas von der Schonheit und ungebrochenen Faszination des 4-Farben Problems ver-
mittelt und die daraus entstandene Graphentheorie als spannende Herausforderung,
aber auch als intellektuelles Vergniigen darstellt.

Berlin, Friithling 2015 Martin Aigner

Bildernachweis

Die Portraits von Francis Guthrie auf Seite 4, von Percy John Heawood auf Seite 22,
von George David Birkhoff auf Seite 39 und von Dénes Konig auf Seite 102 sind aus
dem MacTutor History Archive.

Die Fotos von Peter Guthrie Tait auf Seite 44 und von William Thomas Tutte auf
Seite 121 sind in Wikipedia enthalten, das Foto von Kasimierz Kuratowski auf Seite 57
und das Foto von Heinrich Heesch auf Seite 160 sind aus Wikimedia Commons.

Aus der Website der Deutschen Mathematiker Vereinigung (mathematik.de) stammt
das Bild von Hassler Whitney auf Seite 135. Das Portrait von Gerhard Ringel auf
Seite 27 stammt aus dem Nachruf der University of California at Santa Cruz (news.
ucsc.edu), und das gemeinsame Portrait von Kenneth Appel und Wolfgang Haken auf
Seite 179 findet sich im Newsletter No 46 (2002) der European Mathematical Society.
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I Introduktion



1 Problem und ,L6sung*

Am 23. Oktober 1852 schrieb Augustus de Morgan, Professor am University College
in London, an seinen Kollegen Sir William Hamilton:

Ein Student fragte mich heute, ob es stimmt, dass die Lander jeder Landkarte stets mit
hochstens 4 Farben gefarbt werden konnen, unter der MaBgabe, dass angrenzende
Lander verschiedene Farben erhalten.

De Morgan fiihrte sogleich ein Beispiel an, in dem 4 Farben notwendig sind (Figur 1.1)
und figte hinzu:

Ich habe das Gefiihl, dass im Fall von 4 Liandern, von denen je zwei stets eine
gemeinsame Grenze haben, immer eines von den drei anderen eingeschlossen wird,
so dass es nicht mit einem fiinften verbunden sein kann. Wenn das stimmt, so sollten
4 Farben tatsdchlich immer gentigen. Aber es ist nicht einfach und ich bin nicht sicher
iiber die moglichen Verwicklungen.

Nun, einfach war es tatsachlich nicht und Verwicklungen gab und gibt es mannigfache
- genau davon will dieses Buch berichten. Ubrigens: Hamilton war nicht im Mindesten
interessiert, doch die 4-Farben Vermutung, wie sie bald hiel, wurde schnell allgemein
bekannt. Der Student, von dem de Morgan sprach, war Frederick Guthrie, der spéater
bekanntgab, dass der eigentliche Urheber des Problems sein Bruder Francis war.

Schauen wir uns das 4-Farben Problem etwas ndher an! Unter ,,angrenzenden” Landern
muss Francis Guthrie Lander gemeint haben, die eine Linie gemeinsam haben und
nicht bloR eine Ecke (oder auch endlich viele). Ansonsten brauchte man fur die
Landkarte in Figur 1.2 bereits 7 Farben.

Unter einem ,Land“ muss er eine zusammenhéangende Region verstanden haben. Darf
ein Land namlich aus zwei Stiicken bestehen, so kann man miihelos eine Landkarte
mit 5 Liandern entwerfen, in der je zwei stets benachbart sind, so dass also 5 Farben
notig waren (Figur 1.3).

De Morgan gelang der Nachweis (und dies ist der erste konkrete Beitrag zur Losung
des 4-Farben Problems), dass es niemals 5 Lander geben kann, von denen je zwei
stets benachbart sind (in der Form eines Puzzles war dies schon um 1840 von Mobius
gefragt worden), aber dies sagt natiirlich nichts tiber die Richtigkeit der 4-Farben Ver-
mutung aus. Es ist keineswegs so, dass die Maximalzahl paarweise benachbarter Lan-

2 4%'?

A B

Figur 1.1 Figur 1.2 Figur 1.3

M. Aigner, Graphentheorie, Springer Studium Mathematik — Bachelor,
DOI 10.1007/978-3-658-10323-1 1, © Springer Fachmedien Wiesbaden 2015



4 INTRODUKTION

der gleich der Zahl der benétigten Farben ist. (Dieser Fehlschluss war Ausgangspunkt
vieler falscher Losungsvorschlédge.) Beispielsweise hat die Landkarte in Figur 1.2 keine
3 paarweise benachbarten Lander, jedoch reichen, wie man sofort sieht, 2 Farben nicht
aus.

Nach de Morgan war es vor allem Cayley, der zur Verbreitung des Problems beitrug.
Auf einer Sitzung 1878 stellte er das Problem an die Londoner Mathematische Gesell-
schaft und diskutierte in einer Note die auftretenden Schwierigkeiten. Binnen eines
Jahres publizierte A. Kempe, ein Rechtsanwalt und Mitglied der Mathematischen Ge-
sellschaft, eine Arbeit, in der die 4-Farben Vermutung augenscheinlich positiv beant-
wortet wurde. Die Losung wurde mit Begeisterung begriift, Kempe wurde zum Fellow
of the Royal Society gewdhlt, weitere Verbesserungen erschienen, und der ,4-Farben
Satz" war eine allgemein anerkannte mathematische Tatsache.

Obwohl Kempes Beweis einen Fehler enthielt, der erstmalig 1890 von Heawood aufge-
zeigt wurde (dem dies fast peinlich war), so vereinigt er doch nahezu alle Ideen, die
zur endgiltigen Losung 100 Jahre spéter gefiihrt haben. Wir tun also gut daran, uns
seine Beweisfithrung ndaher anzusehen. Zuvor miissen wir aber genau kldren, was wir
unter einer Landkarte verstehen.

Ein Graph G = (V,E) besteht aus einer endlichen Menge V von Ecken, einer endlichen
Menge E von Kanten, und einer Vorschrift, welche jeder Kante e genau zwei (ver-
schiedene oder gleiche) Ecken a und b zuordnet, die wir die Endecken von e nennen.
Normalerweise sind die Endecken a und b verschieden; ist a = b, so nennen wir e eine
Schlinge bei a. Hat e die Endecken a und b, so sagen wir, e verbindet a und b.

Ecken, die durch eine Kante verbunden sind, nennen wir benachbart, und wir bezeich-
nen mit N(v) alle zu v € V benachbarten Ecken. Ist v Endecke von e, so heilen v
und e inzident, und wir notieren diesen Sachverhalt oft etwas ungenau v € e. Eine
Ecke, die mit tiberhaupt keiner Kante inzidiert, heilt isoliert. Zwei Kanten nennen wir
inzident, wenn sie eine gemeinsame Endecke besitzen. Sind zwei Ecken durch Kanten
ey, e2,...,e;, t = 2, verbunden, so heillen eq,...,e; Mehrfachkanten. Hat e € E die En-
decken a und b, so bentitzen wir durchwegs die bequeme Schreibweise e = ab. Diese
Notation ist natiirlich mehrdeutig, falls a und b durch mehrere Kanten verbunden
sind, doch wird dies nie zu Schwierigkeiten fiihren. Fiir viele Probleme sind Schlingen
und Mehrfachkanten irrelevant, so dass fiir Graphen ohne Schlingen und Mehrfach-
kanten ein eigener Name, einfache Graphen, gepragt wurde. Fiir einfache Graphen ist
die obige Bezeichnung e = ab dann eindeutig.

Francis Guthrie wurde 1831 in London geboren. Er studierte am
University College London bei Augustus de Morgan, als er beim
' Fcirben der Grafschaften von England zur 4-Farben Vermutung ge-
langte. Mit 30 Jahren wanderte er nach Siidafrika aus, wo er am
e \
e “
K.

neugegriindeten Graaff-Reinet College in Kapstadt Mathematik un-
terrichtete. Spdter wechselte er, nach Jahren als Rechtsanwalt und
Zeitungsherausgeber, als Professor an die Universitcit von Kapstadt.
Unsterblich wurde er nicht nur durch die 4-Farben Vermutung, son-
dern auch durch botanische Entdeckungen, die so klangvolle nach
ihm benannte Namen wie Gladiolus guthriei oder Erica guthriei tra-
gen. Er starb 1899 in Kapstadt.




1 PROBLEM UND ,LOSUNG" 5

Einen Graphen G = (V,E) veranschaulicht man sich am besten durch ein Diagramm,
indem man die Ecken als Punkte der Ebene zeichnet und die Kanten als Jordansche
Kurven, d.h. stetige sich selbst nicht kreuzende Kurven, zwischen den Endpunkten
(die natiirlich im Fall einer Schlinge geschlossen sind); siehe Figur 1.4, in der zu den
Kanten jeweils die Endecken angegeben sind.

1

3 4
Figur 1.4

Beispiel. V = {1,2,3,4,5,6}, E = {11,12, 25, 34,36,46, 46}

Sind v, v, v2,...,v; Ecken mit v;_;v; € E fur alle i, so heiBt W = (vg,vy,..., V)
ein Kantenzug von v, nach v;. Die Linge £(W) = t des Kantenzuges ist die Anzahl
der durchlaufenen Kanten. W heillt ein Weg, falls alle v; verschieden sind. Es ist Kklar,
dass in jedem Kantenzug von a nach b ein a, b-Weg enthalten ist. Ein Kantenzug
W = vg,v1,...,V;, in dem alle Kanten verschieden sind und ebenso alle Ecken mit
Ausnahme vy = v¢, heilt ein Kreis, wobei t wiederum die Ldnge des Kreises ist. Der
Graph in Figur 1.4 enthdlt beispielsweise einen Kreis der Lange 3, namlich (3,4, 6, 3).
Schlingen sind demnach Kreise der Linge 1. Kreise der Lange 2, wie (4,6,4) in
Figur 1.4, werden durch Mehrfachkanten zwischen zwei Ecken erzeugt.

Ein Graph heilt zusammenhdngend, falls je zwei Ecken durch einen Weg verbunden
sind, ansonsten unzusammenhcdngend. Da die Wegverbundenheit von Ecken klarer-
weise eine Aquivalenzrelation auf V ist, so zerfillt jeder Graph eindeutig in seine
zusammenhdngenden Komponenten. Der Graph in Figur 1.4 zerfallt z.B. in die Kom-
ponenten {1, 2,5}, {3,4,6}.

Wir haben schon erwdhnt, dass wir tiblicherweise einen Graphen G durch ein Punkt-
Linien System in der Ebene veranschaulichen. Gibt es eine Darstellung, in der die Kan-
ten von G sich nur an Ecken treffen aber niemals dazwischen, so sagen wir, der ab-
strakte Graph G ist pldttbar (oder planar) und nennen den in die Ebene eingebetteten
Graphen einen ebenen Graphen. Also: Ein ebener Graph besteht aus einer Menge von
Punkten der Ebene und einer Menge von Kanten (= Jordansche Kurven), die sich jeweils
nur in den zugehorigen Endecken schneiden. Eine Nebenbemerkung: Isolierte Ecken
spielen bei einer Einbettung natiirlich tiberhaupt keine Rolle, sie konnen irgendwohin
platziert werden, allerdings darf keine Kante tiber eine isolierte Ecke laufen.

Die Unterscheidung zwischen ,plattbar” und ,eben“ mutet zunachst uberfliissig an,
doch werden wir spéter sehen, dass ein plattbarer Graph im Allgemeinen auf mehrere
(nichtisomorphe) Weisen in die Ebene eingebettet werden kann.

Beispiel. Die Darstellung des Graphen in Figur 1.4 ist nicht eben, da sich zum Beispiel
die Linien 25 und 36 in einem Zwischenpunkt schneiden. Trotzdem ist der Graph
natirlich plattbar, wir brauchen dazu nur die Komponenten auseinanderzuziehen
(Figur 1.5).
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O

2 53 4
Figur 1.5

Ist G = (V,E) ein ebener Graph, so zerlegen die Linien die Ebene in endlich viele
zusammenhédngende Gebiete (von denen genau eines, das ,dulere“ Gebiet, nicht be-
schrankt ist), die wir die Ldnder R von G nennen wollen. Der Grund dafiir ist der
bertihmte jordansche Kurvensatz: Eine geschlossene Jordan Kurve C zerlegt die Ebe-
ne in zwei zusammenhédngende Gebiete, von denen genau eines nicht beschrankt ist.
Das heilst: Zwei Punkte der Ebene konnen genau dann durch eine Jordan Kurve ver-
bunden werden, die C nicht trifft, wenn sie entweder beide im Inneren oder beide im
AuReren von C liegen (Figur 1.6). So einleuchtend dieser Satz auch ist, sein Beweis ist
alles andere als leicht (siehe z.B. das Buch von Goodman). Wir werden stindig von
diesem fundamentalen Satz Gebrauch machen.

Figur 1.6

Haben wir umgekehrt eine ,Landkarte“ .£ gegeben, so kénnen wir .£ sofort einen
ebenen Graphen G(£) zuordnen. Die Ecken von G(L) sind die Schnittpunkte ver-
schiedener Grenzen und die Kanten sind die zwischen Schnittpunkten verlaufenden
Grenzlinien. (Eine Ausnahme bilden Inseln, die nur aus einem Land mit Umrandung
bestehen. Hier miissen wir einen beliebigen Punkt v auf dem Rand auszeichnen, so
dass eine Schlinge bei v entsteht.) Es ist klar, dass die Lander von G(£) genau die
urspriinglichen Lander der Landkarte £ sind, wobei wir auch das ,dullere” Land mit-
zdhlen; G (L) heilt das Gertist von L.

Beispiel. Das Gertst der in Figur 1.7 abgebildeten Landkarte enthélt 19 Ecken, 31 Kan-
ten und 14 Lander (das dulere eingeschlossen). Damit kommen wir zur grundlegenden
Definition.

Figur 1.7
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Definition. Eine Landkarte .L = (V,E,R) ist ein ebener Graph G = (V, E) zusammen
mit den zu G gehorigen Landern R.

Lander, die eine gemeinsame Grenze haben, nennen wir benachbart. Ist die Kante
e Grenze des Landes F, so nennen wir e und F inzident und schreiben oft e € F;
analog sprechen wir von Ecken-Lander Inzidenz. Wir wollen noch kldren, was wir unter
isomorphen Graphen bzw. Landkarten verstehen.

Definition. Zwei Graphen G = (V,E) und G’ = (V',E’) heilen isomorph, in Zeichen
G = G', falls Bijektionen @y : V — V', @ : E — E’ existieren, so dass v € V Endecke
von e € E genau dann ist, wenn dies auch fir oyv € V' und @ge € E’ gilt. Die Ecken-
Kanten Inzidenz soll also genau erhalten bleiben. Zwei Landkarten .L = (V,E,R) und
L = (V',E',R") heiken isomorph, L = L', falls Bijektionen @y : V — V', g : E — E’,
@r : R — R’ existieren, welche die Ecken-Kanten, Kanten-Lander und Ecken-Liander
Inzidenz genau erhalten. Insbesondere gilt dann G(.£) = G(L').

Vom kombinatorischen Standpunkt aus sind isomorphe Graphen bzw. isomorphe
Landkarten vollig strukturgleich.

Das duBere Land werden wir von nun an als vollig gleichberechtigt mit den inneren
Landern betrachten. Durch zweimalige stereographische Projektion sieht man sofort,
dass jedes beliebige Land F als ,Auleres“ aufgefasst werden kann (es muss nur der
Pol in F gewahlt werden), so dass also jede Besonderheit verschwunden ist.

Eine Fdrbung von L = (V,E,R) ist eine Abbildung f : R — M von R in irgendeine
(Farb-)Menge M, so dass Lander, die eine gemeinsame Grenzkante besitzen, stets
verschiedene Farben erhalten. Die kleinste Zahl von Farben, die dafiir benétigt werden,
heilt die chromatische Zahl x (L) von L. Falls x(.£) = n ist, so sagen wir, .l ist n-
chromatisch.

Mit diesen Begriffen koénnen wir die 4-Farben Vermutung exakt formulieren.
4-Farben Vermutung. Jede Landkarte L hat chromatische Zahl x (L) < 4.

Zurlck zu Kempe. Seine erste Idee war es, einige spezielle Typen von Landkarten aus-
zusondern und zu zeigen, dass aus der 4-Farbbarkeit der restlichen ,normalen“ Land-
karten die 4-Farbbarkeit aller Landkarten folgt. Beispielsweise koénnen wir annehmen,
dass das Geriist G(L) ein zusammenhdngender Graph ist. Denn durch Einfiihrung
zusatzlicher Kanten konnen wir eine Landkarte .£” konstruieren, deren Geriist zusam-
menhéngt. Ist aber £’ 4-farbbar, so gilt dies klarerweise auch fir £, indem wir die
Kanten einfach wieder entfernen. (Die Verbindungskanten sind in Figur 1.8 gestrichelt
gezeichnet.)

Figur 1.8
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Auch Schlingen konnen wir weglassen, da das zugehorige Land nur an ein weiteres an-
stot und somit nach Farbung des Restes eine der 3 verfiighbaren Farben erhalten kann.
Wir konnen ferner annehmen, dass G (L) bzw. £ keine Briicken enthélt: Eine Kante e
eines beliebigen zusammenhédngenden Graphen G heilt dabei Brricke, falls G nach
Entfernung von e in zwei Komponenten zerfillt. Aquivalent dazu: e ist Briicke, falls e
in keinem Kreis liegt (klar?). In einem ebenen Graphen sind Briicken ferner dadurch
gekennzeichnet, dass sie auf beiden Seiten dasselbe Land begrenzen, wie wieder aus
dem Jordanschen Kurvensatz zu ersehen ist. (Siehe die Briicke e in Figur 1.7.) Enthalt
nun £ eine Briicke e, so ziehen wir e zu einem Punkt zusammen, d.h. wir identifi-
zieren die beiden Endecken. Ist die resultierende Landkarte .£” 4-farbbar, so nattirlich
auch L. Insbesondere stoft also nach Entfernung der Briicken eine Ecke immer an
mindestens zwei Kanten an. SchlieRlich konnen wir alle Ecken, die nur an zwei Kanten
anstolen, wegfallen lassen, indem wir die Kanten einfach verschmelzen (Figur 1.9).
Dies dndert offenbar an der Zahl der benotigten Farben nicht das Geringste.

Figur 1.9

Definition. Fine Landkarte £ heillt normal, falls der Gertstgraph G(<£) zusammen-
héingend ist, weder Schlingen noch Briicken enthdlt, und jede Ecke mit mindestens
3 Kanten inzidiert.

Als Zusammenfassung unserer bisherigen Uberlegungen konnen wir notieren:

Satz 1.1. Ist die 4-Farben Vermutung richtig fiir alle normalen Landkarten, so gilt sie
allgemein.

Wir halten noch fest, dass in einer normalen Landkarte jede Kante zwei verschiedene
Endecken hat (keine Schlingen!) und an zwei verschiedene Lander angrenzt (keine
Briicken!).

Was war nun Kempes Beweisidee? Er fithrte Induktion nach der Anzahl der Lander.
Im ersten Schritt zeigte er, dass es ein Land F geben muss, das an hochstens 5 andere
Lander Ay,..., A, t < 5, anstoBt. Er entfernte F durch Weiterfithrung der Grenzen
(Figur 1.10), wodurch eine neue Landkarte £’ mit einem Land weniger entsteht, und
wies nun im im zweiten Schritt nach, dass die nach Induktionsannahme existierende
4-Farbung von .L’ so gedndert werden kann, dass A1, ..., A; hochstens 3 verschiedene
Farben erhalten. Die freie vierte Farbe kann nun nach Wiedereinfithrung fir F verwen-
det werden, und der Beweis ist vollstandig.

Kempes erster Schritt ist eine Folgerung der Eulerschen Polyederformel, die wir zuerst
beweisen wollen. Zuvor ein paar Definitionen. Sei v eine Ecke des Graphen G = (V,E).
Der Grad d(v) ist die Anzahl der Kanten, die v als Endecke besitzen, wobei Schlingen
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Figur 1.10

bei v doppelt gezdhlt werden. Wir beginnen mit einem Resultat, das, von Euler 1736
bewiesen, wahrscheinlich der erste Beitrag zur Graphentheorie war.

Lemma 1.2. Fiir einen Graphen G = (V,E) gilt 2|E| = >, cy d(v). Ist also insbesondere
d(v) = 3 fiiralle v € V, so haben wir 2|E| = 3|V|.

Beweis. Wir zdhlen die Paare (v,e), v € V, e € E mit v € e. Da jede Kante genau
2 Endecken hat (Schlingen werden doppelt gezahlt), ist die Anzahl einmal 2|E|. Jede
Ecke v € V tréagt ihrerseits d(v) bei, also ist die Summe auch gleich >,y d(v). O

Ein zusammenh&dngender Graph ohne Kreise heillt ein Baum. Die Baume zdhlen zu den
wenigen Graphenklassen, die bereits vor dem 4-Farben Problem studiert wurden, vor
allem von Kirchhoff im Zusammenhang mit elektrischen Netzwerken und von Cayley,
der die Abzdhlung von Baumen initiierte. Figur 1.11 gibt alle Baume mit héchstens

5 Ecken an.

Figur 1.11

Lemma 1.3. Flir einen Baum G = (V,E) gilt stets |[E| = |V| — 1.

Beweis. Induktion nach |V|. Fur |V| = 1 ist nichts zu beweisen. Sei nun |V| > 2 und
e € E. Da G keine Kreise enthdlt, muss e eine Briicke sein. Der Graph G’ = G\e,
der nach Entfernen von e entsteht, hat daher zwei Komponenten G; = (Vi,E1),
G> = (V»,E»), die offenbar wieder Baume sind mit |V;| < |V|, |V2] < |V]. Nach
Induktionsannahme erhalten wir daraus |E;| = |V;| — 1, i = 1,2, und somit |E| =
[Exl+ B2l +1= (Vi =)+ (Vo =1) + 1= V] - 1. O

Satz 1.4 (Euler Formel). Sei G = (V,E) ein ebener zusammenhcdingender Graph mit den
Léndern R. Dann gilt
V] —|E| + |R| = 2.

Beweis. Wir fithren Induktion nach der Anzahl der Kanten. Fur |E| = 0 besteht G
aus einer einzelnen Ecke, so dass |V| = |R| = 1 ist, und somit |V| — |E| + |IR| = 2.
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Sei nun |E| > 1. Angenommen, ¢ € E ist keine Briicke. Dann ist G' = G\e noch
immer zusammenhédngend und, da nach Entfernen von e die beiden angrenzenden

verschiedenen Lander verschmelzen, haben wir |V'| = |V, |E'| = |E| -1, |[R'| = |R|—1.
Nach Induktion gilt die Formel also auch fiir G. Besitzt G aber nur Briicken, so muss
G ersichtlich ein Baum sein. Dann ist aber |R| = 1, und die Formel folgt aus 1.3. O

Wir haben nun alle Hilfsmittel (die Aussagen 1.2 bis 1.4 waren damals natiirlich langst
bekannt), um Kempes ersten Schritt nachzuvollziehen.

Satz 1.5. Sei .l eine normale Landkarte. Mit p;, i > 2, bezeichnen wir die Anzahl der
Ldnder, welche genau i Grenzen haben. Dann gilt > ;.,(6 — i)p; = 12. Insbesondere
muss also eine der Zahlen p», p3, pa, ps positiv sein, d. h. es muss ein Land geben, das
hochstens 5 Grenzen hat.

Beweis. Jedes Land besitzt mindestens zwei Grenzen (keine Schlingen!), also haben wir
IR| = p2 + p3 + ps4 + - - -. Da jede Kante genau zwei Lander begrenzt (keine Briicken!),
erhalten wir mit derselben Abzdhlmethode wie in 1.2:

2|El =2p> + 3p3 +4pa + - - - . ()

In einer normalen Landkarte hat jede Ecke einen Grad > 3, somit gilt 3|V | < 2|E| nach
1.2. Multiplizieren wir nun die Euler Formel mit 6 und setzen (x) ein, so ergibt sich:

12 = 6|V| - 6|E| + 6|R| = (6|V| — 4|E]) + (6|R| — 2|E])
<6|R| -2|E| =6(p2+p3+ps+---)— (2p2+3p3 +4ps+---)

= > (6-1)pi.

i=2

Da die Summe mindestens 12 ergibt, die Summanden (6 — i) p; aber < 0 fiir i > 6 sind,
muss also tatsdchlich eine der Zahlen p; bis ps positiv sein. O

Beispiel. Das eingangs erwdhnte Puzzle von Mébius, ob eine Landkarte .£ existiert, in
der jedes der 5 Lander an jedes andere angrenzt, kann nun beantwortet werden. In £
miilte p4 = 5 und p; = 0 fur i # 4 gelten, woraus 12 < 2p4 = 10 folgen wiirde. Also
kann es keine solche Landkarte geben.

Wir wollen nun den zweiten Schritt in Kempes Beweisgang analysieren. Die 4-Farben
Vermutung sei fiir Landkarten mit hochstens » — 1 Lander bewiesen und L eine
normale Landkarte mit |R| = 7. Wir wissen, dass p» + p3 + p4 + ps > 0 ist. Existiert
ein Land F mit hochstens 3 Grenzen, so konnen wir mit Sicherheit Kempes Schluss
nachvollziehen, denn fir F bliebe ja die vierte Farbe iibrig. Der erste interessante
Fall entsteht also, wenn p, = p3 = 0 ist, aber ein Land F mit 4 Grenzen existiert.
Die angrenzenden Lander seien A, B, C, D. Wir farben die nach Kontraktion von F
entstandene Landkarte .£” mit 4 Farben (siehe Figur 1.10). Verbrauchen wir nicht alle
4 Farben, so sind wir wiederum fertig. Nehmen wir also an, dass A rot gefarbt wurde,
B blau, C grin und D weiB. Betrachten wir A und C. Entweder es existiert keine Kette
von benachbarten Landern von A nach C, die abwechselnd rot und griin gefarbt sind,
oder eine solche rot-griin Kette von A nach C gibt es doch. Dann kann es aber keine
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Figur 1.12

blau-weil Kette von B nach D geben, denn die beiden Ketten miissten sich in einem
gemeinsamen Land treffen, was natiirlich unmoglich ist. In Figur 1.12 verlauft eine
rot-grin Kette von A nach C im Uhrzeigersinn auen herum.

Also: Entweder gibt es keine rot-griin Kette von A nach C oder keine blau-weil
Kette von B nach D. Und nun Kempes Schluss: Nehmen wir ohne Beschriankung
der Allgemeinheit an, es gibt keine blau-weill Kette von B nach D. Wir fertigen eine
Liste aller Lander an, die von B aus mittels einer blau-weill Kette erreichbar sind.
(In Figur 1.12 sind diese Lander dunkel gezeichnet.) Vertauschen wir die Farben blau
und weil in dieser Liste, so resultiert wiederum eine zuldssige Farbung von .£’. Da D
sicherlich nicht auf der Liste ist, haben wir demnach £’ so gefarbt, dass um F herum
eine Farbe tibrig bleibt (in unserem Beispiel blau), welche nun fiir F verwandt werden
kann.

Dieselbe Schlussweise mittels solcher Farbketten (die, wie wir sehen werden, die Basis
fir viele weitere Beweisversuche bildeten und heute Kempe-Ketten genannt werden)
hat Kempe auch fiir den verbleibenden Fall p> = p3 = p4 = 0, ps > 0 angewandt. Hier
allerdings unterlief ihm ein Fehlschluss, der erst zehn Jahre spater aufgezeigt wurde.
Es soll nun sein Beweisgang vorgebracht werden. Die Leser mogen selber ihre Finger
auf die Schwachstelle legen (oder sich bis zum nédchsten Kapitel gedulden).

Sei also F zu den 5 Landern A, B, C, D, E benachbart. Falls in der kontrahierten Land-
karte £’ eine 4-Farbung existiert, die fiir die Nachbarlander héchstens 3 Farben ver-
wendet, so sind wir fertig. Werden alle 4 Farben benotigt, so liegt ohne Beschrankung
der Allgemeinheit die Situation von Figur 1.13 vor.

Figur 1.13
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Die folgende Sprechweise ist hilfreich: Unter der blau-weil Komponente von B ver-
stehen wir alle Lander, die von B mittels blau-weill Ketten erreicht werden konnen;
analog fiir die anderen Farben. Falls keine rot-griin Kette von A nach C existiert, so
konnen wir wie oben beschrieben durch Vertauschung von rot und griin eine Farbe
einsparen. Dasselbe gilt, falls keine rot-weill Kette von A nach D existiert. Nehmen
wir also an, A und C sind durch eine rot-griin Kette und A und D durch eine rot-weil}
Kette verbunden (angedeutet durch die beiden Bogen in Figur 1.13). Dann ist B von
D getrennt, und ebenso E von C. Dies bedeutet aber, dass die blau-weil Komponente
R1, zu welcher B gehort, nicht auch D oder E enthalten kann, und ebenso dass die
blau-griin Komponente R», zu welcher E gehort, nicht auch C oder B enthalten kann.
Wir kénnen also in R; die Farben blau und weil austauschen und in R, die Farben
blau und grin, ohne die Farbung von C und D zu verdandern. Nach Abschluss dieser
Umfarbung ist A rot gefarbt, B und D weiR, und C und E griin. Es bleibt also blau fiir
unser kontrahiertes Land F tibrig.

Wenn auch Kempes Beweisfithrung fehlerhaft war, so enthalten seine Beweisschritte
die beiden entscheidenden Ideen: Nach 1.5 muss jede normale Landkarte ein Land
mit hochstens 5 Nachbarldndern enthalten. Wir kénnen daher sagen, dass die Menge
von Konfigurationen aus Figur 1.14 unvermeidbar ist in dem Sinne, dass jede normale
Landkarte eine Konfiguration aus dieser Menge enthalten muss.

Figur 1.14

Den Induktionsschritt kann man als Suche nach einer minimalen 5-chromatischen
Landkarte auffassen, d.h. mit der Minimalzahl von Landern. Eine Konfiguration heil3t
reduzierbar, falls gezeigt werden kann, dass sie in einer minimalen 5-chromatischen
Landkarte unmoglich auftreten kann. Kempes Kettenmethode zeigte, dass die ersten
drei Konfigurationen aus Figur 1.14 reduzierbar sind, leider aber nicht schliissig fiir
die letzte. Aber das Programm ist klar (und hat schlieRlich auch zum Erfolg gefiihrt):
Man finde eine unvermeidbare Menge, deren Konfigurationen sdamtlich reduzierbar
sind. Ist solch eine Menge gefunden, so kann es keine minimale 5-chromatische, und
somit iiberhaupt keine 5-chromatische Landkarte geben, d. h. alle Landkarten sind mit
hochstens 4 Farben farbbar.

Wie schon erwdhnt, wurde Kempes Beweis allgemein akzeptiert, und so ist es nicht
verwunderlich, dass weitere falsche Verbesserungen und auch neue ebenso falsche
Beweise folgten. Einer davon, der von Tait vorgeschlagen wurde, verdient genaueres
Studium.

Schon Cayley und Kempe bemerkten, dass zum Beweis der 4-Farben Vermutung die
Klasse der normalen Landkarten noch weiter eingeschrankt werden kann. Wir nennen
eine Landkarte £ = (V,E,R) bzw. das Gerust G(L) kubisch, falls d(u) = 3 ist fur
alle u € V. Ist £ nun eine beliebige normale Landkarte, so konnen wir £ sofort eine
kubische Landkarte .£” zuordnen, die mindestens ebensoviele Farben benotigt.
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du) =4 L L7

Figur 1.15

Wir ersetzen jede Ecke u € V mit d(u) > 4 durch ein Land U, wie in Figur 1.15
angedeutet. Ist die so konstruierte kubische Landkarte £’ 4-farbbar, so sicherlich auch
L. Somit sehen wir:

Die 4-Farben Vermutung ist genau dann richtig, wenn alle kubischen normalen Land-
karten 4-fdarbbar sind.

Man beachte, dass in einer kubischen Landkarte die an eine Schlinge anstoRende Kante
eine Briicke sein muss. Das heilt, eine briickenlose kubische Landkarte hat auch keine
Schlingen. Da fiir eine kubische Landkarte 3|V | = 2|E| gilt, haben wir Gleichheit in 1.5,
wie aus dem dortigen Beweis sofort folgt.

Folgerung 1.6. Sei L eine kubische normale Landkarte und p; die Anzahl der Liinder,
welche genau i Grenzen haben, i > 2. Dann gilt > ;.,(6 — i) p; = 12.

Tait hat nun die 4-Farbbarkeit von kubischen Landkarten auf die 3-Farbbarkeit der
Kanten zuriickgefiihrt. Dabei verstehen wir unter einer Kantenfédrbung eine Farbung
der Kanten solcherart, dass inzidente Kanten verschiedene Farben erhalten.

Satz 1.7 (Tait). Eine kubische briickenlose Landkarte .L ist genau dann 4-fdrbbar, wenn
ihre Kanten 3-fdrbbar sind.

Beweis. Sei £ 4-farbbar. Wir nehmen als Farbmenge die Kleinsche Vierergruppe
{0,a1,a»,as}, d.h. 0 ist das neutrale Element, und es ist a; + a; = 0 fiur alle i und
ai+aj = ax mit k # i, j fur alle i # j. Ist nun die 4-Farbung gegeben, so nehmen wir
als Farbe einer Kante e die Summe der Farben der beiden an e anstoflenden Lénder.
Daraus folgt unmittelbar, dass die Kanten alle aus {a,a»,as} gefarbt sind und dass
inzidente Kanten verschiedene Farben erhalten.

Nehmen wir nun umgekehrt an, die Kanten seien mittels {a;,a», a3} gefarbt. Wir
wahlen ein Land Fy und farben es mit der Farbe 0. Jedes andere Land F wird nun auf
folgende Weise gefarbt: Es sei C eine beliebige Jordan Kurve, welche das Innere von F
mit dem Inneren von F verbindet und durch keine Ecken von .£ geht. Die Farbe von F
sei dann die Summe der Farben aller von C passierten Kanten. Wir miissen zundchst
zeigen, dass jede solche Kurve dieselbe Farbe ergibt oder, was dasselbe ist, dass die
Summe der Farben aller von einer geschlossenen Jordan Kurve passierten Kanten = 0
ist.

Sei S so eine Kurve, c1,c2,...,c; die Farben der von S passierten Kanten (die mogli-
cherweise mehrmals passiert werden und dann jedesmal in die Liste aufgenommen
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werden) und d1,...,d, die Farben der ganz im Inneren von S liegenden Kanten. Ist
c(v) die Summe der drei an die Ecke v anstoRenden Kanten, so haben wir stets
c(v) = a1 + ax + a3 = 0. Somit gilt auch > c(v) = 0, wenn tuber alle im Inneren
von S liegenden Ecken summiert wird. In >’ c¢(v) wird jede innere Kante zweimal ge-
zahlt, also ist deren Beitrag 2(d; + - - - + dy,) = 0. Eine von S passierte Kante wird,
wie man sich sofort iiberlegt, ungerade oft passiert, falls eine der Endecken im In-
neren und die andere im AuReren von S liegt, und geradeoft in den beiden anderen
Féllen (beide Endecken im Inneren bzw. beide im AuBeren). Wegen a; + a; = 0 fir
alle i schlieRen wir daraus, dass beide Ausdriicke > c(v) bzw. ¢; + - - - + ¢; genau die
Farbensumme der Kanten, die vom Inneren ins AuRere fithren, ergeben. Somit haben
wir > c(v) = ¢1 + - - - + ¢4, also tatsachlich 2521 ¢; = 0. Schlieflich miissen wir noch
nachweisen, dass benachbarte Lander A, B verschiedene Farben erhalten. Ist C nun
eine Kurve vom Inneren von Fy ins Innere von A, so konnen wir C tiber die Grenze
e ins Innere von B verlangern. Die Farbe c¢(B) von B ist dann die Summe der Farben
c(A) von A und c(e) von e, so dass c(B) # c(A) ist wegen c(e) # 0. O

Beispiel. Figur 1.16 demonstriert den zweiten Beweisteil, wobei der Ubersichtlichkeit
wegen a; = i fur alle i gesetzt wird, also1+1 =0,1 + 2 = 3 usf.

Figur 1.16

Tait selbst gab an, dass die 3-Farbung der Kanten einer kubischen Landkarte ein
selementarer” Satz sei, der leicht mit Induktion zu beweisen sei, so dass dann mittels
1.7 auch die Richtigkeit der 4-Farben Vermutung resultierte. Aber natiirlich war dieser
Satz keineswegs elementar, sondern eben genau so schwierig wie der 4-Farben Satz.
1890 stellte dies Heawood klar, und diesem neuen Kapitel des 4-Farben Problems
wollen wir uns nun zuwenden.
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Ubungen zu Kapitel 1

10.
11.*

12.%

13.

14.%

15.
16.%

17.

18.

* Der n dimensionale Wiirfelgraph Q, hat als Ecken alle n-Tupel (ai,...,a,) mita; =0

oder 1, wobei zwei Ecken benachbart sind, wenn sie sich an genau einer Stelle des n-
Tupels unterscheiden. Zeichne die Graphen Q; bis Q4. Wie viele Ecken und Kanten hat
Q,,? Was sind die Eckengrade in Q,? Welche Q;,’s sind plattbar?

Welche der drei abgebildeten Graphen sind isomorph?

* Zeige die Aquivalenz: Eine Kante e ist Briicke < e liegt in keinem Kreis. Ist der Graph

eben, so gilt ferner: e Briicke < e begrenzt auf beiden Seiten dasselbe Land.

G sei ein einfacher Graph mit mindestens zwei Ecken. Zeige, dass G stets zwei Ecken
vom selben Grad enthalt.

Zeige, dass die Anzahl der Ecken von ungeradem Grad stets gerade ist.

Zeichne alle nichtisomorphen Baume mit 6 und 7 Ecken. (Es gibt 17.)

* Beweise die folgenden Aquivalenzen: G = (V, E) ist ein Baum < G ist zusammenhin-

gend mit |E| = |V| — 1 < je zwei Ecken sind durch genau einen Weg verbunden.

Zeige: Jeder Baum mit |V| > 2 hat mindestens 2 Ecken vom Grad 1. Welche Baume
haben genau 2 Ecken vom Grad 1? Welche haben genau 3 Ecken vom Grad 1?

Sei G ein einfacher Graph mit p Ecken und g Kanten. Zeige: Falls g > (”;1) ist, so ist G
zusammenhangend.

Zeichne alle kubischen Graphen (eben oder nicht) bis zu 6 Ecken.

Angenommen, £ = (V, E,R) ist eine schlingen- und briickenlose Landkarte, in der jede
Ecke Grad d hat, d > 2, und jedes Land genau f Grenzen besitzt, f > 2. Stelle mittels
1.4 fest, welche Paare (d, f) moglich sind und konstruiere fir jedes mogliche Paar eine
entsprechende Landkarte.

Beweise einen weiteren Satz von Tait: Eine normale Landkarte ist genau dann 2-farbbar,
wenn der Grad jeder Ecke gerade ist.

SchlieRe aus der Tatsache, dass jede normale Landkarte £ ein Land mit hochstens fiunf
Grenzen besitzt (1.5), mittels Induktion, dass jedenfalls x(<£) < 6 fur alle Landkarten
gilt.

An welcher Stelle hat Kempe geirrt?
Finde eine 3-Kantenfarbung der Landkarte in Figur 1.12.

Knobelei: 9 Personen stehen auf einem Empfang beisammen. Einige sind miteinander
bekannt, andere nicht (Bekanntschaft wird immer beidseitig angenommen). Behaup-
tung: Entweder es gibt 4 Personen unter ihnen, die alle untereinander bekannt sind,
oder 3 Personen, von denen keiner einen anderen kennt. (Hinweis: Modellierung als
Graph)

Rechneraufgabe: Gib Vorschldge, wie ein Graph moglichst 6konomisch zur Ein- und
Ausgabe dargestellt werden kann.

Rechneraufgabe: Beschreibe einen Algorithmus, der entscheidet, ob zwei Ecken in der-
selben Komponente liegen.
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19. Rechneraufgabe: Erstelle ein Programm zur Erzeugung aller Biume in einem gegebenen

Graphen.
20. Etwas schwieriger. Gegeben p nummerierte Ecken vi,...,v,. Wir wollen die Anzahl
der verschiedenen Baume G auf V = {vi,...,v,} bestimmen. Zwei Baume heilen

dabei gleich, wenn sie genau dieselben Kanten besitzen. Fiir p = 3 gibt es demnach
3 verschiedene Baume (die alle als Graphen isomorph sind). Zeige Cayleys Resultat: Auf
p nummerierten Ecken gibt es genau p”~2 verschiedene Biume. (Hinweis: Induktion)



2 Irrtum und Hoffnung

In einer 1890 erschienenen Arbeit analysierte Heawood Kempes Beweisfiihrung der
4-Farben Vermutung und legte einen fatalen Defekt bloR. Bldttern wir zum letzten
ubriggebliebenen Fall zurtick: Ein Land F ist von 5 Landern A, B, ..., E umgeben, die
mit den Farben rot, blau, griin, weill und blau gefarbt sind. Wir nehmen an, dass eine
rot-griin Kette von A nach C existiert und eine rot-weil Kette von A nach D. Dadurch
konnten wir in der blau-weill Komponente, die B enthalt, die Farben vertauschen, und
ebenso in der blau-griin Komponente, die E enthdlt. Wahrend es richtig ist, dass jede
einzelne dieser Vertauschungen wieder eine zuldssige Farbung ergibt (wobei allerdings
nach wie vor alle 4 Farben um F herum auftreten), so kann es nach Vornahme beider
Vertauschungen passieren, dass zwei blaue Lander nun aneinanderstofen (die vorher
weil bzw. grin gefarbt waren), was unzuldssig ist. Der Ausschnitt einer Landkarte in
Figur 2.1 demonstriert diese Tatsache.

Figur 2.1

Da P zur blau-weill Komponente von B gehort, erhélt P die neue Farbe blau, und da
Q zur blau-griin Komponente von E gehort, erhdlt Q ebenfalls die Farbe blau - aber P
und Q haben eine gemeinsame Grenze!

Also, so geht es nicht - und Kempe hat seinen Fehler auch sofort eingesehen. Hea-
woods Arbeit wurde am Anfang wenig beachtet - er selber hatte sie als eher destruk-
tiv bezeichnet. Vollig zu Unrecht, denn in ihr sind zwei wesentliche positive Satze
enthalten, die die nachfolgende Forschung entscheidend beeinflussten. Zuerst zeigte
Heawood, dass mittels der Kempe-Ketten zwar nicht die 4-Farbbarkeit, wohl aber die
5-Farbbarkeit aller Landkarten dargelegt werden kann.

Satz 2.1 (5-Farbensatz von Heawood). Jede Landkarte kann mit hochstens 5 Farben
gefdrbt werden.

M. Aigner, Graphentheorie, Springer Studium Mathematik — Bachelor,
DOI 10.1007/978-3-658-10323-1 2, © Springer Fachmedien Wiesbaden 2015
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Beweis. Die Beweisfithrung ist wie gewohnt. Wir kénnen induktiv annehmen, dass ein
Land F existiert, fiir dessen 5 Nachbarn A,...,E alle 5 Farben v, b, g, w, s (in dieser
Reihenfolge) verwendet werden. Existiert keine v, g-Kette von A nach C, so konnen wir
durch Vertauschung eine der beiden Farben einsparen. Im anderen Fall gibt es dann
aber keine b, w-Kette von B nach D und wir konnen hier eine Farbe einsparen. O

Als Nachstes griff er das Farbungsproblem von Landkarten auf beliebigen geschlos-
senen Flachen auf. Wir wollen ebenfalls darauf eingehen und das 4-Farben Problem
fiir den Moment etwas zurtickstellen. Durch stereographische Projektion haben wir
schon angedeutet, dass jede ebene Landkarte auf der Kugeloberflache realisiert wer-
den kann, und umgekehrt. Betrachten wir nun den Torus oder Radschlauch T.

@47&

Figur 2.2

Schon Kempe konstruierte eine Landkarte auf T, die 6 Farben benotigt. Die Landkarte
in Figur 2.2 besteht aus 7 Landern, die paarweise benachbart sind, so dass wir sogar
7 Farben bendtigen. Wir blicken in der Zeichnung von oben und unten auf den Torus,
miissen uns also die einzelnen Lander um den Schlauch herum verlangert vorstellen.

Schneiden wir den Torus langs der gestrichelten Linie auf und entrollen den so erhal-
tenen Zylinder, so erhalten wir eine ebene Realisierung, in der Ober- und Unterkante
zu identifizieren sind, ebenso wie Links- und Rechtskante. Inshesondere sind also die
,Eckpunkte” ein- und derselbe Punkt des Torus. In dieser ebenen Realisierung, dar-
gestellt in Figur 2.3, ist die paarweise Nachbarschaft der 7 Lander nun leichter zu
sehen.

Figur 2.3
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Was versteht man allgemein unter einer geschlossenen Flache? In der Topologie
lernt man den Begriff einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit. Darunter versteht man
einen topologischen Raum X, der Hausdorffsch und zusammenhangend ist, und
in dem jeder Punkt eine Umgebung besitzt, welche homéomorph zur offenen n-
dimensionalen Einheitskugel ist. Die reelle Linie und der Kreisring sind Beispiele 1-
dimensionaler Mannigfaltigkeiten. Eine 2-dimensionale geschlossene Fldche (und nur
solche werden wir betrachten) ist eine kompakte 2-dimensionale Mannigfaltigkeit in
R3. Ein erstes Ziel wird es sein, alle geschlossenen Flichen bis auf Homdomorphie
(d. h. bis auf stetige Transformationen) zu klassifizieren. Beispielsweise ist jede Kugel
homoéomorph zu jedem Ellipsoid, aber nicht homéomorph zum Torus. Wie diese
Klassifikation vor sich geht, steht in den meisten Topologie Biichern (siche Goodman
oder Ringel im Literaturverzeichnis). Fiir unsere Zwecke geniigt es, das Ergebnis zu
notieren.

Zuniachst zerfallen die Flachen in zwei groRe Klassen: die orientierbaren Fldchen und
die nicht-orientierbaren. Dabei nennt man eine Fldche (oder allgemein eine Mannig-
faltigkeit) S orientierbar, falls fiir jede geschlossene Jordan Kurve C auf S eine Ro-
tationsrichtung (z.B. im Uhrzeigersinn) erhalten bleibt, wenn wir einmal um C her-
umgehen. Ist dies nicht der Fall, so heilt S nicht-orientierbar. Grob gesagt, bedeutet
orientierbar, dass die Flache zweiseitig ist. Am Besten kann man sich dies folgender-
malen verdeutlichen: Eine Fliege, die an der Innenseite der Kugeloberflache entlang
kriecht, kann niemals an die AuRenseite gelangen. Dasselbe gilt fiir den Torus. Die-
se Flachen haben also zwei eindeutig verschiedene Seiten. Zweiseitige Flachen waren
natirlich schon lange bekannt und wurden seit Euler intensiv untersucht. Um die Mit-
te des 19. Jahrhunderts bemerkten aber die Mathematiker (allen voran Moébius), dass
Orientierbarkeit nicht notwendig aus den topologischen Eigenschaften einer Flache
gefolgert werden kann. Das Mdébiusband in Figur 2.4 ist einseitig: Die Fliege konn-
te von P aus startend rundherum kriechen und auf der ,anderen Seite“ landen. Das
Mobiusband ist zwar keine geschlossene Flache, doch sind auch geschlossene nicht-
orientierbare Flachen mathematisch ohne Weiteres zu beschreiben, wenn auch nicht
ganz leicht vorzustellen.

Figur 2.4

Innerhalb der Klassen der orientierbaren bzw. nicht-orientierbaren Flachen gibt es
noch eine weitere Strukturinvariante, das Geschlecht der Flache. Ergebnis:

Zwei geschlossene Fldchen sind genau dann homdomorph, wenn sie gleichen Orientie-
rungscharakter und gleiches Geschlecht haben.
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Innerhalb der Klasse der orientierbaren Flachen ist das Geschlecht eine ganze Zahl
h > 0. Die Kugeloberflache Sy hat Geschlecht 0, und wir erhalten ein Modell der orien-
tierbaren Fldche S;, vom Geschlecht h, indem wir h ,,Henkel“ auf die Kugeloberflache
aufsetzen. Figur 2.5 zeigt ein Modell von S3. Der Torus ist somit ein Modell von S;.

@
D g

Figur 2.5 Figur 2.6

Innerhalb der Klasse der nicht-orientierbaren Flachen ist das Geschlecht eine natiirli-
che Zahl k > 1. Wir erhalten ein Modell der nicht-orientierbaren Flache N, vom Ge-
schlecht k, indem wir aus der Kugeloberflache k kreisférmige Locher schneiden und
am Rand dieser Locher iberkreuz liegende Punkte identifizieren. Man sagt auch, man
setzt k ,Kreuzhauben“ auf die Kugeloberflache auf. Figur 2.6 zeigt ein Modell von Nj.
Es ist eine niitzliche Konvention, die Kugel auch als nicht-orientierbare Flaiche Ny des
Geschlechts 0 zuzulassen.

Zurtiick zum Farbungsproblem. Haben wir eine geschlossene Fldache S gegeben, so ver-
stehen wir unter einer Landkarte £ auf S analog zum Bisherigen einen zusammen-
hidngenden Graphen G (L), der so in S eingebettet ist, dass Kanten einander nur in En-
decken schneiden (homéomorph zu R), und dass die solcherart entstehenden Linder
einfach zusammenhingend sind (homoomorph zu R?). Die chromatische Zahl x (L)
von £ ist wieder die Minimalzahl von Farben, die bendtigt wird, um £ zuldssig zu
farben. Fur eine gegebene Flache S scheint es zundchst nicht unplausibel, dass Land-
karten auf S existieren, deren chromatische Zahl beliebig groR wird. Aber genau das
Gegenteil ist der Fall - und das ist es, was Heawood in seiner Arbeit gezeigt hat. Es
existiert eine obere Schranke fiir x (L), die nur von der Fldche S abhdngt - und dies
gilt fur jede Flache S.

Eine der beriihmtesten Formeln der gesamten Mathematik besagt, dass die Zahl |V| —
|E| + |R] fiir jede in S eingebettete Landkarte £ = (V, E, R) dieselbe ist, also nur von
der Flache S, aber nicht von .£ abhdngt. Wir kénnen demnach unzweideutig von der
Euler Charakteristik e(S) = |V| — |E| + |R| der Flache S sprechen. In 1.4 haben wir
e(Sp) = 2 fur die Ebene und damit fiir die Kugeloberflache bewiesen. Allgemein gilt:

Formel 2.2 (Euler-Poincaré). Die Euler Charakteristik ftir Sy, bzw. Ny, ist
(i) e(Sp)=2-2h (h=0),
(i) e(Ny) =2-k (k=1).

Beweisskizze. Fligen wir zu einer orientierbaren Flache einen Henkel hinzu, so ernied-
rigen wir die Charakteristik um 2. Es kommen wie im Fall der Figur 2.7 drei Kanten
und drei Lander hinzu, jedoch fallen die zwei ,Anschlusslander” weg. Auf dem Henkel
selber wird nun der Induktionsbeweis wie in 1.4 gefiihrt.



2 IRRTUM UND HOFFNUNG 21

Figur 2.7

Setzen wir also insgesamt h Henkel auf Sy auf, so wird die Charakteristik auf 2 — 2h
reduziert. Genau so schlieft man im nicht-orientierbaren Fall. O

Die Euler Charakteristik ist also 2,0,-2,-4,... fir orientierbare Fliachen und
1,0,—-1,-2,... fir nicht-orientierbare.

Beispiel. Die nicht-orientierbare Flache N; (sie ist homdéomorph zur reellen projekti-
ven Ebene) kann am besten als Kreisscheibe veranschaulicht werden, in der diametral
gegeniiberliegende Randpunkte identifiziert werden. Figur 2.8 zeigt eine Landkarte £
mit 6 Landern auf Ny, in der alle Lander paarweise benachbart sind. .£ hat 10 Ecken,
15 Kanten und 6 Lander im Einklang mit 10 — 15 + 6 = 1 (= e(Np)).

Figur 2.8

Wir kommen zu Heawoods Farbensatz. Sei S eine geschlossene Flache, dann bezeich-
nen wir als chromatische Zahl x(S) von S die Minimalzahl von Farben, die notig sind,
um jede beliebige Landkarte £ auf S zu farben, also x(S) = max x (L), erstreckt tiber
alle Landkarten £ auf S. Nach Heawoods erstem Resultat 2.1 wissen wir z.B., dass
X(So) = 4 oder 5 ist. Ohne Weiteres ist aber nicht ersichtlich, dass fiir eine beliebige
Flache S die chromatische Zahl tiberhaupt endlich sein muss.

Satz 2.3 (Farbensatz von Heawood). Sei S eine geschlossene Fldche mit Euler Charak-
teristik e(S) < 1. Dann gilt

(S) = l7+x/49—24e(S)J
= 2 b

wobei | x| die grofite ganze Zahl < x bedeutet.
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Beweis. Fur e < 2 sei h(e) definiert durch h(e) := W. Wir haben h(e)2—7h(e) +
6e = 0, also 6(1 — ﬁ) = h(e) — 1. Sei £ eine Landkarte auf S. Wir konnen wie im
ersten Kapitel annehmen, dass -£ normal ist, da sich durch Hinzufiigen von Kanten die
Farbenzahl hochstens vergroRert. .£ habe p Ecken, g Kanten und » Lander. Bezeichnet
d die durchschnittliche Anzahl von Kanten, die ein Land begrenzen, so haben wir

3p<2gq=drv, p—q+r =e(S),

und somit
a<3(@-p)=3(r-e(S)).

Daraus folgt
do 2q - 6(r —e(S)) :6<17 e(S)>.
v v v

Behauptung. .L' kann mit | h(e(S))| Farben gefirbt werden.

Wir fiihren Induktion nach ». Ist v < h(e(S)), d.h. r < [h(e(S))], so ist die Behaup-
tung trivialerweise richtig. Sei also v > h(e(S)).

Fall 1. e = e(S) < 0. Dann haben wir d < 6(1 — 7) < 6(1 — ﬁ) = h(e) — 1. Es
existiert also ein Land F, welches an hochstens [h(e)] — 1 andere Linder angrenzt.
Kontrahieren wir F wie iiblich zu einem Punkt, so bleibt eine Farbe tibrig, die fiir F

verwandt werden kann.

Fall 2. e = ¢(S) = 1 (also S = Np). Hierist d < 6(1 — %) < 6 = h(1). Wir konnen nun
denselben Schluss mittels Kontraktion durchfiihren. O

Warum wurde im Beweis der Fall e(S) = 2, also die Kugeloberflache, ausgeschlossen?
Hier haben wir d < 6(1 — %) < 6, aber h(2) = 4. Also konnen wir mit dem tiblichen
Induktionsbeweis nur x (Sy) < 6 schlieRen, ein sogar schwacheres Ergebnis als der uns
schon bekannte Satz 2.1.

Setzen wir 2.2 in die Formel 2.3 ein, so erhalten wir:

Folgerung 2.4. Es gilt:
D) x(Sp) < |28 (h = 1),

() x(Np) <[22 (k= 1).

Man beachte, dass fiir h = 0 genau x(Sp) < 4 resultieren wiirde - aber der Beweis
funktioniert eben leider genau fiir diesen Fall nicht.

Percy John Heawood wurde 1861 in Newport, England geboren
und studierte mit ausgezeichnetem Erfolg am Exeter College in Ox-
ford. Von 1887 an lehrte er an der Universitdt von Durham, wo er
bis zu seiner Emeritierung (mit 78 Jahren!) blieb. Er verfasste meh-
rere Arbeiten zur Zahlentheorie und Geometrie, aber das Zentrum
seines Schaffens blieb sein ganzes Leben das 4-Farben Problem, zu
dem er wegweisende Arbeiten im Zeitrahmen von 60 Jahren ver-
offentlichte. Seine Leidenschaft aufierhalb der Mathematik war die
Rettung des vom Verfall bedrohten Durham Castle. Fiir seine hart-
ndckigen und erfolgreichen Bemiihungen wurde er mit dem Orden
des British Empire geehrt. Er starb 1955 in Durham.
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Beispiele. Fiir den Torus S; und die projektive Ebene N; errechnen wir x(S;) < 7,
X(N7) < 6. Da wir in den Figuren 2.2 und 2.8 bereits entsprechende maximal chro-
matische Landkarten konstruiert haben, konnen wir nun fiir beide Zahlen Gleichheit
feststellen.

Heawoods Resultat lie die Richtigkeit der 4-Farben Vermutung als fast sicher erschei-
nen. Aulerdem legte es das Studium der Farbbarkeit auf Flachen hoheren Geschlechts
nahe, um so vielleicht auch neuen Aufschluss tiber die Kugel bzw. Ebene zu erhalten.
Insbesondere wurde sofort die Frage aufgegriffen, wie nahe die obere Schranke in 2.4
an die wahre chromatische Zahl herankommt. Da die Entwicklung und endgiiltige Lo-
sung dieser Frage eine der spannendsten mathematischen Geschichten ist, wollen wir,
der allgemeinen Historie etwas vorgreifend, naher darauf eingehen.

Auch Heawood unterlief eine Ungenauigkeit. Er erkannte klar, dass zum Beweis der
Gleichheit in 2.4(i) (Heawood behandelte nur den orientierbaren Fall) man tatsachlich
eine Landkarte auf S konstruieren muss, welche | h(e(S))] Farben benotigt. Aber er
fihrte dies nur fir den Torus durch und stand offenbar unter dem Eindruck, dass
der allgemeine Fall dhnlich ginge. Weit gefehlt: Es brauchte 78 Jahre, bis der Beweis
beendet war (natiirlich ausgenommen Sy), und er wird nach wie vor verbessert.

Heffter wies 1891 auf die Unvollstandigkeit in Heawoods Beweisfiihrung hin und
war auch der erste, der fiir einige weitere Werte von h Gleichheit in 2.4(i) zeigte.
Insbesondere steuerte er zwei wichtige neue Ideen bei.

Betrachten wir die Flache Sj,. Um x(S)) zu berechnen, miissen wir die maximale chro-
matische Zahl x(.£) aller Landkarten £ auf S bestimmen. Es ist leicht einzusehen,
dass x(Sn) < x(Sp+1) wie auch x(Ng) < X(Nk+1) gilt. Heffter drehte nun das Problem
um. Sei £, eine Landkarte mit n Landern, die alle zueinander benachbart sind. Was
ist das minimale Geschlecht h (oder k im nicht-orientierbaren Fall), so dass £, in Sp
(bzw. Ni) eingebettet werden kann? Diese minimale Zahl wollen wir mit y () im orien-
tierbaren und y(n) im nicht-orientierbaren Fall bezeichnen. Da .£5 nicht in die Ebene
eingebettet werden kann, aber in den Torus und in N, haben wir z.B. y(5) = y(5) = 1.
Natiirlich ist y(4) = y(4) = 0.

Lemma 2.5. Flirn > 3 gilt:

(i) y(n) = [E=2in=d

(ii) y(n) =

i

(n-3)(n—4)
[=3)nd)q
Dabei ist [ x] die kleinste ganze Zahl > x.

Beweis. Sei L, auf Sy, eingebettet, wobei wir wie immer annehmen konnen, dass jede
Ecke an mindestens 3 Kanten anstofit. Aus |V |—|E|+|R| = 2—-2h, 3|V| < 2|E|, erhalten
wir |[E| < 3|R| — 6 + 6h und wegen |R| = n, |E| = (’;) daraus 2™V < 3n — 6 + 6h

oder h > "("*”1;6"”2 = ("*31);”*4). Das heilt also, % ist eine untere Schranke
fiir jedes solche h, und damit auch fiir das minimale y (7). Der Beweis von (ii) verlauft
vollig analog. O

Lemma 2.5 ist, wie auch der Beweis andeutet, ein Gegenstiick zu 2.3 und darum noch
kein groRer Fortschritt. Was aber nun wirklich weiterhilft ist die Tatsache, dass aus
der Gleichheit in 2.5 fir alle n auch die Gleichheit in 2.3 fir alle S folgt. Es ist ja



24 INTRODUKTION

gewiss leichter (wenn auch noch schwer genug), eine gegebene Landkarte ., in ein
bestimmtes Syn) (bzw. Nyy)) einzubetten als fiir jede Flache prinzipiell unendlich
viele Landkarten auf ihre Farbbarkeit hin zu untersuchen. Betrachten wir zundchst
den orientierbaren Fall.

Lemma 2.6. Aus der Gleichheit in 2.5() fiir alle n > 3 folgt die Gleichheit in 2.4(i) fiir
alleh = 1.

Beweis. Sei S), gegeben und £, auf S, eingebettet mit n maximal. Dann gilt nach 2.4(i)

7+/1 +48hJ

nSX(Sh)SL >

Aus der Maximalitat von n folgt y(n + 1) > h. Setzen wir also Gleichheit in 2.5(i)
voraus, so erhalten wir [%] > h oder

" Sh 46— 12h = (n_5+\/1+48h> (n_ 5—\/1+48h> .y

2 2
Daraus folgt n > 2+y/1+48h V12+48h, also
7+ 1 +48h 7+ V1 +48h
— 1 <x(Sp) = ————
2 2
d.h. x(Sp) = | L8 O

Wie wir gleich sehen werden, wurde fir orientierbare Flachen tatsachlich Gleichheit
in 2.5(i) fur alle n bewiesen - und damit auch in 2.4(i). Der nicht-orientierbare Fall
enthdlt jedoch merkwiirdigerweise eine Ausnahme: n = 7. Franklin zeigte 1934, dass
L7 nicht in N, eingebettet werden kann, obwohl 2 die Schranke in 2.5(i) fir n = 7
ist. Diese Ausnahme zieht wegen y(7) = 3 die eine Ausnahme x(N:) = 6 in der
Heawood Schranke 2.4(ii) nach sich. Diese Ausnahmefliche N, wird als Kleinsche
Flasche bezeichnet (obwohl sie, da sie ja nur eine Seite hat, als Flasche denkbar
ungeeignet ware). Abgesehen von dieser einen Ausnahme verlauft der Beweis von 2.7
vollig analog zu 2.6.

Lemma 2.7. Aus der Gleichheit in 2.5(i) ftir allen + 7 undy(7) = 3 folgt die Gleichheit
in 2.4(ii) fiir alle k > 1, k # 2 und x(N») = 6.

Heffter selbst bewies Gleichheit in 2.5(@) fiir n < 12 und fiir eine merkwiirdige Serie,
deren erste Glieder n = 19,31,55,67,139,... sind. Und dabei blieb es fiir langere Zeit.

Heffters zweite Idee war es, den Begriff der Dualitdt von Landkarten auszuniitzen.
Ist £ eine Landkarte auf der Flache S, so konnen wir eine duale Landkarte L* auf
folgende Weise konstruieren: Ins Innere jedes Landes platzieren wir eine Ecke und wir
verbinden zwei solche Ecken v*, w* durch eine Kante e* in .£* genau dann, wenn
die zugehorigen Lander in £ eine gemeinsame Grenze e haben, wobei wir e* durch e
kreuzen. (Ist e eine Briicke, so zeichnen wir eine Schlinge e* bei v*.) Figur 2.9 zeigt
diese Konstruktion in der Ebene und auf dem Torus.
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Figur 2.9

Fur die zu £ = (V, E,R) duale Landkarte .L* = (V*, E*, R*) gilt klarerweise |V*| = |R],
|[E*| = |E|, |R*| |V]. Da wir das Geriist G = G(L) einer Landkarte £ stets
als zusammenhdngend voraussetzen, gilt offenbar £** = £ mit den natiirlichen
Korrespondenzen. Betrachten wir nun das Gertist G* = G(L*) von .L* (in der Figur
gestrichelt gezeichnet). G* heilt entsprechend der zu G duale Graph und es gilt
G** = G. Eine Fdrbung der Linder von L entspricht genau einer Eckenfdrbung von
G* in dem Sinne, dass benachbarte Ecken verschiedene Farben erhalten. Halten wir
dies eigens fest.

Definition. Sei G = (V,E) irgendein Graph. Eine Eckenféirbung von G ist eine Abbil-
dung f : V — M (M Farbenmenge), so dass uv € E impliziert f(u) # f(v). Die
chromatische Zahl x(G) ist die kleinste Zahl von Farben, die eine Farbung ermogli-
chen.

Wir haben somit x(£) = x(G*). Farbungsprobleme auf Landkarten sind damit aqui-
valent zu Farbungsproblemen auf Graphen, und diese sind meist wesentlich einfacher
zu behandeln. In spdteren Kapiteln werden wir aus diesem Grund tiberwiegend die
Graphen-Version des 4-Farben Problems heranziehen. Sind £ bzw. G(£) in der Flache
S eingebettet, so auch .L* bzw. G* = G(L*). Insbesondere ist .£ genau dann eine
Landkarte, wenn der Graph G* eben ist. Wir stellen fest:

Satz 2.8. Die 4-Farben Vermutung ist dquivalent zur Vermutung, dass alle pldttbaren
Graphen 4-fcdrbbar sind.

Aufgrund der Beziehung £ — G* (Landkarte — ebener Graph) konnen wir Satze iber
Landkarten durch ,Dualisierung” auf Graphen tibertragen. Ein erstes Beispiel ist die
duale Form von 1.5 bzw. 1.6. Briicken in £ entsprechen offenbar Schlingen in G* und
umgekehrt. Also erhalten wir:

Satz 2.9. Es sei G = (V,E) ein zusammenhdngender, einfacher, ebener Graph mit
mindestens drei Kanten. (Man beachte, dass jedes Land dann mindestens drei Grenzen
haben muss.) Bezeichnet p; die Anzahl der Ecken vom Grad i, so gilt

> (6-1i)p;i =12,

i>1
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und wir haben Gleichheit in dieser Formel, wenn G brtickenlos ist und alle Lcinder genau
3 Grenzen haben. Insbesondere muss also stets eine Ecke vom Grad < 5 existieren.

Zurick zu allgemeinen Flachen S. Ein Graph G heilt einbettbar in S, falls G isomorph
ist zu einem Graphen, dessen Ecken Punkte von S sind und dessen Kanten Jordan
Kurven auf S sind, die sich nur in entsprechenden Endecken schneiden. Um x(S) zu
bestimmen, kénnen wir nach dem eben Gesagten auch das Maximum von x(G) tber
alle in S einbettbaren Graphen heranziehen. Wir definieren nun naheliegenderweise
das Geschlecht y(G) (bzw. das nicht-orientierbare Geschlecht y(G)) eines Graphen G
als die kleinste Zahl h (bzw. k), so dass G in S, (bzw. Ni) eingebettet werden kann.

Es erhebt sich sofort die Frage, ob jeder Graph in eine gewisse Flache S; (bzw.
Ny) eingebettet werden kann. Dies ist aber klar. Wir zeichnen G zunédchst auf der
Kugeloberfliche, wobei Kanten sich schneiden diirfen. Zu jeder Kante uv kénnen
wir nun einen Henkel aufsetzen, iiber den die Kante lauft. Diese Henkel konnen
ersichtlich so deformiert werden, dass sich keine Kreuzungen mehr ergeben. Ahnlich
verlduft die Uberlegung im nicht-orientierbaren Fall. Der Graph G* fiir die Landkarte
Ly von vorhin hat n Ecken, die alle paarweise benachbart sind. Wir nennen G* den
volistdindigen Graphen auf n Ecken mit der Bezeichnung K,. Die Zahlen y(n) bzw.
sind demnach nicht anderes als das Geschlecht y(K;,) bzw. y(K;,).

Als Zusammenfassung der beiden Heffterschen Ideen konnen wir 2.5 bis 2.7 so
formulieren:

Satz 2.10. Fiir n > 3 gilt: y(K,) > [0 y(K,) > W20 Gile fiir alle
n Gleichheit mit der einen Ausnahme y(K7) = 3, so haben wir auch Gleichheit in
Heawoods Farbensatz 2.3 mit der einen Ausnahme x(N») = 6 (immer abgesehen von

So).

In dieser Form der Grapheneinbettung war die Bestimmung von y (K;,) bzw. y(K,,) als
Fadenproblem bekannt geworden: Kénnen wir n Punkte auf S, wdhlen und alle diese
Punkte durch (g‘) Faden verbinden, die sich niemals kreuzen? Figur 2.10 zeigt die zu
Figur 2.3 duale Fadenfigur auf dem Torus fiur n = 7.

6 4
59 05
3 3
7 7
5¢ o5

6 4

Figur 2.10

Wie ging es weiter? 1910 behandelte Tietze erstmalig den nicht-orientierbaren Fall und
bewies 2.4(ii). Er gab auch an, dass x(N») > 6 ist, wahrend die obere Schranke ja 7 ist.
Dass tatsachlich x(N») = 6 gilt, wurde, wie schon erwédhnt, von Franklin bewiesen,
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der noch weitere Werte angab. Bis 1939 war bekannt, dass Gleichheit in 2.4(3i) fir
k < 7, k # 2 gilt. SchlieRlich war es Ringel, der 1954 die vollkommene Losung angab:
y(n) = [%6("*4)] gilt stets, mit der einen Ausnahme y(7) = 3, und damit war auch
der Heawoodsche Farbensatz im nicht-orientierbaren Fall endgultig bewiesen.

Der orientierbare Fall war ungleich schwieriger. Nach Heffter, der wie erwahnt, Gleich-
heit in 2.5@) fur n < 12 und einzelne weitere Werte bewies, dauerte es bis 1952, als
Ringel Gleichheit fiir n = 13 nachwies. 1954 folgte, ebenfalls von Ringel, der entspre-
chende Beweis fur alle n der Form n = 12k + 5 und 1961 fir alle n = 12k + 7, mit
v = 3,7,10. Danach hatten mehrere Mathematiker Anteil an der Losung, allen voran
Ringel, Youngs und Gustin. Ende Februar 1968 war nur noch der Einzelfall n = 30
offen, und dieser GnadenstoR wurde von J. Mayer vorgenommen, einem Professor fiir
franzosische Literatur.

Das Fadenproblem war geldst und damit, wie wir in 2.10 festgestellt haben, auch der
Heawoodsche Farbensatz endgiltig bewiesen. Ja, eben nicht ganz endgiiltig. Die Kuge-
loberflache oder dquivalent dazu die Ebene war immer noch offen. Viele Erkenntnisse
waren gewonnen worden, die die Hoffnung auf eine Losung nahrten. Aber noch war
die Frage ungeklart: Ist x(Sp) = 4 oder 5? Und so wollen wir den Faden der Entwick-
lung des 4-Farben Problems wieder aufnehmen.

Gerhard Ringel wurde 1919 in Kollnbrunn, Osterreich geboren,
wuchs in Bohmen auf und begann sein Mathematik Studium in
Prag. Nach Kriegseinsatz und sowjetischer Kriegsgefangenschaft
konnte er erst 1949 sein Studium in Bonn fortsetzen. Nur zwei Jahre
spdter promovierte er tiber den Farbensatz auf nicht-orientierbaren
Flédichen. Nach einer Lehrtdtigkeit in Bonn und Frankfurt wurde er
1960 an die FU Berlin berufen. Wchrend dieser Zeit bewies er zu-
sammen mit J.W.T. Youngs den Farbensatz, der seither ihre Na-
men trdgt. 1970 folgte er Youngs an die University of California,
Santa Cruz. Er war eine in jeder Hinsicht ,,colorful” Personlichkeit:
ausgewiesener Schmetterlingssammler und Entomologe, begeister-
ter Tennispieler und Wellenreiter, und unermiidlicher Erfinder von
mathematischen Rditseln. Er starb 2008 in Santa Cruz.
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Ubungen

10.%

Verifiziere die Bemerkung nach 2.1, dass jede ebene Landkarte auf der Kugel realisiert
werden kann, und umgekehrt.

.* Wir nennen einen Graphen G = (V, E) bipartit, falls die Eckenmenge V in zwei disjunkte

Teile V1, V> zerlegt ist, so dass alle Kanten eine Endecke in V; und die andere in V>
haben. Ist |V;| = m, |V2| = n und enthélt G alle Kanten zwischen V; und V>, so heilst
G vollstdndig bipartit, mit der Bezeichnung K, . Z.B. ist K> > isomorph zum Kreis der
Lange 4. Zeige:

a. K33 ist nicht pldttbar, entweder direkt aus dem Jordanschen Kurvensatz oder
mittels 1.4.

b. K33 kann in den Torus kreuzungsfrei eingebettet werden.

* Eine Einbettung eines Graphen in eine Flache heile reguldr, falls alle Lander dieselbe

Anzahl von Grenzen besitzen. Finde reguldre (und schone) Einbettungen von K4 4 und
K36 in den Torus.

Betrachte den Petersen Graphen P (Figur 3.13). Zeige:

a. P ist nicht plattbar,

b. die Kanten von P konnen nicht 3-gefarbt werden,

c. P kann in den Torus eingebettet werden.

Bette den vollstandigen Graphen Kg in die projektive Ebene N; ein.
Konnen K5 oder K33 in das Mobius Band eingebettet werden?

In Ringels Erde-Mond Problem hat jedes Land einer Landkarte eine Kolonie auf dem
Mond. Die Zahl x> (L) ist die Minimalzahl von Farben, wobei angrenzende Lander auf
der Erde oder Mond verschieden gefarbt werden (ein Land und seine Kolonie erhalten
stets die gleiche Farbe). In dem Beispiel sind je zwei der Lander (+ Kolonie) benachbart,

LA gl
QS0

Erde Mond

Konstruiere £ mit x2 (L) = 8.

Die Platonischen Graphen sind die Gerlstgraphen der Platonischen Korper: Tetraeder,
Wiirfel, Oktaeder, Dodekaeder, Ikosaeder. Die ersten beiden sind isomorph zu K4 bzw.
Q3 (siehe Ubung 1 in Kapitel 1), die letzten sind in Figur 3.14 bzw. 5.9 abgebildet.
Zeichne jeweils die dualen Graphen. Welche sind selbstdual, d. h. isomorph zum dualen
Graphen?

Bette Kg in den Torus ein und zeichne den dualen Graphen. Welche Eigenschaften hat
dieser Graph?

Gegeben die beiden ebenen Graphen:

Zeige G = H, aber G* # H*.Ist 7 die kleinste Eckenzahl, wo dies moglich ist?



11.

12.*

13.

14.*

15.

16.*

17.

18.

19.

20.
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Ein Rad W, ist ein Kreis C,, der Liange n zusammen mit einer weiteren Ecke, die mit
allen Kreisecken verbunden ist. (Beispiel: W3 = K4) Zeige, dass alle Rader plattbar sind
und als ebene Graphen selbstdual sind. Welche weiteren Graphen sind selbstdual?

Gehen wir von einem ebenen Graphen G = G(£) zu seinem Dual G* = G(L*) uber,
so erhalten wir zusammengehorige Begriffspaare. Beispiel: Anzahl der Grenzen ~ Grad
der Ecke. Finde weitere Begriffspaare. Dualisiere die Aussage in Ubung 12 aus Kapitel 1.

Beweise einen weiteren Farbensatz von Heawood: Eine kubische normale ebene Land-
karte ist 3-farbbar < alle Lander haben eine gerade Anzahl von Grenzen. (Hinweis:
Dualisieren!)

Wie sieht eine Landkarte aus, deren Ecken mit 2 Farben zuldssig gefarbt werden konnen
und ebenso deren Lander?

Zeige mit Hilfe von 2.10, dass es keinen vollstindigen Graphen vom orientierbaren
Geschlecht 7 gibt. Was ist die ndchste Zahl, welche nicht als Geschlecht eines K,
auftritt? Bestimme dhnliche Liicken beim nicht-orientierbaren Geschlecht.

Zeige y(Kmn) = [W] fir alle m, n. Wie lautet die entsprechende Ungleichung
fir Y (Km,»)? Bestimme y (K4 4).

Knobelei. Wir wissen schon, dass K44 nicht plattbar ist. Bei jeder Realisierung von Kj 4
in der Ebene miissen demnach Kreuzungspunkte auftreten. Was ist die kleinstmogliche
Zahl von Kreuzungen, die erreicht werden kann?

Zeige, dass jeder einfache Graph in R3 kreuzungsfrei realisiert werden kann (Ecken =
Punkte, Kanten = Jordansche Kurven).

Rechneraufgabe: Entwirf einen Algorithmus, der einen beliebigen ebenen Graphen mit
5 Farben farbt.

Etwas schwieriger. Zeige, dass jeder einfache plattbare Graph so in die Ebene eingebettet
werden kann, dass alle Kanten gerade Linien sind. (Hinweis: Induktion)
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Wenngleich um 1900 die 4-Farben Vermutung wohl nach wie vor als kombinatorische
oder topologische Merkwiirdigkeit angesehen wurde, die vielleicht mit einer neuen
Idee auf einen Schlag gelost werden konnte, so waren auch bereits erste Ansatze zu
erkennen, das Problem in einen theoretischen Rahmen einzugliedern. Im Wesentlichen
wurden finf Richtungen eingeschlagen, die wir nun diskutieren wollen.

Heawoods Arbeit von 1890 und die meisten seiner spdteren Arbeiten schlugen eine
Arithmetisierung des Problems vor. Er bewies zundchst, aufbauend auf Taits Farben-
satz 1.7, dass eine kubische normale Landkarte 4-farbbar ist, vorausgesetzt dass alle
Lander von einer durch 3 teilbaren Anzahl von Grenzen umrandet werden. (Unter
Landkarte verstehen wir von nun an natirlich wieder eine ebene Landkarte.) Als Ver-
allgemeinerung dieser Bemerkung zeigte er:

Satz 3.1 (Heawood). Sei.L = (V,E,R) eine kubische normale Landkarte. .L' kann genau
dann 4-gefirbt werden, wenn eine Funktion h : V — {1, -1} existiert solcherart, dass
fiir alle Lénder F die Summe >, . h(v), erstreckt tiber alle Ecken v am Rand von F,
durch 3 teilbar ist - in Zeichen > ,cr h(v) = 0 (mod 3).

Beweis. Ist L 4-farbbar, so konnen die Kanten nach 1.7 mit 3 Farben «, 8,y gefarbt
werden. Rund um eine Ecke v erscheinen die Farben im Uhrzeigersinn entweder in
der Reihenfolge o« — B — y oder in der Reihenfolge «x — y — B. Im ersten Fall setzen
wir h(v) = 1, im zweiten h(v) = —1. Wir miissen zeigen, dass die so konstruierte
Funktion h die Bedingung des Satzes erfiillt. Sei F ein Land und e eine Grenze von F.
Wir durchlaufen die Grenzen von F beginnend mit e im Gegenuhrzeigersinn. Sind ¢
und m zwei aufeinanderfolgende Grenzen, so ist die Farbe von m eindeutig durch die
Farbe von £ und den Wert h(v) der gemeinsamen Ecke bestimmt. Hat £ beispielsweise
Farbe B und ist h(v) = —1, so muss die Farbe von m gleich « sein. Da nach einem
Umlauf wieder die Farbe von e resultieren muss, folgt > ,cr h(v) = 0 (mod 3); siehe
Figur 3.1.

Figur 3.1

Istumgekehrt h : V — {1, —1} gegeben, so konstruiert man eine Kantenfarbung, indem
man mit einer beliebigen Kante beginnt und dann wie in Figur 3.1 weiterfarbt. O

M. Aigner, Graphentheorie, Springer Studium Mathematik — Bachelor,
DOI 10.1007/978-3-658-10323-1 3, © Springer Fachmedien Wiesbaden 2015
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Satz 3.1 kleidet das 4-Farben Problem in eine rein arithmetische Form. Sei eine kubi-
sche normale Landkarte .£ = (V, E,R) gegeben. Mit jeder Ecke v; assoziieren wir eine
Variable x;, und zu jedem Land F stellen wir eine Kongruenz

Xi+Xj+Xp+---+x0=0 (mod 3)

auf, wobei v;, v, Vg, ..., vy die Ecken am Rand von F sind. Wir erhalten dadurch ein
System von Kongruenzen (in dem jedes x; in genau drei Kongruenzen vorkommt),
und nach 3.1 folgt, dass die 4-Farben Vermutung richtig ist, wenn jedes solche System
von Kongruenzen eine Losung mit x; = +1 oder —1 fir alle i hat. Heawood selbst
untersuchte allgemein solche Kongruenzen in einer Reihe von Arbeiten. Er kam ei-
ner Losung nicht ndher und seine Methode wurde von anderen Mathematikern kaum
ubernommen, aber es war doch der erste bedeutsame Versuch, andere als rein kom-
binatorische oder topologische Methoden heranzuziehen.

Einen dhnlichen, geometrisch motivierten, Weg beschritt Veblen in einer Arbeit 1912.
Er begann, indem er eine Landkarte .L = (V, E, R) durch ein Paar von Inzidenzmatrizen
beschrieb, eine Idee, die schon in Kirchhoffs Arbeit 1847 erscheint.

L sei wie liblich normal (es geniligt £ als briickenlos vorauszusetzen) und habe p
Ecken, g Kanten und » Lander. Wir nummerieren die Ecken V = {vy,...,v,} und
ebenso E = {e1,...,eq}, R = {F1,...,Fy}. Die Ecken-Kanten Inzidenzmatrix A ist eine
0,1-Matrix mit p Zeilen und g Spalten, in der die Zeilen zu den Ecken und die Spalten
zu den Kanten korrespondieren mit einer 1 an der i, j-ten Stelle wenn v; und e;
inzidieren, und einer 0 wenn dies nicht der Fall ist. Ganz analog wird die Ldnder-
Kanten Inzidenzmatrix B mit v Zeilen und g Spalten definiert. Figur 3.2 zeigt eine
Landkarte und die zugehorigen Inzidenzmatrizen.

11100000000

10110010000
10010100000

01101000000
00101010000

00010101000

A=101001000010 B =

00001010110
00000101001

00000001101
00010011100 11000100011
00000000111

Figur 3.2

Wir fassen A und B als Matrizen tiber dem Korper GF(2) mit zwei Elementen 0,1 auf,
d. h. wir addieren und multiplizieren nach den Regeln 0 +0 =0,0+1 =1+0 = 1,
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1+1 =0,0x0=0x1=1x0=0,1x1 = 1. Jede Zeile von A oder B, und allgemein jeden

0,1-Vektor ¢ = (c1,...,cq) konnen wir unzweideutig mit der Menge C von Kanten
identifizieren, fiir die ¢; = 1 ist, also C = {e; € E : ¢; = 1}. Die Addition von Vektoren
(c1,...,¢cq) + (dr,...,dq) = (c1 + du,...,cq + dg) lasst sich sofort auf die Mengen C

und D tbertragen. Da ¢; + d; = 1 genau dann gilt, wenn e; € C, e; ¢ D oder e¢; € D,
e; & C ist, ist die Summe C + D = (C\D) U (D\C) genau die symmetrische Differenz
von C und D. Dem Nullvektor (0,0, ...,0) entspricht natiirlich die leere Kantenmenge.
Nach den Rechenregeln folgt, dass das innere Produkt Z?:l cid; = 1 oder = 0 ist, je
nachdem, ob der Durchschnitt C n D ungerade oder gerade viele Kanten enthalt.

Betrachten wir nun das lineare Gleichungssystem Ax = 0. Ein Vektor c ist genau
dann Losung, wenn das innere Produkt von ¢ mit jedem Zeilenvektor gleich 0 ist. Da
die Zeilenvektoren aber den mit den einzelnen Ecken inzidenten Kanten entsprechen,
erhalten wir: ¢ ist genau dann Losung, wenn die zugehorige Kantenmenge C aus jeder
Nachbarschaft N(v) eine gerade Anzahl von Kanten enthalt, wenn also in dem von C
erzeugten Untergraphen G = (V, C) jede Ecke v geraden Grad d¢(v) hat. Wir nennen
solche Graphen Zyklen oder Eulersche Graphen. Also: G ist ein Eulerscher Graph, wenn
jede Ecke geraden Grad hat.

Die Bezeichnung ,Eulerscher Graph® riithrt urspriinglich von einem ganz anderen
Problem her. Sei G ein zusammenhéangender Graph. Ein Eulerzug ist ein geschlossener
Kantenzug, der jede Kante genau einmal durchlauft. Viele Puzzles sind von dieser Art:
Man durchlaufe alle Kanten einer Figur, ohne den Bleistift abzusetzen und kehre zum
Ausgangspunkt zuriick. Hat G einen Eulerzug, so muss jede Ecke geraden Grad haben,
da eine Ecke, wenn sie im Zug betreten wird, auf einer anderen Kante wieder verlassen
wird. Aber auch die Umkehrung ist richtig, wie sich der Leser leicht iberlegen kann:
Hat jede Ecke in G geraden Grad, so existiert ein Eulerzug. Fiir zusammenhangende
Graphen sind somit die Bedingungen Eulerscher Graph und Existenz eines Eulerzuges
dquivalent.

Der Name Eulerzug stammt von der vielleicht dltesten graphentheoretischen Arbeit
her, der Losung des Konigsberger Brickenproblems durch Euler im Jahre 1736. Fi-
gur 3.3 zeigt 4 Landstiicke A, B, C, D und 7 Verbindungsbriicken a, b, ..., g. Frage:
Ist es moglich, von der Insel A aus einen Spaziergang zu machen, bei dem man alle
Briicken genau einmal passiert und schlieRlich nach A zuriickkehrt? Ubersetzen wir
dies in einsichtiger Weise in die Graphensprache, so resultiert der Graph rechts in
Figur 3.3. Da A aber einen ungeraden Grad hat (wie auch alle anderen Ecken), ist die
Antwort nein.




34 INTRODUKTION

Zuriick zu unserem Thema. Wir kénnen Eulersche Graphen G = (V,C) noch ndher
beschreiben. Ist C # @ und e € C, so konnen wir wegen d¢(v) = gerade fiir alle v € V
einen Weg, beginnend mit e, finden, der sich schlieRlich in einer schon durchlaufenen
Ecke treffen muss. Wir entfernen die Kanten des auf diese Weise konstruierten Kreises
und wahlen, falls vorhanden, eine neue Kante, konstruieren einen neuen Kreis, usf. C
zerfallt also letztlich in kantendisjunkte Kreise, und umgekehrt ist natiirlich jede Ver-
einigung kantendisjunkter Kreise ein Eulerscher Untergraph. In Figur 3.2 ist beispiels-
weise ¢ = (0,1,1,1,1,1,0,0,1,0, 1) Losung von Ax = 0. Die zugehorige Kantenmenge
C = {ep,e3,e4,e5,06,09,e11} zerfallt in die Kreise {e,, e3,es} und {e4, eg, €11, €9}.

Fir F € R ist die Menge Cr der mit F inzidenten Kanten natiirlich ein Zyklus,
und somit der Vektor cr Losung von Ax = 0. Wir nennen die Zyklen Cr bzw.
die Vektoren cr die Fundamentalzyklen bzw. Fundamentallosungen. Jede weitere
Losung ist Linearkombination der Fundamentallésungen, denn jeder Kreis unter-
teilt die Ebene in ein Inneres und AuBeres und ist daher Summe der im Inne-
ren verlaufenden Fundamentalkreise. Z.B. entspricht (1,0,1,0,0,1,1, 0,1,0,1) in Fi-
gur 3.2 dem Kreis {ej,es3, ez, eq,e11,e6} und ist Summe der Fundamentallosungen
(1,0,1,1,0,0,1,0,0,0,0) + (0,0,0,1,0,1,0,1,0,0,0) + (0,0,0,0,0, 0,0,1,1,0,1). Da
jede Kante in genau zwei Fundamentalzyklen liegt, ist >z cr = 0, also sind die cf’s
linear abhéngig. Jede echte Teilmenge ist aber linear unabhangig, da > pcz ¢ = 0 fur
® +# R" & R bedeuten wiirde, dass jede Kante, wenn sie iiberhaupt auftritt, mindestens
zweimal in den Landern von R’ vorkommen miisste, was aber ersichtlich unmoglich
ist. Die Dimension des Losungsraums von Ax = 0 ist demnach » — 1 und somit der
Rang der Matrix A, rg(A) =q — v + 1.

Da die Fundamentalzyklen genau den Zeilen von B entsprechen, so erhalten wir ohne
weiteres Zutun die Matrixgleichung ABT = O, wobei BT die zu B transponierte Matrix
bezeichnet, und rg(B) = v — 1.

Ein zweites Gleichungssystem erhilt man, indem man ATy = 0 betrachtet. Die Glei-
chungen haben sdmtlich die Gestalt v, + v, = 0, wobei ab eine Kante von G ist. Nach
den Rechenregeln in GF(2) muss fir eine Losung also stets y, = y} gelten und, da G
zusammenhdngend ist, miissen alle Variablen denselben Wert annehmen. Das heift,
(0,0,...,0)und (1,1,...,1) sind die einzigen Losungen. Der Loésungsraum hat Dimen-
sion 1 und folglich AT den Rang rg(AT) = p — 1. Wegen rg(A) = rg(AT) folgt daraus
q-r+1=p-1,d.h. p—q+r = 2,und dies ist nichts anderes als unsere wohlbekannte
Euler Formel.

Veblen geht nun zum 4-Farben Problem tber. Er wéhlt als Farbmenge die 4 Elemente
aus dem Korper GF(4). Fir zwei Elemente «, von GF(4) gilt « + § = 0 genau
dann, wenn « = f ist. Betrachten wir das Gleichungssystem BTz = 0 iiber GF(4).
Die Gleichungen sind von der Gestalt zr + zg = 0, wobei F,G benachbarte Lander
sind. Eine 4-Farbung von £ entspricht daher genau einem Vektor (ai,...,a,) tber
GF(4), der keine der Gleichungen zr + zg = 0 erfillt. Veblen interpretiert nun die
Vektoren (ai,...,a,) als Punkte in einem (» — 1)-dimensionalen projektiven Raum,
die Gleichungen zr + zg = 0 als Hyperebenen, und leitet daraus als Aquivalent zum
4-Farben Problem ein rein geometrisches Problem ab.

Veblens Ideen wurden spater von Whitney in den 1930er Jahren und vor allem von
Tutte wieder aufgenommen. Fiir den Moment wollen wir, um den Zusammenhang
zum Farbungsproblem durchsichtiger zu machen, Veblens Vorgangsweise sozusagen
dualisieren.
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Kehren wir zuriick zu den Matrizen A und B. A und B mogen die von den Zeilen von A
bzw. B erzeugten Unterrdume des Vektorraumes {; aller 0, 1-Tupel der Linge g tiber
GF(2) bezeichnen. Wir wissen bereits: dim A= q-7r+1,dim B = v — 1. Ferner wissen
wir, dass B genau aus den Vektoren b besteht, die senkrecht zu allen a € A stehen,
d.h. fiir die das innere Produkt a - b = 0 ist. Wir schreiben dafiir B = A*. Wegen
dim A + dim B = q folgt auch A=B*Umbeb nachzuprifen, genligt es wegen
Linearitat festzustellen, dass b senkrecht auf allen Zeilen von A steht.

Wir wissen bereits, dass die zu b € B gehorenden Kantenmengen genau die Eulerschen
Untergraphen sind. Wir wollen nun eine weitere Beschreibung von B herleiten, aus
der der Zusammenhang zum Farbungsproblem sofort klar wird. Sei f : R — GF(2)
eine beliebige Abbildung. Zu f assoziieren wir die Abbildung 6f : E — GF(2) mit
(6f)(e) = f(F) + f(G), wobei e die Lander F und G begrenzt. 6§ f heillt der zu f
gehorende Rand. Aus Linearitdtsgrinden bilden die Rénder einen Unterraum von V;,
und wir wollen zeigen, dass dies genau der Unterraum B ist.

Sei 6 f gegeben und v € V mit der zugehorigen Zeile a, in A. Dann gilt fiir das innere
Produkt a, - 6f = D5, (0f)(e) = D5y (f(F) + f(G)) = 0, da jedes f(F) zweimal
in der Summe vorkommt. Also ist jeder Rand in B. Fir die umgekehrte Inklusion
genligt wegen Linearitat der Nachweis, dass jeder zu einem Fundamentalzyklus Cr
gehorende Vektor cr auch Rand ist. Wahlen wir nun die Funktion fr : R — GF(2) mit
Jr(F) =1und fF(G) = 0 fiir G # F, so gilt ersichtlich (6 fF)(e) = 1 genau dann, wenn
e mit F inzidiert. Das heilt aber gerade cr = & fF, also ist unsere Behauptung richtig.
Figur 3.4 enthélt eine Abbildung f : R — GF(2). Die Kanten des zugehorigen Randes
bzw. Eulerschen Untergraphen sind fett gezeichnet.

Angenommen, wir wollen .£ mit 2 Farben farben. Wir wéahlen als Farbmenge 0,1 aus
GF(2). Eine zulédssige Farbung entspricht dann genau einer Funktion f : R — {0, 1} mit
f(F) # f(G) fir benachbarte Lander F und G, oder was dasselbe ist, einem Rand § f
(bzw. Eulerschen Untergraphen) mit (6f)(e) = 1 fur alle e € E. Wir erhalten daraus
sofort ein Resultat von Tait.

Satz 3.2. Eine briickenlose Landkarte L ist genau dann 2-fdrbbar, wenn das Gertist
G (L) ein Eulerscher Graph ist.

Wir wollen nun £ mit 4 Farben farben. Als Farbmenge M nehmen wir die Paare
(0,0),(0,1),(1,0),(1,1) mit 0,1 aus GF(2). Eine Farbung f : R — M entspricht
einem Paar (fi, f») von Abbildungen f; : R — {0,1} mit f(F) = (f\(F), f2(F)). Die
Abbildung f ist zuldssige Farbung, wenn fi (F) # f1(G) oder f>(F) # f>(G) fur je zwei



36 INTRODUKTION

benachbarte Liander F und G gilt, oder dquivalent, wenn (6.1, 6.f>) (e) # (0,0) fiir alle
e € E ist. Also: Fir die 4-Farbbarkeit von £ ist es notwendig und hinreichend, dass
zwei Rander (bzw. Eulersche Untergraphen) existieren, die nicht beide gleichzeitig eine
Kante e verfehlen.

Satz 3.3. Die 4-Farben Vermutung ist genau dann richtig, wenn das Gertist G(L) jeder
briickenlosen Landkarte L Vereinigung zweier Eulerscher Untergraphen ist.

Figur 3.5 zeigt eine (nicht disjunkte) Zerlegung eines Graphen in zwei Eulersche Unter-
graphen C; und C; und die dadurch induzierte 4-Firbung, wobei der Ubersichtlichkeit
halber fiir die Farben a = (0,0), b = (0,1), ¢ = (1,0), d = (1,1) gesetzt wurde. Die
Kanten von C; sind fett gedruckt, die von C, durch Striche gekennzeichnet. Wir farben
zundchst das dulere Land mit a.

Figur 3.5

Sei G = G(L) ein ebener Graph mit Inzidenzmatrix A. Dann hat der duale Graph
G* = G(JL*) die Inzidenzmatrix B, und es gilt, wie wir eben gesehen haben, B=A"
Nun konnen wir die Inzidenzmatrix A natiirlich fiir jeden Graphen G, ob eben oder
nicht, aufstellen. Aber gibt es dann immer einen dazu dualen Graphen, d.h. einen
Graphen, fiir dessen Inzidenzmatrix B ebenfalls B=At gilt? Die Beantwortung dieser
Frage durch Whitney in Kapitel 4 steht am Beginn eines der interessantesten Kapitel
der Graphentheorie und ihrer Verallgemeinerungen, der Theorie der Matroide, deren
Grundziige wir in Kapitel 8 darlegen wollen.

Ein dritter Vorschlag, wie der 4-Farben Vermutung beizukommen wire, wurde von
Birkhoff (der ein Kollege von Veblen in Princeton war) in einer Reihe von Arbeiten
beginnend 1913 gemacht. Sei .L' eine Landkarte und A eine natiirliche Zahl. Birkhoff
ermittelte eine Formel fiir die Anzahl p(.£;A) der Farbungen von £ mit hochstens
A Farben. Gelingt der Nachweis p (.£;4) > O fir alle Landkarten .£, so ware die 4-FV
positiv beantwortet. Man kann also Birkhoffs Idee als Quantifizierung des 4-Farben
Problems bezeichnen. Als erstes Hauptergebnis zeigte Birkhoff, dass p(.L;A) stets
ein Polynom in A vom Grad |R| ist, genannt das chromatische Polynom von L. Da
Nullstellen von Polynomen durch viele Methoden aus Algebra und Analysis zumindest
niaherungsweise ermittelt werden konnen, war die Hoffnung, p(L£;4) # 0 fur alle
chromatischen Polynome zeigen zu kénnen, nicht unberechtigt - vorausgesetzt man
konnte sich eine genaue Kenntnis dieser Polynome verschaffen.

Wir wollen Birkhoffs Resultat und einige Erganzungen von Whitney fiir Graphen statt
fiir Landkarten beweisen, und zwar ganz allgemein fiir beliebige Graphen.
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Satz 3.4. Sei G = (V,E) ein Graph ohne Mehrfachkanten mit p Ecken und q Kanten,
und p(G;A) die Anzahl der Eckenfdrbungen von G mit hochstens A Farben. p(G;A)
ist ein Polynom in A, p(G;A) = agA? + a1 AP~ + - - + ap. Hat G eine Schlinge, so ist
p(G;A) = 0, andernfalls gilt:

(i) p(G;A) hat Grad p.

(ii) Die Koeffizienten ao, a.,...,ap,— sind alle # 0 und haben abwechselndes Vorzei-
chen, wobei t die Anzahl der Komponenten von G ist.

(iii) ap=1,a1 = —q,a; =0 fliri>p—t.

t
(iv) Hat G die Komponenten Gy,...,G, so gilt p(G;A) = [] p(Gi; A).
i=1

Beweis. Besitzt G eine Schlinge, so ist p(G;A) = 0 und es ist nichts zu beweisen.
Sei also G schlingenlos. Wir fithren Induktion nach der Kantenzahl. Ist |E| = 0 und
|V| = p, so konnen die Ecken beliebig gefarbt werden, so dass p(G;A) = A” resultiert.
Es sei nun e = uv € E. Wir konstruieren zwei neue Graphen G\e und G/e. G\e
habe die Ecken und Kanten wie G, mit Ausnahme der Kante e, die wir wegstreichen.
In G/e identifizieren wir die Ecken u und v zur Ecke uv und verbinden uv mit
allen Ecken, die mit u oder v in G benachbart sind, wobei wir eventuell entstehende
Mehrfachkanten nur einmal eintragen (siehe Figur 3.6). Wir nennen G\ e die Restriktion
(der Kante e) und G/e die Kontraktion.

G G\e Gle
Figur 3.6

Betrachten wir die Farbungen von G\e. Sie zerfallen in zwei disjunkte Klassen, je
nachdem ob u und v verschiedene Farben oder die gleiche Farbe erhalten. Im ersten
Fall erhalten wir genau die Farbungen von G, im zweiten Fall kdnnen wir sie ein-
eindeutig den Farbungen von G/e zuordnen. Insgesamt haben wir also p(G\e;A) =
p(G;A) +p(G/e;A) oder p(G;A) = p(GNe;A) —p(G/e;A). Da beide Graphen G\e und
G /e weniger als g Kanten enthalten, konnen wir Induktion anwenden, woraus die Be-
hauptungen (i) bis (iii) ohne Miihe folgen. Die letzte Behauptung (iv) ist klar, da die
Farbungen der einzelnen Komponenten unabhdngig voneinander vorgenommen wer-
den konnen. O

Satz 3.4 erlaubt im Prinzip die Schritt-fiir-Schritt Berechnung jedes chromatischen
Polynoms, und somit auch die Entscheidung p(G;4) > 0. Natiirlich ist so eine Berech-
nung im Allgemeinen einer ad hoc-Farbung nicht tiberlegen.

Beispiel. Wir fiihren den algorithmischen Schritt des Satzes symbolisch vor (wobei
wir Graph und chromatisches Polynom identifizieren), bis wir den Graphen in kleine
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Graphen zerlegt haben, deren chromatische Polynome wir alle kennen. Zum Beispiel
erhalten wir fir alle vollstandigen Graphen K, das Polynom p(K,;A) = A(A — 1)(A -
2)---(A—p + 1), da wir die erste Ecke mit A Farben farben koénnen, nach einer
gewadhlten Farbe die zweite Ecke mit A — 1 Farben, usf. Aullerdem werden wir des
ofteren 3.4(iv) anwenden. Wir haben

oY -1 - £ oo
=<@ - @>-(A—1>

<€ - A->.m_1>
< lalpa-n o+ Y Lasn

/_\.> PaN

< . -(A=-2)A-1) + -(A-1)

= CAA=2)A-1)-A=-2)A-1)+((A-1))

AA-DA-2)A-DAA=-2)-A+2+1)

somit p(G;A) = A(A — 1)2(A — 2) (A2 — 3A + 3). Beispielsweise hat G also p(G;3) = 36
Farbungen mit 3 Farben und p(G;4) = 504 Farbungen mit 4 Farben. Der Leser moge
das Ergebnis p(G;4) = 504 nachpriifen, um eine Vorstellung von der Leistungsfahig-
keit des Algorithmus zu bekommen.

In seiner nachsten Arbeit griff Birkhoff die Kempesche Idee der Reduzierbarkeit von
Landkarten auf. Wir erinnern uns, dass eine Konfiguration reduzierbar heilt, falls sie
in einer hypothetischen minimalen 5-chromatischen Landkarte nicht auftreten kann.
Die ersten drei Konfigurationen in Figur 1.14 sind reduzierbar. Eine 5-chromatische
Landkarte .£ mit der minimalen Anzahl von Landern wollen wir irreduzibel nennen.
Birkhoffs Hoffnung war es, so viele Eigenschaften einer irreduziblen Landkarte £
nachzuweisen, dass schlieflich £ explizit konstruiert werden konnte oder die Un-
moglichkeit einer solchen Landkarte festgestellt sein wiirde.

Welche Eigenschaften einer irreduziblen Landkarte £ kénnen wir sofort aufzeigen?
Wie immer konnen wir £ als normal voraussetzen. Da die besagten drei Konfiguratio-
nen reduzierbar sind, muss jedes Land in .£ mindestens 5 Grenzen haben. Ferner muss
L kubisch sein. Denn hat v € V Grad t > 4, so muss es mindestestens ein Paar A;, A;
von an v anstoRende Lander geben, die nicht benachbart sind. Verschmelzen wir A;
und Aj, wie in Figur 3.7 angedeutet, so hat die neue Landkarte L’ ein Land weniger,
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kann also 4-gefarbt werden, und damit auch £, da wir nach Wiedertrennung fir A;
und A; dieselbe Farbe wihlen kénnen.

A=A

Figur 3.7

Birkhoffs wichtigste neue Idee war der Begriff eines Ringes. Eine Teilmenge R’ der
Lander bildet einen Ring, falls R’ einen Kreis von . bildet, der die Ebene in ein
nichttriviales Inneres £; und Auleres > teilt (wobei nichttrivial bedeutet, dass R’
nicht gerade die mit einer einzelnen Ecke inzidente Landermenge ist). Figur 3.8 zeigt
einen Ring mit 5 Landern.

Figur 3.8

Birkhoff bewies, dass eine irreduzible Landkarte keinen Ring mit vier oder weniger
Landern enthalten kann, und dass ein 5-Ring nur existieren kann, wenn das Innere
(oder AuBere) aus einem einzigen Land mit 5 Grenzen besteht. 6-Ringe sind schon
komplizierter, doch hat er bereits ein Beispiel eines reduzierbaren 6-Ringes angege-
ben, das in Figur 3.9 abgebildet ist.

George David Birkhoff wurde 1884 in Overisel, USA geboren. Er
studierte in Chicago und Harvard und wurde 1912 als Professor
nach Harvard berufen, wo er sein Leben lang blieb. Er leistete fun-
damentale Beitrcige zu einer ganzen Reihe von mathematischen Ge-
bieten, von Dynamischen Systemen und Ergodentheorie bis Geome-
trie und Quantenmechanik. Daneben bekleidete er viele wichtige
Positionen, unter andervem als Prdsident der amerikanischen ma-
thematischen Gesellschaft. Seine Brillianz als Wissenschaftler und
seine vielfiltige Tctigkeit zur Forderung der Mathematik machten
ihn zum wohl einflussreichsten Mathematiker der USA in der ersten
Hiilfte des 20. Jahrhunderts. Er starb 1944 in Cambridge, USA.
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In 1.6 haben wir die Formel > ;.,(6 — i)p; = 12 fiir jede normale kubische Landkarte
abgeleitet, wobei p; die Anzahl der Lander mit genau i Grenzen ist. Insbesondere gilt
diese Beziehung daher fir irreduzible Landkarten. Daraus folgt aber wegen p; = 0 fiir
i < 4 sofort ps = 12 + >,;.4(i — 6)p; = 12 und somit auch |R| > 12. Eine irreduzible
Landkarte muss also mindestens 12 Lander enthalten.

Mittels der Birkhoffschen Idee der Ringe hat Franklin 1922 nachgewiesen, dass eine
irreduzible Landkarte mindestens 26 Lander enthalten muss. Durch Studium groRerer
und groRerer Ringe wurde diese Zahl, bald Birkhoff Zahl b genannt, nach und nach
angehoben, wie die folgende Tabelle auszugsweise angibt:

Reynolds (1926): b > 28
Franklin (1938): b > 32
Winn (1940): b > 36
Ore-Stemple (1968): b > 41
Mayer (1978): b > 96

Die letzte Arbeit von Mayer (derselbe Professor fiir Literatur) war schon eine FleiR-
aufgabe, denn da war das 4-Farben Problem bereits gelost. Weniger die Birkhoff Zahl
als die Methoden zur Reduzierbarkeit selber waren interessant. Aber hier kam der
Durchbruch erst in den sechziger Jahren, vor allem durch die Arbeiten von Heesch.
Folgerichtig wollen wir diese Ideen zum 4-Farben Problem erst an dieser Stelle (Kapi-
tel 9) wieder aufgreifen.

Die letzten beiden neuen Entwicklungen, die aus Losungsversuchen zum 4-Farben
Problem entstanden, hatten ihren Ursprung in jeweils irrigen Vermutungen von Tait.

Rufen wir uns den Taitschen Satz 1.7 in Erinnerung: Eine kubische briickenlose Land-
karte . ist genau dann 4-fdrbbar, wenn ihre Kanten 3-fdrbbar sind. Nehmen wir an,
die Kanten sind rot, blau und weil gefarbt. Der Untergraph Gz von G(£), der nur
aus den roten Kanten besteht, hat die Eigenschaft, dass jede Ecke in Gi Grad 1 hat,
und dasselbe gilt fiir die Untergraphen Gp und Gy der blauen bzw. weillen Kanten.
Hat allgemein ein Graph G die Eigenschaft, dass alle Ecken denselben Grad » haben,
so nennen wir G 7-reguldr. Kubisch bedeutet also gerade, dass G 3-reguldr ist. Eine
Kantenfarbung von G(£) entspricht demmnach einer disjunkten Zerlegung von G (L)
in drei 1-reguldre Teilgraphen, und jede solche Zerlegung ergibt umgekehrt eine Kan-
tenfarbung mit 3 Farben. Da Tait der Meinung war, das 4-Farben Problem sei geldst
und damit auch seine Version 1.7 richtig, so war er natiirlich tiberzeugt, dass jeder
3-reguldre briickenlose ebene Graph solcherart zerlegbar ist. Ja, er ging sogar soweit,
diese Zerlegung fiir beliebige briickenlose 3-reguldre Graphen als bewiesen anzusehen.
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Dass dies falsch war, wurde von Petersen 1898 anhand eines Beispieles nachgewiesen
(siehe Figur 3.13), aber trotz dieses Irrtums war die Idee der Faktorisierung ein wich-
tiger Beitrag, deren Anfange wir nun nachzeichnen wollen.

Definition. Sei G = (V, E) ein beliebiger Graph. Ein r-Faktor von G ist ein r-regulérer
Untergraph H = (V, E’) auf derselben Eckenmenge V, wobei H ein echter Untergraph
von G sein soll. Wir sagen, G ist v-faktorisierbar, falls G so in r-Faktoren H; = (V, E;)
zerlegt werden kann, dass jede Kante von G in genau einem Faktor H; vorkommt, d. h.
E = | E; ist disjunkte Vereinigung.

Hat beispielsweise G = (V, E) einen 1-Faktor, so muss |V| klarerweise gerade sein. Der
vollstandige Graph K»;.; kann daher keinen 1-Faktor haben. Andererseits ist jeder
vollstandige Graph K», 1-faktorisierbar, wie sich die Leser leicht tiberlegen kénnen.
Figur 3.10 zeigt eine 1-Faktorisierung von Kg.

KG o———o0 \

W

Figur 3.10

Natiirlich muss ein Graph, der in disjunkte Faktoren zerlegt werden kann, selbst
regular sein. Ist G r-regulér, so konnen wir im extremsten Fall darauf hoffen, dass G
in v 1-Faktoren zerfallt, also 1-faktorisierbar ist. Dies bedeutet dann, wie wir gesehen
haben, dass die Kanten mit » Farben gefarbt werden konnen.

Petersen griff in zwei Arbeiten 1891 und 1898 das Faktorisierungsproblem auf. Zuerst
betrachtete er den Fall eines 2-reguldaren Graphen. Jeder solche Graph zerfdllt in
kantendisjunkte Kreise, und da ein Kreis ersichtlich genau dann in zwei 1-Faktoren
zerféllt, wenn er gerade Lange hat, notieren wir als erstes Ergebnis.

Satz 3.5. Ein 2-reguldrer Graph G ist genau dann 1-faktorisierbar, wenn G aus kanten-
disjunkten Kreisen gerader Lcinge besteht.

Mit Hilfe von 3.5 gelang es Petersen, die 2-Faktorisierbarkeit aller gerad-regulérer
Graphen zu beweisen - wir werden in Kapitel 6 darauf zuriickkommen. Ist der Grad
¥ ungerade, so ist die Sache schwieriger. Aufgrund von Taits Satz 1.7 interessiert
natiirlich besonders der Fall ¥ = 3. Wegen 1.2 hat ein 3-reguldrer Graph G eine
gerade Anzahl von Ecken. In G gibt es nur zwei Arten von Faktoren, 1-Faktoren
und 2-Faktoren. Hat G einen 1-Faktor, so bildet die komplementdre Kantenmenge
einen 2-Faktor und umgekehrt. Damit G also 1-faktorisierbar ist (und daher eine 3-
Farbung der Kanten besitzt), miissen wir somit erstens die Existenz eines 1-Faktors
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nachweisen und zweitens zeigen, dass unter allen 1-Faktoren mindestens einer ist,
dessen komplementdrer 2-Faktor in lauter gerade Kreise zerfdllt. Wahlen wir im
Graphen der Figur 3.11 den 1-Faktor wie in (i), so besteht das Komplement aus
2 Kreisen der Lange 3, ist also nicht weiter zerlegbar, widhlen wir aber den 1-Faktor
wie in (ii), so erhalten wir als Komplement einen Kreis der Lange 6, der somit in zwei
1-Faktoren zerfallt.

(@) (ii)

Figur 3.11

Petersen l0ste das erste Problem, die Existenz eines 1-Faktors, vollstdndig. Da 1-
Faktoren in den einzelnen Komponenten gebildet werden, kénnen wir uns auf zu-
sammenhédngende Graphen beschranken. Der 3-reguldare Graph in Figur 3.12 hat kei-
nen 1-Faktor, denn ein solcher miisste genau eine der drei Mittelkanten, sagen wir
e, bentitzen. Damit wére aber der Teilgraph, aufgespannt von {u, v, w}, nicht mehr
1-faktorisierbar.

v w

Figur 3.12

Es sind offenbar die drei Mittelkanten, allesamt Briicken, die die Schwierigkeiten
bereiten. SchlieRen wir aber Briicken aus, so haben wir das folgende Resultat.

Satz 3.6 (Petersen). Ein zusammenhcdngender 3-regulcirer briickenloser Graph besitzt
stets einen 1-Faktor.

Den Beweis verschieben wir auf Kapitel 6, wo 3.6 als Folgerung eines viel allgemeine-
ren Satzes erscheinen wird (siehe 6.15). Da jede kubische normale Landkarte briicken-
los ist, erhalten wir aus Petersens Satz die wichtige Folgerung.

Folgerung 3.7. Das Geriist G(L) einer kubischen normalen Landkarte besitzt stets
einen 1-Faktor oder dquivalent dazu: Die Ecken einer kubischen normalen Landkarte
konnen stets mit disjunkten Kreisen bedeckt werden.

Die zweite oben angeschnittene Frage, wann der komplementédre 2-Faktor selbst noch
weiter in 1-Faktoren zerlegt werden kann, d. h. nur aus Kreisen gerader Lange besteht,
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ist damit natiirlich noch nicht beantwortet. Der irrigen Meinung Taits, dass dies bei
briickenlosen 3-reguldren Graphen stets der Fall ist, stellte Petersen sein beriithmtes
Gegenbeispiel, den heute Petersen Graph P genannten Graphen gegentiber (Figur 3.13).
P wird uns in fast jedem Kapitel wieder begegnen. Der Petersen Graph ist briickenlos
und hat demnach einen 1-Faktor. Man kann sich aber miihelos iiberzeugen, dass
jeder komplementdre 2-Faktor aus zwei Kreisen der Liange 5 besteht, P also nicht
1-faktorisierbar ist.

Figur 3.13

Aufgrund von 3.7 kénnen wir somit die folgende dquivalente Formulierung zum 4-
Farben Problem geben:

Satz 3.8. Die 4-Farben Vermutung ist genau dann richtig, wenn die Ecken jeder ku-
bischen normalen Landkarte durch disjunkte Kreise gerader Linge bedeckt werden
konnen.

Der Petersen Graph ist keine Widerlegung der 4-FV, da er, wie wir im ndachsten Kapitel
nachweisen werden, nicht plattbar ist.

Die einfachste Bedeckung der Ecken mit disjunkten Kreisen liegt vor, wenn ein ein-
ziger Kreis dies schon leistet. Ein solcher Kreis in einem beliebigen Graphen G, der
alle Ecken genau einmal durchlduft, heilRt Hamiltonscher Kreis in G und ein Graph,
der einen Hamiltonschen Kreis besitzt, ein Hamiltonscher Graph - und damit sind wir
beim letzten Thema dieses Kapitels.

Das Studium dieser Kreise wurde 1856, etwa gleichzeitig, von Kirkman und Hamilton
angeregt. Hamiltons ,Icosian Game"“, welches diese Konstruktion eines Hamiltonschen
Kreises durch die 20 Ecken des Dodekaeders verlangt, trug auch zur Popularisierung
bei (Figur 3.14).

Figur 3.14

Spezielle Probleme, vor allem auf dem Schachbrett, sind viel dlter. Euler behandelte
z.B. das Problem des Rosselsprunges auf einem n x n-Schachbrett. Gefordert ist, dass
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der Springer von einem Feld beginnend mit kontinuierlichen Ziigen alle Felder genau
einmal bertihrt und dann wieder an seinen Ausgangspunkt zurtickkehrt. Nehmen
wir als Ecken die n? Felder und verbinden wir zwei Ecken, wenn sie durch einen
Springerzug verbunden sind, so sind wir genau beim Hamiltonschen Problem (das
im Fall n = 8 librigens eine positive Losung hat).

Zurtick zum 4-Farben Problem. Nach 3.8 ware es gelost, wenn wir nachweisen konnten,
dass jeder zusammenhdngende ebene 3-reguldire briickenlose Graph Hamiltonsch ist.
Fir beliebig zusammenhédngende 3-reguldre briickenlose Graphen ist dies gewiss nicht
richtig. Dafiir ist der Petersen Graph P wieder ein Gegenbeispiel: Wir haben ja oben
schon bemerkt, dass jeder 2-Faktor in P aus zwei disjunkten Kreisen der Linge 5
besteht, ein Kreis der Lange 10 also nicht existiert. Aber auch fiir ebene Graphen ist ein
Gegenbeispiel schnell konstruiert. Der Graph G in Figur 3.15 ist ein solches. Beginnen
wir namlich bei u und betrachten zuerst den Untergraphen G;, so miissen wir G;
vollkommen durchlaufen und dann nach v gehen. Jetzt konnten wir aber nur noch
entweder G» oder G3 durchlaufen, da wir dann jedenfalls bereits bei u ankommen.

u

G1 G3

v

Figur 3.15

Der Grund, warum G nicht Hamiltonsch ist, liegt also in erster Linie darin, dass wir die
Untergraphen G; durch Wegnahme zweier Ecken vom Rest trennen kénnen. Dies ist
bei den ,polyedrischen” Graphen, also den Gerlistgraphen (siehe unten) von Figuren
wie Wiirfel, Tetraeder, Dodekaeder nicht der Fall, und so hat Tait 1883 unter Berufung
auf Kirkman die Vermutung gedulert:

Taits Vermutung 3.9. Jeder 3-reguldre polyedrische Graph besitzt einen Hamilton-
schen Kreis.

Peter Guthrie Tait wurde 1831 in Dalkeith, Schottland geboren.
Schon in der Schule zeigte sich seine aufiergewohnliche Begabung.
Mit 16 Jahren begann er sein Studium an der Universitdt von Edin-
burgh, das er in Cambridge fortsetzte. Mit 23 Jahren wurde er an
die Universitdt von Belfast berufen, 1860 wechselte er nach Edin-
burgh, wo er bis zu seinem Tod 1901 blieb. Er leistete bedeuten-
de Beitrdge zur Theorie der Quaternionen, die von William Hamil-
ton kurz vorher begrtindet worden war, zur mathematischen Phy-
sik und zum ganz neuen Gebiet der Knotentheorie. Er publizierte
die ersten Knotentafeln und formulierte eine bertihmte Vermutung
tiber alternierende Knoten, die erst tiber 100 Jahre spditer bewiesen
wurde.
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Bevor wir die Geschichte dieser Vermutung nachzeichnen und vor allem aufzeigen,
dass 3.9 tatsachlich die 4-FV impliziert, wollen wir einige Grundbegriffe tiber Polyeder
prazisieren.

Eine Menge S = R" heilt konvex, falls mit je zwei Punkten P,Q € S stets die ganze
Verbindungsstrecke in S liegt. Anschaulich gesprochen bedeutet Konvexitdt also, dass
von jedem Punkt einer konvexen Menge jeder weitere Punkt ,,gesehen“ werden kann
- ein natiirliches dsthetisches Prinzip. 1-dimensionale konvexe Mengen sind offenbar
genau die Intervalle. Figur 3.16 zeigt drei 2-dimensionale und eine 3-dimensionale
konvexe Menge.

ON 23

Figur 3.16

Alle vier Mengen sind abgeschlossen (d. h. enthalten ihre Randpunkte), aber die zweite
bis vierte weisen einen wesentlichen Unterschied zur ersten Menge auf: Sie enthalten
Punkte, die wir rein optisch sofort als Ecken bezeichnen wiirden. Betrachten wir die
Ecken einen Augenblick, so erkennen wir, dass sie unter allen Punkten als diejenigen
ausgezeichnet sind, die nicht im Inneren einer ganz in der konvexen Figur verlaufen-
den Strecke enthalten sind, oder dquivalent dazu, dass die nach Entfernen der Ecke
verbleibende Restmenge wieder konvex ist. Die erste Figur in Figur 3.16 weist nach
dieser Definition ebenfalls Ecken auf, jeder der (unendlich vielen) Randpunkte ist eine
Ecke. Noch etwas féllt auf: Die zweite Menge in Figur 3.16 hat zwar eine Ecke, ist aber
im Unterschied zu den beiden letzten unbeschrankt. Und damit kommen wir zum
Hauptbegriff.

Definition. Ein Polytop in R™ ist eine kompakte konvexe Menge mit endlich vielen
Ecken.

Die letzten beiden Mengen in Figur 3.16 sind Polytope. Das Pentagon ist ein 2-
dimensionales Polytop (und es sollte klar sein, dass im 2-dimensionalen Fall wir ganz
allgemein gerade die Polygone erhalten), die Doppelpyramide ein 3-dimensionales.
Neben den Ecken enthilt ein Polytop Kanten und im 3-dimensionalen Fall Fldchen. Die
dargestellte Doppelpyramide hat beispielsweise 7 Ecken, 15 Kanten und 10 Flachen.

Jedem Polytop S koénnen wir also eindeutig sein Gertist G(S) zuordnen, namlich den

Graphen, der aus den Ecken und Kanten von S mit der natiirlichen Inzidenz besteht,
und so kommen wir zur endgiltigen Definition.

Definition. Ein Graph G heillt polyedrisch, falls G isomorph zum Geriistgraphen eines
3-dimensionalen konvexen Polytops ist.

Was haben polyedrische Graphen mit dem 4-Farben Problem zu tun? Zunéchst einmal
sind alle diese Graphen pldttbar. Dies sieht man, indem man von einem Punkt Z aus, in
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der Nahe einer Flache F, durch F wie durch ein ,Fenster” in das Innere des Polyeders S
blickt. Projizieren wir auf diese Weise alle Punkte von S auf F, so entspricht das Gertist
von S einem Graphen G in der von F bestimmten Ebene, welcher, wenn Z nur nahe
genug bei F ist, keine Kanteniiberschneidungen aufweist, also eben ist. Die Flachen
von S entsprechen den Landern von G, wobei das Fenster F die Rolle des duleren
Landes tibernimmt. In Figur 3.17 ist so eine ebene Projektion des Wiirfels abgebildet.

Figur 3.17

Zweitens haben alle polyedrischen Graphen die oben erwédhnte Eigenschaft, dass die
Wegnahme von zwei Ecken den Graphen niemals trennt. Wir wollen diese Trennungs-
eigenschaft allgemein einfiithren. Noch ein Wort zur Terminologie: Wenn wir sagen,
wir entfernen die Ecke v aus dem Graphen G, so meinen wir natiirlich, dass wir v und
alle mit v inzidenten Kanten entfernen. Der resultierende Graph wird kurz mit G\v
bezeichnet und allgemein mit G\ A, falls die Eckenmenge A < V entfernt wird.

Definition. Die Zusammenhangszahl k (G) eines Graphen G ist die kleinste Zahl von
Ecken, deren Entfernung den Restgraphen trennt. Da fiir vollstandige Graphen solche
trennende Eckenmengen tiberhaupt nicht existieren, setzen wir zusitzlich k(K,) :=
p — 1.Ist k(G) > n, so sagen wir, G ist n-fach zusammenhdngend.

Ein unzusammenhangender Graph G hat demnach Zusammenhangszahl k(G) = 0. Ist
K(G) = 1 und v eine trennende Ecke, so nennen wir v eine Schnittecke. Der Graph in
Figur 3.18 hat die Schnittecken u, v und w.

Figur 3.18

Aus der Definition einer Schnittecke folgt unschwer eine Charakterisierung 2-fach
zusammenhdngender Graphen, deren Beweis den Lesern tiberlassen sei.

Lemma 3.10. Ein Graph ist genau dann 2-fach zusammenhdngend, wenn je zwei Ecken
(oder dquivalent je zwei Kanten) auf einem gemeinsamen Kreis liegen.
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Ein Block von G = (V,E) ist ein maximaler zusammenhédngender Untergraph mit min-
destens zwei Ecken, der keine Schnittecken enthélt. Ein Block ist also eine einzelne
Kante oder er ist 2-fach zusammenhéngend. Aus 3.10 folgt, dass die Blocke eine dis-
junkte Kantenzerlegung von E induzieren. Der Graph in Figur 3.18 hat beispielsweise
vier Blocke.

Aus geometrischen Uberlegungen ersieht man, dass das Geriist jedes Polytops sogar
ein 3-fach zusammenhdngender Graph ist. Was aber noch interessanter ist, ist die
Tatsache, dass diese Eigenschaft zusammen mit der schon oben gezeigten Plattbar-
keit die polyedrischen Graphen charakterisiert. Der Beweis dieses von Steinitz 1922
aufgestellten Satzes ist zwar geometrisch elementar, wiirde uns aber zu weit von un-
serem eigentlichen Thema abbringen, so dass wir uns mit der Formulierung des Satzes
begniigen wollen. Wer mehr tiber konvexe Mengen und insbesondere den Beweis des
Satzes erfahren will, dem sei das Buch von Griinbaum empfohlen.

Satz 3.11 (Steinitz). Ein Graph G ist genau dann polyedrisch, wenn G pldttbar und
3-fach zusammenhdngend ist.

Wir wollen die Geschichte von Taits Vermutung, spateren Kapiteln etwas vorgreifend,
noch zu Ende fithren. 1931 zeigte Whitney, dass man sich beim Beweis der 4-FV auf
kubische Landkarten £ beschranken darf, deren Geriist G(£) 3-fach zusammenhén-
gend ist (siehe Satz 7.1). Da G(£) nach dem Satz von Steinitz ein polyedrischer Graph
ist, wiirde Taits Vermutung 3.9 wegen 3.8 tatsachlich die 4-Farben Vermutung impli-
zieren. Tait selber war wohl dieser Zusammenhang nicht ganz klar, auf jeden Fall
wurde die Diskussion dariiber akademisch, als Tutte 1946 einen polyedrischen 3-
reguldren Graphen mit 46 Ecken angab (Figur 3.19), der keinen Hamiltonschen Kreis
besitzt. Nachfolgende Autoren haben kleinere Gegenbeispiele gefunden, wovon das
kleinste 38 Ecken hat. (Alle polyedrischen Graphen mit hochstens 36 Ecken sind Ha-
miltonsch.) Dass der Graph in Figur 3.19 keinen Hamiltonschen Kreis besitzt, sieht
man, indem man sich tiberlegt, dass jeder Weg, der alle Ecken eines Untergraphen G;
genau einmal durchlauft, als Anfangs- oder Endecke v; haben muss. Die Fortsetzung
kann aber nur tber u erfolgen, so dass man in einer der drei Ecken vy, v, v3 hdngen
bleibt.

Figur 3.19
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Um 1930 war das Studium der Graphen aus den Anfangen herausgetreten. Angeregt
durch die fortdauernde Herausforderung des immer noch offenen 4-Farben Problems
waren funf Disziplinen entstanden, entsprechend der in diesem Kapitel vorgezeig-
ten Linien. Natiirlich Pldttbarkeit und allgemein Einbettungsfragen, Fdrbung, Faktori-
sierung, Hamiltonsche Graphen, schlieflich Darstellung von Graphen durch Matrizen
und allgemeiner Matroide. Fragen des Zusammenhanges und der Abzdhlung der Gra-
phen kamen hinzu, auf die wir am Rande eingehen werden. Kurzum: Aus einer Samm-
lung von Satzen tiber Graphen war die Graphentheorie geworden, was nicht zuletzt
durch das erste Lehrbuch dokumentiert wird, welches, von Dénes Konig verfasst, 1936
erschien. Gepragt wurden die ersten Jahre der Graphentheorie von H. Whitney, einem
jungen amerikanischen Mathematiker, der in fast allen vorweg genannten Disziplinen
grundlegende Arbeiten publizierte, die die neue Theorie rasch vorantrieben. Wenn er
sich auch nach wenigen Jahren von der Graphentheorie wieder abwandte (wie es heilt,
nicht zuletzt wegen der Aussichtslosigkeit, das 4-Farben Problem zu 16sen), so sind
seine Leistungen Meilensteine, wie sie in dieser Fiille spater nur noch von W.T. Tutte
gesetzt wurden. So sind die folgenden funf Kapitel, die heute zu den unentbehrlichen
Grundlagen der Graphentheorie gehoren, zu einem grofen Teil eine Diskussion der
Ideen und Resultate dieser beiden Mathematiker.
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Ubungen zu Kapitel 3

10.*

11.

12.

13.%
14.
15.%
16.

17.*
18.

19.

20.

* Vervollstandige den zweiten Teil des Beweises von 3.1.

Konstruiere die Funktion h: V — {1, -1} laut 3.1 fir die Landkarte aus Figur 3.14.

Schreibe die Ecken-Kanten und Liander-Kanten Inzidenzmatrix fur die Platonischen
Graphen auf.

* Zeige, dass ein zuammenhédngender Eulerscher Graph einen Eulerzug besitzt.

Enthélt G Ecken ungeraden Grades, so kann G keinen Eulerzug enthalten. Angenommen,
G ist zusammenhédngend und hat genau 2 Ecken mit ungeradem Grad. Zeige, dass dann
ein (nicht geschlossener) Kantenzug existiert, der jede Kante genau einmal durchlauft.
Was kann man sagen, wenn G genau 2h Ecken mit ungeradem Grad enthalt?

Flir welche Werte von n sind die vollstandigen Graphen K;, und die Wiirfel Q, Eulersch?
Welche Platonische Graphen sind Eulersch?

* Beschreibe in einem Graphen die Kantenmengen, die zu a € A, A = Inzidenzmatrix,

gehoren.
Dualisiere Satz 3.3.

Verifiziere nochmals die Rekursion fiir chromatische Polynome: p(G;A) = p(G\e;A) —
p(G/e;A), und flge alle Details des Beweises von 3.4 ein.

Berechne die chromatischen Polynome
a. der Kreise Gy,

b. der Rader W,,

c. des Petersen Graphen.

Fiir einfache Graphen G ist der Koeffizient a; = —q (3.4). Wie sieht a; aus, wenn G
Mehrfachkanten enthélt? Uberlege eine Beschreibung von as.

Zeige durch einen Kempe-Schluss, dass eine irreduzible Landkarte keinen Ring mit vier
oder weniger Landern enthalten kann.

Zeige, dass K, stets 1-faktorisierbar ist.
Gib eine rekursive Charakterisierung jener Baume, die einen 1-Faktor besitzen.
Zeige, dass der Petersen Graph keinen Hamiltonschen Kreis besitzt.

Lose das Problem des Rosselsprunges und diskutiere das analoge Problem fiir die Dame,
Laufer etc. Existiert auch eine Losung, wenn der Springer auf einem 7 x 7-Brett platziert
ist?

Beweise Lemma 3.10.

Sei G zusammenhingend und By,..., By die Blocke von G. Der Block-Graph Bs von
G hat die Blocke als Ecken, wobei B;B; eine Kante bilden, falls sie eine gemeinsame
Schnittecke von G enthalten (siehe Figur 3.18). Zeige, dass B ein Baum ist.

Bestimme die Zusammenhangszahl k fir: a. Rader W, b. Petersen Graphen, c. Wiirfel

Q3, Q4.

Rechneraufgabe: Angenommen G ist Eulersch. Entwirf einen Algorithmus, der einen
Eulerzug ergibt.
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4 Plattbarkeit

Von diesem Kapitel an betrachten wir stets Graphen statt Landkarten. Wir haben in
Kapitel 2 gesehen (Satz 2.8), dass die 4-Farben Vermutung dquivalent zur Vermutung
ist: Jeder pldttbare Graph ist 4-fdarbbar. Als vordringlichste Aufgabe ergibt sich daraus
eine Charakterisierung pldttbarer Graphen.

In fritheren Kapiteln hatten wir das Puzzle von Mobius erwédhnt. In seiner dualen
Formulierung lautet es: Ist es moglich, 5 Punkte in der Ebene zu wéhlen und durch
Kanten jeweils zu verbinden, so dass keine zwei Kanten einander kreuzen? Kurz
ausgedriickt: Ist der Graph K5 pldttbar? Ein weiteres allseits bekanntes Puzzle (es
wird z.B. in der beriithmten Rédtselsammlung von Dudeney 1917 erwdhnt) ist das ,,Gas-
Wasser-Elektrizitats Problem“: Gegeben 3 Hauser und 3 Stationen fiir Gas, Wasser
und Elektrizitat. Ist es moglich, Leitungen von jeder Station zu jedem Haus zu legen
solcherart, dass sich keine zwei Leitungen iiberschneiden? Der Graph, der aus zwei
disjunkten Eckenmengen V1, V> mit |Vi| = m, |V>| = n besteht und in dem die Kanten
genau die Ecken aus V), mit denen aus V> verbinden, heillt der volistdndige bipartite
Graph K, , (siehe Ubung 2 in Kap. 2). Das Rétsel fragt also: Ist K3 3 plattbar?

K33

Figur 4.1

Die Antwort konnen wir miithelos mit Hilfe der Euler Formel 1.4 geben bzw. mittels
1.5.

Lemma 4.1. K5 und K33 sind nicht pldttbar.

Beweis. Fiir Ks haben wir uns das schon im Anschluss an 1.5 iiberlegt. Angenommen,
K33 ist doch plédttbar und G = (V,E,R) ein zu K3 3 isomorpher ebener Graph. Wegen
[V =6und |[E| =9 gilt |V]| = %\EI. Da es in K33 und somit auch in G keine Briicken
und Kreise der Liange 2 oder 3 gibt, haben wir ferner 2|E| > 4|R|. Aus der Eulerschen
Formel ergibt sich daraus 2 = |V| — |E| + [R| < 2E — |E| + £l = £l g h |E| = 12,im
Widerspruch zu |E| = 9. O

Aufgrund der Leichtigkeit des Beweises der Nichtplattbarkeit von K5 und K33 ist es
umso Uberraschender, dass diese beiden Graphen allein bereits fiir die Nichtplattbar-
keit eines beliebigen Graphen verantwortlich sind. Zunachst gilt klarerweise:

Lemma 4.2. Ist G pldttbar, so auch jeder Untergraph von G.

Ein plattbarer Graph kann also mit Sicherheit weder K5 noch K33 als Untergraphen
enthalten, aber, und dies ist der Inhalt des beriihmten Satzes von Kuratowski aus

M. Aigner, Graphentheorie, Springer Studium Mathematik — Bachelor,
DOI 10.1007/978-3-658-10323-1_4, © Springer Fachmedien Wiesbaden 2015
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dem Jahre 1930, auch die Umkehrung ist richtig: Ist G nicht plattbar, so muss G in
einem gewissen, noch zu prézisierenden, Sinn K5 oder K3 3 enthalten.

Wir wollen dieses ,Enthaltensein“ sogleich erlautern. Sei G ein beliebiger Graph und
e = uv eine Kante von G. Wir sagen, dass wir die Kante e unterteilen, falls wir
e durch einen Weg u,uy,...,us, v ersetzen, d.h. im neuen Graphen G’ haben die
eingefligten Ecken u; alle den Grad 2. Ein Graph H ist eine Unterteilung von G, wenn
H durch Unterteilung gewisser Kanten von G entsteht. Da Ecken des Grades 2 ganz
offensichtlich keinen Einfluss auf die Einbettbarkeit haben, konnen wir sagen:

Lemma 4.3. Ein Graph ist genau dann pldttbar, wenn jede seiner Unterteilungen
pldittbar ist. Insbesondere sind also alle Unterteilungen von K5 oder K3 3 nicht pldttbar.

Beispiel. Mit dem Begriff der Unterteilung konnen wir sofort die Nichtplattbarkeit des
Petersen Graphen P nachweisen. Wie aus der Figur 4.2 ersichtlich ist, enthédlt P eine
Unterteilung von K3 3 als Untergraphen - und ist somit nach 4.1 bis 4.3 nicht plattbar.
Die Ecken der ersten Menge sind mit I, jene der zweiten Menge mit II gekennzeichnet.

Figur 4.2

Bevor wir den Beweis des Kuratowskischen Satzes: G ist plattbar genau dann, wenn
G keine Unterteilung von K5 oder K33 enthdlt, durchfithren, wollen wir einen nicht
minder berithmten Satz, den Satz von Menger, besprechen, der dem Kuratowskischen
Satz historisch vorangeht und dessen Beweis wesentlich durchsichtiger macht.

Eine Eckenmenge T eines Graphen G = (V,E) heilt trennende Eckenmenge, falls der
Graph G\T unzusammenhédngend ist. Im letzten Kapitel haben wir die Zusammen-
hangszahl k (G) als die Machtigkeit einer kleinsten trennenden Eckenmenge definiert,
also k(G) := min{|T| : T < V trennende Eckenmenge}. Seien u und v nichtbenach-
barte Ecken in G, dann verstehen wir unter der lokalen Zusammenhangszahl kg (u, V)
die Machtigkeit einer kleinsten Eckenmenge T < V\{u, v}, die u von v trennt, d.h.
in G\T sollen u und v in verschiedenen Komponenten liegen. Betrachten wir den
Graphen in Figur 4.3. Hier ist kg (u,v) = 1, aber kg (u,w) = 2.

Figur 4.3
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Zwei Wege, die Ecken u und v verbinden, nennen wir disjunkte u, v-Wege, falls sie au-
Rer u, v keine weiteren Ecken gemeinsam haben. In Figur 4.3 sind z.B. (u, x, y,w) und
(u, z,w) disjunkte u, w-Wege. Unter der Verbindungszahl ug(u,v) verstehen wir die
Maximalzahl von paarweise disjunkten u, v-Wegen. Klarerweise gilt fiir nichtbenach-
barte Ecken u,v stets kg(u,v) > pg(u,v), denn jede u,v-trennende Eckenmenge
muss offensichtlich jeden der ug(u,v) disjunkten Wege treffen, da ansonsten v und
v nach wie vor durch einen Weg verbunden waren. Dass tatsachlich Gleichheit gilt, ist
Inhalt des folgenden Satzes.

Satz 4.4 (Menger). Seien u und v zwei nichtbenachbarte Ecken des Graphen G. Dann
gilt stets kg (u,v) = ug(u,v).

Beweis. Nach der eben gemachten Bemerkung geniigt der Nachweis der Ungleichung
Kg (U, v) < ug(u,v). Das heillt, wir miissen zeigen: Brauchen wir h Ecken, um u und
v zu trennen, so existieren h disjunkte u,v-Wege. Fiir h = 0 und 1 ist dies klar.
Angenommen, die Behauptung ist falsch, dann sei h > 1 die kleinste Zahl, fir die
ein Gegenbeispiel existiert. Unter all diesen Gegenbeispielen wédhlen wir eines von
kleinster Eckenzahl p und unter allen Gegenbeispielen mit p Ecken einen Graphen G
mit einer Minimalzahl von Kanten. In G existieren also zwei nichtbenachbarte Ecken u
und v, fir die kg(u,v) = h ist, aber ug(u,v) < h. Wir stellen ein paar Eigenschaften
von G zusammen:

(a) Keine Ecke in G ist sowohl zu u als auch zu v benachbart. Ware namlich w so eine
Ecke, so hitten wir, da G\w weniger Ecken als G enthdlt, kg\w (U, V) = U w (U, V) =
h — 1. Zu den h — 1 disjunkten u,v-Wegen in G\w koénnen wir den Weg (u,w,v)
hinzunehmen, im Widerspruch zu pg(u,v) < h.

Sei e irgendeine Kante in G. Entfernen wir e, so kann sich die Zusammenhangszahl
Kc(u,v) hochstens um 1 verringern, sie muss es wegen der Wahl von G aber auch,
also haben wir kg (U, V) = Hg(u,v) = h — 1. Zu jedem e € E existiert somit eine
u, v-trennende Eckenmenge T(e) in G\e mit |T(e)| = h —1.Seie = ab und a + u,
a # v.Da T(e) die Ecken u und v in G nicht trennt, muss es einen u,v-Weg in G
geben, der T (e) nicht trifft, aber natiirlich e enthalten muss (da ansonsten T (e) nicht
u, v-trennende Eckenmenge in G\ e ware). Also haben wir:

(b) T(e) U {a} ist u, v-trennende Eckenmenge in G.

Sei W = {wi,...,wn} eine beliebige u, v-trennende Eckenmenge in G. Unter einem
u, W-Weg verstehen wir einen Weg von u zu einer Ecke w; von W, der auRer w; keine
weitere Ecke von W enthélt. Entsprechend wird ein W, v-Weg definiert. Es seien P, und
P, die Menge aller u, W-Wege bzw. W, v-Wege. Jede Ecke w; kommt in mindestens
einem Weg von P, und in mindestens einem Weg in P, vor, denn ansonsten wiirde
W~ {w;} bereits u von v trennen. Ein Weg aus P,, kann mit einem Weg aus P, aber
auller dem moglichen Treffpunkt in W keine weitere Ecke gemeinsam haben, denn
ansonsten gabe es einen u, v-Weg, der W tiberhaupt nicht trifft. SchlieRlich behaupten
wir, dass entweder P, genau aus den Wegen (u,w;),..., (u,wy), also aus einzelnen
Kanten besteht, oder P, genau aus den Kanten (w1, v),..., (wp, v). Wenn nicht, dann
waére P, zusammen mit den Kanten w; v, ..., w,v ein Graph G; mit k¢, (1, v) = hund
ebenso P, zusammen mit uwy,..., uwy ein Graph G, mit kg, (u,v) = h. Da sowohl
G1 wie G» weniger Ecken als G enthalten, hdatten wir h disjunkte u, v-Wege in G; wie
auch in G». Durch Kombination der P, bzw. P,-Teile hitten wir dann aber auch h
disjunkte Wege in G. Wir notieren also:



56 THEMA

(c) Ist W = {w,...,wp} eine u, v-trennende Eckenmenge, so ist entweder u benach-
bart zu allen w; oder v benachbart zu allen w;.

Wir kommen zum Schluss. Es sei P = (u, a1, a,...,v) ein u, v-Weg kiirzester Lange.
Dann ist a; # u,v, a;v ¢ E wegen (a) und ebenso a; # v (wegen (a)) und a, # u,
ua; ¢ E wegen der Wahl von P. Sei e = aja, und T(e) = {ti,...,tp_1} eine
u, v-trennende Eckenmenge in G\e. Nach (b) trennen sowohl T(e) U {a;} wie auch
T(e) U {ay} die Ecken u und v in G. Wegen a;v ¢ E und ua, ¢ E folgt aus (c), dass

sowohl u wie auch v zu allen Ecken tq,...,t;-1 benachbart sind. Wegen h — 1 > 1 gibt
es daher mindestens eine Ecke t;, die zu u und v benachbart ist, im Widerspruch zu
(a). O

Wir werden auf die vielfdltigen Auswirkungen dieses Satzes in Kapitel 6 zuriick-
kommen. Fiir den Moment wollen wir nur die nachstehende Folgerung notieren.

Folgerung 4.5 (Whitney). Ein Graph G mit mindestens zwei Ecken ist genau dann
n-fach zusammenhcdngend, wenn je zwei Ecken durch mindestens n disjunkte Wege
verbunden sind.

Beweis. Der Satz ist offensichtlich richtig fiir vollstandige Graphen. Sei G nicht voll-
standig. Wenn je zwei Ecken durch »n disjunkte Wege verbunden sind, dann gilt mit
Sicherheit k(G) = n. Sei umgekehrt k(G) > n. Da ersichtlich k(G) = min kg (u,v)
uber alle nichtbenachbarten Eckenpaare u,v ist, so haben wir nach dem Satz von
Menger ug(u,v) = kg(u,v) = k(G) = n fur alle nichtbenachbarten Paare u,v. Es
bleibt zu zeigen, dass dann auch ug(u,v) > n fir alle Kanten uv € E gilt, und dies
sei den Ubungen tiberlassen. O

Und nun zuriick zu unserem eigentlichen Thema, der Plattbarkeit. Vor dem Beweis
des Satzes von Kuratowski eine Vorbemerkung: Ist G ein ebener 2-fach zusammen-
hdngender Graph, so ist jedes Land von G durch eine Jordansche Kurve berandet, die
sich ganz aus Kanten von G zusammensetzt. Dies folgt sofort aus dem Jordanschen
Kurvensatz. Wir kdnnen nun G so einbetten, dass jedes beliebige Land F duferes Land
wird. Dazu brauchen wir G nur durch stereographische Projektion auf die Kugel ab-
zubilden, einen Punkt im Inneren von F als ,Nordpol“ wahlen und dann wieder auf
die Ebene tangential zum Stidpol zuriickprojizieren. Inshesondere kann G also so ein-
gebettet werden, dass eine vorgeschriebene Kante bzw. eine vorgeschriebene Ecke am
Rand des duleren Landes liegt.

Satz 4.6 (Kuratowski). Ein Graph G ist genau dann pldttbar, wenn G keinen zu einer
Unterteilung von Ks oder K3 3 isomorphen Untergraphen enthdilt.

Beweis. Nur eine Richtung ist zu zeigen (vgl. 4.3). Zur Abkiirzung sagen wir, G ist in
der Klasse II, falls G keine Unterteilung von K5 oder K33 enthdlt. Wir miissen also
(G € II > G plattbar) nachweisen. Dazu fiithren wir Induktion nach der Eckenzahl.
Jeder Graph mit hochstens 4 Ecken ist plattbar, da K, plattbar ist. Innerhalb der
Klasse mit p Ecken fithren wir Induktion nach der Kantenzahl g. Fiir g = 0 ist der
Graph trivialerweise pléttbar. Sei also die Behauptung richtig fir alle Graphen mit
hochstens p Ecken und weniger als g Kanten, und G € IT ein Graph mit p > 5 Ecken
und g Kanten. Wir gliedern den Beweis nach der Zusammenhangszahl von G.
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(a) k(G) = 0. In diesem Fall ist G unzusammenhingend. Da jede Komponente nach
Induktionsvoraussetzung in die Ebene eingebettet werden kann, so gilt dies natiirlich
auch fir G.

(b) k(G) = 1. Ist v Schnittecke, so konnen wir G = (V,E) in zwei kantendisjunkte
Graphen G, = (V1,E1), G» = (Vo,E») zerlegen mit Vi UV, = V, Vi nVo = {v},
E = E; U E,. Offensichtlich sind G1,G, € II. Nach Induktionsannahme koénnen wir
G; und G; in die Ebene einbetten und zwar nach unserer Vorbemerkung so, dass
v jeweils Randpunkt des auleren Landes ist. Es ist nun klar, dass sich die beiden
ebenen Graphen G; und G, (nach einer vielleicht nétigen stetigen Deformation) bei v
so zusammenheften lassen, dass auch der Gesamtgraph G eben ist.

(c) kK(G) = 2. Es sei {u,v} eine trennende Eckenmenge. G zerfillt daher in zwei
Graphen G, = (V1,E)),Gy = (Vo,Ep) mit ViuVo =V, VinV, = {u,v}, E=E UE,
E1NnE> = {uv}, falls die Kante e = uv in G auftritt. Da G zweifach zusammenhéangend
ist, sind # und v in jedem der Graphen G; durch einen Weg W; verbunden. Daraus
folgt, dass G; U e, i = 1,2, weder eine Unterteilung von K5 noch von K33 enthdlt, da
sonst G; U W, < G (j # i) eine solche Unterteilung enthalten wiirde, im Widerspruch
zur Annahme G € II. Nach Induktionsannahme sind demmach G; ue und G, U e in die
Ebene einbettbar und zwar so, dass e jeweils am duReren Rand liegt. Dort konnen wir
nun G; U e und G, U e zu G U e zusammenheften und e wieder weglassen, falls diese
Kante urspriinglich nicht vorhanden war.

(d) k(G) = 3. Es sei e = uv eine beliebige Kante und G’ = G\ e. Wir unterscheiden die
beiden Félle: k¢’ (u,v) = 2 oder k¢’ (u,v) = 3. Erledigen wir zundchst den ersten Fall.
Sei {a, b} eine u, v-trennende Eckenmenge in G'. G’ zerféllt wie oben in Teilgraphen
Gi = (V1,Eq), Gé = (Vo,Ep) mit ViUV, =V, VinVe = {a,b},u € Vi, v € Vo, und
E1 UE> = Ex{e}, Ey N E> = {ab}, falls diese Kante vorhanden ist. (Figur 4.4)

Figur 4.4
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Professur an der Universitdt von Warschau. Nach dem 2. Weltkrieg
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ten. Neben der Graphentheorie sind mit seinem Namen bahnbre-
chende Resultate aus Logik, Topologie und MafStheorie verbunden.
Er starb 1980 in Warschau.
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Da p > 5 ist, existiert noch eine weitere Ecke ¢ in, sagen wir, G5. Falls noch nicht
vorhanden, fiigen wir die Kanten ab, av und bv ein und schreiben D fiir den
vollstandigen Graphen auf {a,b,v}. G; und G» seien schlieflich die Graphen G, =
GiuDuUe, G, = G, UD. Gy und G haben also genau D gemeinsam und es ist u in
G1, ¢ in G2. Wegen k(G) = 3 existieren nach dem Mengerschen Satz drei disjunkte
u,c-Wege. Da {a,b,v} eine u, c-trennende Eckenmenge ist, werden diese Wege (wie
im Beweis von 4.4) in zwei Tripel P, von u nach D und P, von D nach c zerlegt.
Enthielte nun G; eine Unterteilung von K5 oder K33, so gdbe es auch in G so eine
Unterteilung, indem wir eventuell nicht vorhandene Kanten von D in G durch die
Wege von P, ersetzen. Ganz analog verlauft die Uberlegung fiir G,. G; und G, sind
also nach Induktionsvoraussetzung pléattbar. Betten wir G; in die Ebene ein. Gédbe es
im Inneren von D und im AuReren eine Ecke, dann konnten wir diese Ecken nach
4.4 durch disjunkte Wegetripel mit den Ecken von D verbinden. Zusammen mit P,
erhielten wir aber dann eine Unterteilung von K33 in G. Also ist D Begrenzung eines
Landes in G; und analog in G;. Nach unserer Vorbemerkung kénnen wir nun D zum
duleren Land in G; machen, und G; somit (gegebenenfalls durch eine Verzerrung) ins
Innere von D in G» einbetten (siehe Figur 4.5).

Go

Figur 4.5

Es bleibt der letzte Fall, dass k¢’ (1, v) > 3 ist. Nach Induktionsannahme kénnen wir
G’ als in die Ebene eingebettet auffassen. Nach dem Mengerschen Satz existieren in G’
drei disjunkte Wege W1, W», W3 von u nach v. Diese Wege zerlegen die Ebene in drei
Gebiete Ry, Ry, R3 wie in Figur 4.6:

R>

Figur 4.6
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Die in R; liegenden Lander, welche u als Randpunkt enthalten, seien Fi, ..., F,. Enthalt
eines der F; auch v als Randpunkt, so kénnten wir e als Kurve von u nach v innerhalb
F; zeichnen und G wire plédttbar. Im anderen Fall existiert auf den Randern der F;
innerhalb R; ein Weg W3 von einer Ecke a,3 auf W, nach einer Ecke as, auf Ws.
Entsprechend gibt es einen Weg W; 3 ganz in R, von einer Ecke a;3 auf W; nach
einer Ecke a3, auf W3, und schlieflich einen Weg W; » ganz in R3 von einer Ecke a; »
auf W) nach einer Ecke a»; auf W,. Wir betrachten die Eckenpaare: a;»,a:3 € Wi,
azi,azz € Wo, aszi,as € Ws. Diese Paare konnen jeweils gleich oder verschieden
sein - und in jedem Fall werden wir eine Unterteilung von K5 oder K33 nachweisen,
im Widerspruch zur Annahme G € II. Die ersten beiden Moglichkeiten, dass alle drei
Paare gleich sind (ergibt eine Unterteilung von Ks) bzw. dass zwei Paare gleich sind
(ergibt eine Unterteilung von K3 3) sind in Figur 4.7 abgebildet. Die beiden anderen
Félle sind ebenso leicht zu erledigen. O

Figur 4.7

Wie es oft in der Mathematik passiert, wenn ein Satz ,in der Luft liegt”, wurde die
Charakterisierung der plattbaren Graphen mit genau denselben Bedingungen fast
zur selben Zeit von Frink und Smith ebenfalls 1930 gefunden. Kuratowskis Arbeit
wurde jedoch zuerst publiziert und es ist sein Name, der seither mit dem Theorem
verbunden ist.

Whitney ging 1932 einen anderen Weg. Er kniipfte an die geometrisch-kombinatori-
schen Ideen von Veblen an, inshesondere an die Tatsache, dass jeder ebene Graph G
einen natirlichen dualen Graphen G* besitzt. Rufen wir uns die Definition nochmals
in Erinnerung: Es sei G ein ebener Graph. Wir erhalten den dualen Graphen G*,
indem wir in jedes Land von G eine Ecke platzieren und zwei solche neue Ecken
verbinden, wenn die entsprechenden Linder benachbart sind und zwar so oft, wie
viel gemeinsame Grenzen sie besitzen. Um dies deutlich zu machen, kreuzen wir die
jeweils entsprechenden Kanten. (Figur 4.8)

Wir haben schon bemerkt, dass G = G** gilt, falls G zusammenhédngend ist, und
auch nur dann, da der duale Graph immer zusammenhéngend ist. Mit Hilfe des Duals
konnen wir auch die frither aufgeworfene Frage beantworten, ob ein plattbarer Graph
auf mehrere Arten in die Ebene eingebettet werden kann. Sei G plattbar und G,, G»
zwei zu G isomorphe ebene Graphen. Wir werden die Einbettungen genau dann als
isomorph bezeichnen, wenn auch fiir die dualen Graphen G}, G5 Isomorphie vorliegt.
Es leuchtet ein, dass ein unzusammenhangender Graph nichtisomorphe Einbettungen
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Figur 4.8

haben kann, aber selbst fiir zusammenhédngende, ja sogar zweifach zusammenhan-
gende Graphen ist dies noch moglich. Figur 4.9 zeigt zwei Einbettungen G, G; ein-
und desselben Graphen. Offensichtlich ist aber G§ # G5, da Gf eine Ecke vom Grad 5
hat (entsprechend dem duReren Land), G5 aber nicht.

<X

Gl GZ
Figur 4.9

Ist aber G 3-fach zusammenhédngend, so kann dies nicht mehr vorkommen.

Satz 4.7 (Whitney). Ein 3-fach zusammenhcingender schlingenloser pldttbarer Graph
G kann nur auf eine Weise in die Ebene eingebettet werden.

Beweis. Es seien L7 = (V,E,Ry) und > = (V,E,Ry) zwei Einbettungen von G mit
Gertist G1 (L1) = G und G (L>) = G. Wir miissen zeigen, dass mit den Identitdatsabbil-
dungen 1y : V —» V, 1 : E — E von G; nach G» die Lander von L7 genau den Landern
von > entsprechen. Sei F ein Land in .£;. Da G; 3-fach zusammenhéngend ist, bil-
den die Randecken C; von F einen Kreis in G;. Sei C, der korrespondierende Kreis in
G». C» determiniert eine geschlossene Jordan Kurve. Aus dem 3-fachen Zusammen-
hang von G, folgt, dass G;\C; zusammenhangend ist, da nach 4.5 je zwei Ecken in
G1 durch mindestens drei disjunkte Wege verbunden sind, von denen ersichtlich nur
hochstens zwei den Kreis C; treffen konnen. Wegen der Isomorphie G, = G» ist daher
auch G, \C; zusammenhingend. Dies schlieRt aber aus, dass im Inneren und AuReren
der geschlossenen Jordan Kurve C, Ecken von G» auftreten, d.h. C, muss Rand eines
Landes in £» sein. O

Aus dem Satz von Steinitz 3.11 folgt insbesondere, dass jeder polyedrische Graph auf
eine und nur eine Weise (im Sinne der obigen Isomorphie) in die Ebene eingebettet
werden kann.

Betrachten wir Figur 4.8. Es ist klar, dass eine Schlinge in G einer Briicke in G* ent-
spricht und umgekehrt. Mehr noch: Wir sehen, dass die Kantenmenge eines Kreises in
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G, z.B. des Kreises (a, b, c,d, e,a), einer minimalen trennenden Kantenmenge in G*
entspricht, und auch hier gilt die Umkehrung. Diese Beobachtung hat Whitney 1932
beniitzt, um eine vollig neue kombinatorische (anstatt der, wenn wir wollen, topolo-
gischen in 4.6) Kennzeichnung plédttbarer Graphen abzuleiten. Natiirlich war auch die
Hoffnung dabei, das (kombinatorische) Farbungsproblem durch eine kombinatorische
Interpretation der zugrundeliegenden Struktur zu losen. Zuerst die notigen Definitio-
nen.

Definition. Sei G = (V, E) ein beliebiger Graph. Ein Polygon ist die Kantenmenge eines
Kreises. B < E heilkt trennende Kantenmenge, falls G nach Entfernung von B mindes-
tens eine Komponente mehr aufweist, und B < E heilt minimale trennende Kanten-
menge oder Bond, falls B trennende Kantenmenge ist, aber keine echte Teilmenge von
B diese Eigenschaft hat.

Der Name ,Bond“ erklart sich aus dem Englischen ,Verbindung®. Ein Bond halt den
Graphen gerade noch zusammen. Entfernen wir ein Bond, so erhéht sich die Kompo-
nentenzahl um genau eins. Offensichtlich enthalten die mit einer Ecke v inzidenten
Kanten stets ein Bond. Ein weiteres Beispiel ist in Figur 4.10 enthalten. Die fettge-
druckten Kanten ergeben ein Bond.

Figur 4.10

Definition. Sei G = (V,E) ein beliebiger Graph. Ein Graph G* = (V*,E*) heilt ein
zu G = (V,E) dualer Graph im Sinne von Whitney, kurz W-Dual, falls eine Bijektion
@ : E — E* existiert, so dass C < E Polygon in G genau dann ist, wenn C* = @ (C) < E*
Bond in G* ist.

Wir haben schon bemerkt, dass im Falle eines ebenen Graphen G der (geometrisch)
duale Graph G* auch W-Dual ist. (@ ist hier die Abbildung, die jeder Kante e von
G die sie schneidende Kante e* von G* zuordnet.) Jeder pldttbare Graph besitzt
somit ein W-Dual. Whitney hat nun umgekehrt gezeigt, dass die Existenz eines W-
Duals wiederum die Plattbarkeit von G impliziert. Der Beweis folgt aus dem Satz von
Kuratowski und den folgenden drei Hilfssatzen.

Hilfssatz 4.8. Es sei G = (V,E) gegeben und G, = (V,A) der von der Kantenmenge
A < E aufgespannte Untergraph. Hat G = (V,E) ein W-Dual, so auch G, = (V,A).

Beweis. Da wir den Untergraphen G, = (V,A) Schritt fiir Schritt durch Weglassen
der Kanten aus E\A erhalten, genligt es zu zeigen, dass fiir jede Kante e der Graph
GNe = (V,Ex{e}) ein W-Dual hat. Es sei G* = (V*,E*) ein W-Dual von G mit
entsprechender Abbildung @ : E — E*. Wir setzen $* = @(S) fur jede Kantenmenge
S < E. Mit G*/e* bezeichnen wir den Graphen, der aus G* durch Kontraktion der
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Kante e* (d. h. Identifizierung der beiden Endecken) entsteht. G* /e* ist also ein Graph
mit der Kantenmenge E*\ {e*}.

Behauptung. Der Graph G*/e* ist ein W-Dual von G\e mittels der Einschrankung
@levger s EN{e} — EXN{e*}.

Sei C < Ex{e} ein Polygon. Da C* Bond in G* ist, so ist C* natiirlich auch trennende
Kantenmenge in G*/e*. C* muss aber auch minimal trennend sein, da e* in einer der
durch Entfernung von C* entstehenden Komponenten liegen muss und durch Kon-
traktion die Trennung tiberhaupt nicht beeinflusst wird. Die Umkehrung ist ebenso
rasch gezeigt. O

Figur 4.11 illustriert Hilfssatz 4.8. Zur besseren Ubersicht wihlen wir fir entspre-
chende Kanten in G und G* dieselben Buchstaben (ohne Stern). G* konstruieren wir
als geometrisches Dual, die innere Ecke in G* entspricht dem duReren Land von G.

Figur 4.11

Hilfssatz 4.9. Besitzt eine Unterteilung eines Graphen G ein W-Dual, so auch G selber.

Beweis. Da wir eine Unterteilung durch Einfiigen der Ecken vom Grad 2 Schritt fir
Schritt konstruieren konnen, gentigt es, die Unterteilung einer einzelnen Kante e = ab
in die beiden Kanten e; = ac, ex = cb zu betrachten. Sei H der so erhaltene Graph
auf der Kantenmenge E; = Ex{e} U {e1,e2} und H* ein W-Dual mit der Abbildung
@ :E — Ef.

Behauptung. H*\ej ist ein W-Dual von G mittels der Abbildung ¢ : E — Ef\{e}}
definiert durch @ (x) = @(x) fur alle x # e, y(e) = ef. (Die Leser werden bemerken,
dass wir, um von H nach G zu kommen, die Kante e, kontrahieren, und somit ¢ genau
die Umkehrabbildung von ¢ aus 4.8 ist.)

Sei C Polygon von G. Falls C die Kante e nicht enthélt, so ist C auch Polygon in H,
somit C* Bond in H*. C* ist damit auch trennende Kantenmenge in H*\e3. Ware C*
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nicht minimal trennend, so miisste eine der durch Wegnahme von C* entstehenden
Komponenten e; als Briicke enthalten (siehe Figur 4.12). Dann ware aber C; U {e}
ein Bond in H*, somit C; U {e»} Polygon in H, aber dies geht nicht, da dann e; € C;
sein musste, wir aber e ¢ C angenommen haben.

cr

C*=CruCl, CtH+@,CH+ @

Figur 4.12

Seinun e € C und C Polygon in G. Dann ist C; = (C\e) U {e1,e2} Polygon in H, somit
Cy Bond in H*. Daraus folgt aber sofort, dass C;"\e3 = (C) Bond in H*\eJ ist. Die
Umkehrung darf den Lesern tiberlassen werden. O

Um den Beweis des Satzes von Whitney zu vollenden, miissen wir noch nachpriifen,
dass weder K5 noch K33 ein W-Dual besitzen und 4.6 anwenden.

Hilfssatz 4.10. Weder K5 noch K33 besitzen ein W-Dual.

Beweis. Wir begniigen uns mit dem Nachweis fiir K5. Sei G = (V,E) = Ks und
G* = (V*,E*) ein W-Dual. Da Ecken vom Grad O bei der Definition des W-Duals
vollig ohne Belang sind, konnen wir annehmen, dass G* keine solchen Ecken besitzt.
Ja mehr noch: Heften wir die Komponenten an einer Ecke zusammen, so hat der
zusammengeheftete Graph genau dieselben Bonds wie der urspriingliche Graph, also
konnen wir annehmen, dass G* zusammenhédngend ist. Da jede Kante e von G in
einem Polygon ist, so ist jede Kante e¢* in einem Bond von G*, also ist G* schlingenlos,
da eine Schlinge offensichtlich nicht zu einer Trennung beitragen kann. G* besitzt
auch keine Mehrfachkanten. Waren namlich a*, b* Mehrfachkanten, so wiirde jedes
Bond C* entweder sowohl a* und b* enthalten oder keine der beiden Kanten. Das
heilt fiir G, dass fiir jedes Polygon C entweder {a,b} < C oder {a,b} n C = 0 gilt.
Da es in G = K5 aber zu jedem Paar von Kanten a, b ein Polygon gibt, das a enthalt
aber nicht b, so kann dies nicht sein. G* ist also ein einfacher zusammenhéngender
Graph. In G gilt fur alle Polygone C, dass |C| = 3 ist, also analog fiir alle Bonds C* in
G*. Da die Kanten jeder Nachbarschaft N(v*) in G* ein Bond enthalten, folgt daraus
d(v*) = 3 fiur alle v* € V* und damit 20 = >, «cy= d(v*) = 3p*, also haben wir fur
die Eckenzahl p* von G* die Ungleichung p* < 6.

Es sei C = {a, b, c} ein Polygon in G entsprechend dem Bond C* = {a*,b*,c*} in G*.
V¥ und V5 seien die Eckenmengen der nach Entfernung von C* entstehenden Kom-
ponenten, wobei wir |V*| < |V)| annehmen konnen, und Gj, G5 die Untergraphen
auf diesen Ecken. (Figur 4.13)

Wegen |[V*| < 6 gilt |[V{*| < 3.Ist |V]*| = 3 (und damit |V5*| = 3), so missten wegen
d(v*) = 3 die beiden Untergraphen Gj, G5 isomorph zu K3 sein (G* ist einfach!),
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Figur 4.13

und wir haben den Widerspruch [E*| = 9 < 10. Ist |V*| = 2, so wére die Bedingung
d(v*) = 3 fur mindestens eine der beiden Ecken in V;* verletzt. Wir schlieRen daher
Vi* = {v*} und C* = N(v*) fir eine Ecke v* € V*. Diese Uberlegung gilt fiir jedes
3-Polygon C in G. Da es 10 solche Polygone in G = K5 gibt, aber nur hochstens 6 Ecken
in G*, haben wir abermals einen Widerspruch. O

Damit konnen wir endgiiltig den Satz von Whitney formulieren.

Satz 4.11 (Whitney). Ein Graph G ist genau dann pldttbar, wenn G ein W -Dual besitzt.

Whitney hat 4.11 ohne Benutzung des Satzes von Kuratowski bewiesen und hat spater
sogar 4.6 aus seiner Charakterisierung gefolgert. Der nicht ganz leichte Beweis in 4.10
schon fiir K5 deutet an, dass die Nichtexistenz eines W-Duals fir grofe Graphen
nur schwierig nachzuweisen sein wird. Nichtdestotrotz ist die Idee der W-Dualitat
von grundlegender Bedeutung, bildet sie doch die Basis fiir den Begriff der Matroide,
welche eine Fiille von kombinatorischen Strukturen abdecken. In Kapitel 8 werden wir
dies an Hand vieler Beispiele belegen.

Noch eine interessante Folgerung konnen wir aus 4.11 ziehen. Wir sagen, H ist eine
Kontraktion von G, falls H aus G durch eine Folge von Kantenkontraktionen wie in den
Hilfssadtzen 4.8 und 4.9 hervorgeht. Genauso wie in 4.9 beweist man, dass mit G auch
jede Kontraktion von G ein W-Dual besitzt, und daraus folgt mit den oben genannten
Satzen ohne Weiteres:

Folgerung 4.12 (Wagner). Ein Graph G ist genau dann pldttbar, wenn G keinen Unter-
graphen besitzt, der zu Ks oder K33 kontrahiert werden kann.

Kontrahieren wir im Petersen Graphen P (Figur 4.2) die 5 Kanten, die vom duleren
Kreis nach innen fiihren, so erhalten wir den vollstiandigen Graphen Ks, so dass wir
mit 4.12 erneut die Nichtpladttbarkeit von P bewiesen haben.

Einen dritten Weg zur Charakterisierung plattbarer Graphen ist MacLane in einer Ar-
beit 1937 gegangen. Sein Ausgangspunkt war die Beobachtung, dass in einem ebenen
2-fach zusammenhédngenden Graphen es eine Familie Z, von Polygonen gibt, namlich
die Randkanten der einzelnen Lander, welche alle Eulerschen Graphen Z im algebrai-
schen Sinne von Veblen (Kapitel 3) erzeugen, mit der zusdtzlichen Eigenschaft, dass
jede Kante in genau zwei Polygonen von Z, liegt. Zum Beweis, dass dies fiir plattba-
re Graphen charakteristisch ist, rufen wir uns zunéchst die Begriffe aus Kapitel 3 in
Erinnerung und verallgemeinern sie sogleich auf beliebige Graphen.
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Sei G = (V,E) ein schlingenloser Graph. Wir indizieren die Ecken V = {vy,..., v},
Kanten E = {ey,...,e;} und halten diese Nummerierung fest. Ferner betrachten wir
alle Kreise Z = {Z;,..., Z,} und halten ebenfalls die Indizierung fest. Zu G assoziieren
wir nun zwei Matrizen, die Ecken-Kanten Inzidenzmatrix A und die Kreis-Kanten
Inzidenzmatrix B. A = (a;;) und B = (by;) sind 0,1-Matrizen mit

1 falls wviee; b by — 1 falls e;jeZ
=7 0 falls v; & e W BT 0 falls ej ¢ 7y

(i=1,...,p;j=1,...,q;€=1,...,7).

Wie in Kapitel 3 identifizieren wir die 0,1-Vektoren der Lange g mit den zugehorigen
Kantenmengen und fassen A und B als Matrizen Uiber GF(2) auf. Wir wollen die von
den Zeilen von A bzw. B aufgespannten Unterrdume wieder mit A und B bezeichnen
und die Vektoren (bzw. Kantenmengen) dieser beiden Unterraume beschreiben. Fiir
B haben wir dies schon in Kapitel 3 durchgefiihrt. Die Vektoren von B entsprechen
genau den Eulerschen Untergraphen (Zyklen). Ferner haben wir dort schon gesehen,
dass A+ = Bund wegen des endlichen Ranges somit auch Bt=A gilt. Wie konnen wir
nun die Vektoren aus A graphentheoretisch kennzeichnen? Aus A =B+ folgt, dass
eine Kantenmenge D genau dann in A liegt, wenn sie alle Polygone in einer geraden
Anzahl von Kanten trifft.

Definition. Eine Kantenmenge D eines Graphen G = (V,E) heil eine Bipartition,
wenn D = ( ist oder wenn eine disjunkte Zerlegung V = VUV, existiert, so dass
D = {e € E : e hat eine Endecke in V7, die andere in V5 } ist.

Als Beispiel betrachten wir den Graphen in Figur 4.14. Die fettgedruckten Kanten
ergeben eine Bipartition.

H/—/W_/

\ %1 Vo
Figur 4.14

Behauptung. Die Bipartitionen sind genau die Kantenmengen aus A.

Ist namlich D Bipartition, so muss |D n C| gerade sein fiir jedes Polygon C, da C
zwischen Vi und V> ,hin- und herlaufen“ muss. Es sei nun umgekehrt () # D € A. Wir
definieren auf V die Relation ~ durch

U ~ v ;< es existiert ein u, v-Weg W, der D in einer

geraden Anzahl von Kanten trifft.

Die Relation ~ ist eine Aquivalenzrelation auf V (Reflexivitit und Symmetrie sind
klar, die Transitivitait moge sich der Leser tiberlegen), die jede Komponente G; von
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G in hochstens zwei Aquivalenzklassen V;; und V;» zerlegt. Es bleibt zu zeigen, dass
D genau die von Vi = U;V;1, Vo = U; Vi induzierte Bipartition ist. Jede Kante
e =uv mitu € Vi, v € Vo, muss in D liegen, da ansonsten e ein u, v-Weg ware,
der D tiberhaupt nicht (d.h. in der geraden Anzahl 0) trifft. Falls umgekehrt die Kante
e = uv € D beide Endecken in, sagen wir, V; hétte, so existierte ein u, v-Weg W mit
|[W n D| = gerade und damit das Polygon C = W U e mit |C n D| = ungerade, im
Widerspruch zu D € A =B+

A besteht also genau aus den Bipartitionen, die in Anlehnung an die Homologie-Ter-
minologie auch Cozyklen genannt werden. A heift daher auch Cozyklenraum und B
Zyklenraum. Ersichtlich ist jede nichtleere Bipartition trennende Kantenmenge und
umgekehrt auch jedes Bond eine Bipartition und damit in A. Mit diesen Vorbereitun-
gen konnen wir den Satz von MacLane miihelos beweisen.

Satz 4.13 (MacLane). Ein Graph G ist genau dann pldttbar, wenn eine Menge Z, von
Polygonen existiert, so dass

(i) jede Kante in hochstens zwei Polygonen aus Z, liegt,
(i) Zo den Zyklenraum B erzeugt.

Beweis. Da Schlingen keinerlei Einfluss haben, lassen wir sie weg. Ist G pléttbar, so
nehmen wir die Randkanten der Lander irgendeiner ebenen Realisierung, und die Be-
dingungen sind erfiillt. Sei nun umgekehrt (i) und (ii) erfiillt. Wir kénnen annehmen,
dass G 2-fach zusammenhangend ist, da schon im Beweis des Satzes von Kuratowski
bemerkt wurde, dass wir die ebenen 2-fach zusammenhangenden Stiicke von G zu-
sammenfiigen konnen. Es sei Zy = {Z1,..., Z}. Da wegen 3.10 jede Kante e in einem
Polygon liegt, so muss wegen Bedingung (ii) e auch in mindestens einem Z; liegen. Be-
trachten wir die Summe Z’ = 31", Z; iiber GF(2), so besteht der Eulersche Untergraph
7' aus den Kanten, die in genau einem Polygon aus Zj liegen. Z’ zerféllt in disjunkte
Polygone. Nehmen wir diese Polygone zu unserer Menge noch hinzu, so kénnen wir
also annehmen:

(i’) Jede Kante liegt in genau zwei Polygonen aus Zj.

Wir definieren einen Graphen G* = (V* E*) wie folgt: Die Ecken V* = {v{, v,
..., U;»} entsprechen den Polygonen Zi,..., Z,,, die Kanten E* den Kanten FE und die
Kante e* habe als Endecken v/, v;‘ genau dann, wenn e auf den beiden Polygonen
Zi, Zj liegt. G* ist wegen (i’) ein schlingenloser Graph, und unter Beachtung von 4.11
miissen wir nur noch zeigen, dass G* ein W-Dual von G ist mittels der Abbildung
@Q:E—E* e~ e*.

Es seien A, B die beiden vorweg eingefiihrten Inzidenzmatrizen fiir G und A*, B* die
entsprechenden Matrizen fiir G*. Die i-te Zeile von A*, korrespondierend zu den
mit v;* inzidenten Kanten, wollen wir der Kiirze halber mit V;* bezeichnen. Sei C*
Bond von G*. Dann ist C* € A*, also C* = Sier Vi fir eine gewisse Indexmenge
I < {1,...,m}. Da nach Konstruktion von G* die Matrix A* Untermatrix von B
ist, erhalten wir daraus C = >;c; Z;, also ist C Eulerscher Graph. Sei umgekehrt C
Polygon in G. Dann haben wir C = 3);c; Zj, also C* = > ;; V[ € A*, d.h. C* ist
eine Bipartition. Da die Bonds genau die minimalen nichtleeren Bipartitionen und die
Polygone genau die minimalen nichtleeren Eulerschen Untergraphen sind, folgt aus
diesen beiden Aussagen sofort: C* Bond in G* < C Polygon in G, und damit der
Satz. O
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Genauso wie der Heawoodsche Farbensatz das Problem der Farbung auf Flachen ho-
heren Geschlechts interessant erscheinen laRkt, so weiten die diversen Charakterisie-
rungen plattbarer Graphen den Blick auf andere Flachen. Fiir die projektive Ebene ist
von Bodendieck, Schumacher und Wagner eine solche ,Kuratowski“-Kennzeichnung
erbracht worden, und aus einem fundamentalen Satz von Robertson-Seymour folgt,
dass es fiir alle geschlossenen Flachen nur endlich viele ,verbotene“ Untergraphen
gibt (so wie K5 und K33 im Fall der Kugel).

Wenn ein Graph G, so wie etwa Ks, nicht in die Ebene einbettbar ist, so kénnen wir uns
zweierlei fragen: Wie weit miissen wir das Geschlecht h bzw. k erh6hen, damit G in
Sn bzw. Ny eingebettet werden kann? Wir suchen also das orientierbare Geschlecht
y(G) bzw. das nicht-orientierbare Geschlecht y(G). Wenn wir G schon nicht ohne
Kreuzungen in die Ebene einbetten konnen, wie nahe kénnen wir einer Einbettung
kommen? Wir fragen hier nach der Kreuzungszahl cr(G), der minimalen Anzahl von
Kreuzungen, die in einer ebenen Einbettung auftreten.

Wir betrachten stets zusammenhdngende Graphen. Ferner wollen wir annehmen, dass
G weder Schlingen noch Mehrfachkanten besitzt, ohne dies noch eigens zu betonen.
Fir unsere GroRen y(G) und y(G) ziehen wir nattirlich die Euler-Poincaré Formel 2.2
heran, um eine untere Schranke zu bekommen, so wie wir es fiir die vollstandigen
Graphen K, schon in Kapitel 2 durchgefiihrt haben. Dazu noch eine Vorbemerkung:
Wir haben die Formel 2.2 fiir Landkarten .L bewiesen. In einer Landkarte ist jede Kan-
te homdomorph zu R und jedes Land, und das war entscheidend, homéomorph zu
R2. Solche Einbettungen nennt man auch 2-Zellen Einbettungen. Ist ein zusammen-
hidngender Graph auf andere Weise eingebettet, so stimmt die Formel nicht mehr:
Figur 4.15 zeigt eine Einbettung von K; auf dem Torus S; mit 3 Landern, so dass
[V —|E|+|R|=4—-6+3=1+# 0 =e(Sy) ist. Das dulere Land ist nicht homéomorph
zu R2.

Figur 4.15

Ist die Einbettung von G in S keine Landkarte, so kann man aber unschwer feststellen,
dass die Einbettung so modifiziert werden kann, dass eine Einbettung von G in S’
erhalten wird mit e(S’) > e(S). Dies konnen wir fortsetzen, bis tatsdchlich eine
Landkarte entsteht, denn e(S) ist ja nach oben durch 2 beschriankt und auf der Kugel
ist jede Einbettung eine Landkarte. Daraus ergibt sich nun sofort:

Lemma 4.14. Sei G = (V,E) ein zusammenhcdngender einfacher Graph mit p Ecken
und q Kanten, und sei g die Ldnge eines kiirzesten Kreises (falls ein Kreis existiert). Ist
G in die Fldche S einbettbar, so gilt

9
<
q= g-2
Falls G keine Kreise enthdilt, also ein Baum ist, haben wir die triviale Ungleichung
g<p-e(S) +1.

(p—e($)).
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Beweis. Nach unserer Vorbemerkung finden wir zunachst eine Flache S’ mit e(S’) >
e(S), auf der G als Landkarte eingebettet ist mit 7’ Landern. Da jedes Land mindestens
g Randkanten hat, folgern wir gr’ < 2q und mittels der Euler-Poincaré Formel
e(S)<e(§S)=p—-q+7rv' <p—-q+ %q. Durch Umformung ergibt sich das Resultat. O

Als Folgerung erhalten wir Formeln, die wir in der Ebene schon verwendet haben.
Dabei werden wir stets die Kugel auch als nicht-orientierbare Flache vom Geschlecht
0 ansehen.

Lemma 4.15. Sei G ein zusammenhdngender einfacher Graph mit p > 3 Ecken und q
Kanten.

(i) Falls G in die orientierbare Fldche S, (h > 0) eingebettet werden kann, so gilt
q < 3(p+2h-2). Hat G keine Kreise der Linge 3, so kann dies zuq < 2(p+2h—2)
verschdrft werden.

(i) Falls G in die nicht-orientierbare Fldche Ny eingebettet werden kann, so gilt
q < 3(p +k—2). Hat G keine Kreise der Liinge 3, so kann dieszuq < 2(p +k —2)
verschdrft werden.

Sehr wenige allgemeine Resultate sind iiber die Parameter y und y bekannt. Im We-
sentlichen beschranken sich die Ergebnisse auf drei Klassen von Graphen: Die vollstcin-
digen Graphen K, die vollstdndigen bipartiten Graphen K, ,, und die n-dimensionalen
Wiirfel Q,,. Die erste Graphenfamilie haben wir schon in Kapitel 2 besprochen in un-
serem Bericht iber den Heawoodschen Farbensatz und den endgiiltigen Beweis von
Ringel und Youngs. Halten wir das Ergebnis noch einmal fest.

Satz 4.16. y(K,) = [‘Z=P=0 fiir p > 3, y(Kp) = [E224 fiirp > 3, p # 7,
Y (K7) = 3.

Fur die Graphen K,,, erhalten wir aus 4.15 und der Tatsache, dass diese Gra-
phen keine Kreise der Linge 3 enthalten, mn < 2(m + n + 2y — 2) und daraus
Y(Kpmn) = [W], und analog dazu y(Ky,.n) = {W]. Dass in diesen bei-

den Ungleichungen stets Gleichheit gilt, wurde von Ringel 1954 bzw. 1965 gezeigt.

Satz 4.17. y(Kmn) = [ =412, Y (Kpmn) = [ =212 fiirm,n > 2.

Was sind die n-dimensionalen Wiirfel Q,? Q. ist der Kreis der Linge 4, Q3 der
Gertstgraph des 3-dimensionalen Wirfels (Figur 4.16).

Vi
001 ¢ J

100
Figur 4.16
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Wie schon in Figur 4.16 angedeutet ist, nehmen wir als Eckenmenge von Q,, alle 2"
Vektoren der Linge n mit O und 1, und verbinden zwei Ecken durch eine Kante, falls
sich die zugehorigen Vektoren in genau einer Koordinate unterscheiden. Wir sehen
unmittelbar, dass jede Ecke Grad n hat, so dass Q, genau p = 2" Eckenund g = n2"!
Kanten aufweist. Ferner sieht man sofort, dass Q, keinen Kreis der Liange 3 hat,
woraus mittels 4.15 die Ungleichung n2"~! < 2(2" + 2y — 2) und durch Umformung
y(Qn) = (n — 4)2" 3 + 1 resultiert. Analog erhilt man y(Q,) = (n — 4)2" 2 + 2.
Dass auch hier Gleichheit mit wenigen Ausnahmen gilt, wurde von mehreren Autoren
(vornehmlich Ringel und Jungerman) nachgewiesen.

Satz 4.18. y(Qn) = (n — 4)2"3 + 1 fiirn = 2, 7(Qn) = (n — 4)2"2 4 2 fiirn = 2,
n :ﬁ 4; 57 y(QA) = 3! Y(QS) =11.

Ganz allgemein erkennen wir, dass zur Bestimmung des Geschlechts eines Graphen
Lemma 4.15 eine untere Schranke ergibt. Die eigentliche Schwierigkeit besteht also
darin, eine Einbettung in die nach 4.15 moglichen Flachen S;, oder N tatsdchlich
zu finden bzw. ihre Unmoglichkeit nachzuweisen. Fiir kleine Graphen bzw. Flachen
kleinen Geschlechts kann man dies noch direkt nachprifen, wie in Figur 2.10 fir K7
auf dem Torus. Fir kompliziertere Graphen muss offensichtlich eine systematische
Methode gefunden werden. Als besonders erfolgreich (vor allem bei der Bewdltigung
des Heawoodschen Satzes) hat sich die Rotationsmethode erwiesen, deren Grundidee
kurz skizziert werden soll.

Nehmen wir als Beispiel die Einbettung £ von K7 auf dem Torus in Figur 2.10. Wir
konnen £ auf folgende Weise ein Schema von 7 Reihen korrespondierend zu den
Ecken 1,2,...,7 zuordnen. Wir wahlen fiir jede Ecke i einen Durchlaufsinn der zu i
benachbarten Ecken und nennen dies eine Rotation bei i. Wahlen wir beispielsweise
stets den Gegenuhrzeigersinn (Figur 4.17), so ergibt sich folgendes Rotationsschema,
wobei die Reihen als zyklisch angeordnet zu verstehen sind.

1: 243756
2:354167
3:465271
4: 576312
5:6 17423
6: 72153 4
72132645

Figur 4.17

Das Rotationsschema gibt also zunachst nur die Nachbarschaften der einzelnen
Ecken, jeweils angeordnet in einer gewissen zyklischen Weise. Wie erhalten wir aber
daraus die Lander? Betrachten wir in Figur 4.17 das Land F; mit den Randecken 1, 2,
6. Beginnen wir mit der Kante (1, 2) (aufgefasst als gerichtete Kante von 1 nach 2), so
muss die nachste Kante (2,1) sein, wobei in Reihe 2 :...11i...i nach 1 auftritt. Schau-
en wir in unserem Schema nach, so steht dort 2 :...16..., also ist die ndchste Kante
(2,6). Sehen wir in 6 : ...2 j... nach, so steht dort 6 : ...21..., also ist die ndchste
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Kante (6, 1) und wir sind wieder bei 1 angelangt. Beginnen wir umgekehrt mit (2, 1),
so ergibt sich (1,4) und dann (4, 2) und somit das Land F,.

Wir haben also aus der gegebenen Landkarte ein Rotationsschema aufgestellt und ge-
sehen, wie allein aus dem Schema die Lander abgelesen werden kénnen. Das Wesentli-
che an der Idee des Rotationsschemas ist, dass die Umkehrung ebenfalls funktioniert.

Sei G ein zusammenhangender Graph, den wir ohne Schlingen und Mehrfachkanten
voraussetzen, mit der Eckenmenge {1,2,..., p}. Fur jede Ecke i fassen wir die inziden-
ten Kanten (i, j) als orientiert von i nach j auf, also jede Kante ij determiniert zwei
orientierte Kanten (i, j) und (j,1). Als Nachstes geben wir fiir jede Ecke i eine zykli-
sche Permutation 11; der Nachbarecken von i an, d. h. 7r; () ist der Nachfolger von j in
der Zeile korrespondierend zu i. Die Gesamtheit der Permutationen (771, 12,..., Tp)
nennen wir eine Rotation p von G.

Satz 4.19. Jede Rotation p = (my,...,T,) eines einfachen Graphen G ergibt eine
Landkarte in einer gewissen orientierbaren Flciche Sy, wobei Sy, so orientiert werden
kann, dass fiir jede Ecke i die (orientierte) Kante (i, j) gefolgt wird von (j,1;(i)). Ist
umgekehrt G als Landkarte in Sy, eingebettet, so gibt es eine Rotation von G, welche
genau dieser Einbettung entspricht.

Beweisskizze. Die Umkehrung haben wir in unserem Beispiel schon angedeutet. Sei
nun die Rotation p = (11,...,T,) gegeben. Mit E bezeichnen wir die Menge der ori-
entierten Kanten. Wir definieren eine Bijektion IT, : E — E durch IT, (i, j) = (j, ;(Q)).
Die einzelnen Zyklen der Permutation I1, determinieren je ein Land, und diese Lander
konnen durch Identifikation von (i, j) mit (j, i) zusammengeklebt werden (Figur 4.18).

I A

Loy

Figur 4.18

Da jede Permutation 1r; zyklisch ist, sind alle diese Liander homdéomorph zu R? und,
da (i, j) stets mit (j, 1) verklebt wird, ist die so entstehende Flache orientierbar. Das
Geschlecht h kann nun aus der Formel |V | — |E| + ¥ = 2 — 2h, ¥ = Anzahl der Zyklen
von I1,, berechnet werden. O

Damit das Geschlecht h einer Einbettung von G moglichst klein wird, muss man also
Rotationen p finden, deren zugeordenete Permutation IT, moglichst viele Zyklen hat,
im Grenzfall lauter 3-er Zyklen. Solche Einbettungen heilen dann Triangulierungen,
das heilkt jedes Land hat genau 3 Grenzen. Ringel und Youngs und andere Autoren
haben zur Erzeugung geeigneter Rotationsschemata eine Anzahl interessanter Me-
thoden entwickelt (auch fiir den nicht-orientierbaren Fall), mehr dartiber kann man
in Ringels Buch erfahren. Ringel selbst erzahlt dazu, dass er in seiner Zusammenar-
beit mit Youngs beim Beweis des Heawoodschen Farbensatzes den topologischen Part
ubernommen hatte, Youngs den kombinatorischen. Ein von Youngs produziertes Ro-
tationsschema versuchte er einzubetten. Wo es nicht ging, kam es an Youngs zurtick,
der das Schema nach den neuen Angaben modifizierte, worauf wieder Ringel an der
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Reihe war, bis schliefllich, wie wir gesehen haben, alle Schwierigkeiten tiberwunden
werden konnten.

Nun zum Problem der Kreuzungen. Hier sind die Resultate noch sehr vereinzelt und
keine allgemeinen Methoden bekannt. Zundchst ein paar allgemeine Bemerkungen.
Anstelle einer Einbettung eines Graphen G in die Ebene sprechen wir jetzt von einer
Zeichnung von G. Gesucht ist also eine Zeichnung mit moglichst wenig Kreuzungs-
punkten. Ein paar Kreuzungstypen konnen wir sofort ausschlieRen: Keine zwei Kan-
ten mit gemeinsamer Ecke sollen sich kreuzen, keine zwei Kanten treffen sich in mehr
als einem Punkt, keine drei Kanten treffen sich in einem gemeinsamen Punkt (siehe
Figur 4.19). Es ist klar, dass jede Zeichnung so gedndert werden kann, dass diese drei
Bedingungen erfiillt sind.

Figur 4.19

Beginnen wir mit den vollstandigen bipartiten Graphen K, ,. Hier ist eine Zeichnung
schon lange bekannt, die nach wie vor untibertroffen ist. Wir teilen die m Ecken von V;
in zwei Teile V1, V{' mit [V{| = [ F |, V{" = [F ] und ebenso V; in V3, V3’ mit V3| = | 5],

vyl = [%]. Auf einem kartesischen Koordinatensystem tragen wir nun die Ecken
aus V; auf der x-Achse ein, und zwar V| auf der negativen x-Achse in den Punkten
-1,-2,...,—1 %], V{" auf der positiven x-Achse in den Punkten 1,2,...,[% ]. Analog

tragen wir die Ecken aus V; auf der negativen y-Achse ein und V" auf der positiven
y-Achse. Nun verbinden wir alle Ecken aus V; und V» durch Geraden. Figur 4.20 zeigt
die entsprechende Zeichnung fir Kg 5.

Wie viele Kreuzungen ergeben sich dabei? Betrachten wir den ersten Quadranten.
Die 4 Kanten, die zwei Ecken auf der positiven x-Achse mit zwei Ecken auf der
positiven y-Achse verbinden, ergeben genau eine Kreuzung, und dies gilt ersichtlich
fir alle solche Eckenpaare und alle vier Quadranten. Also erhalten wir (%J) (%J) +

(%J) ([g]) + ([%]) (%J) + (%1) (%1) Kreuzungen, und durch eine kurze Rechnung

Figur 4.20 Figur 4.21
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sieht man, dass diese Zahl gleich [%J[mT*lJ[%J["T*IJ ist. Mehrmals tauchten bereits
Beweise auf, dass dies die genaue Anzahl ware, aber alle bisherigen Versuche waren
fehlerhaft. Gleichheit wurde bisher fiir min(m, n) < 6 bewiesen.

Satz 4.20. cr(Kmn) < [ 22 L5105

Fir den vollstdndigen Graphen K, ist noch weniger bekannt. Auch hier gibt es eine
einfache Konstruktion, dargestellt am Beispiel K in Figur 4.21. Die Leser werden
vielleicht Vergniigen daran finden, die allgemeine Zeichenvorschrift zu finden, woraus
sich die folgende Formel ergibt, mit der wir das Kapitel schlieRen wollen.

Satz 4.21. cr(K,) < T 21 B2 1 B2 )1 252 ).

Auch in 4.21 wurde Gleichheit fiir kleine p beweisen. Wahrend also fiir die Klassen
Kmn und K, einiges dafiir spricht, dass die oberen Schranken in 4.20 bzw. 4.21 die
richtigen Werte sind, so ist fir die n-dimensionalen Wiirfelgraphen Q,, nicht einmal
eine Zeichnung bekannt, die vielversprechend erscheint.
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Ubungen zu Kapitel 4

Die Kanten-Zusammenhangszahl A(G) ist die Minimalzahl von Kanten, deren Entfer-
nung den Graphen G trennt, mit der Zusatzdefinition A(K;) = 0. Zeige: k(G) < A(G) <
6(G), 6(G) = minyecy d(u), und konstruiere Beispiele, in denen Gleichheit gilt.

* Formuliere und beweise das Kanten-Analogon des Mengerschen Satzes 4.4.

Vervollstandige den Beweis von 4.5.

Verifiziere 4.4, 4.5 und die Kanten-Version aus Ubung 2 anhand des Petersen Graphen
und der Platonischen Graphen.

G habe mindestens 2n Ecken. Zeige: G ist n-fach zusammenhédngend < je zwei dis-
junkte Eckenmengen Vi,V> mit |Vi| = |[V2| = n sind durch n eckendisjunkte Wege
verbunden (auch was die Anfangs- und Endecken betrifft). (Hinweis: Ruckfithrung auf
4.4)

* Sei G eben. Zeige: G ist bipartit & G* ist Eulersch < alle Kreise in G haben gerade

Lange.

Zeige, dass jeder 3-fach zusammenhédngende Graph mit p > 6, der eine Unterteilung
von K5 enthélt, auch eine von K33 enthdlt.

Vervollstindige die Beweise von 4.8 und 4.9.

9.* Zeige, dass K3 3 kein W-Dual besitzt.

10.

11.
12.

13.*

14.

15.

16.
17.

*

18.%

19.%

20.

G = (V,E) sei gegeben und E = Egx U Eg U {e} sei eine Partition der Kantenmenge in
rote Kanten Eg, blaue Kanten Ep und eine einzelne weitere Kante e. Zeige, dass genau
eine der beiden Alternativen vorliegt:

a. Es existiert ein Polygon C mite € C < Eg U {e}.
b. Es existiert ein Bond D mite € D < Eg U {e}.
Beweise 4.12.

Konstruiere eine Zyklen- und Cozyklenbasis:

a. fur die Rader Wy,

b. fir den Petersen Graphen.

Versuche, einige ,verbotene“ Kuratowski Graphen fiir den Torus und fiir die projektive
Ebene zu finden.

Bestimme die Platonischen Graphen der projektiven Ebene (d.h. alle Ecken haben den-
selben Grad, alle Lander dieselbe Anzahl von Grenzen).

Zeige die Einbettbarkeit von K44 in den Torus mittels eines geeigneten Rotationssche-
mas.

Zeige Gleichheit in 4.20 fiir K4 5.
Verifiziere 4.21 mittels einer geeigneten Zeichnungsvorschrift.

Sei G ein einfacher zusammenhdngender Graph, G kein Baum, mit p Ecken und g
Kanten. Die Dicke t(G) von G ist die kleinste Anzahl von pldttbaren Untergraphen, in
die G zerlegt werden kann. Also: t(G) = 1 < G plattbar. Zeige: t(G) > [q%], wobei
g die Lange eines kiirzesten Kreises ist.

Folgere aus der vorhergehenden Ubung: t(Kp) > L”TVJ und zeige Gleichheit fir p < 8.
Gilt auch Gleichheit fiir p = 9?7

Finde eine untere Schranke fiir die Dicke der Wirfel Q, und bestimme t(Q4).



5 Farbung

Neben Plattbarkeit ist Farbung der zweite Begriff, der in der 4-Farben Vermutung
vorkommt. Wie schon im vorangegangenen Kapitel besprechen wir nun allgemein
Farbungen von beliebigen Graphen - in der Hoffnung nattirlich, dass wir dadurch auch
Aufschluss tiber die Farbung plattbarer Graphen gewinnen.

Wiederholen wir noch einmal die Definition: Eine Fdrbung eines Graphen G = (V,E)
ist eine Abbildung f : V — M (Farbmenge) mit f(u) # f(v) fir uv € E. Existiert
eine Farbung mit n Farben, so heilkt G n-fdrbbar und die kleinste Zahl n, fir die G
n-farbbar ist, ist die chromatische Zahl x(G). Aus der Definition folgt, dass ein Graph
mit Schlingen tiberhaupt keine Farbung besitzt. Wir werden daher in diesem Kapitel
alle Graphen als schlingenlos voraussetzen, ohne dies noch eigens zu erwahnen.
AuRerdem ist es fiir eine Farbung belanglos, ob zwei Ecken durch eine, zwei oder
beliebig viele Kanten verbunden sind. Das heilt, ein schlingenloser Graph G und sein
zugrundeliegender einfacher Graph haben dieselbe chromatische Zahl. Wir werden
uns daher, wann immer vorteilhaft, auf einfache Graphen beschrianken. Neben den
(Ecken-) Farbungen haben wir auch Kantenfarbungen betrachtet. Eine Kantenfdrbung
von G = (V,E) ist eine Abbildung @ : E — M, so dass e inzident f impliziert
@(e) # @(f). Analog zu oben haben wir den Begriff n-kantenfdrbbar. Die kleinste
Zahl n, fir die G n-kantenfarbbar ist, heilt der chromatische Index x' (G).

Wir kénnen Kantenfarbungen auch als gewohnliche (Ecken-) Fairbungen deuten, indem
wir jedem Graphen G = (V,E) seinen Kantengraphen L(G) zuordnen. Die Ecken von
L(G) entsprechen den Kanten von G, und wir verbinden zwei Ecken e, f in L(G)
genau dann, wenn e und f inzidente Kanten in G sind. Offensichtlich gilt stets
X' (G) = X(L(G)). Figur 5.1 zeigt ein Beispiel eines Graphen G und seines zugehorigen
Kantengraphen.

Figur 5.1

Rufen wir uns noch einmal die drei wesentlichen Farbensiatze aus den Kapiteln 2 und 3
in Erinnerung.

(a) Die Aussage, jeder 3-regulére briickenlose plattbare Graph ist 3-kantenfarbbar, ist
aquivalent zur 4-Farben Vermutung. (1.7)

M. Aigner, Graphentheorie, Springer Studium Mathematik — Bachelor,
DOI 10.1007/978-3-658-10323-1_5, © Springer Fachmedien Wiesbaden 2015
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(b) Jeder plattbare Graph ist 5-farbbar. (2.1)
(c) Die Anzahl p(A) der A-Farbungen ist ein Polynom in A. (3.4)

Daraus ergeben sich sofort ein paar Fragen: Wie hingen die Eckengrade (oder an-
dere Graphen-Parameter) mit der chromatischen Zahl bzw. dem chromatischen In-
dex zusammen? Koénnen wir minimale 5-chromatische oder allgemein minimale »-
chromatische Graphen strukturell beschreiben? Was kénnen wir weiter iber das chro-
matische Polynom aussagen?

Beginnen wir mit einigen Beispielen: Der vollstandige Graph K, hat offensichtlich
X(K,) = p, die vollstandigen bipartiten Graphen K, , haben x(Ky, ) = 2. Wie sieht
es mit den Kreisen C, der Linge n aus? Ist n gerade, so konnen wir die Ecken
abwechselnd farben, also ist x(C,) = 2. Ist aber n = 3 ungerade, so erteilt diese
(einzig mogliche) abwechselnde 2-Farbung der ersten und letzten Ecke dieselbe Farbe,
also schliefen wir x(C,) = 3. Fassen wir zusammen:

Satz 5.1. (i) x(Kp) = p, (ii) X (Km,n) = 2, (iil) x(Cn) = 2 fallsn = 2 gerade, x(Cy) = 3
falls n > 3 ungerade.

Das ehrgeizigste Programm ware natirlich eine Charakterisierung n-farbbarer Gra-
phen fir beliebiges n, da es ja wegen 1.7 fiir n = 3 das 4-Farben Problem beinhalten
wiirde. Ab n = 3 ist so eine Charakterisierung demnach nicht zu erwarten. Wie sieht es
nun fiir n = 1 und 2 aus? 1-farbbare Graphen sind trivial beschrieben, es sind genau
die kantenlosen. Die 2-farbbaren Graphen sind genau jene, fiir die die Eckenmenge V
in zwei disjunkte Teilmengen V; und V>, zerlegt werden kann, so dass alle Kanten zwi-
schen Ecken von V; und V5, verlaufen. Das heillt, die 2-farbbaren Graphen sind genau
die Untergraphen der vollstandigen bipartiten Graphen und heilken bipartite Graphen.
Die Charakterisierung dieser Graphenklasse war der erste allgemeine Farbungssatz,
enthalten in Konigs Graphentheoriebuch von 1936.

Satz 5.2. Ein Graph G ist genau dann 2-fdrbbar (bipartit), falls G keine Kreise ungera-
der Léiinge enthdilt.

Beweis. Die Bedingung ist sicherlich notwendig, da, wie wir gesehen haben, Kreise un-
gerader Lange 3 Farben benotigen. Nehmen wir nun umgekehrt an, dass die Bedingung
erfullt ist. Da wir die Zusammenhangskomponenten unabhingig voneinander farben,
diirfen wir G als zusammenhédngend voraussetzen. Sei uy € V eine beliebige Ecke. Mit
d(uo, v) bezeichnen wir die Lange eines kiirzesten Weges von 1y nach v und nennen
d(ug,v) den Abstand zwischen 1y und v. Nun farben wir 1, rot und erweitern die
Farbung auf ganz V, indem wir v rot farben, falls d(uo,v) gerade ist und blau, falls
d(ug, v) ungerade ist. Es bleibt nachzuweisen, dass benachbarte Ecken v und w stets
verschiedene Farben erhalten. Sei 0.B.d. A. d(ugp,v) = d < d(ug, w). Da ein kiirzester
Weg W von u nach v zusammen mit der Kante vw einen ug, w-Weg der Linge d + 1
ergibt, haben wir d (1o, w) <d+1, also d(ug,w) =doderd+1.Falls d(ug,w) =d+1
ist, erhielten v und w verschiedene Farben, was wir ja beweisen wollen. Wir miissen
also noch den Fall d(ug, w) = d ausschlieRen. Sei W’ ein kiirzester 1o, w-Weg und x
die letzte gemeinsame Ecke von W und W' (siehe Figur 5.2). Dann haben die Teilwege
W(x,v) und W' (x,w) dieselbe Linge £ > 1, so dass wir zusammen mit der Kante vw
einen Kreis der Lange 2 + 1 erhalten, im Widerspruch zur Voraussetzung. O
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Uo

WI
Figur 5.2

Da Bdume tiberhaupt keine Kreise enthalten, notieren wir als Folgerung.

Folgerung 5.3. Jeder Baum ist 2-fcrbbar.

Damit, wie gesagt, sind die Charakterisierungen zu Ende, und wir wollen uns nun,
bescheidener, unserem ersten Fragenkreis, der Darstellung der chromatischen Zahl
durch andere Parameter zuwenden.

Zundachst ein paar allgemeine Bemerkungen. Sind G, ..., G; die Komponenten von G,
so gilt offensichtlich x(G) = max x(G;). Wir werden uns also meist auf zusammen-
hingende Graphen beschranken. Ist v Schnittecke von G, so zerfillt G in mindestens
zwei Untergraphen Gy,..., Gy, die sich genau in v schneiden. Beginnen wir die Far-
bung mit v, so sehen wir wiederum x(G) = max x (G;). Dieselbe Uberlegung trifft zu,
falls G eine trennende Eckenmenge {w1,...,wy} besitzt, die einen vollstandigen Un-
tergraphen H aufspannt. Dann zerfdllt G wiederum in mehrere Teilgraphen G,..., G;
mit ﬂﬁzl V(G;) = {w1,...,we} und durch anfangliche Farbung der w;’s sieht man wie-
derum x(G) = max x(G;). Figur 5.3 zeigt einen Graphen G mit einem vollstandigen
Untergraphen K3 als trennender Eckenmenge.

G3
Gy
G2
x(G1) =3 =3 X(G3) =

Figur 5.3
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Wie wiirden wir an die Farbung eines gegebenen Graphen G herangehen? Die na-
heliegendste Methode ist es, die Ecken irgendwie in einer Liste vy, v,..., v, aufzu-
schreiben und dann die Ecken der Reihe nach zu farben. Als Farbmenge nehmen wir
M = {1,2,3,...}. Wir beginnen, indem wir v, mit der Farbe 1 farben. Ist v, nicht
mit v; verbunden, so wahlen wir fiir v, wieder 1, ist aber v, mit v; verbunden, so
wahlen wir die ndchste Farbe 2. Allgemein wahlen wir fiir v; die kleinste Farbe, die
unter Berticksichtigung der schon erfolgten Farbung von vy, ..., v;_; moglich ist. Die-
se naive Methode wird im Allgemeinen mehr Farben als nétig verbrauchen. Figur 5.4
zeigt einen Graphen G, der bei der gegebenen Nummerierung der Ecken 3 Farben
verbraucht, wahrend x(G) = 2 ist. Es ist aber leicht gezeigt, dass die Ecken stets so
angeordnet werden konnen, dass dieser Algorithmus tatsachlich nicht mehr als x(G)
Farben verbraucht. Wir werden diese Farbungsmethode also im Auge behalten und
fiir den Algorithmus bei einer gegebenen Eckennummerierung das Symbol A verwen-
den.

Figur 5.4

Taits Satz 1.7 legt als ersten Vergleichsparameter den Grad der Ecken nahe. Dazu
zwei Bezeichnungen: Fiir einen Graphen G = (V,E) bezeichnen wir mit 6(G) :=
minycy d(v), A(G) := maxycy d(v) den minimalen bzw. maximalen Eckengrad. Einen
Untergraphen H = (V',E’) von G = (V, E) nennen wir induzierten Untergraphen, falls
H auf der Eckenmenge V' alle Kanten enthalt, die auch in G vorkommen. Natirlich
gilt fir jeden Untergraphen H, dass x(H) < x(G) ist.

Nummerieren wir die Ecken irgendwie, V = {vy,v2,...,v,}, so ist jede Ecke zu
hochstens A(G) Vorgdngern benachbart. Der Algorithmus 4 verwendet also stets
hochstens A(G) + 1 Farben, und wir schlieBen x(G) < A(G) + 1. Wir konnen dies
sofort verscharfen.

Satz 5.4. x(G) < maxy 6(H) + 1, wobei das Maximum tiber alle induzierten Untergra-
phen H von G genommen wird.

Beweis. Sei n = max 6(H). Dann existiert in G eine Ecke vom Grad < n. Wir nehmen
so eine Ecke und nennen sie v,. In dem induzierten Untergraphen H, 1 = G\v,
gibt es nach Voraussetzung wieder eine Ecke vom Grad < n. Wir wihlen eine solche
und nennen sie v,_;. Nun betrachten wir den induzierten Untergraphen H,_, =
G\{vp-1,Vp} usf. Auf diese Weise nummerieren wir alle Ecken riickwérts bis v;.
Betrachten wir die Liste vy, vy, ..., Vp, so erkennen wir, dass jede Ecke v; zu hochstens
n Vorgangern benachbart ist, so dass der Algorithmus A niemals mehr als die (n+1)-
ste Farbe verwendet. Also gilt x(G) <n + 1. O
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Wir haben schon x(G) < A(G) + 1 gesehen. Wir wollen uns tiberlegen, ob diese
Schranke noch verbessert werden kann. Nach unserer eingangs gemachten Bemerkung
ist es keine Einschrankung, wenn wir G als zusammenhdngend voraussetzen. Ist G
nicht A(G)-regular, so enthdlt jeder Untergraph eine Ecke v mit d(v) < A(G), so dass
X(G) < A(G) aus 5.4 resultiert. Sei nun G A-regulédr. Dann finden wir sofort Beispiele,
wo X(G) < A(G) + 1 nicht mehr verbessert werden kann, ndmlich G = K, und G = C,
fir n ungerade. Im ersten Fall ist x = p = A+ 1 und im zweiten x = 3 = A + 1.
Der Farbungssatz von Brooks aus dem Jahr 1941 besagt, dass dies alle Ausnahmen zu
X < A sind.

Satz 5.5 (Brooks). Sei G ein zusammenhcngender Graph mit p > 2 Ecken und Maxi-
malgrad A. Dann gilt X(G) < A, aufler wenn G vollstdndig oder ein Kreis ungerader
Ldnge = 3 ist; in diesen Fdllen ist x (G) = A + 1.

Beweis. Fir p = 2 ist die Behauptung trivial. Sei also p > 3. Nach unseren zuvor
gemachten Bemerkungen konnen wir annehmen, dass G A-reguldr ist, und zwar mit
A > 3, da ein 2-reguldarer zusammenhéngender Graph ein Kreis ist, fiir den die Sache
ja schon geklart ist. Ferner konnen wir annehmen, dass G 2-fach zusammenhéangend
ist, denn nach der Uberlegung zu Beginn gilt x(G) = max x(G;), wobei G; alle an der
Schnittecke v angehefteten Untergraphen durchlduft. Da der Grad von v in jedem
der Graphen G; kleiner als A ist, sind die Untergraphen G; nicht A-regulér, so dass
X(G;) < A fur alle i gilt. SchlieRlich konnen wir voraussetzen, dass G einfach ist,
da nach Weglassen einer Mehrfachkante ein nicht mehr A-reguldrer Graph G’ mit
derselben chromatischen Zahl resultiert.

Falls G eine Ecke u mit zwei nichtbenachbarten Nachbarn v, v, besitzt, so dass
G\ {v1,v2} zusammenhingend ist, so wenden wir den Algorithmus A4 wie folgt an.
Zundchst setzen wir v, = u; vp-1 € V\{v1,V2,V,} sei zu v, benachbart (v,_;
existiert wegen A > 3), vp_» € V\{v1,V2,Vp,Vp-1} sei zu v, oder v,_; benachbart
usf. Fir jedes 3 < i < p existiert eine Ecke v; € V\{vy,v2,vp,...,Vis1}, die zu
mindestens einer der Ecken v;;1,...,v, benachbart ist, da ansonsten G\{vi,v>}
nicht zusammenhdngend ware. Der Algorithmus A, beginnend mit vy, erteilt vy, vo
die Farbe 1 und braucht niemals mehr als A Farben, da jede Ecke v, 3 < i < p,
zu hochstens A — 1 Vorgédngern benachbart ist, und v, zu v; und v; benachbart
ist.

Es gentigt daher, solch eine Ecke u zu finden. Falls G 3-fach zusammenhéangend ist, so
konnen wir jede Ecke nehmen (wegen G # K,). Sei G also 2-fach zusammenhéngend,
x € V beliebig. Falls k(G\x) > 2 ist, so setzen wir v; = x und wahlen eine Ecke v,
mit Abstand 2 von x (v, existiert wegen G # K,). Die Ecke u auf dem Weg (v, u, v;)
erfillt dann das Gewtinschte. Falls k(G\x) = 1 ist, so betrachten wir die Blockzer-
legung von G\x (siehe 3.10 und Ubung 18 in Kap. 3). Die Ecke x = u hat Nachbarn
in jedem Endblock (der nur Schnittecken mit einem weiteren Block gemeinsam hat),
da G 2-fach zusammenhangend ist. Nachbarn vy, v, von u in verschiedenen Endblo-
cken sind nicht benachbart, und G\ {vy, v»} ist zusammenhangend, da Blocke keine
Schnittecken enthalten. O

Wenden wir unsere Ergebnisse auf plattbare Graphen an. Nach 2.9 wissen wir, dass
jeder einfache pléattbare Graph G eine Ecke vom Grad hochstens 5 enthédlt. Da je-
der Untergraph H ebenfalls plattbar ist, folgt 6(H) < 5 und somit x(G) < 6
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nach 5.4. Da wir bereits x(G) < 5 wissen, ist dieses Resultat nicht bemerkenswert.
Interessanter ist schon der Zusammenhang mit dem Taitschen Satz. Sei G ein 3-
reguldrer briickenloser plattbarer Graph. Der Kantengraph L(G) ist dann offensicht-
lich 4-reguldr und sicherlich kein Kreis ungerader Linge oder vollstandig. Also gilt
nach dem Satz von Brooks x(L(G)) < 4, d.h. x'(G) < 4. Da je drei an eine Ecke
anstofenden Kanten verschiedene Farben erhalten miissen, ist somit x'(G) = 4 aus-
zuschlieRen.

Es lohnt sich demnach, Kantenfdrbungen zu studieren. Der (wie tiblich als schlingen-
los vorausgesetzte) Graph G habe Maximalgrad A. Alle zu einer Ecke v mit d(v) = A
inzidenten Kanten miissen verschieden gefarbt werden, also ist x'(G) > A. Da ei-
ne Kante e hochstens zu 2A — 2 weiteren Kanten inzident ist (siehe Figur 5.5), folgt
aus 5.5 angewandt auf L(G), dass x'(G) < 2A — 1 ist. Diese obere Schranke wur-
de 1949 von Shannon verbessert, der x'(G) < [%J nachwies. Vizing zeigte schliel’-
lich 1964 in einer bemerkenswerten Arbeit, dass fiir einfache Graphen G der chro-
matische Index hochstens um 1 von der trivialen unteren Schranke A(G) abweichen
kann.

sA-1 <A-1

Figur 5.5

Satz 5.6 (Vizing). Sei A(G) der Maximalgrad des einfachen Graphen G = (V,E). Dann
gilt A(G) < X' (G) < A(G) + 1.

Beweis. Wir fiihren Induktion nach der Anzahl der Kanten. Fiir |E| = 0 ist die Behaup-
tung trivial. Nehmen wir nun an, dass alle Kanten bis auf ¢; = uv; ordnungsgemal
mit hochstens A + 1 Farben gefarbt wurden. Wir wollen zeigen, dass dann auch eine
(A + 1)-Farbung von ganz E existiert. Wir sagen, die Farbe « fehlt bei der Ecke w, falls
keine der mit w inzidenten Kanten mit « gefarbt wurde. Sind «, B zwei verschiedene
Farben, so bezeichnen wir mit G(«, ) den von den «- und S-gefarbten Kanten aufge-
spannten Untergraphen. Klarerweise hat jede Ecke in G(«, ) hochstens den Grad 2,
also sind die Komponenten entweder Wege oder Kreise (gerader Liange). Sowohl bei u
wie bei v; muss eine Farbe fehlen (wegen d(u),d(v,) < A). Fehlt dieselbe Farbe bei
beiden Ecken, so konnen wir diese Farbe fiir die Kante e; verwenden und sind damit
fertig. Sei also « eine fehlende Farbe bei u und B; # « eine fehlende Farbe bei v;. Der
Beweis erfolgt nun in drei Schritten.

(i) Sei e» = uv, die mit u inzidente Kante, welche mit 8, gefarbt wurde. Wir 16schen
die Farbung von e, und farben stattdessen e; mit ;. Fehlt & bei vy, so kénnen wir
« fir e, nehmen und sind fertig. Also nehmen wir an, « erscheint bei v,. Sind die
Ecken u, vy, v, nicht in derselben Komponente von G(«, 1), so konnten wir in der
G (&, B1)-Komponente, welche v, enthilt, die Farben « und f; austauschen, ohne die
B1-Farbung von e; zu dndern, wodurch « fiir die Kante e, frei wiirde. Wir haben somit
die Situation von Figur 5.6:
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Figur 5.6

(ii) Sei nun B> # B1 eine bei v, fehlende Farbe. Wieder konnen wir annehmen, dass
B> bei u erscheint, da wir sonst 8, zur Farbung von e, verwenden konnten. Sei also
e3 = uvz mit B, gefarbt. Wir 1oschen die Farbung von e3 und farben stattdessen e;
mit B,. Dieselbe Uberlegung wie in (i) zeigt, dass wir annehmen konnen, dass « bei v3
erscheint und dass u, vy, v3 in derselben Komponente von G(«, B82) liegen (Figur 5.7).

Figur 5.7

(iii) Setzen wir diese Umfarbungsprozedur fort, so kommen wir frither oder spater
an eine Ecke v; benachbart zu u, so dass die Kante e; = uv; ungeféarbt ist und eine
bei v; fehlende Farbe # ;-1 auch bei u fehlt (dann fdarben wir damit e; und sind
fertig) oder eine Farbe f; bei v; fehlt mit i < j — 1. Wie in Schritt (i) liegen u, v, vi+1
in derselben G(«, B;)-Komponente H. Da « bei u fehlt und B; bei v;;;, muss diese
Komponente ein u, v;.1-Weg sein, dessen Kanten abwechselnd f; und « gefarbt sind
(Figur 5.8). Dieser Weg enthélt nicht die Ecke v}, da ; bei v; fehlt. Daraus folgt, dass
die G(«, B;)-Komponente H’, welche v; enthdlt, disjunkt zu H ist. Wir konnen daher
in H' die Farben austauschen und nun endgiiltig die freie Farbe & zur Farbung von
ej = uv; verwenden. O

Figur 5.8
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Man beachte, dass die Beweisfiihrung einen Algorithmus zur Kantenfarbung mit A + 1
Farben ergibt. Vizings Satz legt sofort die folgende Klassifizierung nahe. Ein Graph
G liegt in der Klasse Ty, falls x'(G) = A und in der Klasse I, falls x'(G) = A + 1 ist.
Hatten wir eine Entscheidungsmethode, ob ein gegebener Graph in Iy oder I ist, so
wadre natiirlich auch das 4-Farben Problem im Lichte des Taitschen Satzes gelost.

Eben wegen dieses Satzes interessieren vor allem reguldare Graphen. Angenommen,
ein r-reguldrer Graph G ist in Ij. Die einzelnen Farbklassen einer v-Kantenfarbung
bestehen aus lauter nicht inzidenten Kanten und koénnen somit hochstens [gJ Kanten
enthalten. Daraus erhalten wir T[%J > q = % (nach 1.2). Ist also p ungerade,
so kann G nicht in Ty liegen. Ist aber p gerade, so folgt aus G € I, dass die
einzelnen Farbklassen ein 1-Faktor von G sind, und somit die genannte Kantenfarbung
eine 1-Faktorisierung von G im Sinne von Kapitel 3 ist. Wir sehen also den engen
Zusammenhang zum Begriff der Faktorisierung, den wir im ndchsten Kapitel weiter
vertiefen wollen.

Satz 5.7. Sei G ein reguldrer Graph. Ist die Eckenzahl p ungerade, so ist G € Ty; ist p
gerade, so liegt G genau dann in Iy, wenn G 1-faktorisierbar ist.

Werfen wir noch einmal einen Blick auf die pldttbaren Graphen. Ist A(G) < 5, so kann
G sowohl in I, wie in I7 liegen. Beispiele fiir Iy sind die geraden Kreise (A = 2),
der Tetraeder Graph (A = 3), der Oktaeder Graph (A = 4) und der Ikosaeder Graph
(A = 5). Die letzten drei sind in Figur 5.9 abgebildet. Die Leser mogen selbst eine
entsprechende Kantenfarbung eintragen.

Figur 5.9

Die ungeraden Kreise sind in I} (A = 2), und fiigen wir jeweils eine Ecke in irgendeine
Kante der drei in Figur 5.9 abgebildeten Graphen ein, so erhalten wir jeweils Graphen
in I;. Priifen wir dies fiir das Tetraeder nach. Ist der neue Graph G’ in I}, so lassen sich
die Kanten in 3 Farbklassen zerlegen. Da G’ 5 Ecken hat, enthélt jede solche Klasse
hochstens L%J = 2 Kanten, so dass wir insgesamt 6 Kanten farben konnen, G’ enthélt
aber 7 Kanten. Genauso verlauft der Beweis in den beiden anderen Fallen.

Umso tiberraschender ist das Resultat von Vizing (1965), dass jeder einfache plattbare
Graph G mit A(G) > 8 in [ ist. Vizing hat dariiber hinaus die Vermutung geaulert,
dass dies schon ab A(G) > 6 gilt.

Kehren wir zurtick zur chromatischen Zahl x (G). Nachdem wir A als interessante obe-
re Schranke erkannt haben, iberlegen wir uns, welche Parameter als untere Schranke
in Frage kommen. Eine erste triviale, aber niitzliche Schranke ergibt sich sofort aus
folgender Beobachtung. Farben wir G mit n Farben, so haben die Ecken gleicher Far-
be die Eigenschaft, dass zwischen ihnen tiberhaupt keine Kanten verlaufen. Allgemein
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nennen wir eine Teilmenge A < V unabhdingig, falls keine zwei Ecken von A durch eine
Kante verbunden sind. Definieren wir die Unabhdngigkeitszahl «(G) als die Machtig-
keit einer grofRten unabhdngigen Menge, so folgt unmittelbar:

Lemma 5.8. Fiir einen Graphen G mit p Ecken gilt x(G) = /5.
Fir Kreise C, ungerader Lénge folgt wegen «x(Cp) = "’T_l wiederum x(C,) = 3,
Andererseits lassen sich leicht Beispiele angeben, fiir die 5.8 wenig hergibt.

Eine weitere Uberlegung bietet sich an. Enthilt G einen vollstindigen Untergraphen
mit n Ecken, so muss trivialerweise x(G) > n gelten. Dies legt folgende Definition
nahe. Die Clique-Zahl w(G) sei die Anzahl der Ecken eines gréRten vollstandigen
Untergraphen von G. Offensichtlich gilt:

Lemma 5.9. x(G) = w(G).

Wie gut ist diese Schranke? Hat ein Graph mit niedriger Clique-Zahl auch eine niedrige
chromatische Zahl? Leider nein. Blanche Descartes (hinter diesem Namen verbirgt sich
der unvergleichliche Tutte), Mycielski und Zykov haben unabhéangig voneinander und
beinahe gleichzeitig gezeigt, dass Graphen G mit beliebig groler chromatischer Zahl
X (G) existieren, die nicht einmal Dreiecke besitzen, fiir die also w(G) = 2 ist.

Sehen wir uns die Konstruktion von Mycielski an. Wir beginnen mit G3 = Cs, dem Kreis
der Lange 5, fir den x(G3) = 3 und w(G3) = 2 gilt. Angenommen, wir haben schon G,
mit x(Gy) = n, w(Gy) = 2 konstruiert. Zu jeder Ecke v von G, erkldren wir eine neue
Ecke v’, und verbinden v’ genau mit den Nachbarn von v. Keinerlei Nachbarschaften
werden zwischen den neuen Ecken v’ eingefiihrt. SchlieRlich nehmen wir eine weitere
Ecke x hinzu, die wir mit allen Ecken v’ verbinden. Dies ist der Graph G;;. Figur 5.10
zeigt den Schritt von G3 nach Gj.

a

G3 =G5 Gy
Figur 5.10

Es ist unmittelbar klar, dass wiederum w(Gy,+1) = 2 ist. Angenommen, G, ist n-
farbbar, dann betrachten wir die auf G,, induzierte n-Farbung. In jeder Farbklasse i
von G, muss es eine Ecke v; geben, die zu mindestens einer Ecke aus jeder anderen
Farbklasse benachbart ist. Ansonsten konnten wir namlich die Ecken aus der Farbklas-
se i auf die anderen Klassen verteilen und G, wire (n — 1)-farbbar, im Widerspruch
zu x(G,) = n. Da v] genau dieselben Nachbarn wie v; in G, hat, muss also v; die-
selbe Farbe wie v; erhalten. Somit tauchen alle n Farben unter den Ecken v’ auf und
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wir kénnten x nicht mehr firben; also ist G,.1 nicht n-farbbar. Ubertragen wir die
Farbung der Ecken v von G, auf die Ecken v’ und farben x mit der (n + 1)-ten Farbe,
so erhalten wir eine (n + 1)-Farbung von G, 1, und es gilt folglich x (G,41) =1 + 1.

Die Clique-Zahl w(G) ist also im Allgemeinen ohne Auswirkung auf die Anzahl der
benotigten Farben. Eine sehr interessante Graphenklasse ergibt sich aber aus der
Gleichung x = w. Wir nennen einen einfachen Graphen G perfekt, falls fur alle
induzierten Untergraphen H (also auch fiir G selber) stets x(H) = w/(H) gilt. Der
kleinste nicht-perfekte Graph ist Cs mit w(Cs) = 2 < 3 = x(Cs), und natiirlich sind
auch alle weiteren Kreise ungerader Liange > 5 nicht-perfekt. Ein bemerkenswerter
Satz von Lovasz besagt, dass ein einfacher Graph G genau dann perfekt ist, wenn
dies auch fiir das Komplement G zutrifft. Dabei erhalten wir das Komplement eines
Graphen, indem wir aus G alle Kanten entfernen und genau die vorher fehlenden
Kanten einfiigen. Figur 5.11 zeigt einen Graphen G und sein Komplement G.

Figur 5.11

Nach dem Resultat von Lovasz ist also das Komplement eines Kreises ungerader
Lange wieder nicht-perfekt, und eine berithmte Vermutung von Berge aus dem Jahr
1961 besagt, dass diese Graphen die Nicht-Perfektheit determinieren: Ein einfacher
Graph G ist genau dann perfekt, wenn G weder einen Kreis ungerader Lange > 5 noch
einen dazu komplementdren Graphen als induzierten Untergraphen enthilt. Diese
sPerfekte Graphen Vermutung® von Berge wurde schlieRlich tiber 40 Jahre spater
von Chudnovsky, Robertson, Seymour und Thomas mit massivem Computereinsatz
bewiesen.

Wir wenden uns dem zweiten Problemkreis zu, die Struktur n-chromatischer Graphen
zu untersuchen. Schon bei der Behandlung des 4-Farben Problems waren wir auf die
Bestimmung einer hypothetischen minimalen 5-chromatischen Landkarte gestoRen. In
der dualen Formulierung ist dies ein plattbarer Graph G mit x(G) = 5, fir den aber
X(G\v) < 5 fir jede Ecke v gilt. Diese Idee wollen wir nun aufgreifen.

Definition. Ein einfacher Graph G heilt kritisch, falls x(G\v) < x(G) fur jede Ecke v
gilt. Ist x(G) = n, so heilbt G n-kritisch.

Ist G kritisch, so gilt natiirlich x(G\v) = x(G) — 1 fiir jede Ecke v. Die Wichtigkeit
dieses Begriffes besteht darin, dass jeder n-chromatische Graph G einen n-kritischen
Graphen enthélt, denn offensichtlich ist jeder kleinste induzierte Untergraph H von
G mit x(H) = x(G) n-kritisch. Kritische Graphen weisen mehr Struktur auf - und es
ist ja unser Ziel, so viel wie moglich tiber die Struktur n-chromatischer Graphen zu
erfahren. Die meisten der nun folgenden Resultate wurden von Dirac in den 1950’er
Jahren bewiesen.
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1-kritische Graphen gibt es trivialerweise nicht, und der einzige 2-kritische Graph ist
K5. Auch die 3-kritischen Graphen sind leicht bestimmt. Nach 5.2 sind dies genau die
Kreise ungerader Lange. Fiir n-kritische Graphen mit n > 4 ist keine Charakterisierung
bekannt und auch nicht zu erwarten.

Lemma 5.10. In einem n-kritischen Graphen G ist der Minimalgrad 6 (G) = n — 1. Hat
G p Ecken und q Kanten, so gilt q > %(n - 1)p.

Beweis. Nehmen wir im Gegenteil an, dass G eine Ecke v mit d(v) < n — 2 besitzt. Da
G n-kritisch ist, konnen wir G\ v mit n—1 Farben farben und diese (n—1)-Farbung, da
v hochstens n — 2 Nachbarn hat, auf v erweitern, Widerspruch. Die letzte Behauptung
folgt aus 1.2. O

Da ein n-kritischer Graph natiirlich mindestens n Ecken hat, folgt daraus:

Folgerung 5.11. Ein n-chromatischer Graph besitzt mindestens n Ecken vom Grad
=n-1.

Offensichtlich ist ein kritischer Graph zusammenhdngend. Aber wir konnen noch
wesentlich mehr sagen:

Lemma 5.12. Ein kritischer Graph G kann nicht durch einen vollstdndigen Untergra-
phen getrennt werden, d. h. ist S trennende Eckenmenge, so ist der von S induzierte
Untergraph niemals vollstindig. Insbesondere muss ein n-kritischer Graph mit n > 3
zweifach zusammenhcdingend sein.

Beweis. Sei Gs der von S aufgespannte Untergraph. Dann zerfdllt G in Untergra-
phen G; mit NV (G;) = S und es gilt, wie wir schon frither gesehen haben, x(G) =
max x(G;), falls Gg vollstandig ist. Da alle G; echte Untergraphen sind, haben wir
X(G;) < x(G) fur alle i, und erhalten daraus den Widerspruch x(G) < x(G). O

Betrachten wir nochmals die Abschdatzung x(G) = w(G). Wir haben bemerkt, dass
diese Ungleichung beliebig schlecht gegeniiber den tatsachlichen Verhéltnissen sein
kann. Und doch hat man das Gefiihl, dass ein n-chromatischer Graph, wenn schon
keinen Untergraphen K, so doch einen Untergraphen enthalten muss, der in einem
gewissen Sinne die Struktur des vollstandigen Graphen K, widerspiegelt. Genau dies
ist der Inhalt der bertihmten Vermutung, die Hadwiger 1943 ausgesprochen hat.

Vermutung (Hadwiger). Ftir alle n gilt: Ist x(G) = n, so enthdlt G einen Untergraphen,
der zu K,, kontrahiert werden kann.

Die Vermutung fiir n sei durch das Symbol (H,) abgekirzt. Wir erinnern uns, dass
die Kontraktion eines Graphen G auf H bedeutet, dass H aus G durch eine Folge von
Kantenkontraktionen (d. h. Identifizierung der jeweiligen Endecken) hervorgeht.

Satz 5.13. (H,) ist richtig fiir n < 4.

Beweis. Fiir n = 1 und 2 ist die Behauptung trivial. Hat G eine chromatische Zahl
X(G) = 3, so muss G nach 5.2 einen Kreis ungerader Lange > 3 enthalten. Ein solcher
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Kreis kann offensichtlich auf einen vollstindigen Graphen K3 kontrahiert werden. Sei
nun x(G) = 4. Wir kénnen G als einfach voraussetzen. Wir fithren Induktion nach
der Eckenzahl p. Ist p = 4, so muss G = K4 sein. Die Behauptung sei richtig fiir alle
Graphen mit weniger als p Ecken. Ist G nicht kritisch, so wadhlen wir einen kritischen
Untergraphen H, fiir den x(H) = x(G) > 4 gilt, und sind fertig mit Induktion. Sei also
G kritisch. Nach 5.12 ist G 2-fach zusammenhangend.

Nehmen wir an, G ist sogar 3-fach zusammenhéngend. Ist G = K, so sind wir fertig.
Andernfalls wahlen wir zwei nicht verbundene Ecken u, v. Nach dem Satz von Menger
4.4 existieren drei disjunkte u, v-Wege Wy, W, W3. Seien w; und w»> Ecken auf W,
bzw. W, verschieden von u,v. Wiederum nach 4.4 existiert mindestens ein Weg W’
von w; nach w,, der weder u noch v enthalt (siehe Figur 5.12). Nun ist aber sofort zu
sehen, dass W; U W, U W3 U W’ eine Unterteilung H von K, enthélt. Also kann H auf
K4 kontrahiert werden.

Figur 5.12

Seinun, als letzte Moglichkeit, G 2-fach zusammenhédngend und {u, v} eine trennende
Eckenmenge. Nach 5.12 sind u und v nicht benachbart. Wir fiigen die Kante e = uv ein
und zerlegen GUe wie liblich in zwei Untergraphen G, G, mit V(G1) NV (G2) = {u,v}.
Wir wissen schon, dass einer der beiden Graphen G; oder G» eine chromatische Zahl
> 4 haben muss. Nehmen wir an, fiir G; trifft dies zu. Nach Induktionsvoraussetzung
enthélt G; einen Untergraphen H, der zu K, kontrahiert werden kann. Da u und v
in Go\e durch einen Weg W verbunden sind (G ist 2-fach zusammenhéangend!), so
konnen wir die Kante e in H, falls sie auftritt, durch W ersetzen und dann ebenfalls
auf K4 kontrahieren. O

Wie sieht es flir n = 5 aus? Wir wissen aus 4.12, dass ein plattbarer Graph keinen Un-
tergraphen enthdlt, der auf K5 kontrahiert werden kann. Ist demnach (Hs) richtig, so
muss auch die 4-Farben Vermutung richtig sein. Wagner hat 1960 den tiberraschenden
Sachverhalt aufgezeigt, dass umgekehrt die Richtigkeit der 4-Farben Vermutung auch
die Richtigkeit von (Hs) nach sich zieht. Also: 4-FV < (Hs). 1993 konnte sogar (Hg)
gezeigt werden (allerdings unter Verwendung des damals schon bekannten 4-Farben
Satzes). Da man sich leicht tiberlegt, dass (H;.1) stets (Hj) impliziert, so sind wir vor
zwei nach wie vor unentschiedene Moglichkeiten gestellt: Entweder ist (H,,) richtig
fiir alle n oder es gibt eine kleinste Zahl ng, so dass (Hj,) falsch ist fur alle n > ny.

Im Kapitel tiber plattbare Graphen haben wir auler dem Begriff der Kontraktion noch
den der Unterteilung kennengelernt. Im Lichte des Satzes von Kuratowski 4.6 ist die
folgende Vermutung (aufgestellt von Hajos) ebenfalls plausibel:

Un) Ist X(G) = n, so enthdlt G eine Unterteilung von K,,.



5 FARBUNG 87

Da jede Unterteilung H von K, natiirlich auf K;, kontrahiert werden kann, so ist (Uy)
starker als (H,,) fiir jedes n. In unserem Beweis von 5.13 haben wir tatsdchlich immer
Unterteilungen gefunden, also ist auch (U,,) richtig fiir n < 4. Ferner wiirde aus (Us)
aufgrund des Satzes von Kuratowski wieder die Richtigkeit der 4-Farben Vermutung
folgen. Und ebenso wie fiir die Hadwiger Vermutung gilt auch hier: (U, ;1) = (Up).
Lange Zeit glaubte man, dass (U,) fir alle n tatsachlich richtig ist, bis 1979 Catlin das
einfache Gegenbeispiel G aus Figur 5.13 angab. Figur 5.13 ist so zu verstehen, dass wir
die Ecken eines Kreises der Linge 5 jeweils durch ein Dreieck K3 ersetzen und zwei
Ecken aus verschiedenen K3’s genau dann verbinden, wenn die zugrundeliegenden
Ecken des 5-Kreises verbunden waren. G hat also 15 Ecken und ist reguldar vom Grad
8. Da G ersichtlich keine unabhéangige Menge mit mehr als 2 Ecken enthalt, folgt aus
5.8 x(G) = lz—r’ d.h. x(G) = 8. Ubrigens ist wegen des Satzes von Brooks 5.5 genau
X(G) = 8. Man tiberzeugt sich aber leicht, dass G keine Unterteilung eines Kg enthalt.
Also ist (Ug) falsch, und damit auch (U,) fur n > 8. Ob (U,) fur n zwischen 5 und
7 zutrifft, ist eine offene Frage. Man beachte aber, dass G kein Gegenbeispiel zu (Hg)
ist. Die Leser mogen sich die Mithe nehmen, einen entsprechenden Untergraphen
aufzuspiren, ja es existieren sogar Untergraphen, die zu Ko kontrahiert werden
konnen.

A
S
AN

Wir kommen zum dritten Problemkreis: Wie viele Farbungen gibt es? In Kapitel 3 ha-
ben wir die Arbeiten von Birkhoff besprochen und vor allem sein Resultat 3.4, dass
die Anzahl p(G;A) der A-Farbungen von G ein Polynom in A ist. Wir haben in 3.4 ge-
sehen, dass die Koeffizienten des chromatischen Polynoms einige Auskunft tiber den
Graphen selbst geben. Der Idealfall wéare nattirlich, wenn aus dem chromatischen Po-
Iynom der Graph eindeutig zurtickgewonnen werden konnte. Doch dies ist keineswegs
der Fall, wie wir anhand der Baume sogleich demonstrieren werden. Zuvor noch ein
nutzlicher Hilfssatz.

Hilfssatz 5.14. Ist G die Vereinigung zweier Untergraphen G, G», deren Durchschnitt

ein vollstdndiger Graph K, ist, so gilt p(G;A) = W

Beweis. Jede Farbung von G entspricht genau einem Paar (f1, f>) von Farbungen von
G bzw. Gy, die auf K,, iibereinstimmen. Ist nun f; eine A-Farbung von Gy, so gibt es
ersichtlich genau ,’Zggji{; A-Farbungen f> von G», die auf K, mit f; iibereinstimmen,

und daraus folgt sofort die Behauptung. O




88 THEMA

Beispiel. Wir wollen das chromatische Polynom des Graphen G aus Figur 5.14 be-
rechnen. Die beiden K3’s sind langs der Kante e zusammengeheftet, also erhalten wir

p(GiA) = QATDODE _ 3 (X —1)(A - 2)2

Figur 5.14

Lassen wir e weg, so resultiert aus der ublichen Rekursion (vergleiche den Beweis
von 3.4) das chromatische Polynom des Kreises der Lange 4, p(Cs;A) = p(G;A) +
p(Gle;A) =AA-1)(A=2)2+A(A-1)2 = A(A - 1)(A? —3A + 3), wobei G /e der durch
Kontraktion von e entstehende Graph ist.

Lemma 5.15. Jeder Baum T mit p Ecken hat das chromatische Polynom
p-1 1
p(T;0) =AA 1P =S (_1)i<p i )Api.
i=0

Beweis. Induktion nach p. Fir p = 1 ist nichts zu beweisen. Sei nun p > 1. Wegen
2q=2p -2 = f’zl d(v;) gibt es eine Ecke u mit d(u) = 1. Fiir den nach Entfernung
von u entstehenden Baum T’ gilt nach Induktion p(T’;A) = A(A —1)?~2. Die Kante uv
schneidet T" in v, so dass wir mit 5.14 sofort p(T;A) = 2LAPEN AA-DPEAAD)
A(A — 1)P~1 erhalten. O

Im Ubrigen gilt auch die Umkehrung: Ist G = A(A — 1)?~!, so muss G ein Baum sein,
wie aus Satz 3.4(i)-(iii) sofort folgt.

Eine interessante Frage ergibt sich aus diesen Bemerkungen: Angenommen, die einfa-
chen Graphen G und H haben identische chromatische Polynome p(G;A) = p(H;A).
Was kann man tber die gemeinsame Struktur aussagen? Aus 3.4 wissen wir, dass G
und H gleichviele Ecken, Kanten und Komponenten haben miissen. Was gilt dartiber
hinaus noch? Mit einem Wort, wir muissten auch die weiteren Koeffizienten a; von
p(G;A) graphentheoretisch interpretieren konnen, d.h. angeben kénnen, was sie im
Graphen wirklich zédhlen. Solch eine Interpretation wurde von Whitney 1932 gefun-
den, bei deren Beweis wir eine der wichtigsten kombinatorischen Abzahlmethoden
kennenlernen.

Zuerst das kombinatorische Prinzip: Es ist die Methode der Inklusion-Exklusion. Um
beim Farbungsthema zu bleiben, nehmen wir an, 10 Schachteln liegen auf dem Tisch.
Person A kommt und markiert einige davon rot, dann kommt B und markiert einige
der 10 Schachteln blau, und schlieRlich noch C, der einige Schachteln gelb markiert.
Frage: Wie viele bleiben ohne jede Markierung? Um diese Zahl Ey zu bestimmen, ziehen
wir zunédchst von 10 die Zahl » der rot markierten, die Zahl b der blau markierten und
schliellich die Zahl g der gelb markierten ab. 10 — ¥ — b — g wird im Allgemeinen nicht
das richtige Ergebnis sein, da wir z.B. eine rot und blau markierte Schachtel zweimal
abgezogen haben. Also addieren wir die Zahlen vb + rg + bg wieder hinzu, wobei v b
die Anzahl der sowohl rot wie blau markierten Schachteln bedeutet, und ebenso fiir
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rg, bg. Nun haben wir schon fast richtig gezdhlt, mit Ausnahme jener Schachteln,
die rot, griin und blau markiert sind, diese haben wir namlich je dreimal abgezogen
und dazu addiert, so dass sie noch nicht beriicksichtigt sind. Das richtige Ergebnis ist
demnach: Eg =10-r-b—-g+vb+vg+bg —rbg.

Prinzip der Inklusion-Exklusion 5.16. Sei S eine endliche Menge und P = {Py,..., P}
eine Menge von Eigenschaften, welche die Elemente von S besitzen kénnen oder nicht.
Fiir A < P bezeichnen wir mit S(A) < S jene Teilmenge von Elementen, welche alle
Eigenschaften aus A aufweisen (und mdoglicherweise noch weitere). Insbesondere ist
also S(9) = S. Sei Ni = X acp a=i IS(A)|, 1 = 0,...,t. Dann gilt fiir die Anzahl E, der
Elemente aus S, die keine einzige Eigenschaft besitzen:

Eo=No—Ni +N>—N3+ -+ (=1)N,.

Beweis. Setzen wir fur N; den definierenden Ausdruck ein, so ist die Behauptung
gleichwertig mit Eg = > 4cp(—1)41|S(A)|. Angenommen das Element s hat genau die
Eigenschaften B = P. Dann wird s auf der rechten Seite genau in den Ausdriicken
(-1)!41|S(A)| fiir A < B gezihlt. Ist |B| = k, so ist daher der Beitrag von s genau

1- (’1‘) + ('2‘) — +++ 4+ (=1)* und dies ist nach dem binomischen Lehrsatz 0, falls k > 1
ist, und 1 falls k = 0 ist. O

So simpel dieses Prinzip auch aussieht, es ist eine der fruchtbarsten Methoden in der
abzédhlenden Kombinatorik. Zurtiick zu Whitney. Ist G = (V,E) gegeben, so nennen
wir jeden Untergraphen H einen spannenden Untergraphen, falls H auf der gesamten
Eckenmenge definiert ist. Mit ¢ (H) bezeichnen wir die Anzahl der Komponenten von
H. Betrachten wir zunéachst alle Abbildungen f : V — {1,2,...,A}. Dies sei unsere
Menge S, fiir die somit |S| = A? gilt. Zu jeder Kante e = uv € E definieren wir eine
Eigenschaft P,, indem wir sagen f € S besitzt die Eigenschaft P,, falls f(u) = f(v)
ist. Nach dieser Definition ist also unser chromatisches Polynom p (G;A) genau gleich
der Zahl E; von oben. Es verbleibt uns noch, einen Ausdruck fir |S(A)|, A € E,
zu finden. Es sei Hy = (V,A) der spannende Untergraph mit Kantenmenge A. Eine
Abbildung f € S(A) muss dann ersichtlich allen Ecken einer Komponente von H 4
denselben Wert in {1,2,...,A} zuteilen. Aber auch die Umkehrung ist richtig: Ist
eine Abbildung f auf den Ecken jeder einzelnen Komponente konstant (Ecken in
verschiedenen Komponenten konnen verschiedene Werte erhalten), so ist f € S(A).
Die Anzahl dieser Abbildungen f ist aber offensichtlich A¢¥4), und wir erhalten
p(G;A) = 3 4cp (=1)IAIACUHA) 'ynd durch Zusammenfassung der Kantenmengen A mit
gleichem c(H,) das folgende Resultat.

Satz 5.17 (Whitney). Seip(G;A) = f:() aiAP~t das chromatische Polynom des Graphen
G. Dann ist a; = Z?zo(—l)fN(E,p — i), wobei N(¥,j) die Anzahl der spannenden
Untergraphen mit £ Kanten und j Komponenten ist.

Man beachte, dass aus der Formel sofort wieder ap = 1 und a; = —q fir einfache
Graphen folgt. Interessant ist auch der lineare Koeffizient a,_;, falls G zusammen-
héngend ist. Wir lesen ab, dass a,—1 gleich der Differenz zwischen der Anzahl zu-
sammenhdngender spannender Untergraphen mit einer geraden Zahl von Kanten ist
und derer mit einer ungeraden Zahl von Kanten - ein bemerkenswertes Resultat. Fiir
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unser Entscheidungsproblem, ob zwei Graphen gleiches chromatisches Polynom ha-
ben, ist 5.17 natiirlich nur in sehr beschranktem Umfang anwendbar. Wir miissten ja
alle spannenden Untergraphen durchtesten. Whitney hat zwar in derselben Arbeit ge-
zeigt, dass wir uns schon auf eine Teilmenge von Untergraphen beschranken konnen,
doch ist auch dieses Resultat weit von einem tibersichtlichen Entscheidungsverfahren
entfernt.

Trotzdem ist es wiinschenswert, nahere Auskunft iiber die Koeffizienten chromati-
scher Polynome zu gewinnen. Dazu bietet sich vor allem die Rekursion in der Beweis-
fiihrung von Satz 3.4 an. Wir haben dort gezeigt: Ist e eine Kante von G und sind
G\e, G/e die Graphen, die durch Entfernung der Kante e bzw. durch Kontraktion von
e entstehen, so gilt: p(G;A) = p(G\e;A) — p(G/e; A). Zur Vereinfachung der Induk-
tionsbeweise ist es glnstig, statt der Koeffizienten a; in p(G;A) = ’f:o a;AP~t die
Absolutbetrdge «; = |a;| zu betrachten. Wir schreiben p(G;A) = X7 (-1)ioAP~E,
dann sind alle «; > 0, da laut 3.4(ii) die Koeffizienten ag,a.,a»,... alternierendes
Vorzeichen haben.

Lemma 5.18. Sei p(G;A) = fzo(—l)itxi)\'ﬂ‘i das chromatische Polynom von G und
Y(G;A) = XP  a;AP~L. Dann gilt

(i) @(G;A) = (-1)Pp(G;-A) fiir alle A,
(i) Y(G;A) = P(GNeA) + @ (Gle;d),

(i) Y(G;A) =AY 5-’;07 t;(A + 1)P~"=J mit ganzzahligen Koeffizienten t; > 0, wobei
die Anzahl der Komponenten von G ist.

Beweis. Wir haben (-1)Pp(G;—-A) = D (=1)PFix;(=1)PIAP~E = 3 ;AP = Y(G;A).
Die Rekursion (ii) folgt nun unmittelbar durch Einsetzen aus der entsprechenden Re-
kursion fiir die chromatischen Polynome. In (iii) gentigt es wegen 3.4(iv), zusammen-
hédngende Graphen G zu betrachten und hier ¢/ (G;A) = A 25:01 Li(A+ 1)P~1-J nach-
zuweisen. Fir Baume T gilt laut 5.15, ¢(T;A) = (=1)Pp(T;-A) = (=1)P(=A)(-A —
1)1 = A(A + 1)P~1, also ist fiir Baume (iii) erfillt. Der Rest folgt mit Induktion nach
der Kantenzahl aus der Rekursion (ii), wobei eine Kante e gewdhlt wird, die keine
Briicke ist. O

Aus 5.18(iii) lassen sich nun leicht ein paar bemerkenswerte Folgerungen ziehen.
Wegen 3.4(iv) beschranken wir uns dabei wieder auf zusammenhédngende Graphen.
Die entsprechenden Ergebnisse gelten ganz allgemein.

Satz 5.19. Sei G ein zusammenhcdngender einfacher Graph mit p Ecken und q Kanten,
und p(G;A) = Zf;ol(fl)iaii\”*i das chromatische Polynom. (Beachte: x, = 0 wegen
3.4(ii).) Dann gilt ftir alle i > 1:

<p21>+(q—p+l)(’:_12> <o < (‘z)

Beweis. Die obere Schranke ist nach 5.15 fir Baume richtig. Seien «;, o die Koeffizi-
enten von G\e bzw. G/e, so gilt laut 5.18(i) o; = o + o | flr i = 1, xo = g = 1.

2

Mit Induktion schlieRen wir aus o} < (*;'), o | < (‘Z:ll) mittels der Rekursion fiir
rr

die Binomialkoefizienten, dass «; = «} + «; < (“;1> + (?j) = (‘f) Setzen wir in
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5.18(ii) » = 1, so erhalten wir >/, 0 oG APt = Zf;(} tj(A+1)P~1"J und daraus durch
Koeffizientenvergleich

1 _ 1 _

£

Da alle t; > 0 sind, folgt insbesondere «; > (p; )to + (f:lz)tl. Mit g = 1, &1 = g
eingesetzt in (x) ergeben sich aber sofort die Werte ty = 1,t; = g — p + 1, und daraus
die untere Schranke. O

Aus dem Beweis der oberen Schranke ist tibrigens klar, dass Gleichheit fiir alle i nur
fir die Baume gelten kann. Fiir Gleichheit in der unteren Schranke gibt es auller den
Baumen noch weitere Beispiele, die leicht zu bestimmen sind.

Auler Schranken erlaubt 5.18 auch noch eine Aussage iiber den Gesamtverlauf der
Zahlenfolge (o, &1, &2,..., ®p-1). Bei Béumen erhalten wir nach Satz 5.15 die Folge

der Binomialkoeffizienten (’” ’1), (” *1), (n 1) Es ist eine wohlbekannte Tatsache,
dass diese Folge zundchst strikt bis zum Maximum (lp 11 J) steigt (das fir gerades p
2

zweimal angenommen wird) und danach strikt fallt. Allgemein nennt man Folgen mit
dieser Eigenschaft unimodal, und es wird vermutet, das die Folge (o, &1, &2, ...) fir
jedes chromatische Polynom unimodal ist. Der folgende Satz beweist die Halfte dieser
Vermutung.

Satz 5.20. Sel G ein zusammenhdingender einfacher Graph mit p > 3 Ecken und
p(G;A) = 2 ( 1)ix;AP~t das chromatische Polynom. Dann gilt:

(1) ox < xp fliro <k < 2= undk<€<p—1—k
(i) ok < xp_1-k flir0 < k < ==
und somit inshbesondere
() g <oxg <otp <+ -+ <op <oy,

wobei in (i) und (iii) jeweils Ungleichungen stehen, falls G kein Baum ist.

Beweis. Fir Baume haben wir die Behauptungen schon nachgewiesen. Sei also G kein
Baum, dann ist der Koeffizient t; = g — p + 1 > 0. Wir verwenden den Ausdruck (x)
aus dem Beweis des vorigen Satzes fiir die «;’s. Fiir 0 < k < ”’1 und k<l<p-1-k
ist (” 1’J> < (”’ ! J) fiir j = 0,1,...,k und somit (” 1= ’)t < ( h )tj Wegen t; > 0
haben wir strikte Unglelchung fiir j = 1, woraus laut (*) X < cxe resultiert. Daraus
folgen (ii) und (iii) unmittelbar. O

Wir haben in 3.4 und 5.19, 5.20 eine ganze Anzahl von Eigenschaften zusammengetra-
gen, welche die Koeffizienten eines chromatischen Polynoms erfiillen miissen. Diese
Eigenschaften reichen jedoch keineswegs aus, um ein gegebenes Polynom als chroma-
tisch auszuweisen. Als Beispiel diene A* — 4A3 + 5A2 — 3A. Man kann sich leicht tiber-
legen, dass alle angefiihrten Bedingungen erfiillt sind, aber kein zugehoriger Graph
existiert. Hier ist also ein weiteres offenes Problem: Man charakterisiere die chromati-
schen Polynome!

Nach den Koeffizienten wenden wir uns als letzter Fragestellung den Nullstellen von
chromatischen Polynomen zu. Ausgangspunkt und Triebfeder war natirlich wieder-
um das 4-Farben Problem in der dquivalenten Fassung: Gilt p(G;4) > 0 fiir jeden
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ebenen Graphen? Oder andersherum formuliert: Ist 4 niemals Nullstelle von p(G;A),
wenn G eben ist?

Wo liegen die reellen Nullstellen eines beliebigen chromatischen Polynoms? Wegen
3.4(iv) konnen wir uns wieder auf zusammenhdngende Graphen beschranken. Eine
erste Aussage ist im folgenden Lemma enthalten.

Lemma 5.21. Sei G ein zusammenhdngender Graph mit p > 3 Ecken. Dann gilt:

(i) p(G;A) £0 fiirA <0,
(i) p(G;A) #0 firo <A <1,

(iii) p(G;0) = p(G;1) = 0; 0 ist eine einfache Nullstelle, 1 ist eine m-fache Nullstelle,
wobei m die Anzahl der Blocke ist.

(iv) Frir die grofite reelle Nullstelle A gilt Ay < p — 1.

Beweis. Schreiben wir p(G;A) in der Form p(G;A) = AP — 0 AP~ + 0pAP 72 — o+ +
(=1)P~to,_1A, so lesen wir fiir A < 0 wegen «; > O fiir alle i sofort p(G;A) > 0
fir p gerade und p(G;A) < O fiir p ungerade ab. Damit ist (i) bewiesen. Zu (ii)
zeigen wir genauer (—1)?~!'p(G;A) > 0 fiir 0 < A < 1. Fiir Biume ist dies nach 5.15
sicherlich richtig. Wir schlieRen wie bisher mit Induktion nach der Kantenzahl. Ist G
kein Baum und e keine Briicke, so sind G\e und G/e zusammenhidngend und wir
erhalten (=1)?"1p(G;A) = (-=1)P " 1p(GNe;A) + (=1)P2p(G/e;A) > 0.

Offenbar sind 0 und 1 Nullstellen, da G nicht 1-farbbar ist, und da G zusammenhén-
gend ist, ist 0 wegen 3.4(ii) einfache Nullstelle. Sind zwei Blocke B, B’ in der Schnittecke

v zusammengeheftet, so haben wir p(B U B";A) = %’”(EW nach 5.14 und folgern
daraus durch Induktion sofort p(G;A) = W, wobei By,..., B, die Blocke von

G sind. Fir alle diese Blocke gilt natiirlich p(B;;1) = 0, d.h. es bleibt zu zeigen, dass
1 eine einfache Nullstelle fiir jeden 2-fach zusammenhadngenden Graphen ist. Wir zei-
gen genauer, dass dann (—1)’””,(\%;12” | A1 > 0 ist. Wie immer kénnen wir G als einfach
voraussetzen. Fir p = 3 muss G = K3 sein, und fiir K3 gilt (—1)3W a=1 > O.
Sei also p > 4. Nach Induktion geniigt der Nachweis, dass entweder G\e oder G/e
2-fach zusammenhingend ist. Nehmen wir an, G/e hat eine Schnittecke, dann muss
dies die durch Kontraktion von e = uv entstandene Ecke sein, d.h. {u, v} muss eine
trennende Eckenmenge von G sein. Seien W; und W, zwei u, v-Wege in verschiede-
nen Komponenten von G\{u,v}. W; U W, ergibt einen Kreis, und daraus folgt ohne
grolere Miihe, dass G\ e 2-fach zusammenhéangend ist.

Zum Beweis von (iv) tiberlegen wir uns einen alternativen Ausdruck fiir p(G;A).
Jede Farbung von G entspricht einer Partition P der Eckenmenge in Klassen von
unabhédngigen Mengen. Zu jeder solchen Partition P gibt es offensichtlich genau
A(A—=1)---(A—|P|+ 1) A-Farbungen (|P| = Anzahl der Klassen), deren Farbklassen
genau die Klassen von P sind. Daraus folgt nun p (G;A) = YpA(A—1)---(A—|P|+1)
iiber alle Partitionen P. Der rechte Ausdruck ist aber fiir A > p — 1 stets positiv, da fir
alle Partitionen |P| < p gilt, und somit ist auch p(G;A) > 0 fur alle A > p — 1. O

Laut 5.21 verlduft die Kurve eines chromatischen Polynoms etwa wie in Figur 5.15
angedeutet.
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p(A)

OM

Figur 5.15

Wo liegen die weiteren Nullstellen? Selbstverstandlich sind alle nattirlichen Zahlen
0,1,2,...,xX(G) — 1 Nullstellen, aber wir wollen ja gerade umgekehrt von der Struktur
des chromatischen Polynoms auf die kleinste natiirliche Zahl x(G) schlieRen, fiir die
p(G; x(G)) > 0 ist. Insbesondere interessieren ebene Graphen. Wir wissen aus Kapi-
tel 1, dass es genitigt, die 4-Farben Vermutung fiir normale kubische Landkarten zu
beweisen. Deren duale Graphen haben die Eigenschaft, dass alle Lander von 3 Kanten
begrenzt werden. Sie heilen daher Triangulierungen der Ebene, und unser Problem
nimmt somit die Form an: Wo liegen die Nullstellen von p(G;A), wenn G eine Trian-
gulierung ist?

Mit einer dhnlichen Uberlegung wie in 5.21 kann gezeigt werden, dass das chroma-
tische Polynom einer Triangulierung auch keine Nullstelle zwischen 1 und 2 besitzt.
Gehen wir zum ndchsten Intervall 2 < A < 3. Hier haben 1969 Berman und Tutte
ein interessantes Phanomen entdeckt. Sei T = 12> die positive Wurzel der Gleichung
x2 — x —1 = 0. Dann hatten alle bis dahin berechneten chromatischen Polynome
eine Nullstelle in der Ndahe von T + 1 = 2,61803..., wahrend T + 1 merkwiirdiger-
weise selber keine Nullstelle sein kann, wie wir gleich zeigen werden. Ein Jahr spater
vermochte Tutte die Erklarung fiir dieses Phdnomen quantitativ zu fassen: Fiir jede
Triangulierung G mit p Ecken gilt |p(G; T + 1)| < T>77. Daraus folgt insbesondere: Ist
die Eckenzahl einer Triangulierung nur gentigend groB, so wird |p(G; T + 1| beliebig
klein, und es steht zu erwarten, dass eine Nullstelle nahe bei T + 1 liegt.

Lemma 5.22. p(G;T + 1) # 0 fiir jeden Graphen G.

Beweis. Wir kénnen G als zusammenhéngend voraussetzen. Das Polynom A% — 3A + 1
hat die Nullstellen T + 1 = %ﬁ und n = 3‘76 Da A2 — 3A + 1 ein iiber dem Kérper Q
der rationalen Zahlen irreduzibles, d.h. nicht weiter zerlegbares Polynom ist, so folgt
aus Satzen der Algebra, dass p(G;A) mit T + 1 auch n als Nullstelle haben miisste.

Dies ist aber wegen 0 < n < 1 und 5.21(3ii) unmoglich. O

Die Zahl T ist eine der Fundamentalzahlen der gesamten Mathematik, genannt der
,Goldene Schnitt“. Der Grund dafiir ist folgender: Nehmen wir ein Rechteck mit den
Seitenldngen a und b, a < b. Dann wird dieses Rechteck dsthetisch als besonders
ausgewogen empfunden (und dies ist empirisch nachgewiesen), wenn das Verhaltnis
von b zu a etwa gleich dem Verhaltnis von a zur Differenz b — a ist (Figur 5.16).

H/_/
b—-a

b
Figur 5.16
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Bezeichnen wir mit T = % das gesuchte Verhiltnis, so erhalten wir T = Lo ﬁ =

a

f_] = -1 und somit T2 - T — 1 = 0. Das heift, T ist genau die vorhin bestimmte Zahl
T = %ﬁ = 1,61803... Die Zahl T taucht in nahezu allen Bereichen der Mathematik
auf, vornehmlich in der Kombinatorik. Als bekanntestes Beispiel seien die Fibonacci
Zahlen erwdhnt, definiert durch die Rekursion Fp = 0, F; = 1, F,, = Fy_1 + Fp_o,
also F» = 1, F3 = 2, F, = 3, F; = 5, Fg = 8 usf. Die Folge der Briiche (F’;—;‘) =
(1,2, %, %, %, ...) strebt gegen den Goldenen Schnitt.

Wir schlieRen dieses Kapitel mit einem Satz von Tutte (1968), der oft der Goldene
Schnitt Satz in der Theorie der chromatischen Polynome genannt wird.

Satz 5.23 (Tutte). Sei G eine Triangulierung mit p Ecken. Dann gilt
p(GT+2) = (T+2)T7 0p2(G;T +1).
Beweis. Aus der Gleichung T2 — T — 1 = 0 folgern wir die Relationen:
DTt t=71-1, @Ti=71+1, {ii) T3 = 27 + 1.

Wir schlieRen mit Induktion nach der Eckenzahl p. Fiir p = 3 ist G = K3, und durch
Einsetzen in p(K3;A) = A(A — 1)(A — 2) erkennt man, dass die Identitat gilt. Zur
Vorbereitung der Induktion beweisen wir zundchst zwei Gleichungen. Sei G ein ebener
Graph mit einem Land F, welches von 4 Kanten berandet ist. Die Ecken des Randes
seien a, b, c,d. Wir fiigen einmal die Kante e = ac, das andere Mal die Kante f = bd
hinzu und bezeichnen die entstehenden Graphen mit G; bzw. G» (siehe Figur 5.17).

a b a
d c d

Figur 5.17

b

Behauptung.

iv) p(G;A) = p(G1;A) + p(Gi/e;A) = p(G2;A) + p(G2/ f5A)
™ pGT+1) = (T+1D(p(GiT+1) +p(GT+1)).

Wegen G = G1\e = G\ f ist (iv) nichts anderes als die iibliche Rekursionsgleichung
fiir chromatische Polynome. Zum Beweis von (v) verwenden wir Induktion nach der
Kantenzahl. Angenommen G hat nur die Ecken aus F. Dann ist G entweder ein Kreis
der Lange 4 oder a und ¢ bzw. b und d (aber nicht beide) sind aulRerhalb F durch eine
Kante verbunden. Im ersten Fall haben wir p(G;A) = A(A — 1) (A? — 3A + 3), im zweiten
Fall p(G;A) = A(A — 1)(A — 2)? (siehe das Beispiel nach 5.14). Die chromatischen
Polynome von G; und G» sind ebenso leicht zu berechnen und durch Einsetzen von
A = T + 1 erkennt man unter Beriicksichtigung von (i) bis (iii) die Richtigkeit der
Identitat (v) in allen Féallen. Wir nehmen nun an, dass G noch weitere Ecken enthalt.
Ist keine dieser Ecken mit {a, b, c,d} benachbart, so sind wir wegen 3.4(iv) fertig. Sei
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nun e eine Kante, welche eine Endecke in F hat. Wir setzen G’ = G\e, G; = Gy \e¢,
G, = Gyneund G" = Gle, G| = G1/e, Gy = Ga/e. Nach Induktionsvoraussetzung
haben wir dann

p(G;T+1)=(T+1)(p(G;T+1)+p(GyT+1))
p(G'T+ 1) =(T+1)(p(G;T+1)+p(GY;T + 1))

und (v) folgt durch Subtraktion dieser beiden Gleichungen.

Wir kehren zum Beweis des Satzes zuriick. Sei G eine Triangulierung mit minimaler
Eckenzahl p, fiur die die Identitat nicht giiltig ist. Unter allen Gegenbeispielen mit
p Ecken wihlen wir einen Graphen G, fiir den der Maximalgrad A(G;) moglichst
grol ist. Sei u eine Ecke in G; mit d(u) = A(Gy) und {u,v,w} ein Dreieck, welches
u enthalt. Ferner sei {u’,v,w} ein weiteres Dreieck mit der Kante e = vw. Wir
behaupten, dass dann notwendigerweise u = ©’ ist. Nehmen wir das Gegenteil u + u’
an. Wir setzen G = G1\¢e, G» = G U f, f = uu’, wie in Figur 5.18.

w u w u
D @
u' v u’ v

G Go

Figur 5.18

Die Graphen Gi/e, G»/f sind nach Wegstreichen der mehrfachen Kanten (welche
auf das chromatische Polynom keinen Einfluss haben) wieder Triangulierungen mit
weniger als p Ecken. Die Triangulierung G, hat p Ecken mit A(G;) = A(G;) + 1, also
gilt fiir alle drei Graphen G,/e, G2/ f, G2 die behauptete Identitdat. Nach (iv) und (v)
haben wir

p(G;T+1)+p(Gi/e;T+1) +p(Go;T+1) +p(Go/f;T+1)
=2p(G;T+1)=2(T+1)(p(G;T+1) + p(G;T + 1)),

und somit wegen (iii)

p(Gi/e;T+1)+p(Ga/f;T+1)=RT+1)(p(G;T+1) +p(Go;T+ 1))
T (p(Gi;T+1) +p(GayT +1)). (%)

Weiter haben wir nach (iv)
p(Go/f;T+1) —p(Gi/e;T+1) = p(Gi;T+1) —p(Gos T +1). (%)
Multiplizieren wir () und (x %), so erhalten wir schlieRlich
P2 (Gal fiT+1) = p*(Gi/e;T +1) = T (p*(Gi; T+ 1) — p*(Ga; T + 1)),

Verwenden wir nun die Identitaten fur die Graphen G;/e, G2/ f und G, so resultiert
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daraus unter Beachtung von (iv)

p(G1; T +2) =p(Go;T+2) +p(Ge/ f57+2) —p(Gi/e;T +2)
= (T+2)T 0p2(Go; T+ 1) + T3 (P%(Go/ f5T + 1) — p?(Gr/e;T + 1)) ]
= (T+2)T¥ 0[p2(G; T+ 1) + p2(Gi; T+ 1) — p?(Go; T+ 1)]
= (T+2)T7 P2 (Gt + 1),

also ist die Identitat doch fiir G; erfillt.

Nun ist der Beweis rasch beendet. Wir haben eben nachgewiesen, dass, falls ein
Land F die Ecke u als Randpunkt hat, auch alle zu F benachbarten Lander u als
Randpunkt haben miissen. Das heilt aber, u ist Randpunkt aller Lander. Inshesondere
folgt daraus, dass G;\u keinen Kreis enthdlt und dass u zu allen anderen Ecken
benachbart ist (G, ist Triangulierung!). Da eine Triangulierung klarerweise 2-fach
zusammenhdngend ist, muss also G;\u zusammenhdngend, d.h. ein Baum sein.
Wenn wir G; mit A Farben farben wollen, so konnen wir u eine der A Farben geben
und den Rest Gi\u beliebig mit A — 1 Farben farben. Mit 5.15 erhalten wir somit
p(Gi;A) = Ap(Gixu; A —1) = A(A = 1)(A — 2)P~2, und daraus wegen 72 = T + 1

p(GiT+2)=(T+2)(T+1D)TP 2 =(T+2)7T".
Andererseits ist wegen (i) und (ii) ebenfalls

(T+2)TP 192Gt +1) = (T+2)T3P 101 + 1)21%(T - 1)2P—2

= (T +2)7T3P 1047272002 = (1 4 2)TP,
G war also doch kein Gegenbeispiel, und der Beweis ist vollstandig. O

Folgerung 5.24. Fiir jede Triangulierung G der Ebene gilt p(G;T + 2) > 0.

Der numerische Wert von T + 2 ist T + 2 = 3,618033... Unserem Ziel, dem Nachweis
p(G;4) > 0 fur alle Triangulierungen, sind wir mit 5.24 schon etwas naher gekommen.
Sind die Zahlen T + 1 und T + 2 Einzelfédlle, fiir die wir das Nichtverschwinden von
p(G;A) nachweisen koénnen? Vielleicht. Es ist aber genau so gut moglich, dass es
eine ausgezeichnete Folge von Zahlen b,, gibt, die nach 4 konvergiert und fiir die das
Verhalten von p(G;b,) Aufschluss tiber p(G;4) geben konnte. Beraha hat 1974 eine
solche Folge vorgeschlagen: b,, = 2 + 2 cos 27" Die ersten Werte sind b, = 4, b, = 0,
by = 1, by = 2. Unsere Zahlen T + 1 und T + 2 tauchen ebenfalls auf, T + 1 = bs,
T + 2 = byg, und klarerweise konvergiert b,, gegen 4. Ob die Zahlen b,, nun tatsdchlich
an die Wurzel des 4-Farben Problems riithren (und weitere Arbeiten von Tutte deuten
darauf hin, dass sie dies tun) oder nicht, so scheint jedenfalls klar, dass das Potential
der quantitiven Methode noch lange nicht ausgeschopft ist.
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Ubungen zu Kapitel 5

* Sei G ein einfacher Graph auf p Ecken und G das Komplement. Zeige:

a 2/ =<x(G)+x(G)<p+1,

b. p = x(G)x(G) = (F3H)2

Gib Beispiele, fiir die Gleichheit gilt.

Sei G ein einfacher Graph mit p Ecken und g Kanten. Zeige:
a q= (’“ZG)),

b. pz"’fzzqsx(G)sMr w.

Gib Beispiele fiir Gleichheit.

Seien n, k natiirliche Zahlen mit 2k < n. Der Kneser Graph K (n, k) ist folgendermalen
definiert: Die Ecken sind alle k-Untermengen einer n-Menge und zwei solche k-Mengen
sind genau dann verbunden, wenn sie disjunkt sind. Zeige: x(K(n, k)) < n —2k + 2. Wie
sieht K(5,2) aus?

Flr welche Graphen G ist der Kantengraph L(G) = G?

5.* Etwas schwieriger. Zeige: G ist n-farbbar genau dann, wenn die Kanten so orientiert

10.*
11.

12.
13.%

14.
15.

16.

17.%

18.
19.
20.%

werden konnen, dass auf jedem Polygon C mindestens %

der beiden Richtungen existieren (£(C) = Lange von C).

orientierte Kanten in jeder

Verifiziere die vorhergehende Ubung anhand der Rader W,, und des Petersen Graphen.

* Gegeben der Graph G. Ordne die Ecken solcherart, dass der Algorithmus A (siehe den

Beweis von 5.4) genau x (G) Farben benotigt.
Bestimme die chromatische Zahl der Wiirfel Q,,.

Ein Graph G heilit eindeutig n-farbbar, falls x(G) = n ist und jede n-Farbung dieselbe
Partition der Eckenmenge ergibt. Bestimme die kleinsten eindeutig 3-farbbaren Graphen
verschieden von K3.

Beweise: Kein ebener Graph ist eindeutig 5-farbbar.

Sei G ein k-reguldrer Graph. Zeige, dass fiir den chromatischen Index x'(G) = k + 1 gilt,
falls G eine Schnittecke hat.

Zeige: X' (Km,n) = max(m,n).

Der Graph G4 aus Figur 5.10 hat w(G4) = 2 und x(G4) = 4. Zeige, dass G4 der kleinste
derartige Graph ist.

Zeige: Fiir einen bipartiten Graphen G gilt stets w(G) = x(G).

Sei G ein kritischer Graph und A < V eine unabhangige Menge von Ecken. Zeige
X(GNA) = x(G) - 1.

Die totale chromatische Zahl x;(G) ist die Minimalzahl von Farben, die notig sind,
um Ecken und Kanten zu farben, so dass benachbarte Ecken, inzidente Kanten und
inzidente Ecken-Kanten verschiedene Farben erhalten. Schétze x;(Kp) und X (Kp,n)
ab.

Sei x»2 (L) die chromatische Zahl einer Erde-Mond Landkarte (siehe Ubung 7 in Kap. 2).
Zeige x2 (L) < 12 fur alle L.

Bestimme alle Graphen, fiir die in 5.19 fur alle i Gleichheit in der unteren Schranke gilt.
Vervollstandige den Beweis von 5.21(iii).

Etwas schwieriger. Zeige, dass das chromatische Polynom einer Triangulierung keine
Nullstelle zwischen 1 und 2 besitzt.



6 Faktorisierung

Rufen wir uns die Definition eines r-Faktors eines Graphen G = (V, E) in Erinnerung.
Ein »-Faktor von G ist ein r-reguldrer Untergraph H = (V,E’), d. h. jede Ecke hat in H
den Grad ». Ausgangspunkt des Interesses an Faktorisierungen war Taits Satz 1.7, der
in der Terminologie der Faktorisierungen lautet: Die 4-Farben Vermutung ist genau
dann richtig, wenn das Gertist jeder kubischen briickenlosen Landkarte .. in drei
disjunkte 1-Faktoren zerfdllt. Petersens Resultat 3.6 hat zumindest die Existenz eines
1-Faktors in jedem 3-reguldren briickenlosen Graphen (eben oder nicht) nachgewiesen.
Wir legen uns nun die allgemeine Frage vor: Welche Graphen besitzen einen 1-Faktor?

Als triviale Bedingung haben wir, dass der Graph eine gerade Anzahl von Ecken
aufweisen muss. Fir die vollstdndigen Graphen K, haben wir schon erkannt, dass
dies auch hinreicht (in diesem Fall liegt dann sogar eine 1-Faktorisierung vor), im
Allgemeinen gentigt dies aber nicht. Beispielsweise hat der vollstindige bipartite
Graph K 4 6 Ecken, besitzt aber nattirlich keinen 1-Faktor. (Figur 6.1)

Figur 6.1

Eine Vorbemerkung: Da Schlingen in 1-Faktoren nicht auftreten und von Mehrfach-
kanten immer nur hochstens eine, so konnen wir uns bei der Frage nach der Existenz
eines 1-Faktors auf einfache Graphen beschrianken und werden dies auch tun, ohne es
noch eigens zu betonen.

Die erste Klasse von Graphen, fiir die das Problem der Existenz von 1-Faktoren
studiert und vollkommen gelost wurde, waren die bipartiten Graphen. Um 1910 war es
der ungarische Mathematiker Konig, der diesen Begriff aufgriff und ihn in das Gebiet
der Graphentheorie einfiihrte, welches er mit seinem Buch 1936 ja entscheidend
pragte. Sei G = (S U T,E) ein bipartiter Graph mit definierenden Eckenmengen S
und T, wobei |S| = m < n = |T| sei. Jede Kante hat also eine Endecke in S und die
andere in T. Ersichtlich kann G nur dann einen 1-Faktor besitzen, wenn m = n ist.
Wir wollen nun die allgemeine Frage aufgreifen, wie viele Kanten maximal existieren,
von denen keine zwei eine gemeinsame Ecke haben. Fiir solche Kantenmengen (und
zwar in beliebigen Graphen) verwendet man heute das englische Wort Matching (zu
Deutsch etwa Korrespondenz). Ein Matching ist also eine Kantenmenge M < E, so
dass in dem Untergraphen H = (V,M) jede Ecke Grad 1 oder O hat. Wir fragen
somit nach der Matching-Zahl m(G) = maxy |M|, wobei M alle Matchings durchlauft.

M. Aigner, Graphentheorie, Springer Studium Mathematik — Bachelor,
DOI 10.1007/978-3-658-10323-1_6, © Springer Fachmedien Wiesbaden 2015
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Figur 6.2

Figur 6.2 zeigt einen bipartiten Graphen G, in dem die 4 fett gedruckten Kanten ein
Matching sind. Die Leser konnen sich miihelos tiberzeugen, dass ein Matching mit
5 Kanten nicht existiert, so dass demnach m(G) = 4 ist.

Das Wort Matching riithrt von einer amiisanten Interpretation unseres Problems her.
To match bedeutet im Englischen bekanntlich zusammenpassen. Sei S eine Menge
von Damen und T eine Menge von Herren. Wir verbinden Dame s; und Herrn t; durch
eine Kante, wenn die beiden einer Heirat nicht abgeneigt sind. Wie viele Hochzeiten
konnen dann stattfinden (ohne Bigamie zu treiben)? Dies ist genau unsere Matching
Zahl m(G). Konig hat 1931 die Zahl m(G) durch einen anderen Graphenparameter
ausgedriickt. Seine Arbeit wurde zundchst als unwichtiger Beitrag eingeschatzt (es
entwickelte sich sogar eine merkwiirdig gereizte Kontroverse zwischen ihm und dem
beriihmten Algebraiker Frobenius), doch bald wurde die Bedeutung des Satzes erkannt
und heute erscheint er als eines der fundamentalen Ergebnisse der gesamten Kombi-
natorik, welches das Tor zu einem der fruchtbarsten Gebiete, der Transversaltheorie,
geoffnet hat.

Wir benotigen noch eine Definition. Eine Teilmenge D von Ecken in einem beliebigen
Graphen G heilt ein Trdger, wenn jede Kante mindestens eine Endecke in D hat. Ist
M ein Matching, so muss jeder Trdager mindestens eine Endecke jeder Kante aus M
enthalten, und da diese Ecken alle verschieden sind, schlieRen wir |M| < |D] fir jedes
Matching M und jeden Tréager D. Anders formuliert heift dies, dass max |[M| < min |D|
gelten muss, und zwar in jedem beliebigen Graphen G. Im Allgemeinen wird diese
Ungleichung strikt sein. Zum Beispiel gilt im Kreis C5 der Lange 5, dass max |[M| = 2 <
3 = min |D| ist. Doch fiir bipartite Graphen haben wir stets Gleichheit, und dies ist
der Inhalt des folgenden Satzes.

Satz 6.1 (Konig). Sei G = (S U T, E) ein bipartiter Graph, dann gilt max |M| = min |D/,
wobei M alle Matchings und D alle Trdger durchlduft.

1. Beweis. Wir verwenden den Satz von Menger 4.4, der 1927 bewiesen, zeitlich vor
Satz 6.1 bekannt war, wenn auch der Kénigsche Satz nicht auf diese Weise bewiesen
wurde. Wir fiigen zu G zwei neue Ecken u und v hinzu und verbinden u mit allen
Ecken von S und v mit allen Ecken von T. Der neue Graph heiRRe G. Figur 6.3 zeigt den
Graphen G korrespondierend zum Graphen G aus Figur 6.2.

Welche Eckenmengen trennen u von v in G? Offensichtlich muss jede Kante in G
zerstort werden, d.h. jede trennende Eckenmenge muss mindestens eine Endecke
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Figur 6.3

jeder Kante aus G enthalten. Dies sind aber genau die Trager von G, und wir schlieRen
kz(u,v) = min|D|. Ebenso Klar ist aber auch, dass disjunkte Wege von u nach v
in G genau einem Matching in G entsprechen, so dass pg(u,v) = max|M| gilt. Die
Gleichung «g(u,v) = pg(u,v) in 4.4 impliziert daher die gewilinschte Beziehung
max |[M| = min |D|.

2. Beweis. Wir geben noch einen Beweis, der genauer auf die bipartite Struktur des
Graphen eingeht. Wir schreiben zur Abkiirzung m(G) = max |M|, d(G) = min|D].
Da m(G) < d(G), wie wir gesehen haben, stets gilt, miissen wir nur d(G) < m(G)
nachweisen und dies machen wir mit Induktion nach der Kantenzahl. Hat G tiberhaupt
keine Kanten, so gilt trivialerweise m(G) = d(G) = 0. Seinun G = (S U T,E) ein
bipartiter Graph mit g > 1 Kanten und |S| < |T|. Da isolierte Ecken weder in Matchings
noch in Tragern eine Rolle spielen, kénnen wir annehmen, dass keine vorkommen.
Jeder Trager D ist von der Gestalt D = X U Y mit X < S und Y < T. Angenommen G
besitzt einen minimalen Triager D = X U Y mit X # (), Y # (. Dann haben die beiden
induzierten Untergraphen Hy auf den Eckenmengen X U (T\Y) und Hy auf (S\X)UY
weniger Kanten als G und zwischen S\X und T\Y verlaufen keine Kanten. (Figur 6.4)

Figur 6.4

Fir Hy muss d(Hy) = |X| gelten, da jeder Trdager von Hyx zusammen mit Y einen
Trager von G ergibt, und analog gilt d(Hy) = |Y|. Nach Induktionsvoraussetzung
existiert in Hx ein Matching My mit |Mx| = |X| und in Hy ein Matching My mit [My| =
|Y|. M = Mx U My ist aber ersichtlich ein Matching in G mit [M| = |X| + |Y| = d(G),
und wir sind fertig.

Es bleibt der Fall, dass die einzigen minimalen Trdger S und eventuell T sind (falls
|T| = |S]ist). Hat jede Ecke in T Grad 1, so sind wir wieder fertig, da dann offensicht-
lich m(G) = |S| = d(G) ist. (Figur 6.5)
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Figur 6.5

Wir konnen also annehmen, dass Ecken u,v € S und w € T existieren mit uw,vw €
E. Fiur den Graphen G; = G\uw haben wir nach Induktionsvoraussetzung m(G;) =
d(Gy). Da ersichtlich m(G,) < m(G) und d(G;) < d(G) gilt, kénnen wir d(G;) <
d(G) = |S| voraussetzen. Sei D; = X; U Y; ein minimaler Trager von G;. Da D; kein
Tréager von G ist, schlieRen wir u € S\ X, w € T\Y; und ferner v € X; (da ansonsten
die Kante vw in D; nicht erfasst ware), und somit X; # (. Wegen d(G;) = | X1|+|Y1] <
|S| = d(G) haben wir |Y;| < |S\X}|. Fir den Trager D = X; U (Y; U {w}) von G gilt
nun |D| = | X;] +|Y1] +1 < |X1] + [S\X;| = |S|, also ist D minimal und wegen X; # 0,
Y1 U {w} # 0 sind wir wieder beim vorigen Fall. O

Sehen wir uns die minimalen Trdger ndher an. Fiir A < S sei R(A) jene Teilmenge von
Ecken aus T, welche mit mindestens einer Ecke aus A verbunden sind. Enthéalt der
minimale Trager D aus S genau die Ecken S\ A, so muss er zumindest auch die Ecken
aus R(A) enthalten. Da aber jede Menge (S\NA) U R(A) ein Trager ist (es verlaufen ja
keine Kanten zwischen A und T\R(A)), so erkennen wir, dass jeder minimale Trager
von der Gestalt D = (S\NA) U R(A) ist, und erhalten somit die folgende, von Ore
stammende, Version des Konigschen Satzes.

Satz 6.2. Sei G = (S U T,E) ein bipartiter Graph, dann gilt fiir die Matching-Zahl
m(G) = |S| — maxscs 6(A) mit 6(A) := |A| — |R(A)|. Die Zahl 6 (A) heifit der Defekt
der Menge A.

Beweis. Nach unserer eben gemachten Uberlegung haben wir m(G) = min|D| =
minacs (ISNA|+[R(A)]) = minacg (|S|—[A[+[R(A)]) = S| -maxacs(|A]-[R(A)]). O

Die Formulierung 6.2 nimmt auf die Menge S und ihre Untermengen Bezug. Genauso
gut konnen aber natiirlich auch T und die Defekte 6 (B), B < T, verwendet werden, so
dass m(G) = |T|—maxpcr 0 (B) resultiert. Diese ,Dualitdat” wird im Folgenden nititzlich
sein.

Dénes Konig wurde 1884 in Budapest geboren. Sohn eines sehr be-
kannten Mathematikers, verdffentlichte er bereits als Schiiler seine
erste mathematische Arbeit. Nach Studium in Budapest und Got-
tingen lehrte und forschte er von 1907 bis zu seinem Tod an der
Technischen Universitdt in Budapest. Er war ein herausragender
Lehrer und kann als Griinder der aufergewohnlich erfolgreichen
ungarischen Schule der Graphentheorie angesehen werden. Sein
Buch tiber Graphentheorie 1936, das dieses Gebiet als eigenstdin-
dige Disziplin etablierte, und seine Vorlesungen und seine Tcitigkeit
bei Schulwettbewerben hatten einen grofien Einfluss auf die Ent-
wicklung der ungarischen Mathematik. Nach der Machtiibernahme
der Nazi-Partei in Ungarn schied er 1944 aus dem Leben.
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Ist 6(A) > 0, d.h. |A] > |R(A)][, so kann kein Matching alle Ecken aus A enthalten,
genauer: ein Matching kann aus A hochstens |A| — 6(A) Ecken enthalten, daher der
Name Defekt. Aus 6.2 konnen wir unmittelbar den berithmten Satz von Hall (1935)
ablesen, der der eigentliche Ausgangspunkt fir die Transversaltheorie war, die wir im
Folgenden kurz skizzieren wollen.

Satz 6.3 (Hall). Sei G = (S U T,E) ein bipartiter Graph, dann ist m(G) = |S| genau
dann, wenn |A| < |R(A)| fiir alle A < S gilt.

Der Satz 6.3 wird in der Literatur oft als ,Heiratssatz“ gefiihrt, da er, in unserer ein-
gangs gegebenen Interpretation, die genauen Bedingungen angibt, wann alle Damen
verheiratet werden konnen. 6.3 besagt, dass dies genau dann moglich ist, wenn es
zu je k Damen immer mindestens k Herren gibt, denen sie Heiratswiinsche entgegen-
bringen. Dass diese Bedingung notwendig ist, ist selbstverstdandlich - das Gewicht des
Satzes beruht also auf der Umkehrung, dass dies auch hinreicht. Ganz allgemein ist
es ein Charakteristikum der Maximum-Minimum Satze, dass eine Richtung, namlich
max < min trivial ist, und die Bedeutung in dem Nachweis der anderen Ungleichung
liegt.

Als Folgerung konnen wir nun die Losung des 1-Faktor Problems fiir bipartite Graphen
notieren.

Folgerung 6.4. Ein bipartiter Graph G = (S U T, E) besitzt genau dann einen 1-Faktor,
wenn |S| = |T| ist und |A| < |R(A)| fiir alle A < S gilt.

Was ist nun die schon mehrfach erwdhnte Transversaltheorie? Sie basiert auf einer
Interpretation bipartiter Graphen als Mengensystem. Ist auf einer Grundmenge N =
{t1,...,ty} eine Familie 7 = {A;,...,An} von Teilmengen A; = N gegeben (die
nicht verschieden zu sein brauchen), so nennen wir (N; A4) bzw. (N;A4,...,A,,) ein
Mengensystem. Der Mengenfamilie (N;.7) ordnen wir auf naheliegende Weise einen
bipartiten Graphen G zu. Die Eckenmengen sind 4 und N und wir verbinden A; mit
tj, falls tj € A; ist.

Beispiel. N = {1,2,...,6}, Ay = {3}, A2 = {1,2,4,6}, A3 = {3,6}, Ax = {2,3,5},
As = {1, 3}. Der zugehorige bipartite Graph ist in Figur 6.6 abgebildet.

1
Ay

2
Az

3
As

4
Ay

5
As

6

Figur 6.6

Es leuchtet unmittelbar ein, dass diese Konstruktion auch umgekehrt werden kann,
indem wir in einem bipartiten Graphen G = (SUT, E) T als Grundmenge nehmen und
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s; € S mit der Menge A; = R(s;) identifizieren. Bipartite Graphen und Inzidenzstruk-
turen von Mengensystemen sind somit kombinatorisch dquivalent. Dies ist noch nicht
weiter bemerkenswert, was die Sache aber interessant macht, ist die Tatsache, dass
wir nun mengentheoretische Probleme durch Graphenbegriffe studieren kénnen, und
umgekehrt.

Sei das Mengensystem (N, .A) und der zugeordnete bipartite Graph G gegeben. Einem
Matching in G entspricht eine Menge von Paaren (A;,t;,),..., (A;, t;,), wobei alle
Indizes i; und alle Elemente t; : verschieden sind, und t; ;€ A ; fur alle j gilt. Wir
sagen dann, die Teilfamilie A" = (Aij 1 j=1,...,¥) besitzt ein System verschiedener
Reprdsentanten oder eine Transversale {t;,...,t;,}. Fir I < {1,...,m} sei A; = (4;:
i € I), dann gilt ersichtlich R(A;) = Ujer Ai, und dies fithrt ohne Umwege zum
fundamentalen Satz der Tranversaltheorie.

Satz 6.5 (Hall). Sei (N;A1,...,An) ein Mengensystem. (Ay, ..., An) besitzt genau dann
eine Transversale, wenn | U;c; Ai | = || fiiralleI < {1,...,m} gilt. In Worten: Genau
dann besitzt A eine Transversale, wenn je k Mengen aus A zusammen mindestens k
Elemente enthalten.

Die Leser werden nun miihelos aus 6.2 die allgemeine Formel fir die Machtigkeit
m(N; A) einer grolten Transversale ableiten konnen. Auch die duale Form ist in-
teressant. Fir B = N ist R(B) = {A; : A; n B # 0}, woraus eine weitere Formel fir
m(N; A) resultiert.

Wie gesagt, 6.3 war der Ausgangspunkt fiir eine uniibersehbare Fiille von Resultaten
und Variationen liber das Thema: Transversalen von Mengensystemen. Wir wollen
hier nur kurz zwei Aspekte beleuchten, die mit unserem eigentlichen Gebiet, der
Graphentheorie, zusammenhdngen.

Kehren wir nochmals zu unserem Heiratsproblem zurtick. Angenommen, jede der
Damen s; kann sich eine Ehe mit genau k Herren vorstellen (k > 1) und dasselbe gilt
fur jeden Herrn ¢;. Die Anzahl der Kanten in unserem Heiratsgraphen G = (SUT, E) ist
dann k|S| = k|T|, also haben wir |S| = |T|. Sei A c S. Zwischen A und R(A) verlaufen
k|A| Kanten, und da andererseits von R(A) genau k|R (A)| Kanten ausgehen, schlieRen
wir k|A| < k|R(A)| und somit |[A| < |[R(A)|. Halls Bedingung 6.3 ist somit fiir jedes A
erfullt - d. h. alle Damen und Herren kénnen verheiratet werden. In mehr prosaischer
Sprechweise besagt unser Resultat: Jeder k-reguldre bipartite Graph (k > 1) besitzt
einen 1-Faktor. Wir kénnen aber noch mehr aussagen. Entfernen wir ndamlich die
Kanten eines 1-Faktors, so resultiert ein (k—1)-reguldrer Graph, auf den wir denselben
Schluss anwenden kénnen. Fahren wir solcherart fort, so erhalten wir:

Satz 6.6. Jeder k-regulcire bipartite Graph (k > 1) ist 1-faktorisierbar.

Wir haben uns schon friiher iiberlegt, dass die 1-Faktorisierungen k-reguldrer Graphen
genau den verschiedenen Kantenfarbungen mit k Farben entsprechen. Mit Hilfe des
Hallschen Satzes kéonnen wir nun leicht eine Aussage tiber die Anzahl dieser Kanten-
farbungen machen. Zur Abkiirzung setzen wir ¢ (n, k) fir die Klasse der k-reguldren
bipartiten Graphen G = (S U T,E) mit |S| = |T| = n.
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Satz 6.7. Es sei G € ¢(n, k). Dann hat G mindestens k! verschiedene 1-Faktoren und
mindestens k!(k — 1)! - - - 211! verschiedene Kantenfcirbungen mit k Farben. Umgekehrt
ist die Anzahl dieser Kantenfdrbungen nach oben durch k!™ beschrdnkt.

Beweis. Wir beweisen die erste Aussage allgemeiner fir alle bipartiten Graphen G =
(SUT,E), |S| =|T| = n, welche einen 1-Faktor besitzen, und in denen der Eckengrad
d(u) = k fur alle u € S ist. Wir fithren Induktion nach n. Fir n = k erhalten wir den
vollstandigen bipartiten Graphen Ky x. Nummerieren wir die Eckenmengen S und T
jeweils mit 1,2,...,k, so ist klar, dass die 1-Faktoren genau den Permutationen von
{1,2,...,k} entsprechen, von denen es k! gibt. Sei nun n > k. Wir wollen A < S eine
kritische Menge nennen, falls |[A| = [R(A)| ist. @ und S sind natiirlich immer Kkritisch.

Fall a. S und 0 sind die einzigen kritischen Mengen.

Sei uv eine beliebige Kante und G’ der auf (S\u) U (T\v) induzierte Untergraph.
Wegen |A| < [R(A)| fur A £ 0, # S gilt in G stets |A| < |R"(A)]. G’ erfuillt somit die
Hallsche Bedingung und besitzt nach Induktionsvoraussetzung mindestens (k — 1)!
1-Faktoren. Jede der Kanten uvy,...,uvy, d = d(u), ist also in (k — 1)! verschiedenen
1-Faktoren enthalten, so dass wir wegen d(u) > k insgesamt mindestens k! 1-Faktoren
erhalten.

Fall b. A # (), # S ist eine kritische Menge.

Jeder 1-Faktor von G muss dann genau die Ecken von A mit denen von R(A) ver-
binden, und somit die Ecken von S\A genau mit denen von T\R(A). E, seien die
mit A inzidenten Kanten. Nach Induktionsvoraussetzung existieren mindestens k! 1-
Faktorenin G = (AU R(A),E4), die alle zu 1-Faktoren in G erweitert werden konnen.

Die zweite Behauptung ist nun klar. Wir kénnen die erste Farbe (d.h. den ersten
1-Faktor) auf mindestens k! Arten wahlen. Haben wir die erste Farbe fest gewdhlt
(d.h. den 1-Faktor entfernt), so konnen wir die zweite Farbe auf mindestens (k — 1)!
Arten wihlen, usf. Die obere Schranke folgt sofort aus der Uberlegung, dass die mit
einer Ecke u € S inzidenten Kanten auf k! Arten gefarbt werden kénnen und diese
Farbungen kombiniert werden. O

Angewandt auf das Heiratsproblem besagt unser Resultat, dass wir beispielsweise bei
jeweils 6 Heiratswiinschen bereits 6! = 720 verschiedene Massenhochzeiten feiern
koénnen, ein beruhigendes Ergebnis.

Zum zweiten Aspekt. Wir kénnen ein Matching als einen Untergraphen von G =
(S U T,E) auffassen, in dem alle Ecken Grad < 1 haben. In Verallgemeinerung dazu
fragen wir nun, unter welchen Bedingungen ein Untergraph H mit vorgegebenen
Graden existiert. In voller Allgemeinheit ist dazu keine Antwort zu erwarten, doch
konnen wir einen interessanten Spezialfall direkt aus 6.3 ableiten. Nehmen wir an,
in unserer Heiratssituation hat jede Frau s; vor, genau d; Mdnner zu ehelichen (wobei
jeder Mann hochstens einmal erwéhlt werden darf). Wann ist dies moglich? Die Losung
dieses ,Haremsproblems“ formulieren wir wieder in der Graphensprache.

Satz 6.8. Sei G = (S U T, E) ein bipartiter Graph. Genau dann existiert ein Untergraph
H=(SUT,E"), sodassdy(s;) = d; fiir jedes i istund 0 < dy (t;) < 1 fiir jedes j, wenn
IR(A)| = ZsieA d; flir jedes A < S gilt.
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Beweis. Wir ersetzen jede Ecke s; durch d; neue Ecken, die wir mit jeder Ecke aus
R({s;}) verbinden. Dann existiert ein gewiinschter Untergraph H genau dann, wenn
der neue Graph ein Matching besitzt, das alle neuen Ecken enthélt. Das Resultat folgt
nun ohne Weiteres aus 6.3. O

Bipartite Graphen haben neben den Mengensystemen noch eine weitere interessante
und niitzliche Interpretation. Sei G = (S U T, E) ein (wie immer einfacher) bipartiter
Graph, dann kénnen wir G in naheliegender Weise eine 0, 1-Matrix M = (a;;) zuord-
nen. Die Zeilen und Spalten von M korrespondieren zu den Eckenmengen S und T
und wir setzen a;; = 1 oder 0, je nachdem ob s; und t; benachbart sind oder nicht.
Figur 6.7 zeigt einen Graphen und seine zugehorige Matrix.

Ul ke W N =
BowooNo =

SOs - -

— O O

Figur 6.7

Offensichtlich ist auch diese Zuordnung eindeutig umkehrbar, so dass wir biparti-
te Graphen und 0, 1-Matrizen identifizieren konnen, wann immer dies vorteilhaft er-
scheint. Ein Matching in G entspricht einer Menge von 1’en in M, von denen keine zwei
in derselben Zeile oder Spalte erscheinen (siehe die fetten Kanten des Graphen in Fi-
gur 6.7 und die korrespondierenden 1’en in M). Wir nennen solch eine Menge von 1’en
eine Diagonale in M und die Anzahl der 1’en die Ldnge der Diagonale. Ein Trager in G
entspricht einer Menge von Zeilen und Spalten, die alle 1’en von M bedecken. In der
Matrix von Figur 6.7 sind dies z.B. die Zeilen 2,5 und die Spalten 1,3. Der Kénigsche
Satz 6.1 lautet in der Matrixformulierung demnach: Die groftmogliche Lange einer
Diagonale ist gleich der Minimalzahl von Zeilen und Spalten, die alle 1’en bedecken.

Wir kénnten nun alle uns bekannten Matching-Satze auf Matrizen tbertragen und
dadurch interessante Matrizenergebnisse erzielen. Ungleich wichtiger ist jedoch der
umgekehrte Weg: Wir wollen aus algebraischen Tatsachen iiber Matrizen Schliisse fir
bipartite Graphen ziehen, insbesondere tiber die Anzahl der 1-Faktoren und Kanten-
farbungen.

Sei G = (S UT,E) ein bipartiter Graph mit |S| = |T| = n. Die zugehorige Matrix
M = (a;j) ist eine quadratische n X n-Matrix, deren Zeilen und Spalten wir mit 1 bis n
durchnummerieren. Zu jeder Diagonale D von M der Lange n gibt es ersichtlich eine
Permutation o mit D = {a1501), 220 (2), - - -» Anc(n) }, Wobei alle a;y(;) = 1 sind. Nehmen
wir also die Summe tiiber alle Produkte ais(1)a202) - * * Anom) (0 durchlauft alle n!
Permutationen), so erhalten wir genau die Anzahl der Diagonalen von M, da ja nur die
Diagonalen einen Beitrag = 1 liefern. Diese Summe ist aber ein wohlbekannter Begriff
in der Matrizentheorie, ndmlich die Permanente per(M) einer Matrix. Aus unseren
obigen Uberlegungen erkennen wir demnach, dass per(M) = 3, [1i-; ai¢(i) genau die
Anzahl der 1-Faktoren des zugehorigen Graphen ergibt. Halten wir dies fest:
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Lemma 6.9. Ist G = (S U T,E) ein bipartiter Graph mit |S| = |T| = n, so ist die
Anzahl der 1-Faktoren in G gegeben durch per(M) = >, [1X, dio(i), wobei M die zu G
korrespondierende 0, 1-Matrix ist.

Schon und gut, bis jetzt haben wir das Problem der Abzdhlung nur umformuliert; in-
teressant wird dies erst, wenn wir fiir per(M) Formeln oder zumindest Abschitzungen
angeben konnen. Genau dies ist aber der Fall und fiihrt zu zwei weiteren bertthmten
Vermutungen. Die erste Vermutung, die von Minc 1967 aufgestellt und von Brégman
1976 bewiesen wurde, betrifft eine obere Schranke.

Satz (Brégman). Die 0, 1-Matrix M habe Zeilensummen v, ...,v,. Dann gilt

n
per(M) < [ [(rh)!/"i.
ic1

Wir sind in erster Linie an speziellen Matrizen interessiert, namlich den Matrizen der
Graphen aus der Klasse ¢(n, k). Die k-Regularitdt dieser Graphen bedeutet, dass in
der zugehorigen Matrix alle Zeilen- und Spaltensummen gleich k sind. Wir wollen fiir
diese Klasse von Matrizen das Symbol M (n, k) verwenden. Brégmans Satz ergibt somit
fur M € M(n, k)

per(M) < KiK.

Heben wir k aus jeder Zeile von M heraus, so ist M = kA, wobei A eine Matrix
ist, deren Zeilen- und Spaltensummen alle zu 1 addieren. Ferner gilt klarerweise
per(M) = k"per(A). Beherrschen wir also die Permanente aller dieser Matrizen A,
dann auch die aller Matrizen aus M(n, k). Die Matrizen A, auf die wir uns nun
konzentrieren wollen, sind Beispiele einer Klasse von Matrizen, die von fundamentaler
Bedeutung in Analysis, Informationstheorie und vielen anderen Gebieten sind.

Definition. Eine n x n-Matrix A = (a;;) heilt doppelt-stochastisch, falls alle Eintrége
aij nichtnegative reelle Zahlen sind und alle Zeilen und Spalten zu 1 addieren.

Sei A eine beliebige doppelt-stochastische Matrix. Zundchst ist nicht einsichtig, dass
per A > 0 ist, oder was dasselbe ist, dass A eine Diagonale der Linge n mit lauter
positiven Eintrdgen besitzt. Dass dies stets der Fall ist, hat Konig als Anwendung
seines Matching Satzes gezeigt.

Satz 6.10. Flir jede doppelt-stochastische Matrix A gilt per A > 0.

Beweis. Wir ersetzen jedes ai; # 0 in A durch 1 und lassen die 0’en unverédndert. Die
neue Matrix A’ hat dann genau dann eine Diagonale der Linge n, wenn per(A) > 0
ist. Hatte nun A’ keine solche Diagonale, so gdbe es nach der oben angefiihrten
Matrizenform des Konigschen Satzes k Zeilen und £ Spalten in A’ (und damit in A)
mit k + £ < n — 1, die alle Elemente # 0 bedecken. Da jede Zeile und Spalte in A zu 1
summiert, folgt daraus n = fojzl aij <k + ¢ <n -1, was absurd ist. O

Aus analytischen Erwdgungen erkennt man, dass fir ein festes n die Funktion per(A),
erstreckt tiber alle doppelt-stochastischen n x n-Matrizen ein Minimum besitzt, und
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die Intuition fiihrt einen zu der Vermutung, dass dieses Minimum dann erreicht wird,
wenn die Eintrdge a;; gleichverteilt sind, d.h. wenn a;; = % fur alle i,j ist. Die
Matrix J, = (a;j = %) hat per(J,) = n%, und dies ist der Gegenstand der berithmten
Vermutung, die van der Waerden 1926 aufstellte:

Vermutung (van der Waerden). Fiir jede doppelt-stochastische n x n-Matrix A gilt
n!

per(A) = 5.

Diese Vermutung zog viele Mathematiker in ihren Bann und ihre Entwicklung ist
eine weitere spannende mathematische Historie, die 1980 ihren kronenden Abschluss
fand, als zwei russische Mathematiker, Egorychev und Falikman, mehr oder minder
gleichzeitig, einen Beweis gaben.

Fir eine Matrix M € M (n, k) haben wir bereits per(M) = k™per(A) festgestellt, wobei
A eine doppelt-stochastische Matrix ist. Aus dem Satz von Egorychev und Falikman
folgt somit per(M) > k”n% und dies ist natiirlich bei festem k und n — o wesentlich
besser als unsere in 6.7 gefundene Schranke k!. Zusammengefasst mit dem Satz von
Brégman haben wir:

Satz 6.11. Sei G € ¢(n, k). Dann gilt fiir die Anzahl m(G) der 1-Faktoren
| n
KL < m(6) < ('t
nn

und fiir die Zahl f(G) der Kantenfdrbungen mit k Farben

! k N
(k)" () < £(6) < [Jan 't

i=1

Von besonderem Interesse ist der Fall n = k, d.h. G = K, ist der vollstindige
bipartite Graph. Wir nehmen als Farbmenge die Zahlen 1 bis n. Betrachten wir die
zu Ky gehorende n x n-Matrix M (bestehend aus lauter 1’en), so sehen wir, dass
eine n-Kantenfarbung von G einer Belegung von M mit den Zahlen 1 bis n entspricht
dergestalt, dass in jeder Zeile und Spalte alle Zahlen erscheinen, und umgekehrt
ergeben diese Belegungen genau die Kantenfarbungen von K, ,, mit n Farben. Diese
Matrizen, deren Untersuchung bis auf Euler zurtickgeht, heillen Lateinische Quadrate.
Also: Ein Lateinisches Quadrat der Ordnung n ist eine n X n-Matrix A = (a;j),
deren Zeilen und Spalten samtlich Permutationen von {1,...,n} sind. Hier sind zwei
Lateinische Quadrate der Ordnung 4 und 6:

B w N
w s =N
N = oW
—_ N W
UT O N = W
DU DN
Wk = N Ul W
_— N w Oy v
B WU o~ N
N = WUl b O

Lateinische Quadrate stehen in engem Zusammenhang mit wichtigen Strukturen wie
z.B. endlichen projektiven Ebenen. Sie sind in der Theorie der kombinatorischen
Strukturen unentbehrlich. Einen ersten Hinweis auf ihre Bedeutung erhélt man, wenn
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man sich klar macht, dass die Multiplikationstafel jedes endlichen algebraischen
Systems mit den Kiirzungsregeln ax = ay = x = Yy, xa = ya = X = Yy ein
Lateinisches Quadrat ist.

Euler war offenbar der erste, der 1779 die Abzahlung dieser ,magischen“ Quadrate,
wie er sie nannte, diskutierte. Er nannte ein Lateinisches Quadrat reduziert, wenn die
Zahlen der ersten Zeile und ersten Spalte in der natiirlichen Reihenfolge erscheinen.
Das erste Quadrat auf S. 108 ist reduziert, das zweite nicht. Setzen wir L(n) fir die
Anzahl aller Lateinischen Quadrate und R(n) fiir die reduzierten unter ihnen, so ist
ersichtlich L(n) = n!(n — 1)!R(n). Euler fand die Werte R(2) = R(3) = 1, R(4) = 4,
R(5) = 56, konnte aber R(6) nicht berechnen. Die korrekte Zahl R(6) = 9408 wurde
1890 von Frolov gefunden, der seinerseits fiir R(7) den falschen Wert 221276160
angab. Sade, der die wichtigsten Arbeiten der Anfangszeit liber dieses Thema schrieb,
gab 1948 den richtigen Wert R(7) = 16942080 an, und heute kennen wir den genauen
Wert bis n = 11. Ganz offensichtlich wachsen die Zahlen L(n) und R(n) enorm
schnell, so dass wenn tiberhaupt nur die asymptotische Grolenordnung zu erwarten
ist.

Zunachst haben wir die triviale obere Schranke L(n) < n!"™. Eine untere Schranke wird
durch 6.7 geliefert: L(n) > n!(n—1)!- - - 21!, und dabei blieb es - von einigen kleinen
Verbesserungen abgesehen - bis zum Beweis der oben zitierten Schranken.

Satz 6.12. Fiir die Anzahl L(n) der Lateinischen Quadrate gilt

L
L!T‘].

n!Zn
o <L(n) =< [

=

i=1

Unter Verwendung der Stirlingschen Formel n! ~ (4)" erkennt man leicht, dass die
beiden Schranken asymptotisch fiir n — oo iibereinstimmen und das bemerkenswerte
Ergebnis L(n) ~ (e%)"2 liefern.

Nach diesem Exkurs in die Kombinatorik wollen wir uns wieder unserem Hauptthema,
der Faktorisierung von Graphen, zuwenden und uns dem allgemeinen Problem stel-
len: Wann hat ein beliebiger Graph G einen 1-Faktor? Wir wissen, dass G eine gerade
Anzahl p = 2n von Ecken enthalten muss. Es ist auch leicht, hinreichende Bedingun-
gen anzugeben. Ein Beispiel ist: Hat der einfache Graph G eine gerade Anzahl p = 2n
von Ecken und gilt d(u) + d(v) = p — 1 fiir je zwei Ecken aus G, so besitzt G einen 1-
Faktor. (Beweis?) Die folgende Aussage 16st das Problem der Existenz eines 1-Faktors
vollstandig.

Satz 6.13 (Tutte). Ein Graph G = (V,E) besitzt genau dann einen 1-Faktor, wenn
cu(GNA) < |A| fiir alle A < V erfiillt ist, wobei c,,(G\NA) die Anzahl der ungeraden
Komponenten (d. h. mit einer ungeraden Eckenzahl) des Teilgraphen G\ A bezeichnet.

Beweis. Wiederum ist die Notwendigkeit der Bedingung sofort einzusehen. G habe
namlich einen 1-Faktor M. In G\A seien Cy,...,Cy die ungeraden und D1,...,D, die
geraden Komponenten. Aus jedem C; muss, wegen |C;| ungerade, mindestens eine
Kante e; € M nach A herausfiihren, sagen wir nach a; € A. (Figur 6.8) Da aber alle
Ecken a; verschieden sein miissen, schlieRen wir |A| > m = ¢, (G\NA).
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Figur 6.8

Wir setzen nun umgekehrt die Bedingung des Satzes voraus und beweisen die Existenz
eine 1-Faktors durch Induktion nach der Eckenzahl p. Fiir p = 0 ist nichts zu zeigen.
Sei also p > 1. Sehen wir uns die Bedingung fiir A = @ und A = {v} an. Aus
cu (GNQ) < |@| = 0 folgt, dass G keine ungeraden Komponenten besitzt und dass
insbesondere p gerade ist. Dann hat aber G\v eine ungerade Anzahl von Ecken,
woraus 1 < ¢, (G\v) < [{v}] = 1 also ¢, (G\v) = [{v}]| folgt. Es sei Ag < V eine
maximal grole Menge, welche die Bedingung des Satzes mit Gleichheit ¢, (G\Ag) =
|Ap| erfiillt. Da Gleichheit, wie eben gesehen, fiir alle einelementigen Mengen erfillt
ist, ist jedenfalls Aj nicht leer. Wie in Figur 6.8 seien Cy,...,Cy, die ungeraden und
Dy,...,D, die geraden Komponenten, wobei also m = |Ag| ist. Aus den folgenden
drei Uberlegungen wird die Existenz eines 1-Faktors unmittelbar folgen.

a. Jede Komponente D; besitzt einen 1-Faktor. Ist namlich S < V(Dj), so gilt ersicht-
lich ¢, (GN(Ag U S)) = cu(GNAg) + cy(Dj\S) < |Ag US| = |Ap| + |S| und wegen
cu(GNAp) = |Agl somit ¢, (Dj\S) < |S|. Da Ag nicht leer ist, folgern wir mit Indukti-
on unsere Behauptung.

b. Sei v € C;, dann hat C;\v einen 1-Faktor. Nehmen wir an, dies ist falsch, dann
existiert nach Induktionsvoraussetzung S < V(C;)\v mit ¢, (C;\(v U S)) > |S]|. Da
Ci\v eine gerade Zahl von Ecken enthalt, muss ¢, (C;\(v U S)) — |S| ebenfalls gerade
sein, also sogar ¢, (C;\(v U S)) = |S| + 2 gelten. Daraus folgt nun

[Agu {v}I US| =140l +1+1|S| = cu(GN(ApuU {v}US))
=cu(GNAg) — 1+, (CiN(v US))
> Aol =1+ S| +2=1|Apl +1+|S].

Somit hatten wir auch Gleichheit fur die Menge Ag U {v} U S, im Widerspruch zur
Maximalitdt von Ap.

c. Es existieren m Kanten e;, i = 1,...,m, wobei e; die Komponente C; mit Ag
verbindet, deren Endecken in A alle verschieden sind. Diese Behauptung sieht nach
einem Matching Problem aus und so wollen wir sie auch beweisen. Wir konstruieren
uns einen bipartiten Graphen G auf den Eckenmengen C = {Ci,...,Cpn} und Ay,
wobei wir C; mit a; € Ap verbinden, falls in G mindestens eine Kante von a; nach
C; fuhrt. Unsere Behauptung ist dann dquivalent zur Existenz eines Matchings M
in G mit \]\7 | = m. Priifen wir die Hallsche Bedingung in 6.3 nach. Fir X < C ist
B = R(X) < A die Menge der mit mindestens einer Komponente aus X verbundenen
Ecken von Ag. G\B weist also ebenfalls alle diese Komponenten aus X auf. Dies
bedeutet aber |X| < ¢, (G\B), und somit wegen ¢, (G\B) < |B| auch |X| < |R(X)]|
fir alle X < C.
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Mit Hilfe von (c) konstruieren wir uns nun m Kanten e; von den C;’s nach Ay und
vervollstiandigen dieses Matching zu einem 1-Faktor nach (a) und (b). O

Der Satz von Tutte gibt eine Bedingung an, wann die Matching-Zahl m(G) eines
Graphen G auf p Ecken den maximal méglichen Wert 5 erreicht. Eine genaue Formel
fir m(G) gibt der folgende Satz (der also die Verallgemeinerung von 6.2 darstellt).

Satz 6.14. Fiir die Matching-Zahl m(G) eines beliebigen Graphen G gilt m(G) =
5 (p — maxa (cy (GNA) = |A])).

Beweis. Seid = p — 2m(G) = 0. Wir konstruieren den Graphen G =G x% K4, d.h. wir
fiigen zu G einen vollstandigen Graphen K; auf d Ecken hinzu und verbinden alle
Ecken aus G mit allen aus K, . Ersichtlich hat dann G einen 1-Faktor, und die Formel
folgt nun leicht aus 6.13. O

Die Satze von Hall und Tutte gehoren ohne Zweifel zu den wichtigsten kombinatori-
schen Aussagen iiber Graphen. Aus Tuttes Resultat konnen wir tibrigens sofort den
Satz von Petersen 3.6 herleiten, den wir nochmals als Folgerung notieren.

Folgerung 6.15 (Petersen). Ein zusammenhdngender 3-reguldrer briickenloser Graph
besitzt stets einen 1-Faktor.

Beweis. Es sei G briickenlos und 3-reguldr, A < V, und Ci,...,Cy die ungeraden
Komponenten von G\NA. Da G keine Briicken enthalt, fithren mindestens 2 Kanten
von jedem C; nach A. Es kénnen aber nicht genau 2 sein, da ansonsten die Summe
der Eckengrade in C; 3|V (C;)| — 2, also ungerade ware, im Widerspruch zu 1.2. Von
den C;’s fihren also insgesamt mindestens 3¢, (G\A) Kanten nach A. Andererseits
ist diese Anzahl wegen der 3-Regularitdt hochstens 3|A[, woraus 3¢, (GN\NA) < 3|A]|,
also ¢, (G\NA) < |A| folgt. O

Das Problem der Existenz eines 1-Faktors ist somit vollstandig geldst. Viel schwieriger
ist die Frage, wann ein reguldrer Graph 1-faktorisierbar ist. (Was kein Wunder ist,
da nach unsereren Uberlegungen iiber die Kantenfirbung ja das 4-Farben Problem
dadurch entschieden wére!) Hier sind abgesehen von der Graphenklasse K, (die wir
schon in Kapitel 3 besprochen haben) und den bipartiten Graphen nur Teilresultate
bekannt.

Wie sieht es mit 2-Faktoren aus? Die Existenz eines 2-Faktors wird weiter unten als
Spezialfall des allgemeinen Tutteschen Satzes 6.17 behandelt; das Problem der 2-
Faktorisierung konnen wir aber auf hochst einfache Weise sofort erledigen. Jeder 2-
faktorisierbare Graph ist offenbar reguldar mit einem geraden Grad - und dies reicht
auch schon hin.

Satz 6.16. Jeder 2d-reguldre Graph mit d > 1 ist 2-faktorisierbar.

Beweis. Fiir d = 1 besteht der Graph aus disjunkten Kreisen und ist selbst ein 2-
Faktor. Sei nun d > 1, dann geniigt es mit Induktion zu zeigen, dass G = (V, E) einen
2-Faktor besitzt. In Kapitel 3 haben wir gesehen, dass jeder Graph, dessen Ecken alle
einen geraden Grad aufweisen (wir haben solch einen Graphen einen Zyklus genannt),
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in kantendisjunkte Kreise zerfallt. Sei also E = E; U E» U - - - U E; eine Zerlegung in
Kreise. In jedem Kreis orientieren wir die Kanten zyklisch um den Kreis herum. Da
jede Ecke eines Kreises genau einmal Anfangsecke und genau einmal Endecke einer
orientierten Kante ist, so ist insgesamt jede Ecke genau d-mal Anfangsecke und d-mal
Endecke. Schreiben wir fiir die orientierte Kante (u,v), so soll u Anfang und v Ende
der Kante sein.

Figur 6.9

Zu G assoziieren wir einen bipartititen Graphen G = (VuVv’, E ) auf folgende Weise: V
ist die Eckenmenge von G, V'’ ist eine Kopie davon, deren Ecken wir mit u’, v’,... be-
zeichnen. SchlieRlich sei uv’ € E genau dann, wenn (u, v) orientierte Kante von G ist.
Figur 6.9 zeigt einen 4-reguldren Graphen G. Die Kreise der Zerlegung sind durch die
gleiche Anzahl der Pfeile gekennzeichnet, und G ist der zugehorige bipartite Graph.
G ist nach Konstruktion d-regular, besitzt also nach 6.6 einen 1-Faktor. Identifizieren
wir in diesem 1-Faktor alle Ecken v und v’ und vergessen die Orientierung, so hat in
der so konstruierten Kantenmenge von G jede Ecke Grad 2, d. h. wir erhalten einen 2-
Faktor. In Figur 6.9 ist beispielsweise {12',24",35’,46,57,61’,78’,83’} ein 1-Faktor
von 6, woraus wir den 2-Faktor {(1,2,4,6),(3,5,7,8)} von G erhalten. O

Fur 3-Faktoren und allgemein »-Faktoren mit v > 3 ist das Problem der #»-Fakto-
risierung ungleich schwieriger. Wann aber ein 7-Faktor iiberhaupt existiert, wurde
von Tutte vollstandig beantwortet, ja er hat sogar das folgende allgemeinere Problem
gelost: Ein v-Faktor ist, wie wir wissen, nichts anderes als ein »-regularer (spannender)
Untergraph von G. Sei nun f : V — Ny eine beliebig vorgegebene Funktion. Frage:
Wann existiert ein Untergraph H von G mit dy(v) = f(v) fir alle v € V? Solch
einen Untergraphen nennen wir einen f-Faktor. Wir assoziieren zu G nun einen neuen
Graphen G und zeigen, dass G genau dann einen f-Faktor besitzt, wenn G einen 1-
Faktor hat. Zundchst unterteilen wir jede Kante e = uv durch zwei weitere Ecken
e’,e” und erweitern f, indem wir f(e’) = f(e””) = 1 fur alle diese neuen Ecken setzen
(siehe Figur 6.10). Der so konstruierte Graph sei G’'. Ersichtlich hat G genau dann
einen f-Faktor, wenn dies auch fiir G’ zutrifft. In G’ ersetzen wir nun jede Ecke v
durch f(v) unverbundene Ecken V (v). Gilt uv € E’, so verbinden wir alle Ecken aus
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V(u) mit allen Ecken aus V (v), im anderen Fall uv ¢ E’ seien V(u) und V (v) vollig
unverbunden.

Figur 6.10

Die Leser konnen sich sofort tiberzeugen, dass der auf diese Weise erhaltene Graph G
genau die oben angegebene Bedingung erfillt. Auf G konnen wir demnach Satz 6.13
anwenden und dann auf G iibertragen. Diese Ubertragung gelingt nicht ganz miihelos,
so dass wir nur das Ergebnis festhalten.

Satz 6.17 (Tutte). Sei G = (V,E) und f : V — Ny gegeben. Genau dann existiert
ein Untergraph H = (V,E') mit dy(v) = f(v) fiir alle v, wenn es keine disjunkten
Eckenmengen S und T gibt, mit

> fw) <ko(S,T)+ > (f(v) —dgs(v)).

ues veT

Dabei ist ko (S, T) die Anzahl der Komponenten A von G\ (S U T), fiir die die Summe:
(Anzahl der Kanten zwischen A und T) + > ,,c4 f (1) ungerade ist.

Kehren wir nochmals zu bipartiten Graphen zurtck. 6.17 erlaubt uns eine Antwort
auf die Frage, wann ein bipartiter Graph G = (S U T,E) mit |S| = m, |T| =
und vorgeschriebenen Eckengraden 71,...,7, bzw. si,...,s, existiert. Oder in der
Sprache der Matrizen ausgedriickt: Wann eine 0,1-Matrix des Formats m X n mit
vorgeschriebenen Zeilensummen 71,...,7,, und Spaltensummen s,...,s, existiert.
Offensichtlich muss > #; = 2. s; sein, aber dies gentigt nicht, wie das folgende Beispiel
zeigt. Seien die Zeilensummen 3,3,2,1 und die Spaltensummen 4,4, 1. Eine 4 x 3-
Matrix miisste dann in den ersten beiden Zeilen und Spalten jeweils 1’en haben, also
insgesamt mindestens 10.

Wir nehmen als Ausgangsgraphen G = Kmn auf den Eckenmengen S und T und
konstruieren den Graphen G wie vor 6.17. G ist in diesem Fall wieder bipartit, so
dass wir zur Existenz eines 1-Faktors in G statt 6.13 Halls Bedingung 6.3 heranziehen
konnen.

Satz 6.18 (Gale-Ryser). Es seien nichtnegative ganze Zahlen vy, ...,vy bzw. s1,...,5,
vorgegeben. Genau dann existiert eine 0, 1-Matrix mit den Zeilensummenry, ...,y und
den Spaltensummen sy, ..., sy, wenn > v = Z;Ll sj ist und

zris [T + zsj fiiralle I < {1,...,m},J c {1,...,n} gilt.
iel JEJ

Beweis. Die Notwendigkeit der Bedingungen leuchtet sofort ein. Seien nun umge-
kehrt die Bedingungen erfiillt. Die Eckenmenge von Ky, , sei S = {ai1,...,am} UT =
{b1,...,by}. Wie in der Konstruktion von G dargelegt, fiigen wir auf jeder Kante a;b;
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zwei Ecken e;j, fi; ein und ersetzen a; durch #; Ecken V(a;) und b; durch s; Ecken
V(bj), die wir wie dort angegeben verbinden. Der resultierende Graph G ist bipar-
tit mit den Eckenmengen S = Uh, viay) u Ui, fij» T= U}Ll V(b;) u U, eij. Es gilt
ISI=3" v+ mn = Yiysi+mn= IT].

Seinun X € Sund I {1,...,m} die Menge jener Indizes, fir die | XNV (a;)| = p;i > 0
istund J' = {1,...,n}\J jene Indizes, fir die |X N {f1;,..., fmj}| = qj > 0 ist. Wir
miissen nun |X| < |R(X)| zeigen. Zundchst haben wir [X| = >;c; pi+2>je q;. Jede der
pi Ecken aus V(a;) ist zu {e;1,...,ein} benachbart, und da R(V(a;)) N R(V(a;)) =0
fir i # j ist, tragen diese Ecken insgesamt |I|n zu |R (X)| bei. Eine Ecke f;; ist zu V(b;)
und e;; benachbart, also tragen die > ;c;r q; Ecken fi; insgesamt > ;e s; + X jcy 4
bei. Bei diesen Beitrdgen werden moglicherweise einige Ecken e;; doppelt gezéhlt, die
sowohl von V' (a;) wie von f;; erreicht werden. Da dies nur fiir i € I und j € J' moglich
ist, werden hochstens |I||J'| = |I|(n — |J|) Ecken doppelt gezahlt, und wir erhalten

IRX) | = IIn+ > sj+> q;i—Hm—1J)=IIJI+> sj+ > aj.
JEJ JEJ JEJ JETJ

Wegen p; < v; fir alle i und der Bedingung des Satzes folgt daraus

XI=Dpi+Dai<>ri+yai<IJ+> si+> aj<RX),

iel J¢J iel J¢EJ JEJ JEJ

und das wollten wir zeigen. O

Wir wollen die Bedingung in 6.18 noch weiter vereinfachen. Durch Permutation der
Zeilen und Spalten konnen wir erreichen, dass | =21, > - - - 2, und sy > s > - - - >
sy gilt. Ist |I| = k, |J| = ¥, so erhalten wir die schirfste Aussage in 6.18, wenn die 7;
moglichst grol und die s; moglichst klein sind, d.h. Zf:l i < kl+ (Spo1+ -+ Sp).
Dies ist aber dquivalent zu Z’f:l v < Z’le s¥ mit s = [{j:s; = i}|, wie man sich leicht
iiberlegen kann. Das heifit: s;* ist die Anzahl der Spalten, deren Summe mindestens i
ist, i = 1,...,m. Man beachte, dass >}, sF = >, Z;‘:szi 1=, ST1= TS
ist.

Folgerung 6.19. Es seien nichtnegative ganze Zahlenry,...,vy und sy, ..., Sy gegeben.
Wir ordnen sie jeweils der Grofie nach: v¥1 > Vo > «++ > ¥y, S1 = 52 > -+ > Sy,
Genau dann existiert eine 0, 1-Matrix mit Zeilensummen v, ..., vy, und Spaltensummen
S1,...,5u, wenn gilt:

E firk=1,...,m,

Smis

lM»

mit Gleichheit fiir k = m.

In unserem Beispiel mit 11 =7, = 3, %3 = 2,74 = 1 bzw. 51 = 5p = 4, 53 = 1 ist sf = 3,
s¥ =55 =55 =2und somit r; + 71, =6 > 5 = s + 55, also gibt es keine 0, 1-Matrix
mit diesen Zeilen- und Spaltensummen.

Neben dem Studium der 1-Faktorisierungen und den angefiihrten Anwendungen auf

die Transversaltheorie, 0,1-Matrizen und die Existenz von Graphen mit vorgegebenen
Graden, wurden auch andere ,Faktorisierungen® untersucht. Zum Beispiel kann man
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versuchen, einen Graphen in moglichst wenige plattbare Untergraphen zu faktorisie-
ren, um diese Minimalzahl als MaR fiir die Nichtplattbarkeit zu nehmen. Allgemein
will man beliebige Graphen moglichst 6konomisch in Graphen aus einer vorgegebe-
nen Klasse zerlegen. Eine interessante Klasse sind die Baume oder allgemeiner die
Walder. Ein Graph heiBt ein Wald, wenn jede Komponente ein Baum ist (oder aquiva-
lent dazu, wenn G kreislos ist). Unter der Arborizitdt a(G) versteht man die Minimal-
zahl von kantendisjunkten Waldern, in die G zerlegt werden kann. G muss natiirlich
als schlingenlos vorausgesetzt werden. Klarerweise existiert immer eine solche Zer-
legung, indem wir jede einzelne Kante zusammen mit den anderen isolierten Ecken
als Wald nehmen. Insbesondere ist also a(G) < |E|. Als Beispiel zeigt Figur 6.11 eine
Zerlegung von K5 in 3 Walder.

AN

Wiederum konnen wir miihelos eine untere Schranke fir a(G) ableiten. Zunachst
ist klar, dass a(G) > a(H) gilt, wenn H Untergraph von G ist. Angenommen W
ist ein Wald auf ¢ Ecken, der h Komponenten aufweist, dann hat W wegen 1.3
genau £ — h Kanten, hochstens also £ — 1. Ist H daher ein Untergraph auf £ Ecken
mit g Kanten, so brauchen wir fiir eine Zerlegung von H mindestens [gi_l] Walder.
Definieren wir g, als Maximalzahl von Kanten unter allen Untergraphen von G mit
{ Ecken, so muss a(G) = man[;%l] gelten. In unserem Beispiel K5 muss a(Ks) >
[14—0] = 3 gelten, also ist a(K5) = 3. Dass in a(G) = maxﬂ%] tatsachlich immer
Gleichheit gilt, ist eine der bemerkenswertesten allgemeinen Faktorisierungsformeln
der Graphentheorie. Den Beweis verschieben wir auf Kapitel 8, wo die Formel als
Spezialfall eines Zerlegungssatzes fiir Matroide erscheinen wird.

Satz 6.20 (Nash-Williams). Die Arborizitdt eines schlingenlosen Graphen G ist gegeben
durch a(G) = manZZ[%], wobei qp die Maximalzahl von Kanten unter allen Unter-
graphen von G auf £ Ecken ist.

Beispiel. Fiir K, ist g = (f) und somit [%] = [g], woraus a(K,) = [5] folgt. Auch

fur die Graphen K,, , nehmen die Ausdricke [%] mit wachsendem ¥ zu, so dass

a(Kmn) = [ 5755 | resultiert.

Zusammenfassend kann man feststellen, dass die Faktorisierungssdtze die wahr-
scheinlich wichtigsten Existenz-Resultate der Graphentheorie sind, schon aufgrund
ihrer uniibersehbaren Palette von Anwendungen in praktisch allen Bereichen der Dis-
kreten Mathematik. Vielleicht war dies auch ein Grund, warum das urspriingliche Pro-
blem: Ist ein 3-reguldrer briickenloser ebener Graph 1-faktorisierbar? aus den Augen
verloren wurde. Hier wurden zundchst keine Fortschritte erzielt. Und so wollen wir
uns dem ndchsten Thema zuwenden.
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Ubungen zu Kapitel 6

2.*

10.

11.

12.

13.%

14.%

16.
17.

18.
19.
20.*

Zeige, dass K4 eine eindeutige 1-Faktorisierung besitzt. Wie viele 1-Faktorisierungen hat
Kg?

Berechne die Zahl der 1-Faktoren von K»,.

Zeige, dass ein Baum hochstens einen 1-Faktor besitzt.

* Zeige: Ein bipartiter Graph mit Maximalgrad A ist die Vereinigung von A Matchings (oder

mit anderen Worten: hat chromatischen Index x’ = A).
Konstruiere fur jedes k > 1 einen k-reguldaren Graphen ohne 1-Faktor.

Rechneraufgabe: Entwirf einen Algorithmus, der auf einem Mengensystem (N;.4) eine
Transversale konstruiert bzw. ein Teilsystem liefert, welches die Hallsche Bedingung
6.5 verletzt.

Sei (N;A1,...,An) Mengensystem. Zeige: Genau dann existiert eine partielle Transver-
sale der Machtigkeit t (d.h. eine Transversale eines t-elementigen Teilsystems), wenn
| Uier Ai | = Il +t—mfirallel c {1,...,m} gilt.

Sei N = {1,...,n}. Wie viele verschiedene Transversalen hat das System
{{1,2},{2,3},{3,4},..., {n,1}}7?

* Eine quadratische Matrix mit 0,1-Eintrdgen heilt Permutationsmatrix, falls jede Zeile

und Spalte genau eine 1 enthélt. Zeige: Jede doppelt-stochastische Matrix A ist konvexe
Kombination von Permutationsmatrizen P;, d. h. A kann dargestellt werden in der Form
A= Zi:l ciP; mit ZLI ci=1,¢ci eR,c; =0.

Sei A eine n X n-Matrix mit Zeilen- und Spaltensummen = k. Zeige, dass A = Zi-‘zl P; ist,
P; Permutationsmatrizen.

Unter einem Lateinischen Rechteck M des Formats (v, s;n) verstehen wir eine v X s-
Matrix Uber {1,...,n}, in der in jeder Zeile und Spalte jedes Element hochstens einmal
vorkommt. Zeige, dass ein Lateinisches Rechteck des Formats (m, n;n) mit m < n stets
zu einem Lateinischen Quadrat der Ordnung n vervollstandigt werden kann.

1 5 3 4
5 2 4 1 3°

Etwas schwieriger. Beweise, dass ein (7, s; n)-Lateinisches Rechteck M genau dann zu
einem Lateinischen Quadrat der Ordnung n erganzt werden kann, wenn jedes Element
mindestens ¥ + s — n Mal in M aufscheint.

Vervollstandige

Zeige: Ein Baum T hat genau dann einen 1-Faktor, wenn c, (T\v) = 1 ist, fir jede
Ecke v.

* Zeige: Hat der einfache Graph G eine gerade Anzahl p = 2n von Ecken und gilt

d(u) +d(v) = p — 1 fir je zwei Ecken u, v, so besitzt G einen 1-Faktor.
Beschreibe die maximalen Graphen mit p = 2n Ecken, welche keinen 1-Faktor enthalten.

Zwei Spieler wahlen auf einem zusammenhidngenden Graphen G = (V, E) abwechselnd
verschiedene Ecken w1, u2,us,... unter der Bedingung u;u;+; € E. Wer als letzter eine
Ecke wahlen kann, gewinnt. Zeige: Der erste Spieler hat genau dann eine Gewinnstrate-
gie, wenn G keinen 1-Faktor besitzt.

Zeige, dass Kg,—» eine 3-Faktorisierung fur jedes n hat.
Etwas schwieriger. Beweise 6.17.

Beweise: Fiir jeden ebenen Graphen G ist die Arborizitdt a(G) < 3.



7 Hamiltonsche Kreise

Wenn wir zum Ende von Kapitel 3 zurtickbldttern, so lesen wir, dass der Ausgangs-
punkt zum Studium Hamiltonscher Kreise die Vermutung 3.9 von Tait war: Jeder 3-
reguldre polyedrische Graph besitzt einen Hamiltonschen Kreis. Dort wird auch er-
wahnt, dass Whitney im Lichte des Satzes von Steinitz 3.11 gezeigt hat, dass die Ver-
mutung von Tait sogar die 4-Farben Vermutung implizieren wiirde. Und mit diesem
Resultat von Whitney wollen wir beginnen.

Seine erste Beobachtung (sie war auch schon fritheren Autoren geldufig) war, dass
wir die Klasse der kubischen normalen Landkarten noch weiter einschrianken kénnen,
namlich auf jene Landkarten, in denen je zwei verschiedene Linder hochstens eine
gemeinsame Grenze haben - wir sagen, die Landkarte hat keine mehrfachen Nachbar-
schaften. Haben namlich die Lander F und G die gemeinsamen Grenzen a und b, so
ersetzen wir eine davon, sagen wir a, durch ein neues Land A, wie in Figur 7.1 ange-
deutet. Ist die neue Landkarte (die wieder kubisch und normal ist) 4-farbbar, so mit
Sicherheit auch die alte.

Figur 7.1

Satz 7.1. Das Geriist G(L) einer kubischen Landkarte mit mindestens 4 Ldndern ohne
mehrfache Nachbarschaften ist 3-fach zusammenhdngend.

Beweis. Wir bemerken als Erstes, dass G = G(L) mindestens 4 Ecken hat, da fur
2 Ecken die Landkarte induziert von 3 Mehrfachkanten resultieren wiirde, die nur
3 Lander aufweist, und eine Landkarte mit 3 Ecken wegen 1.2 unmoglich ist. Klarer-
weise ist G 2-fach zusammenhéngend, da an einer Schnittecke v wegen d(v) = 3 eine
Briicke vorkommen miisste. Sei nun {u,v} eine trennende Eckenmenge, wobei wir
zundchst annehmen, dass « und v nicht benachbart sind. Die Nachbarn von u und
v seien ui, U, u3 bzw. vq,v2, v3 (die natiirlich nicht verschieden zu sein brauchen).
Nach dem Mengerschen Satz 4.4 sind zwei der Nachbarn von u, sagen wir 1, uy, in
verschiedenen Komponenten G, G, von G\{u,v}. Es sei F das (nach Voraussetzung
eindeutige) Land mit e; = uu;, ex = uu, als Grenzen. F muss dann auch v als Rand-
ecke enthalten, und wir wédhlen die Nummerierung so, dass v, in G; und v; in G liegt
(Figur 7.2). Die Ecke uj ist ohne Beschrdankung der Allgemeinheit nicht in G,. Das mit
e3 = UU3, e» = UUy inzidente Land F’ muss dann ebenfalls v als Randecke enthalten

M. Aigner, Graphentheorie, Springer Studium Mathematik — Bachelor,
DOI 10.1007/978-3-658-10323-1_7, © Springer Fachmedien Wiesbaden 2015
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Figur 7.2

und somit f; oder f> als Grenze haben. Damit haben aber F und F’ die Grenzen e;
und f; oder f> gemeinsam, im Widerspruch zur Voraussetzung.

Nehmen wir nun an, u und v sind durch eine Kante verbunden. Wie oben seien u;
und u, Nachbarn von u in verschiedenen Komponenten G; bzw. G, von G\{u, v},
und entsprechend v; und v,. Ist u; = vy, so muss die neben u;u, u;v dritte an u;
anstoRende Kante eine Briicke sein. Gilt aber u; # vy, so bilden u; und v eine nicht
benachbarte trennende Eckenmenge, und wir sind wieder in der Ausgangssituation.

O

Also, Taits Vermutung ist aufgrund von 3.11 tatsédchlich starker als die 4-Farben
Vermutung, aber sie ist, wie wir anhand des Beispiels von Tutte in Figur 3.19 gesehen
haben, falsch. Nicht jeder 3-fach zusammenhédngende 3-reguldre ebene Graph G hat
einen Hamiltonschen Kreis. Whitney zeigte nun 1931 die merkwiirdige Tatsache auf,
dass unter gewissen Zusatzvoraussetzungen, wenn schon nicht G, so jedenfalls der
duale Graph G* Hamiltonsch ist. Oder anders ausgedriickt: Wir konnen eine Reise
durch £ machen, die jedes Land im Inneren genau einmal besucht und dann zum
Ausgangspunkt zuriickkehrt. Die Leser werden miihelos einen solchen Linienzug in
Figur 3.19 oder auf dem Dodekaeder von Figur 3.14 finden.

Bevor wir den Beweis dieses fundamentalen Ergebnisses und seine Erweiterung durch
Tutte skizzieren, wollen wir wie in den vorhergehenden Kapiteln von Landkarten zu
Graphen tibergehen. Der duale Graph G* hat keine Schlingen, Briicken oder Mehrfach-
kanten (entspricht den mehrfachen Nachbarschaften) und jedes Land wird von genau
3 Kanten begrenzt. Kurz gesagt: G* ist eine Triangulierung der Ebene, genauer eine
einfache Triangulierung.

Es ist leicht, eine weitere Beschreibung dieser Graphen zu geben. Ein Graph G heilt
maximal eben, wenn G einfach ist und es unmoglich ist, weitere Kanten zwischen
unverbundenen Ecken einzufiigen, ohne die Einbettung zu zerstoren. Offensichtlich
ist jede einfache Triangulierung maximal eben. Es sei umgekehrt G ein einfacher
ebener Graph und F ein Land mit den Randecken vy, vy,...,v¢, t = 3. Ist t = 5, so
muss es ein Paar v;, v; von nicht verbundenen Ecken geben, da K5 nicht pléttbar ist.
Aber auch fir t = 4 konnen aullerhalb F nicht beide Kanten v, v3 und v, v4 existieren.
Fir t > 4 gibt es also stets ein Paar unverbundener Ecken v;, v}, so dass wir die Kante
v;v; im Inneren von F einfiigen konnen. Ein maximal ebener Graph muss demnach
eine einfache Triangulierung sein. Unsere eingangs angestellte Uberlegung nimmt in
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der dualen Form die folgende selbstverstindliche Formulierung an: Zum Beweis der 4-
Farben Vermutung gentigt der Nachweis, dass alle maximal ebenen Graphen 4-fdrbbar
sind.

Die wichtigsten und im Folgenden stets verwendeten Eigenschaften maximal ebener
Graphen sind im ndchsten Satz zusammengefasst.

Satz 7.2. Sei G ein maximal ebener Graph mit p > 4 Ecken und q Kanten. Dann gilt:

(i) G ist eine Triangulierung ohne Mehrfachnachbarschaften,
(i) d(v) =3 flirallev €V,
(i) >pev(6—d(v)) =12,
(iv) g=3p-6.
(V) Ist T eine minimale trennende Eckenmenge, so ist der von T aufgespannte Unter-
graph ein Kreis.

(vi) G ist 3-fach zusammenhdngend.

Beweis. Dass G eine Triangulierung ist, haben wir schon gesehen. Hatten zwei solche
Dreieckslander zwei gemeinsame Grenzen uv,uw, so waren die Ecken v und w
durch zwei Kanten verbunden (da p > 4 ist). (i) folgt unmittelbar aus der Eigenschaft
maximal eben. (iii) ist die duale Aussage zu 1.6, woraus wegen >, .y d(v) = 2q sofort
(iv) folgt. Sei T irgendeine trennende Eckenmenge. Wir behaupten, dass der von T
aufgespannte Untergraph G(T) einen Kreis enthalten muss. Seien vy, v, Ecken in
verschiedenen Komponenten von G\T. Enthilt G(T) keinen Kreis, so existiert eine
Jordan Kurve C von vy nach v, die weder die Ecken noch die Kanten von G(T)
trifft. Da G eine Triangulierung ist, folgert man daraus (Beweis!), dass C zu einem
Kantenzug in G\T deformiert werden kann, im Widerspruch zur Wahl von v, und v»
(siehe Figur 7.3). Daraus folgt nun (v) und, da G keine Mehrfachkanten enthélt, auch
(vi). O

Figur 7.3

Die Kanten aus G(T) sind fettgedruckt, der zur Jordan Kurve C gehorende Weg von
v1 nach v, gestrichelt gezeichnet.

Zuriick zu den Hamiltonschen Kreisen. Die nach 7.1 erwdhnte Tour der Lander ei-
ner kubischen normalen Landkarte ist in der dualen Form ein Hamiltonscher Kreis
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in einem maximal ebenen Graphen. Ein 3-fach zusammenhdngender maximal ebener
Graph G braucht keinen Hamiltonschen Kreis zu besitzen - das kleinste Beispiel hier-
fir ist in Figur 7.4 abgebildet (ein trennender Kreis der Linge 3 ist fettgedruckt).
Setzen wir aber G als 4-fach zusammenhingend voraus, so muss stets ein solcher
Kreis existieren - und dies ist Whitneys Resultat, das wir wie auch die Verallgemei-
nerung von Tutte (1956) auf beliebige 4-fach zusammenhédngende ebene Graphen nur
zitieren.

Figur 7.4

Satz 7.3 (Whitney). Ein maximal ebener Graph, der 4-fach zusammenhdngend ist
(oder dquivalent: der keinen trennenden Kreis der Ldinge 3 aufweist), besitzt einen
Hamiltonschen Kreis.

Folgerung 7.4. Zum Beweis der 4-Farben Vermutung geniigt der Nachweis, dass alle
ebenen Hamiltonschen Graphen 4-fdrbbar sind.

Zum Beweis der Folgerung nehmen wir an, dass Gg ein einfacher ebener 5-chromati-
scher Graph mit einer Minimalzahl von Ecken ist. Durch Hinzufligen von Kanten gibt
es dann einen maximal ebenen 5-chromatischen Graphen G derselben Eckenzahl. Hat-
te G einen trennenden Kreis C = (v, v2,v3), so konnten wir wegen der Minimalitdt
von G den Untergraphen im Inneren von C zusammen mit {vy, V2, v3} mit 4 Farben
farben, und analog den dauleren Graphen (zusammen mit {v;, vz, v3}). Durch Permu-
tation der Farben auf C kénnen wir erreichen, dass die Farbungen auf C ibereinstim-
men, woraus X(G) < 4 resultieren wiirde. Wenn aber G keinen trennenden 3-Kreis
enthdlt, so ist G nach 7.3 Hamiltonsch, und der Beweis ist erbracht.

Satz 7.5 (Tutte). Jeder 4-fach zusammenhdngende ebene Graph besitzt einen Hamil-
tonschen Kreis.

Dieses Ergebnis von Tutte gehort ohne Zweifel zu den tiefsten Resultaten, die die
Graphentheorie aufzuweisen hat. Ein Hinweis dafiir ist die Tatsache, dass man 4-
fach zusammenhédngende ebene Graphen beliebiger Grofe konstruiert hat, die keine
zwei kantendisjunkten Hamiltonschen Kreise enthalten. Ubrigens: Wie das Beispiel
K45 zeigt, bleibt 7.5 nicht richtig, wenn die Plattbarkeit der Graphen fallengelassen
wird. Ein verwandtes Problem, das nach wie vor offen ist, stammt von Barnette: Ist
jeder 3-reguldre 3-fach zusammenhangende ebene bipartite Graph Hamiltonsch?
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Bevor wir zu beliebigen Graphen iibergehen, wollen wir noch zwei Ergebnisse er-
wahnen, die in diesen Problemkreis gehoren. Eines davon, von Eberhard 1891 be-
wiesen, stammt noch aus den Anfingen der Entwicklung. Betrachten wir die For-
mel 7.2(iii). Schreiben wir p; fur die Anzahl der Ecken vom Grad i, so lautet sie:
3ps + 2ps + ps — p7 — 2ps — - - - = 12. Es fallt sofort auf, dass pg liberhaupt nicht
vorkommt. Frage: Angenommen (ps3, p4, Ps, P7, Ps, - --) ist eine Folge von ganzen Zah-
len > 0, die die Formel erfiillt. Gibt es dann immer zumindest ein pg, so dass ein
maximal ebener Graph mit der Gradfolge (ps, p4, ps, Ps, P7,...) existiert? Die (nicht
leichte) Antwort ist ja, und dies ist Eberhards Theorem. Interessant ist natiirlich ins-
besondere der kleinstmdogliche Wert von pg, und es wird vermutet, dass eine Realisie-
rung fiir pg < max(k : px # 0) moglich ist. Die Leser konnen schon am Beispiel p3 = 3,
ps =ps =1, px = 0 fur k > 7 ersehen, dass dieses Minimum (pg = 3) nicht leicht zu
finden ist.

Das zweite Ergebnis betrifft nochmals Taits Vermutung tiber polyedrische Graphen.
Ausgehend von Tuttes Gegenbeispiel in Figur 3.19 waren nachfolgende Autoren be-
miiht, kleinere Beispiele nicht-Hamiltonscher polyedrischer Graphen zu finden. Eine
einfache notwendige Bedingung fiir die Existenz Hamiltonscher Kreise in ebenen Gra-
phen hat Grinberg 1968 angegeben.

Satz 7.6 (Grinberg). Sei G ein schlingenloser Hamiltonscher ebener Graph mit p Ecken
und C ein Hamiltonscher Kreis. Mit f; bzw. g; bezeichnen wir die Anzahl der Ldnder
mit i Randkanten im Inneren bzw. Auferen von C. Dann gilt

Si-2)fi=>i-2)gi=p -2

Beweis. Es gentigt, die Gleichung fir die f;’s nachzuweisen. Sei m die Anzahl der
im Inneren von C liegenden Kanten. Da C ein Hamiltonscher Kreis ist, enthédlt das
Innere von C dann m + 1 Lander, d.h. wir haben Y ; f; = m + 1. Jede dieser m Kanten
inzidiert mit zwei inneren Landern und jede der p Kanten von C inzidiert mit einem
dieser Linder. Daraus folgt 2m + p = >;if; und somit p = >,;(if; — 2fi) + 2 =
>ii—=2)fi+2. O

Als Anwendung koénnen wir sofort nachpriifen, dass der polyedrische Graph in Fi-
gur 7.5 keinen Hamiltonschen Kreis besitzt. In diesem Graphen ist p = 11, alle 9 Lan-
der haben 4 Grenzen, also ist f4s + g4 = 9und f; = g; = 0 fir i # 4, woraus der
Widerspruch 2f, = 9 resultiert.

William Thomas Tutte wurde 1917 in Newmarket, England ge-
boren. In Cambridge studierte er zundchst Chemie und wechsel-
te erst nach dem Krieg zur Mathematik. Wiihrend des Weltkrie-
ges arbeitete er in der Bletchley Park Gruppe um Alan Turing und
hatte einen entscheidenden Anteil an der Dechiffrierung der deut-
schen Codiermaschine Enigma. Obwohl er spditer viele Ehrungen
erhielt, blieb diese spektakuldre Leistung weitgehend unbeachtet.
Nach dem Studium lehrte er in Toronto und spdter in Waterloo, wo
er das neugegriindete Department of Combinatorics and Optimi-
zation zu grofiem Erfolg ftihrte. Er verfasste eine Vielzahl von fun-
damentalen Ergebnissen in praktisch jedem Gebiet, das in diesem
Buch besprochen wird. Er starb 2002 in Waterloo.
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Figur 7.5

Der Graph aus Figur 7.5 heillt der Herschel Graph, er ist das kleinste Beispiel eines
nicht-Hamiltonschen polyedrischen Graphen. Er ist allerdings nicht 3-reguldr. Die
kleinsten Beispiele derartiger 3-reguldarer Graphen haben, wie schon in Kapitel 3
erwahnt wurde, 38 Ecken. Eines ist in Figur 7.6 abgebildet. Auch hier wird die Un-
moglichkeit eines Hamiltonschen Kreises mittels der Grinberg Formel gezeigt.

Figur 7.6

Nun wollen wir uns aber die allgemeine Frage stellen: Wann ist ein Graph Hamiltonsch?
Um es gleich vorwegzunehmen: Ein handliches Kriterium hierfiir ist nicht bekannt,
und die Charakterisierung Hamiltonscher Graphen ist eines der groRen offenen Pro-
bleme der Graphentheorie. Wer den Begriff der Komplexitdt von Rechnungen kennt,
fir den sei hinzugefiigt, dass die Entscheidung, ob ein Graph Hamiltonsch ist oder
nicht, ein NP-vollstiindiges Problem ist, ja es bleibt sogar NP-vollstiandig, wenn wir uns
auf ebene 3-fach zusammenhingende Graphen beschranken. Dies schlieRt natiirlich
nicht aus, dass ein (im Sinne der Komplexitiatstheorie aufwendiges) Kriterium gefun-
den werden kann, doch wird jedes solche Kriterium schwierig zu beschreiben sein.

Die allgemeinen Ergebnisse tiber Hamiltonsche Kreise zerfallen daher im Wesentli-
chen in zwei Gruppen, geordnet nach notwendigen bzw. hinreichenden Bedingungen.
Beginnen wir mit den notwendigen Bedingungen. Eine Tatsache ist trivial: Ein Hamil-
tonscher Graph muss 2-fach zusammenhéangend sein. Eine Verallgemeinerung davon
ist:

Satz 7.7. Sei G = (V,E) ein Hamiltonscher Graph und A < V, A # (. Dann gilt
c(GN\A) < |A|, wobei c(GN\A) die Anzahl der Komponenten von G\ A bezeichnet.

Beweis. C sei ein Hamiltonscher Kreis in G, dann gilt c(C\NA) < |A[|. Da C\A ein
spannender Untergraph von G\ A ist, folgt daraus c(G\NA) < c(C\A) < |A|. O
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Mit Hilfe dieses Satzes konnen wir sofort nachweisen, dass der Graph in Figur 7.4
nicht-Hamiltonsch ist. Entfernen wir namlich die Ecken a, b, c, d, e, so besteht der
Restgraph aus 6 Komponenten.

Die Bedingung des Satzes hat groRe Ahnlichkeit mit dem Tutteschen Kriterium 6.13
fir die Existenz eines 1-Faktors - ein weiterer Hinweis auf den engen Zusammen-
hang zwischen Faktorisierung und Hamiltonschen Kreisen. 7.7 legt die Einfiihrung
des Parameters T(G) = min% nahe, wobei das Minimum tiber alle A < V mit
c(G\NA) > 1 erstreckt wird. G wird dabei als nichtvollstandig vorausgesetzt - voll-
standige Graphen sind ja immer Hamiltonsch. 7.7 besagt nun: Ist G Hamiltonsch, so
gilt T(G) = 1. Chvatal, der den Parameter T(G) vorgeschlagen hat, vermutet, dass es
eine Zahl t( gibt, so dass T(G) > to impliziert, dass G Hamiltonsch ist; to = 1 ware
die Umkehrung von 7.7, doch ist der Petersen Graph P ein Gegenbeispiel (T(P) = %).
T(G) hangt eng mit zwei anderen Graphenparametern zusammen, der Zusammen-
hangszahl k(G) und der Unabhdngigkeitszahl «(G) (= Maximalzahl paarweise nicht-
verbundener Ecken). Ist A eine trennende Eckenmenge, also c(G\NA) > 1, so wissen
wir aus 4.4, dass |A| > k sein muss. Da offensichtlich c(G\NA) < « gilt, erhalten wir
sofort:

K(G)

Lemma 7.8. Flir jeden nichtvollstdindigen Graphen G gilt T(G) = «(0) -

Mehr bekannt ist tiber hinreichende Bedingungen. Sie nehmen alle Bezug auf gewisse
Parameter des Graphen, z.B. in der Form: Sind die Grade der einzelnen Ecken grof
genug, so existiert ein Hamiltonscher Kreis. Als erstes Ergebnis notieren wir ein zu
7.8 komplementéares Resultat.

Satz 7.9 (Erd6s-Chvatal). Es sei G ein Graph mit mindestens 3 Ecken, Zusammenhangs-
zahl k und Unabhcingigkeitszahl x. Gilt k > «, so ist G Hamiltonsch.

Beweis. Angenommen, G hat Zusammenhangszahl k und besitzt keinen Hamilton-
schen Kreis. Wir wollen zeigen, dass « > k + 1 ist. Fiir k = 0 oder 1 ist dies trivial. Sei
also k > 2, dann besitzt G einen Kreis; es sei C ein Kreis maximaler Lange. G sei eine
Komponente von G\C und vq,...,vy die Ecken auf C, welche zu Ecken aus G; be-
nachbart sind. Kein Paar von Ecken v;, v; ist benachbart auf C, da wir ansonsten tiber
G einen Kreis groferer Lange als C konstruieren konnten. Also ist {vy,..., vy} eine
trennende Eckenmenge und somit £ > k. Wir wihlen einen Durchlaufsinn auf C und
bezeichnen mit wy, ..., wy jene Ecken auf C, welche jeweils nach den v;’s kommen.

Behauptung: {wq,..., wy} ist eine unabhdngige Menge in G. Angenommen, w; und w;
waren verbunden. Wir streichen die Kanten v;w;, vjw;, fligen w;w; hinzu und einen
Vi, V;-Weg in G;. Der resultierende Kreis hat dann groRere Lange als C, Widerspruch.
(Figur 7.7)

SchlieRlich ist wegen der Maximalitat von C kein w; zu irgendeiner Ecke von G;
benachbart. Ist wy nun eine Ecke von G, so bildet demnach {wg,ws,...,wy} eine
unabhingige Menge, und wir haben & > £ + 1 > k + 1. O

Satz 7.9 kann nicht weiter verbessert werden, wie wiederum der Petersen Graph lehrt,
fiir den k = 3, @ = 4 gilt. Fasst man 7.7 und 7.9 zusammen, so erkennt man, dass
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Figur 7.7

g((g; < 1 < 7(G) die Bedingungen sind, fiir die keine Aussage uber Existenz oder

Nichtexistenz von Hamiltonschen Kreisen gemacht werden kann.

Die interessantesten hinreichenden Bedingungen ergeben sich aus der Betrachtung der
Eckengrade. Die ersten beiden Resultate in dieser Richtung stammen von Ore (1960)
und Dirac (1952). Sie bilden den ersten und zweiten Teil des folgenden Satzes. Noch
ein Begriff: Ein Hamiltonscher Weg ist ein Weg, der alle Ecken genau einmal enthalt.
Sind die Endecken des Weges auch noch verbunden, so erhalten wir demnach einen
Hamiltonschen Kreis.

Satz 7.10 (Ore-Dirac). Sei G ein einfacher Graph mit p > 3 Ecken. Wenn d(u) +
d(v) = p fiir jedes Paar von nichtbenachbarten Ecken u,v gilt, so ist G Hamiltonsch.

Insbesondere trifft dies zu, wenn d(u) = % flir alle Ecken u ist.

Beweis. Angenommen, der Satz ist falsch. Unter allen Gegenbeispielen mit p Ecken
wdahlen wir einen Graphen G = (V, E) mit der maximalen Anzahl von Kanten. Es seien
u, v nichtverbundene Ecken in G, dann ist G U uv Hamiltonsch. In G existiert also
ein Hamiltonscher Weg (1 = uj,uz,...,up = v). Es seien A = {u; : uu;y; € E}
und B = {u; : u;v € E}. Nach Voraussetzung gilt |A| + |B| = d(u) + d(v) = p.
Da v ¢ AU B ist, muss es eine Ecke u, geben mit uy € A n B. Das bedeutet
aber, dass uyv € E und uug,; € E sind, so dass wir den Hamiltonschen Kreis
(u = up,..., U, v = Up,Up_1,...,Ur+1,u) erhalten, also war G doch Hamiltonsch
(Figur 7.8). O

Figur 7.8

Analysieren wir den Beweis, so sehen wir, dass das folgende Lemma gilt: Sei G ein
einfacher Graph mit p Ecken und u, v nichtbenachbarte Ecken mit d(u) + d(v) > p.
Dann ist G Hamiltonsch genau dann, wenn G U uv Hamiltonsch ist. Das heil’t aber:
Hat G ein Paar solcher nichtbenachbarter Ecken u, v mit d(u) + d(v) = p, so kénnen
wir die Kante uv hinzufiigen, ohne die Eigenschaft von G, Hamiltonsch oder nicht-
Hamiltonsch zu sein, zu verdandern. Existiert in dem neuen Graphen G; = G U uv
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wiederum ein solches Paar, so konnen wir abermals die entsprechende Kante hinzufii-
gen, usf. Der Prozess stoppt, wenn wir schlieRlich einen Graphen H konstruiert haben
mit der Eigenschaft: dy(u) + dy(v) < p fir je zwei in H nichtbenachbarte Ecken u
und v. Die Leser konnen sich miithelos davon tiberzeugen, dass es auf die Reihenfolge
nicht ankommt, in der die Kanten hinzugefiigt werden - wir erhalten immer denselben
Endgraphen H. Somit konnen wir unzweideutig die folgende Definition geben.

Definition. Sei G ein einfacher Graph auf p Ecken. Der (Hamiltonsche) Abschluss
H = h(G) von G ist der kleinste Obergraph von G, fir den dy (1) + dy (v) < p fir alle
in H nichtbenachbarte Ecken u, v gilt, wobei dy (v) den Grad von v in H bezeichnet.

Figur 7.9 zeigt die Konstruktion eines Abschlusses. Die jeweils hinzugefiigten Kanten
sind fett gedruckt.

EORRL

Figur 7.9

Aus unseren Uberlegungen erhalten wir sofort den grundlegenden Satz.

Satz 7.11 (Bondy-Chvatal). Ein einfacher Graph G ist genau dann Hamiltonsch, wenn
sein Abschluss h(G) Hamiltonsch ist.

Konnen wir aus dem Graphen G schliefen, dass h(G) Hamiltonsch ist, so muss es
auch G sein. Inshbesondere gilt also:

Folgerung 7.12. Ist G ein einfacher Graph, dessen Abschluss ein vollstdndiger Graph
ist, so ist G Hamiltonsch.

Das letzte Resultat gibt uns eine Methode an die Hand, wie wir hinreichende Bedin-
gungen aus der Gradfolge ableiten konnen.

Satz 7.13 (Chvatal). Es sei G ein einfacher Graph auf p Ecken. Wir nummerieren die
Ecken vy,...,vp, so dass fiir die Gradfolge d\ < d, < - - - < d, gilt, wobei d; = d(v;)
abgekiirzt wird. Wenn aus dy < k < % stets dy—x = p — k folgt, so ist G Hamiltonsch.

Beweis. Wir wollen beweisen, dass die Voraussetzungen des Satzes die Vollstdandig-
keit des Abschlussgraphen H = h(G) bedingen. Angenommen, dies ist nicht so, dann
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wahlen wir ein Paar von in H nichtverbundenen Ecken u, v, fiir das dy(u) + dg (v)
maximal groB ist. Es sei dg(u) < dy(v). Da nach Definition von H, dy (1) + dg(v) <
p — 1 sein muss, folgt dy(u) < %. Wir setzen k = dg(u) und zeigen, dass mit
diesem Index k die Bedingung des Satzes verletzt ist. Es seien A und B die Mengen
der zu u bzw. v in H nichtbenachbarten Ecken. Wir haben [A| = p — 1 -k, |B| =
p—-1-dyg(w) = dg(u) = k und nach Wahl von u und v gilt ferner dy(x) < k
fir alle x € Bund dy(x) < dy(v) fir alle x € A. Aus d(x) < dy(x) ersehen wir,
dass es in G mindestens k Ecken gibt (jene aus B), fiir die d(x) < k ist, d.h. es gilt
dr < k < £, und dass es in G mindestens p — k Ecken gibt (jene aus A und u), fiir
die d(x) <dg(v) < p—-1-kist,dh esgitd, r < p—k—1,und dies ist unser

gewlnschter Widerspruch. O

Wie gut ist dieser Satz? Er beinhaltet natiirlich Diracs Ergebnis (wegen d; > % ist dies
trivial) und auch Ores, wie man leicht zeigen kann. Aber fiir den Graphen aus Figur 7.9
kann er nicht angewandt werden. Hier haben wir die Gradfolge (2,2, 3,3,3,3,4) und
die Bedingung aus 7.13 ist schon fir k = 2 wegen ds = 3 < 5 nicht erfillt. Die
Aussage 7.12 ist also stiarker. In dem folgenden Sinn ist aber 7.13 bestmoglich.
Seien d = (dy < d2 < --- <dp)und d’ = (d} < d, < --- < d,) Gradfolgen.
Wir sagen d’ dominiert d, wenn d; < d; fur alle i gilt, in Zeichen d < d’. Die
Folgen werden mittels < zu einer geordneten Menge. Es ist unmittelbar klar, dass
mit jeder Folge d, welche Chvatals Bedingung in 7.13 erfillt, dies auch fiir jede
Folge zutrifft, die d dominiert. In der Sprache der Ordnungstheorie heillt dies: Die
Menge der Folgen, welche 7.13 erfiillen, bilden ein oberes Ideal beziiglich der Ordnung
<, welches laut 7.13 nur aus Hamiltonschen Folgen besteht. Dieses Ideal kann nun
innerhalb der Klasse der Hamiltonschen Folgen nicht mehr vergroRert werden. Es
sei ndmlich d = (d; < d> < --- < d,) eine Folge, welche 7.13 verletzt, dann
gibt es ein k < % mit dy < k und dp_r < p — k — 1. Die Folge d wird somit
durch d(k,p) = (\k,k,...,kl,lp -k-1,...,p -k - I;P_ 1,...,p - 11) dominiert. Zu
jkf pj2k I

dieser Gradfolge gibt es aber einen Graphen G(k,p) und er ist, wie man sich leicht
uberzeugen kann, eindeutig bestimmt (Figur 7.10).

Al =k Bl =k ICl=p -2k
Figur 7.10

Die Eckenmenge von G(k,p) besteht, wie angegeben, aus drei Teilen A, B, C. Die
Untergraphen auf B und C sind vollstandig, zwischen Ecken aus A gibt es keine Kanten
und je zwei Ecken aus A und B bzw. B und C sind verbunden. G(k, p) ist aber nicht
Hamiltonsch, wie c(G\B) = k +1 > k = |B| und 7.7 lehrt.

Ein Weiteres folgt aus unseren Uberlegungen. Es sei G = (V, E) ein nicht-Hamiltonscher
Graph mit Gradfolge d = (d; < --- < dp), dann wird d durch eine Folge d(k, p)
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fur ein gewisses k < % dominiert. Insbesondere gilt somit nach 1.2, |E| = %Zdi <
%(k2 +(p-2k)(p-k-1)+k(p-1)) = (f’gk) + k2. Man rechnet nun sofort nach,

dass stets (’”gk> +k% < (’”51) + 1 gilt mit Gleichheit fir k = 1 oder k = 2, p = 5. Somit
erhalten wir:

Folgerung 7.14. Hat ein einfacher Graph p Ecken und mehr als (”;1) + 1 Kanten, so ist

er Hamiltonsch. Die einzigen nicht-Hamiltonschen Graphen mit (’”gl) + 1 Kanten sind
die Graphen aus Figur 7.11.

) X

G(1,p) G(2,5)

Figur 7.11

Besonders interessieren natiirlich die reguldren Graphen. Ist G k-reguldr mit k > %,
dann ist G Hamiltonsch nach 7.10. Der erste Fall, der von 7.10 oder 7.13 nicht gedeckt
ist, ist k = ’”T_l, doch gilt auch hier noch das entsprechende Ergebnis, dessen (nicht

schwierigen) Beweis sich die Leser tiberlegen mogen.

Satz 7.15 (Nash-Williams). Ein einfacher k-reguldrer Graph auf p = 2k + 1 Ecken ist
Hamiltonsch.

Kann man das letzte Resultat noch verscharfen? Offensichtlich muss ein k-regulédrer
Graph auf p = 2k + 2 Ecken nicht mehr Hamiltonsch sein. Der Graph G bestehend
aus zwei Komponenten, jeweils isomorph zu K., ist ein Gegenbeispiel. Setzt man
aber G als zusammenhédngend voraus, so muss tatsdchlich wieder ein Hamiltonscher
Kreis existieren, ja es gilt sogar: Ist der einfache Graph 2-fach zusammenhédngend und
k-reguldar mit k > %, so ist G Hamiltonsch. Einer Verscharfung dieses Resultats steht
wieder unser allgegenwartiger Petersen Graph im Wege.

Weitere interessante hinreichende Bedingungen fir die Existenz Hamiltonscher Kreise
ergeben sich aus der Betrachtung der Potenzen von Graphen. Die m-te Potenz G™
eines Graphen G ist der Graph, dessen Eckenmenge zu der von G korrespondiert und
in dem Ecken genau dann verbunden sind, wenn sie in G durch einen Weg der Lange
< m verbunden sind. Figur 7.12 zeigt einen Baum T und seine zweite Potenz T2.

Figur 7.12

Sekanina hat 1960 gezeigt, dass die dritte Potenz G*® jedes zusammenhdngenden
Graphen G Hamiltonsch ist. Fiir das Quadrat G2 muss dies nicht mehr gelten, wie der
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nicht-Hamiltonsche Graph T2 aus Figur 7.12 illustriert. Harary und Schwenk haben
dazu bewiesen, dass das Quadrat eines Baumes G genau dann Hamiltonsch ist, wenn
G nicht den Baum T aus Figur 7.12 als Untergraphen enthélt. Allgemein steht aber
eine Charakterisierung jener Graphen, deren Quadrat Hamiltonsch ist, noch aus. Auf
der positiven Seite hat Fleischner 1974 den folgenden Satz bewiesen.

Satz 7.16 (Fleischner). Das Quadrat G? jedes 2-fach zusammenhcingenden Graphen ist
Hamiltonsch.

Bevor wir dieses Kapitel tiber Hamiltonsche Kreise schlieRen, wollen wir noch auf
einen interessanten Aspekt eingehen, der seinen Ausgangspunkt in 7.14 hat. Dort
haben wir gezeigt, dass ein einfacher Graph auf p Ecken und mindestens (’”;1) + 2
Kanten stets einen Hamiltonschen Kreis enthalt. Oder andersherum formuliert: Ein
einfacher Graph auf p Ecken, der keinen Kreis C,, der Linge p enthélt, weist hochstens
("’ ;1) + 1 Kanten auf. Dies legt das folgende allgemeine Extremalproblem nahe: Sei H
ein einfacher Graph. Mit ex(H, p) bezeichnen wir die Maximalzahl von Kanten eines
einfachen Graphen auf p Ecken, der H nicht als Untergraphen enthalt.

Wir konzentrieren uns auf zwei wichtige Graphenklassen: H = Py (Weg der Lange k)
und K.

Lemma 7.17. Sei G ein zusammenhdngender einfacher Graph mit p > 3 Ecken, in dem
d(u) + d(v) = k fiir je zwei nichtbenachbarte Ecken u, v gilt. Falls k = p ist, enthdlt G
einen (Hamiltonschen) Weg P,_1. Falls k < p ist, enthdlt G einen Weg Py der Ldnge k.

Beweis. Der Fall k = p wurde in 7.10 behandelt. Seinun k < p,und P = (ug, u1,...,Uuyp)
ein langster Weg in G. Alle Nachbarn von u©o und u, miissen auf P liegen. Ange-
nommen £ < k — 1, dann kann G keinen Kreis der Linge £ + 1 enthalten. Denn
wegen £ +1 < k < p — 1 existiert eine Ecke auferhalb C, die mit einer Ecke von
C verbunden sein miisste (G ist zusammenhdngend!), und wir hatten einen Weg
der Linge ¥ + 1. Insbesondere gilt also uguy ¢ E. Wie im Beweis von 7.10 set-
zen wir A = {u; : uouiy1 € E}, B = {u; : ujupy € E}. Nach Voraussetzung gilt
Al + |B] = d(ug) + d(uyg) = k, up € AuBund An B = (), da wir ansonsten den
Kreis (1, Uit1, Uit2, ..., Up, Ui, Ui 1,..., U1, Uo) der Lange £+ 1 erhielten. Daraus folgt
schlieRlich k < d(ug) + d(uy) < ¥, also hat P doch mindestens Linge k. O

Satz 7.18. Es gilt ex(Py,p) < %p mit Gleichheit genau dann, wenn alle Komponenten
isomorph zu K, sind.

Beweis. Sei k fest gewdhlt. Fliir p < k ist die Aussage trivialerweise richtig. Wir neh-
men induktiv an, dass die Behauptung richtig ist fiir weniger als p Ecken. Es sei nun
G = (V,E) ein Graph auf p > k Ecken ohne Weg der Lange k. Ist G nicht zusammen-
hédngend, so konnen wir sofort die Induktionsannahme auf die einzelnen Komponen-
ten anwenden. G sei also zusammenhdngend, dann enthélt G keinen vollstandigen
Untergraphen Ky, und ferner nach 7.17 eine Ecke u mit d(u) < % Da G\u nach
Induktion kein Extremalgraph ist (d. h. fiir den Gleichheit in 7.18 gilt), folgern wir
k-1 k- k-1

1
>t (v—D—TrJ,

womit beide Behauptungen bewiesen sind. O

|E| = d(u) + |[E(GNu)| <




7 HAMILTONSCHE KREISE 129

Der genaue Wert von ex(Py, p) ist fir beliebiges k und p nicht bekannt. Fiir den Fall
k = p—1, d. h. fir die maximal moégliche Kantenzahl in einem einfachen Graphen ohne
Hamiltonschen Weg, kann man &hnlich wie in 7.14 die Formel ex(P,_1,p) = ("’ 51)
nachweisen. Die Extremalgraphen bestehen aus einer Komponente K,_; und einer
weiteren isolierten Ecke, und auch hier gibt es einen weiteren Graphen (p = 4,k = 3),

namlich K, 3-

Der wichtigste und historisch auch erste Extremalsatz betrifft Graphen, die keinen
vollstandigen Untergraphen Kj enthalten. Die entsprechende Formel fiir ex(Ky, p)
wurde von Turan (wie er selber berichtet, in einem Kriegsgefangenenlager) 1941 ge-
funden. Wir geben eine Verscharfung seines Resultates von Erdoés, der die wichtigsten
Arbeiten in diesem Bereich der Graphentheorie verfasst hat.

Satz 7.19. Es sei G = (V,E) ein einfacher Graph, der keinen vollstindigen Untergra-
phen Ky enthdlt. Dann existiert ein (k — 1)-chromatischer Graph H auf V, so dass
dy(w) = dw) fiirallev €V gilt.

Beweis. Fir k = 1 oder 2 ist die Behauptung klar. Es sei also k > 3 und der Satz richtig
fur alle kleineren Werte von k. Wir wahlen eine Ecke u von maximalem Grad in G
und bezeichnen mit Gy den auf den Nachbarn U von u induzierten Untergraphen. Gg
enthélt keinen Graphen K, da wir ansonsten zusammen mit u einen Graphen Ky in
G hétten, also existiert nach Induktionsvoraussetzung ein (k—2)-chromatischer Graph
Hy auf U mit dy, (v) = dg,(v) fur alle v € U. Wir konstruieren uns nun H, indem
wir zu Hj alle Kanten zwischen Ecken aus U und V\U hinzufiigen. Offensichtlich ist
H (k — 1)-chromatisch (wir konnen allen Ecken aus V\U dieselbe Farbe erteilen). Ist
v € U, so gilt dyg(v) = du,(v) + |V| = |U| = dg,(v) + |V| = |U| = d(v), und ist
v € VU, so haben wir nach Wahl von u ebenfalls dy(v) = |U| = d(u) > d(v). O

Mit Hilfe von 7.19 kénnen wir nun sofort ex(Ky, p) und die Extremalgraphen bestim-
men. (Den Lesern wird sicherlich die verbliiffende Ahnlichkeit zu den Uberlegungen
vor 7.14 aufgefallen sein.) Der (k — 1)-chromatische Graph H habe die Farbklassen
Al,...,Ax-1 mit |A;| = p;, wobei wir p; < p2 < --- < pi-1 annehmen. Dann gilt
E(G)| = $S,evd(w) < 33 ,cvdu(v) = [E(H)| < S1<icjer 1 pipj. Der Ausdruck
Dl1<i<j<k-1 Pip; ist maximal (und zwar eindeutig), wenn die p;’s so gleich wie moglich
sind, d.h.wenn p; = p> = -+ = Pr_1-y = M, Py = -+ = Px-1 = M + 1 ist, wobei
p =m(k—1)+ristmit O <+ < k — 2. Den entsprechenden (k — 1)-chromatischen
Graphen wollen wir mit T(k — 1, p) bezeichnen. T (k — 1, p) besteht also aus k — 1 un-
abhdngigen Mengen der Machtigkeit m oder m + 1 und allen Kanten zwischen Ecken
aus verschiedenen Mengen. Figur 7.13 zeigt den Graphen T(3,7).

Figur 7.13
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T(k—1,p) enthdlt %[(kf 1-ryim(p-m)+r(m+1)(p—m-—1)] Kanten und dies ist,

_ 2_,2 .
wie man durch eine leichte Rechnung bestatigt, gleich % + (;) Diese letzte

Zahl ist demnach eine obere Schranke fiir ex(Ky, p). Da aber der Graph T(k — 1, p)
offensichtlich keinen vollstandigen Untergraphen Kj; enthilt, muss diese Zahl der
genaue Wert von ex(Ky, p) sein. Auch die Extremalgraphen sind dadurch bestimmt.
Ist ndmlich G Extremalgraph, so muss d(v) = dg(v) und H = T(k — 1,p) sein.
Daraus folgt aber mit Induktion sofort, dass G (k — 1)-chromatisch ist und daher
gleich T(k — 1, p) sein muss. In Zusammenfassung erhalten wir:
Satz 7.20 (Turén). Fiirk = 2 gil = Gedp2or?) | (7 ip =mk-

. . > 2 gilt ex(Ky, p) S T (2), wobeip = m(k—-1)+7,
0<vr <k-2,ist. T(k — 1, p) ist der eindeutige Extremalgraph.

Beispielsweise hat ein einfacher Graph auf p Ecken, der keine Dreiecke besitzt,
2
hochstens [%J Kanten, und K, LS ist der eindeutige Extremalgraph.

Wir wollen noch ein verwandtes Problem losen. Sei G = (V,E) ein einfacher Graph
auf p Ecken und G sein Komplement. Wir wollen die Totalzahl A der Dreiecke in G
und G zéhlen. Eine 3-Menge {u,v,w} < V nennen wir schlecht, falls u, v, w weder
in G noch in G ein Dreieck ergeben. Genau zwei der Ecken u, v, w haben dann die
Eigenschaft, dass eine Kante in G liegt und die andere in G. Da fiir eine beliebige
Ecke u € V es offenbar genau d(u)(p — 1 — d(u)) solcher Kantenpaare inzident mit
u gibt, ist die Zahl der schlechten Dreiecke %Zugv d(u)(p — 1 — d(u)) und damit
die Totalzahl der Dreiecke in G oder G, A = (‘;’) — %Zue\/ du)(p — 1 — d(u)).
Wegen d(u)(p — 1 —d(u)) < ("’T’l)2 erhalten wir A > (’;’) - %("’T’l)z = W.
Insbesondere gilt also fiir jeden Graphen G auf p > 6 Ecken, dass entweder G oder G
ein Dreieck enthélt. Fiir p = 5 ist dies nicht mehr richtig: G = Cs mit G = Cs ist ein
Gegenbeispiel.

Dieses Ergebnis ist als Puzzle bekannt: Zeige, dass in jeder Gesellschaft von sechs
Personen es drei Leute gibt, die sich alle untereinander kennen, oder drei, von denen
keine eine andere kennt. Die Verallgemeinerung dieses Rétsels fithrt zu einem der
schonsten und vielseitigsten Sdtze der Kombinatorik, dem Satz von Ramsey, mit dem
wir dieses Kapitel schlieRen wollen.

Satz 7.21 (Ramsey). Seien k,¥ > 1 natiirliche Zahlen. Dann gibt es eine kleinste Zahl
R(k, L), genannt Ramsey Zahl, so dass fiir jeden einfachen Graphen G aufp = R(k,{)
Ecken entweder G einen vollstdndigen Untergraphen Ky enthdilt oder der komplemen-
tdre Graph G einen vollstindigen Untergraphen K.

Beweis. Wir verwenden Induktion nach k + . Falls k = 1 oder £ = 1 ist, so ist die
Behauptung trivialerweise richtig. Fiir k = 2 und £ > 2 haben wir R(2,¥) = £, da ein
Graph G auf £ Ecken entweder eine Kante, also einen Untergraphen K, enthélt oder G
isomorph zu K ist. Ebenso gilt R(k,2) = k fiir k > 2. Wir nehmen nun induktiv an,
dass die Behauptung richtig ist fir alle Paare (k',¢') mit2 < k' <k-1,2 < ¥ < ¥
und fiir alle Paare (k',¥') mit 2 < k' < k,2 < <{ — 1. Wir setzen p; := R(k — 1,¥),
p> := R(k,¥ — 1) und weisen nach, dass

R(k,¥) < p1+p> ()
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gilt. Sei G = (V,E) also ein beliebiger Graph auf p > p; + p» Ecken und v € V. Unter
den p —1 Ecken # v gibt es wegen p —1 > p; + p» — 1 entweder mindestens p;, die mit
v verbunden sind, oder mindestens p», die mit v nicht verbunden sind. Im ersten Fall
existiert im Untergraphen dieser p; = R(k—1,f) Ecken nach Induktionsvoraussetzung
ein vollstandiger Teilgraph K-, welcher zusammen mit v einen Kj in G ergibt, oder
ein vollstdndiger Teilgraph K, in G. Im zweiten Fall existiert auf den p» = R(k, £ — 1)
Ecken ein vollstandiger Teilgraph Kj in G oder ein Ky_; im Komplement, welcher
zusammen mit v einen K, in G ergibt. In beiden Féllen gilt somit die Behauptung des
Satzes, und der Beweis ist beendet. O

Das Ergebnis unseres Puzzles von oben besagt also R(3,3) = 6. Nur wenige Ramsey
Zahlen sind bekannt und aufgrund von Komplexitatsbetrachtungen besteht auch kei-
nerlei Hoffnung, jemals eine geschlossene Formel fiir die Ramsey Zahlen zu erhalten.
Die Bedeutung des Ramseyschen Satzes liegt darin, dass er, wie auch der Satz von
Hall 6.3, eine allgemeine Existenzaussage beinhilt. Uber die mannigfachen Variatio-
nen und Verallgemeinerungen von 7.21 konnen sich die Leser anhand des Buches von
Graham-Rothschild-Spencer einen Uberblick verschaffen.
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Ubungen zu Kapitel 7

Vervollstandige den Beweis von 7.2(v).

Verifiziere Eberhards Theorem fir p3 = 2, ps = 4, ps = pg = 1. Was ist das kleinste pg?
Beweise, dass der Graph aus Figur 7.6 nicht-Hamiltonsch ist.

Welche Wiirfel Q, sind Hamiltonsch, welche Graphen Ky, »?

5. Ein Graph G heilt fast-Hamiltonsch, falls G nicht Hamiltonsch ist, aber jeder Teilgraph

10.*

11.

12.

13.

14.*

15.

16.*

17.

18.

19.

20.%

G\u. Zeige, dass es keinen fast-Hamiltonschen Graphen mit p < 8 Ecken gibt. Gib ein
Beispiel eines solchen Graphen mit 10 Ecken.

Die Zahlen x(G) und k(G) seien definiert wie in 7.8. Zeige: Gilt d(u) + d(v) > p fir
jedes Paar nichtbenachbarter Ecken u, v, so ist k(G) > «(G).

Konstruiere einen nicht-Hamiltonschen Graphen auf 10 Ecken, fiir den d(u) + d(v) = 9
fir je zwei nichtbenachbarte Ecken gilt.

Etwas schwieriger. Beweise: Gilt d(u) +d(v) > p + 1 fiir je zwei nichtbenachbarte Ecken
u, v, so gibt es einen Hamiltonschen Weg zwischen je zwei Ecken des Graphen. Zeige,
dass d(u) + d(v) = p nicht geniigt.

“ Zeige, dass es beim Hamiltonschen Abschluss (siehe 7.11) nicht auf die Reihenfolge der

hinzugefiigten Kanten ankommt.

Beweise das folgende Analogon zu 7.13: Sei d1 < d» < --- < dp die Gradfolge des
einfachen Graphen G. Wennaus dy < k-1 < ”’T_l stets dp_k+1 = p — k folgt, so besitzt
G einen Hamiltonschen Weg.

Folgere aus der vorhergehenden Ubung, dass ein einfacher Graph mit p Ecken und mehr
als (”;1) Kanten stets einen Hamiltonschen Weg besitzt.

Etwas schwieriger. Beweise 7.15. (Hinweis: Zeige zundchst, dass G jedenfalls einen
Hamiltonschen Weg besitzt.)

Zeige, dass G3 stets Hamiltonsch ist, falls G mindestens 3 Ecken hat und zusammen-
hingend ist. (Hinweis: Beweise dies zundchst fiir Baume.)

Aus Ubung 11 wissen wir, dass ex(Py_1,p) < (”;1) ist. Zeige Gleichheit und bestimme
die Extremalgraphen.

Beweise: Ist G einfach und 2-fach zusammenhdngend mit d(u) > k, k < % fur alle
Ecken u, so enthélt G einen Kreis der Lange mindestens 2k.

Folgere aus der vorhergehenden Ubung: Ist G ein einfacher Graph auf p Ecken und mehr
als k“gz U Kanten, so enthilt G einen Kreis der Lange > k + 1. Bestimme alle Graphen
mit w Kanten ohne Kreis der Lange > k + 1.

Sei «x(G) die Unabhdngigkeitszahl und d(G) die Tragerzahl (= Minimalzahl von Ecken,
die alle Kanten treffen, siehe 6.1). Zeige, dass stets cx(G) + d(G) = p gilt und folgere
daraus fiir einfache dreiecksfreie Graphen q < «d, g < 7

Etwas schw1er1ger Wir wissen, dass ein einfacher Graph G auf p Ecken ohne Dreiecke

hochstens Kanten besitzt. Sei p = 2n und G habe + 1 Kanten. Zeige, dass dann G
nicht nur eln sondern mindestens n Dreiecke enthalt

Verallgemeinere den Ramseyschen Satz. Zu 1,...,¢, gibt es eine kleinste Zahl
R({1,...,¥y), so dass folgendes gilt: Zu jedem Graphen G auf p > R({1,...,¥,) Ecken
und zu jeder Farbung der Kanten von G mit v Farben gibt es ein i, so dass G einen
vollstindigen Untergraphen auf #; Ecken enthilt, dessen Kanten alle mit Farbe i gefarbt
sind.

Sei r,y, = R(3,3,...,3). Wir wissen 1> = 6. Zeige durch Induktion, dass 7,1 <
[ ——

m
(m+ 1)(ry, — 1) + 2 fir alle m > 2 gilt.
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Wie schon bei den vorangegangenen Themen beginnt auch unsere letzte Theorie in
den 1930’er Jahren - und zwar mit dem Satz 4.11 von Whitney. Rufen wir uns den
dort abgehandelten Gedanken in Erinnerung: G = (V,E) sei ein Graph. Wir nennen
G* = (V*,E*) ein Whitney-Dual, wenn eine Bijektion @ : E — E* existiert, so dass
C < E genau dann ein Polygon in G ist, wenn ¢ C < E* ein Bond in G* ist. Der
Inhalt von Whitneys Satz war: Genau die plattbaren Graphen G besitzen ein W-Dual,
ndamlich den dualen Graphen G* irgendeiner ebenen Realisierung. Was aber, wenn G
nicht plattbar ist, konnen wir auch dann eine sinnvolle ,,duale® Struktur erklaren?

Zur Beantwortung dieser Frage untersuchte Whitney die genaue Struktur von Polygo-
nen und Bonds und kam dadurch auf den Veblenschen Ansatz der Inzidenzmatrix
zuruck. Es sei A = (a;;) die Ecken-Kanten Inzidenzmatrix des Graphen G = (V,E).
Fassen wir A als Matrix tiber GF(2) auf, so sind die Spalten s; (entsprechend den
Kanten ej) 0,1-Vektoren der Linge |V, und wir haben gesehen, dass die minimalen
linear abhéngigen Mengen {s;,,...,s; } genau den Polygonen {ej,,...,e;} von G ent-
sprechen. Umgekehrt formuliert ist {s;,,...,s;,} genau dann linear unabhéngig, wenn
I = {ei,...,e,} Keine Polygone enthdlt, d. h. wenn I ein Wald ist.

Was fiir struktuelle Eigenschaften haben die Walder oder Kreise? Die Abstraktion die-
ser Eigenschaften (und entsprechend dazu, der linearen Unabhédngigkeit bzw. Abhéan-
gigkeit in Vektorraumen) fithrte zu einer Klasse kombinatorischer Strukturen, die vor
allem seit den Arbeiten von Tutte und Edmonds in den 1960’er Jahren zu ganz neu-
en Einsichten und Querverbindungen gefiihrt haben. Wir beginnen mit der folgenden
grundlegenden Definition.

Definition. Ein Matroid M = M(S) ist eine endliche Menge S zusammen mit einer
Familie ¢ < 25 von Untermengen von S, die folgende Axiome erfiillt:

1L peg;leqg,Jcl=Jec(.

(2) Fur jedes A < S haben alle maximalen Untermengen von A, die in ¢ liegen, dieselbe
Machtigkeit. Diese Machtigkeit nennen wir den Rang v (A) von A, und v (S) = v (M)
den Rang des Matroides.

Die Mengen aus ¢ heilen die unabhdngigen Mengen des Matroids.

In Worten: Jede Untermenge einer unabhdngigen Menge ist unabhédngig, und die maxi-
malen unabhdngigen Untermengen einer Menge A < S haben die gleiche Machtigkeit.
Diese Axiome sind, wenn wir ,,unabhéngig” durch linear unabhcingig ersetzen, wohl-
bekannte Satze der Linearen Algebra. Ist also V irgendein Vektorraum, so bildet jede
endliche Menge S von Vektoren, mit den linear unabhdngigen Mengen als Familie ¢,
ein Matroid. Jedes auf solche Weise erhaltene Matroid nennen wir ein lineares Matroid.
Von diesem Urtypus, der ja immer durch eine Matrix dargestellt werden kann, leitete
Whitney naturlich den Namen Matroid ab.

M. Aigner, Graphentheorie, Springer Studium Mathematik — Bachelor,
DOI 10.1007/978-3-658-10323-1_8, © Springer Fachmedien Wiesbaden 2015
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Der folgende Isomorphiebegriff ist selbstverstandlich: Zwei Matroide M (S) und M’ (S")
heilfen isomorph, wenn es eine Bijektion ¢ : § — S’ gibtmitT € § © @I € §'.

Die zweite - und uns zuvorderst interessierende - Klasse bilden die Graphen. Sei
G = (V,E) ein beliebiger Graph. Wir erkdren eine Kantenmenge I < E als unabhédngig,
wenn der Untergraph G; = (V,I) ein Wald in G ist. Der Kiirze halber identifizieren
wir stets A < E mit dem Untergraphen G, = (V, A). Offensichtlich ist fir die Familie
der Walder Axiom 1 erfiillt, aber auch 2. Ist ndmlich A = E und bezeichnet c(A) die
Anzahl der Komponenten von A, dann wissen wir, dass fiir jeden maximalen Wald I
in A gilt: |I| = |V| — c(A). Die Machtigkeit einer in A maximalen unabhédngigen Menge
ist also stets dieselbe, ndmlich v (A) = |V| — c(A).

AN A AN
S G I

Wir nennen das so erkldrte Matroid auf E das Polygonmatroid #(G) von G = (V,E).
Figur 8.1 zeigt einen Graphen G und seine maximalen Walder.

Ein abstraktes Matroid, das isomorph zu einem Polygonmatroid ist, nennen wir gra-
phisch. Das kleinste nicht-graphische Matroid ist (bis auf Isomorphie) S = {a, b, ¢, d},
g = {0,a,b,c,d,ab,ac,ad,bc,bd,cd}. Die Leser mogen sich iiberlegen, warum es
keinen Graphen G = (V,E) mit E = {a, b, c,d} geben kann, dessen Walder genau den
Mengen aus ¢ entsprechen. In #(G) sind die Schlingen von G genau die einelemen-
tigen abhdngigen Mengen und jedes Paar von Mehrfachkanten die zweielementigen.
In Analogie dazu nennt man auch in beliebigen Matroiden ‘M die abhdngigen ein-
elementigen Mengen die Schlingen von M, und M einfach, wenn M keine ein- oder
zweielementigen abhangigen Mengen enthalt.

Sei S und eine Familie § < 25 gegeben, welche Axiom (1) erfiillt. Eine niitzliche
Beobachtung ist, dass Axiom (2) dquivalent ist zu folgendem Austauschaxiom:

(2") SeienI,J € ¢, |I| < |J|, dann existiert p € NI mitI Up € .

Ist ndmlich (2) erfillt und setzen wir A = [ U J, so haben alle maximalen §-Mengen von
A gleiche Machtigkeit 7 (A), also muss es wegen |I| < |J| < ¥(A) ein solches p € J\I
geben. Ist aber umgekehrt (2') erfiillt, dann kénnen offenbar zwei maximale ¢-Mengen
in A nicht verschiedene Machtigkeit haben.

Whitney hat in seiner Arbeit 1935, in der er Matroide einfiihrte, weitere axiomatische
Beschreibungen angegeben, von denen wir noch zwei anfiihren wollen. Jede maximale
J-Menge in A nennen wir eine Basis von A, und eine maximale J-Menge von S eine
Basis des Matroides. Klarerweise determiniert § die Familie 3 der Basen von M (es
sind ja gerade die maximalen Mitglieder), aber auch die Umkehrung ist richtig, denn
gJ besteht nach Axiom (1) genau aus den Untermengen der Basen.

Satz 8.1. Sei M(S) ein Matroid und B die Familie der Basen. Dann gilt:
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(Bl) B#B €B3=B¢B.
(B2) Sei B # B’ € B. Dann existiert zu jedem b € B einb’ € B' mit (B\b) U Db’ € B.

Ist umgekehrt B eine nichtleere Mengenfamilie, die (B1) und (B2) erfiillt, dann gibt es
ein eindeutiges Matroid, welches B als Basenfamilie hat.

Beweis. (B1)ist klar, und (B2) folgt mit B\b, B" € J wegen |B\b| < |B’| aus Axiom (2").
Erfiillt andererseits B die Bedingungen des Satzes, so erkldaren wir ¢ als Familie aller
Untermengen von B-Mengen. Die Axiome (1) und (2') sind dann sofort verifiziert. O

Ist A < Sund A ¢ ¢, so nennen wir A abhdngig. Mit § determiniert auch die
Familie 7 = 25\ ¢ der abhingigen Mengen das Matroid, und da wegen Axiom (1)
jede Obermenge einer abhdngigen Menge wieder abhdngig ist, so reichen bereits die
minimalen abhédngigen Mengen aus, um das Matroid eindeutig festzulegen. In den
Polygonmatroiden von Graphen sind diese minimalen abhdngigen Mengen natiirlich
genau die Polygone, so dass man in Anlehnung dazu die minimalen abhdngigen
Mengen in einem beliebigen Matroid M die Kreise von ‘M nennt.

Satz 8.2. Sei M(S) ein Matroid und K die Familie der Kreise. Dann gilt:

ClHOEHKC+C eX=>C¢C,C ¢C.
(C2) C+C' eK,peCnC(C = esexistiert D € X mitD < (Cu C’')\p.

Ist umgekehrt K eine Mengenfamilie, die (C1) und (C2) erfiillt, so gibt es ein eindeutiges
Matroid, welches K als Kreisfamilie hat.

Der Beweis sei den Lesern tiberlassen. Interessant ist, dass (C2) dquivalent ist zur
scheinbar schérferen Bedingung

C2Y C+C eK,pelCn(’,qe C\C" = esexistiert D e K mitqe D < (CuC')\p.

Die letzte Bedingung (C2’) ergibt, auf Graphen tiibertragen, einen keineswegs mehr
unmittelbar einsichtigen Satz tiber Polygone.

Kehren wir zuriick zum Ausgangspunkt. Gibt es zu einem nichtplattbaren Graphen G
eine duale Struktur? Wenn wir G mit dem Polygonmatroid #(G) identifizieren, so hat
Whitney eine elegante Antwort gegeben: Jedes Matroid ‘M hat ein natiirliches Dual M*,
welches im Fall #(G), G eben, genau das Polygonmatroid #(G*) des dualen Graphen
G* ist.

Hassler Whitney, geboren 1907 in New York, stammte aus einer Fa-
milie von bedeutenden Wissenschaftlern. Nach einem Mathematik-
und Musikstudium an der Yale University promovierte er 1932 bei
G. D. Birkhoff in Harvard iiber ein Thema zur Fdrbung von Gra-
phen. In den folgenden Jahren publizierte er eine Reihe von grund-
legenden Arbeiten zu Graphen und Matroiden. Beriihmt wurde er
aber vor allem durch seine fundamentalen Beitrdge zur Topologie,
geometrischer Maftheorie, Funktionen und Mannigfaltigkeiten. Er
war von 1935-1952 Professor in Harvard und wechselte dann ans
Institute for Advanced Study in Princeton. Neben der Mathematik
war er ein ausgezeichneter Violinist und passionierter Bergsteiger.
Er starb 1989 in der Schweiz.
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Satz 8.3. Sei M(S) ein Matroid mit Basenfamilie B. Die Familie B* = {A = S : S\NA €
B} der Komplementdrmengen erflillt die Bedingungen aus 8.1 und definiert somit ein
eindeutiges Matroid, welches wir das zu M duale Matroid M* (S) nennen. Offensichtlich
gilt M** = M.

Beweis. Bedingung (B1) in 8.1 ist klar. Seien nun A # A’ € B*, a € A, dann miissen
wir a’ € A’ finden mit (ANa) ua’ € B*. Wenn a € An A’ ist, so konnen wir
a’ = a nehmen. Wir konnen also a € ANA" annehmen. Da die Basis S\ A maximal
unabhéngig in M ist, muss es in (S\A) U a einen Kreis C geben (der, wie aus 8.2 folgt,
eindeutig bestimmt ist), der a enthdlt, d.h. a € C < (§\A) U a. C kann nicht in der 3-
Menge S\A’ liegen, also existiert a’ € C\N(S\NA") < ((SNA)ua)\(S\NA") = A'\A. Die
Menge ((S\NA)\a’) U a ist unabhéngig, da sie ansonsten den eindeutig bestimmten
Kreis C aus (S\A) U a enthielte, was im Widerspruch zu a’ € C steht. Wegen
[((S\NA)\a') Ua| = |S\NA| ist somit ((S\NA)\a') Ua € B und damit (ANa) Ua’ €
B*. O

Die folgende Aussage verdeutlicht nochmals den Zusammenhang zwischen einem
Matroid und seinem Dual anhand der jeweiligen Kreisfamilie.

Satz 8.4. Sei M(S) ein Matroid mit Kreisfamilie K. Eine Menge A ist genau dann Kreis
in M*(S), wenn |An C| + 1 fiir alle C € K gilt, und A # O minimal mit dieser
Eigenschaft ist.

Beweis. Wir gliedern den Beweis in zwei Teile:

a. AKreisin M* = |AnC| # 1 fur alle C € K,
b. |AnC| # 1 fir alle C € X = A abhdngig in M*.

Zuniachst bemerken wir aufgrund von 8.3, dass A genau dann unabhangig in M* ist,
wenn S\ A eine Basis von M enthélt, oder anders herum: A ist genau dann abhédngig
in M*, wenn S\ A keine Basis von M enthélt, und somit ist A ein Kreis von M*, wenn
S\ A keine Basis von ‘M enthédlt und maximal mit dieser Eigenschaft ist. Sei also A
Kreis in M*. Angenommen C € K existiert mit Cn A = {p}. Nach dem eben Gesagten
enthdlt S\ A keine Basis von M, aber (S\A) U p doch, also kann die in /M unabhéngige
Menge C\p < S\A (C ist Kreis!) zu einer Basis B < (§\A) U p erweitert werden mit
p € B.Da aber B die abhdngige Menge C enthélt, kann dies nicht sein. Es sei umgekehrt
A eine Menge mit der Eigenschaft |A n C| # 1 fir alle C € K. Ware A unabhangig in
M*, so enthielte S\ A eine Basis B aus M. Fir p € A ist B U p abhdngig in M, enthalt
also einen Kreis C, fiir den offensichtlich An C = {p} gilt. O

Wir wollen 8.4 auf das Polygonmatroid #(G) eines Graphen G = (V, E) anwenden, um
das zu #?(G) duale Matroid graphentheoretisch zu beschreiben.

Behauptung. Die Kreise in #(G)* sind genau die Bonds von G.

Da ein Bond A Bipartition ist, muss, wie in Kapitel 4 bemerkt wurde, | AnC| gerade sein
fir jedes Polygon C € %, also insbesondere |ANC| # 1 gelten. Erftillt umgekehrt A < E
die Bedingung |A n C| # 1 fiir alle Polygone C, so ist A eine trennende Kantenmenge,
denn fiir e = uv € A konnen die Ecken u und v in G\ A nicht mehr verbunden sein, da
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es ansonsten ein Polygon C gdbe mit C N A = {e}. Da die Bonds genau die minimalen
trennenden Kantenmengen sind, ist unsere Behauptung bewiesen.

Aufgrund dieses Sachverhaltes sprechen wir von #(G)* als dem Bondmatroid B(G)
des Graphen G = (V,E), und wir nennen ein Matroid M cographisch, wenn es
isomorph zu einem Bondmatroid ist. Wir wissen bereits, dass » (?(G)) = |V| — ¢(G)
ist. Daraus folgt nun v (B(G)) = |E| — |V| + ¢(G).

Sehen wir uns die Definition des W-Duals aus Kapitel 4 an, so lautet Whitneys Satz 4.11
in der Matroid Formulierung: Genau dann ist ein Graph G plattbar, wenn sein Bond
Matroid B(G) graphisch ist (oder dquivalent: sein Polygonmatroid cographisch ist).

Sei K3 3 wie in Figur 8.2 gegeben. Da K3 3 nicht plattbar ist, ist B(K3,3) nicht graphisch.

P(K33) hat Rang |V| — c(K33) = 5 und somit B(K3,3) den Rang |E| — 5 = 4. Eine Basis
von B(K33) ist z.B. {a, b,d, h}, ein Kreis ist {g, h, i}.

Die Leser haben bis jetzt vielleicht den Eindruck gewonnen, dass die Matroidtheo-
rie nur einen formalen Rahmen fiir wohlbekannte Graphensatze liefert. Die folgenden
Beispiele, die einen ganz neuen und eleganten Zugang zu Transversal- und Zerlegungs-
satzen liefern, sollten diesen Einwand entkréaften.

Wir geben uns eine Funktion f : 25 — Ny mit f(@) = 0 vor. f heilt monoton, wenn
A < B impliziert f(A) < f(B) und f heilt submodular, wenn f(A N B) + f(AU B) <
S(A) + f(B) fur alle A, B gilt. Ist f monoton und submodular, so gilt dies auch, wie
man sich sofort tiberzeugt, fir die Funktion f(A) := mingca(f(B) + |ANB]).

Nach Definition von f haben wir:
F(A) = |A] < [B| < f(B) firalle B < A. (%)

Der folgende bemerkenswerte Satz zeigt, dass jede monotone submodulare Funktion
ein Matroid erzeugt.

Satz 8.5 (Edmonds). Sei f : 25 — Ng monoton und submodular mit f(®) = 0. Die
Familie § < 25, definiert durch

Ieg:= |Bl<f(B) firalleB<l,

ist die Familie unabhcdngiger Mengen eines Matroides M. Die Rangfunktion in M ist
gegeben durch
7(A) = min (f(B) + [ANBI).

Beweis. Wir betrachten die Familie 7 = {A < §: f(A) < |A|} und weisen nach, dass
die minimalen Mengen in A die Kreisaxiome 8.2 erfiillen. Bedingung (C1) ist klar. Es
seien C # C’ minimale Mengen in A mit p € C n C'. Dann ist |C| > 2 und daher

[Cl-=1=|C\pl < f(C\p) < f(C)<ICl,
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also f(C) = |C| -1, f(D) = |D] fur alle D & C, und ebenso f(C") = |[C'| — 1.
Insbesondere haben wir |[C n C'| < f(C n C") und wegen der Submodularitiat von f

fCuCH\p) <f(CUC) < f(C)+ f(C)-f(CNC)
<IC|-1+|C'|-1-|CnC(C']
=|Cul'|-2< [(CuC)\p]|.

(CuC’)\pistalsoin A und enthélt daher eine minimale Menge aus 4. Die minimalen
Mengen aus A erzeugen somit ein Matroid My. Aus der Monotonie und Submodulari-
tat von f kann unschwer abgeleitet werden, dass f die Rangfunktion eines gewissen
Matroides M’ auf S ist. Da aber die unabhédngigen Mengen A in M’ offensichtlich
durch die Bedingung f (A) = |A| charakterisiert sind, enthalten wegen (x) die Matro-
ide My und M’ genau dieselben unabhdngigen Mengen. Sie sind also identisch und f
tatsachlich die Rangfunktion in M, wie behauptet. O

Der oben bewiesene Satz ist wahrscheinlich die fruchtbarste, bisher entdeckte, Kon-
struktionsmethode fiir Matroide. Jede wie auch immer erklarte monotone submodu-
lare Funktion ergibt ein Matroid. Zwei Beispiele mogen dies illustrieren.

Sei G = (S U T,E) ein bipartiter Graph. Wie in Kapitel 6 setzen wir R(A) = {v € T :
Ju € Amituv € E} fiir A € S. Es sei f: 25 — Ny definiert durch f(A) = |R(A)],
A < S. Offensichtlich gilt mit A < B auch R(A) < R(B), also ist f monoton.
Ferner haben wir R(A U B) = R(A) U R(B), R(An B) € R(A) n R(B) und somit
f(A)+f(B) = f(AUB)+ f(AnB), und trivialerweise auch f () = 0. Nach unserem Satz
erzeugt f ein Matroid My auf S, dessen unabhdngige Mengen ¢ durch die Bedingung

Ieg < |Bl<|R(B)|furalleB<c1

gekennzeichnet sind. Dies ist aber genau die Hallsche Bedingung 6.3 dafiir, dass ein
Matching M in G existiert, das in S genau die Ecken aus I enthdlt. Interpretieren wir
G = (S U T,E) wie in Kapitel 6 als Mengenfamilie (S;. 47 = (A1,...,Ay)), so sind die
unabhéngigen Mengen in My genau die Transversalen von Teilfamilien von A oder
wie wir sagen, die partiellen Transversalen. M heillt deshalb das Transversalmatroid
erzeugt von (S; 1), und wir sehen, dass die Rangformel in 8.5 nichts anderes als die
Formel 6.2 ist.

Wir konnen nun samtliche Siatze der Matroidtheorie anwenden. Zum Beispiel besagt
die Definition eines Matroides, dass jede partielle Transversale zu einer Transversalen
maximaler Machtigkeit erweitert werden kann (die alle die gleiche Machtigkeit haben)
oder dass das Austauschaxiom (2’) fiir partielle Transversalen gilt - beides Resultate,
die keineswegs mehr unmittelbar einsichtig sind.

Das zweite Beispiel geht direkt auf die Rangfunktion » eines Matroides M(S) ein.
Offensichtlich ist ¥ monoton mit () = 0. Zum Beweis der Submodularitdt wéahlen
wir eine Basis C von A N B und erweitern C zu einer Basis D von A U B. Es gilt also
C=MDnNnA)NDNB),D = (DnNnA)U(DnB) und somit r(ANB) +(AUB) =
ICl+|D|=|(DNnA)N(DNB)|+(DNA)U(DNB)| =|DNA|+|DnB| <v(A)+7(B),
da D n Aund D n B unabhingige Mengen in A bzw. B sind.

Es seien nun t Matroide M, ..., M; auf S gegeben mit den Rangfunktionen r,...,7;.
Da jede einzelne Funktion 7; monoton und submodular ist, so gilt dies auch fur
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die Summe f = X! ;7. Das von f laut 8.5 induzierte Matroid heift die Summe
Zﬁzl M;(S). Eine liberraschend einfache Beschreibung der unabhdngigen Mengen in
> M; wurde von Nash-Williams gegeben: A ist genau dann unabhingig in > M;,
wenn A = UizlA,’ ist mit A; unabhéangig in M;, fir alle i. Es ist klar, dass diese
Bedingung aquivalent zur Forderung ist, A = |J'_, A; ist disjunkte Vereinigung von
unabhéingigen Mengen A;, da wir mehrfach vorkommende Elemente bis auf einmal
wegstreichen konnen. Dass jede solche Vereinigung unabhangig in > M; ist, folgt
sofort aus 8.5. Ist namlich B € A, B = nglBi, B; < A; fur alle i, so haben wir
|IB| < Zle |Bi| = Zler,v(B,v) < Zizlri(B) = f(B). Die Umkehrung kann im Buch
von Aigner, S. 291, nachgelesen werden.

Ist speziell My = Mp = - - - = M; = M, so erhalten wir sehr interessante Packungs-
und Bedeckungsresultate, die direkt nur sehr mithsam abzuleiten sind. Ist » die
Rangfunktion von M, so ist laut 8.5 die Rangfunktion v’ der t-fachen Summe >, ‘M
gegeben durch:

r'(A) = Iglci}’\l(t -7(B) + |A\B]).

Das Packungsproblem besteht darin, moglichst viele disjunkte ,groRe“ Mengen (d. h.
Mengen, die eine Basis enthalten) in S hineinzupacken. Das Bedeckungsproblem wie-
derum verlangt, S mit moglichst wenig ,kleinen“ (= unabhédngigen) Mengen zu bede-
cken. Die Antwort auf beide Fragen kénnen wir nun miihelos geben.

Satz 8.6. Sei M Matroid auf'S.

(i) S enthdilt t disjunkte Basen < |S\B| > t(r(S) —v(B)) fiiralle B c S.
(ii) S ist die Vereinigung von t unabhdngigen Mengen < |B| <t -v(B) fliralle B < S.

Beweis. Nach dem Resultat von Nash-Williams enthdlt S genau dann t disjunkte Basen,
wenn der Rang r'(S) in >; M mindestens t - 7(S) ist. Dies ist aber nach der Formel
fir " gleichbedeutend mit (i). Behauptung (ii) ist ebenso einfach zu erledigen. S ist
Vereinigung von t unabhingigen Mengen bedeutet gerade: S ist unabhéngig in >, M,
d.h. |S| = 7'(S), und dies ist wiederum &dquivalent zu |S| < t - ¥(B) + |S\B| fir alle
B. a

Die Packungszahl 1t(M) sei erklart als die groBte Zahl von disjunkten Basen in ‘M
und die Bedeckungszahl B(M) als die kleinste Zahl von unabhdngigen Mengen (die
wie eingangs erwdhnt disjunkt angenommen werden kénnen), die eine Bedeckung von
M bilden. Anwendung von 8.6 ergibt:

Folgerung 8.7. Es gilt:
. S-B
(i) (M) = ol

min _
B<S,r(B) 47 (S) [T(S) - 7(B)

. ~ 1Bl
(i) B(M) = max [T(B)—|,

wobei in (ii) M als schlingenlos vorausgesetzt ist, da ansonsten keine unabhdngige
Bedeckung existiert.

In den Polygonmatroiden #(G) sind, wie wir wissen, die unabhdngigen Mengen genau
die Walder; (%) bzw. (%) geben demnach die Maximalzahl disjunkter maximaler
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Walder an bzw. die Minimalzahl von Wéldern an, in die E zerlegt werden kann. () ist
also nichts anderes als die am Ende von Kapitel 6 definierte Arborizitdt des Graphen G,
und die Leser konnen sich leicht tiberlegen, dass 8.7(ii) genau die Formel 6.19 ergibt.

Nach diesem Exkurs tiber allgemeine Matroide wollen wir nun die Veblenschen Ide-
en zum 4-Farben Problem aus Kapitel 3 aufgreifen und Tuttes Analyse dieser Ideen
nachvollziehen. In Verallgemeinerung des Veblenschen Ansatzes hatten wir in Kapi-
tel 4 fiir einen beliebigen Graphen G = (V, E) die Ecken-Kanten Inzidenzmatrix A und
die Kreis-Kanten Inzidenzmatrix B betrachtet und festgestellt, dass (mit der tiblichen
Identifizierung Menge = charakteristischer Vektor) die Mengen aus dem von A erzeug-
ten Unterraum A genau die Bipartitionen von G sind, die wir auch Cozyklen nannten,
wahrend die Mengen aus B genau die Eulerschen Untergraphen bzw. Zyklen sind. Fer-
ner gilt A=B* B=A"L

Wir wollen nun den Zusammenhang zu den Matroiden herstellen. Die minimalen linear
abhédngigen Spaltenmengen von A entsprechen, wie wir wissen, genau den Polygonen
von G. Dies bedeutet aber gerade, dass das von den Spalten von A erzeugte lineare
Matroid isomorph zum Polygonmatroid #(G) ist. Analog erhalten wir fiir B, dass
die minimalen linear abhdngigen Spaltenmengen genau den Bonds entsprechen, und
somit das von den Spalten von B erzeugte lineare Matroid isomorph zum Bondmatroid
®B(G) ist. Die algebraische Ubersetzung der Tatsache, dass #(G) und B(G) duale
Matroide sind, ist gerade durch den Zusammenhang A =B+ gegeben. Es liegt also
nahe, beliebige 0,1-Matrizen R (nicht nur, wenn man so will, ,graphische®“ Matrizen)
zu betrachten und darauf Matroide zu definieren. Das duale Matroid wird dann durch
R+ gegeben sein. Bevor wir dies genau ausfiithren, wollen wir noch den Zusammenhang
zum Farbungsproblem herstellen.

In Kapitel 3 haben wir eine dquivalente Formulierung der 4-Farben Vermutung mittels
zweier Operatoren 6 f1, 0 f> hergeleitet. Dies wollen wir nun auf beliebige Graphen
verallgemeinern. Dazu interpretieren wir die Cozyklen und Zyklen auf folgende Weise:
Sei G = (V,E) ein beliebiger Graph. Eine Abbildung g : V — GF(2) heilt eine 0-
Kette, eine Abbildung f : E — GF(2) eine 1-Kette. Der Trdger einer 1-Kette f ist
Ifll == {e € E : f(e) = 1}, analog fiir 0-Ketten. f ist also nichts anderes als der
charakteristische Vektor von || f|. Zu v € V, e € E definieren wir das Inzidenzsymbol

n(v,e) durch
1 fallsvee
nv,e):= o
0 falls v ¢ e oder falls e Schlinge ist.

Die 0-Ketten bzw. 1-Ketten bilden mit der iiblichen Addition und Skalarmultiplikation
zwei Vektorraume tiber GF(2), die wir mit Ky bzw. K, bezeichnen. Der Randoperator
0 ist eine Abbildung 0 : K; — Ko gegeben durch

@f)(w) = > nw,e)f(e) (fe€K).
eckE
Eine 1-Kette f heilit ein Zyklus, wenn of = 0 ist. Wegen o(f + g) = of + dg bilden
die Zyklen einen Unterraum von %, den wir den Zyklenraum Z(G) von G nennen. f
ist also genau dann ein Zyklus, wenn (0f) (V) = Xcpesy f(e) = 0 (mod 2) fir alle
v € Vist, d.h. wenn der Trager || f|| als Untergraph von G an jeder Ecke einen geraden
Grad hat, also ein Zyklus im bisherigen Sinn ist. Wir bemerken noch, dass die Brticken
genau jene Kanten e sind, fir die f(e) = 0 gilt, fir jeden Zyklus f.
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Als néchstes erklaren wir den Corandoperator 6 : Ky — K, durch

(8g)(e):= > nw,e)g(v) (g€ Ko).

vev

(6g)(e) ist also nichts anderes als die Summe (6g)(e) = g(u) + g(v) der beiden g-
Werte an den Endecken u,v von e. Eine 1-Kette f heilt ein Cozyklus, falls f = dg
fir ein g € Ky ist. Wegen 6(g + h) = 6(g) + 6 (h) bilden die Cozyklen ebenfalls einen
Unterraum von K1, den Cozyklenraum C(G). In der Abbildung 8.3 ist links eine 1-Kette
und der zugehorige Rand 0 f gezeichnet, dessen Werte eingekreist notiert sind. Rechts
ist eine 0-Kette g und der zugehorige Cozyklus ég eingetragen, wobei die Kanten e
mit (6g)(e) = 1 fett gezeichnet sind.

Figur 8.3

Wir wollen zeigen, dass die Trager ||f|| von Cozyklen genau den Cozyklen (Biparti-
tionen) des Graphen entsprechen. Dies ist aber vollig klar. Denn fir f = 6g € C(G),
f # 0,ist || f|| genau die Bipartition erzeugt von den Eckenmengen Vy = {v € V :
gw)=0}und V, = {v € V:g(v) = 1}. Ist aber umgekehrt || f|| # @ Bipartition mit
den Eckenmengen V; und Vi, so erklaren wir g : V. — GF(2) durch g(v) = 0 oder 1 je
nachdem ob v € V; oder V; ist, und erhalten f = 6g. Offenbar haben wir f(e) = 0 fur
jeden Cozyklus f genau dann, wenn e eine Schlinge ist.

Wir kommen zur Fdrbung von Graphen. Angenommen G ist 2¢-farbbar. (Natiirlich
interessiert insbesondere der Fall £ = 2.) Wir nehmen als Farbmenge M alle 0,1-Tupel
der Linge {. Fine Abbildung g : V — M kénnen wir durch die Koordinatenfunktionen
gi,-.-,9¢ V. — GF(2) beschreiben mit g(v) = (g1(v),g2(v),...,ge(v)). Ist g
zulassige Farbung, so muss g;(u) # g;(v) fur mindestens ein i gelten, wann immer u
und v verbunden sind. Mit anderen Worten: g : V — M ist genau dann eine Farbung,
wenn (dg; (e),...,0g¢(e)) # (0,...,0) fur alle e € E gilt. Halten wir dies fest.

Satz 8.8. Ein Graph G = (V,E) ist genau dann 20 firbbar, wenn es £ Cozyklen
0g1,...,09y¢ gibt, so dass (6gi1(e),...,0g¢(e)) + (0,...,0) fiir alle e € E gilt. Oder,
wenn wir 1-Ketten mit ihren Trdgern identifizieren: G = (V,E) ist genau dann 24-
farbbar, wenn es ¥ Bipartitionen in G gibt, die alle Kanten iiberdecken.

Die Leser werden bemerkt haben, dass dieser Satz vollig analog zur (dualen) Aussage
in 3.3 ist. Von nun an konzentrieren wir uns ausschlieflich auf die 4-Farbung von
Graphen.
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Folgerung 8.9. Ein Graph G = (V,E) ist genau dann 4-fdrbbar, wenn es zwei Cozyklen
f1, f> € C(G) gibt mit (f1(e), f2(e)) # (0,0) fiir alle e € E.

Auch fur die Zyklenguppe konnen wir eine entsprechende Aussage machen, die den
Taitschen Satz 1.7 in neuem Licht erscheinen lasst.

Satz 8.10. Sei G = (V,E) ein 3-reguldrer Graph. G ist genau dann 3-kantenfirbbar,
wenn es zwei Zyklen f, f» € Z(G) gibt mit (f(e), f>(e)) # (0,0) fiirallee € E.

Beweis. Angenommen f : E — M ist eine 3-Farbung der Kanten, wobei wir als Farben
(1,0),(0,1) und (1, 1) nehmen. Wir schreiben f(e) = (fi(e), f>(e)), so dass also stets
(f1(e), f2(e)) # (0,0) gilt, und weisen nach, dass die 1-Ketten fi, f> Zyklen sind. Die
(beliebige) Ecke v sei inzident mit den Kanten e, g, h. Da e, g, h verschieden gefarbt
sind, liegen genau zwei im Trager || f1]| von f; und genau zwei in || f>||. Dies bedeutet
aber, dass (0.f1)(v) = (0f2)(v) = 0ist, d.h. dass fi, f> in Z(G) liegen. Sind umgekehrt
f1, 2 € Z(G) mit (fi(e), fo(e)) # (0,0) fur alle e € E gegeben, so definieren wir
f 1 E - M durch f(e) = (fi(e), f2(e)). Da jeder Zyklus auf einer Briicke den Wert
0 annimmt, kann G keine Briicken enthalten und wegen der 3-Regularitat auch keine
Schlingen. Seien wiederum e, g, h die mit einer Ecke v inzidenten Kanten. Gilt nun
beispielsweise f(e) = f(g), so muss wegen (0f1)(v) = fi(e) + fi(g) + fi(h) = 0,
f1(h) = 0 sein und ebenso f>(h) = 0, im Widerspruch zu (fi(h), fo(h)) # (0,0). O

Taits Satz ist eine unmittelbare Folgerung von 8.10. Ist ndmlich G ein briickenloser
3-reguldrer ebener Graph, so entsprechen, wie wir wissen, die Zyklen von G genau den
Cozyklen des dualen Graphen G*. G ist also nach 8.9 genau dann 3-kantenfarbbar,
wenn der duale Graph G* 4-farbbar ist, oder was dasselbe ist, wenn die Lander von G
mit 4 Farben gefarbt werden kénnen.

Die ins Auge stechende Ahnlichkeit der Sitze 8.9 und 8.10 hat Tutte veranlasst,
Farbungen beliebiger Unterraume von X, zu studieren. Dabei ist ihm eine bedeutende
Vertiefung der urspriinglichen Ideen von Veblen gelungen.

Definition. Es sei S eine endliche Menge, |S| = n. Unter einer Kette auf S tiber GF(2)
verstehen wir eine Abbildung f : S — GF(2). ¢, sei der Vektorraum aller Ketten. Eine
Kettengruppe T auf S ist ein Unterraum von V),. Das heilt: f, g € I' impliziert f+g €T.
Wie bisher ist || f|| = {s € S : f(s) = 1} der Trdger von f,und f € I heilt elementar,
wenn f # 0 ist und || f|| minimal (in bezug auf Inklusion) unter allen Tragern aus I’
ist. Die Dimension des Unterraumes ist der Rang v (I') von I.

In Z(G) sind beispielsweise genau jene Ketten elementar, deren Trager Polygone sind,
und in C(G) jene Ketten, deren Trager Bonds sind.

Zwei Ketten f,g € ), heilen orthogonal, wenn > . f(s)g(s) = 0 ist. Jene Ketten,
die orthogonal zu allen Ketten einer Gruppe I' sind, bilden wiederum eine Gruppe, die
duale Gruppe T'*. Offensichtlichgilt T** =T und ferner v (I'*) = n — v(I'). In unserem
Graphenbeispiel, das wir stets im Auge behalten wollen, ist C(G) = Z(G)*.

Wir wissen schon, dass C(G) und Z (G) jeweils Matroide erzeugen, und zwar zueinan-
der duale Matroide. Das entsprechende Resultat wollen wir nun fiir beliebige Ketten-
gruppen nachweisen.
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Satz 8.11. Es seil Kettengruppe auf S undT* die duale Gruppe. Dann gilt:

(i) Definieren wir die Kreise C als die Trcger elementarer Ketten aus T'*, so erhalten
wir mittels dieser Kreisfamilie K ein Matroid M(T') auf S. Analog erhalten wir ein
Matroid M(T*).

(ii) Jeder Trdger in T* ist disjunkte Vereinigung von Kreisen des Matroides M(T),
und analog ist jeder Trdger in T disjunkte Vereinigung aus Kreisen des Matroides
M(T*).

(iii) Es gilt M(T')* = M(T*). In Worten: Das duale Matroid einer Gruppe ist genau das
Matroid der dualen Gruppe.

(iv) ¥(MT)) =r(D), r(M(IT*)) =r(I™*).

Beweis. Zum Beweis von (i) miissen wir die Axiome in 8.2 nachpriifen. Bedingung
(C1) ist klar. Zur Vereinfachung der Rechnung erinnern wir an den in Kapitel 3
festgestellten Zusammenhang: Ist A = || f|| und B = ||g||, so ist der Trager von f + g
die symmetrische Differenz A + B = || f + gll. Wegen der Gruppeneigenschaft ist also
mit je zwei Tragern auch deren symmetrische Differenz ein Trager. Seien nun C # C’
minimale Trager # 0 inI*, p € C n C’, dann gilt C + C’ < (C U C’)\p, also enthilt
der Trager C + C’ einen minimalen Trager D, d. h. einen Kreis D mit D < (C u C")\p.
Zum Beweis von (ii) sei A ein Trager in I'* und A( eine maximale Untermenge von A,
die disjunkte Vereinigung von Kreisen, d.h. von minimalen Tragern aus I'* ist. Ay ist
somit ebenfalls Trager und daher auch ANAg = A + Ag. Ist Ay & A, so enthdlt ANAg
einen Kreis C, so dass wir Ag & Ag U C < A erhalten, im Widerspruch zur Maximalitit
von Ay.

Die Kreise von M(I'*) sind nach Definition genau die minimalen Trager A = | f,
f €T, wahrend nach 8.4 die Kreise des zu M(I') dualen Matroides M(I')* genau die
minimalen Mengen A sind mit |[A n C| # 1 fir alle C € K. Zu (iii) miissen wir also
zeigen, dass diese beiden Mengenfamilien tibereinstimmen. Wegen der Minimalitat
gentigt der Nachweis der folgenden Behauptungen:

(@) Ist A = || fll, f € I, minimaler Trdger in T, so gilt |[A N C| # 1 fur alle Kreise
C=lgl,g €T*, g elementar.

(b) Ist A minimale Menge mit |[A N C| # 1 fur alle C € K, soist A = || f|| mit f €T.

Zum Beweis von (a) brauchen wir nur zu bemerken, dass aus der Orthogonalitdat von
f eTund g € I'* folgt, dass |A n C| gerade ist fur alle C € %, also insbesondere
[ANnC| # 1.

Sei nun A eine Menge, die (b) erfiillt. Wir miissen zeigen, dass |A N C| gerade ist fir
alle C e K, C = |lgll, g € T*, denn dies bedeutet ja wegen (ii), dass |A N B| gerade ist
fiir alle Trager B von I'* oder mit anderen Worten, dass f mit || f|| = A orthogonal ist
zu allen g € T*, also in T ist. Angenommen dies ist falsch, dann sei C € K so gewahlt,
dass |A n C| minimal ungerade ist. Wegen |A N C| # 1 muss |A N C| > 3 sein. Es seien
{p,q} = AnC.Da A Kreis in M(T')* ist, so ist A\ p unabhédngig und somit enthalten in
einer Basis B* von M(I')*, A\p < B*, p ¢ B*. Nach 8.3 ist B = S\B* Basis von M(I')
mit B € (S\NA) U p, p € B, q &€ B. Die Menge B U g ist abhingig in M (I') und enthélt
daher einen Kreis D € X mitg € D < Bugqg < (S\NA) U {p,q}. Aund D haben q und
hochstens noch p gemeinsam und wegen |A N D| # 1 gilt somit An D = {p,q}. Fir
die symmetrische Differenz C + D erhalten wir daraus |[An (C+D)| = |[AnC| - 2.Da
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nach (ii) der Trager von C + D von I'* in eine disjunkte Vereinigung von Kreisen aus
K zerfallt, C+D = C; U - - - U Cy, muss es einen Kreis C; geben mit [A N C;| < |AnC]|
und |A N C;| ungerade, im Widerspruch zur Wahl von C.

Der Beweis von (iv) ist nun denkbar einfach. Sei I' die gegebene Kettengruppe. Wir
indizieren S = {si,..., sy} und halten diese Nummerierung fest, und schreiben die
Ketten von I' als Zeilen einer Matrix R, und die Ketten von I'* als Zeilen einer Matrix
R*. R und R* sind also jeweils 0,1-Matrizen mit n Spalten. Der Rang 7 (I') ist nach
Definition der Zeilenrang von R, und entsprechend »(I'*) der Zeilenrang von R*.
Wegen R* = R* folgt aus (i) und (ii), dass eine Menge A < S genau dann unabhingig
in M(T) ist, wenn die der Menge A entsprechenden Spalten von R linear unabhcingig
sind; entsprechend fiir I'*. Das heilt: Der Rang v (M(I')) des Matroides M(T') ist nichts
anderes als der Spaltenrang von R, also gilt tatsdachlich »(M(T')) = v (I'), und analog
Y (MT*)) =r(T*). O

Machen wir uns den zum Schluss besprochenen Zusammenhang nochmals klar. An-
stelle aller Ketten aus I' brauchen wir natiirlich nur eine erzeugende Menge (z.B. eine
Basis) von T als Zeilen einer Matrix hinschreiben. Jede auf diese Weise erhaltene Matrix
R hat die Eigenschaften: Der Zeilenraum ist die Kettengruppe I', die Spalten ergeben
mit linearer Unabhéngigkeit genau das Matroid M(T'). Jedes solcherart konstruier-
te Matroid ist also linear, genauer linear tiber GF(2) oder, wie man sagt, bindr. Wir
nennen jede solche Matrix R eine Koordinatisierungsmatrix von M (I'). Aber auch die
Umkehrung ist richtig: Ist M ein bindres Matroid, und schreiben wir die Elemente von
M, also die Vektoren, als Spalten einer Matrix, so erzeugen die Zeilen dieser Matrix
eine Kettengruppe I', deren zugehoriges Matroid M (I') genau das Ausgangsmatroid ‘M
ist. Und weiter besagt unser Satz: Ist R Koordinatisierungsmatrix von M, so erhalten
wir eine Koordinatisierungsmatrix R* des dualen Matroides M*, indem wir eine Basis
des zum Zeilenraum von R dualen Raumes, d. h. des Losungsraumes des Gleichungs-
systemes Rx = 0 hinschreiben.

Beispiel. Unsere Matroide #(G) und B(G) sollen dies nochmals verdeutlichen. Wir
wissen, dass die zu #?(G) gehorende Kettengruppe gerade aus den Cozyklen C(G)
besteht und die zu B(G) gehoérende Gruppe Z(G) ist. Zu jeder Ecke v € V erklaren
wir die 0-Kette g, : V — GF(2) durch

(x) = 1 fallsx =v
gv ~ | 0 sonst

Der zugehorige Cozyklus 6g, erfiillt

1 falls v € e, e nicht Schlinge
0gu(e) = 0 sonst.

Der Vektor dg,(e) ist also nichts anderes als der Inzidenzvektor von v. Da die
Menge {g, : v € V} offensichtlich den 0-Kettenraum %, aufspannt, so erzeugen
die Cozyklen {6g, : v € V} die Cozyklengruppe C. Schreiben wir die g, als die
Zeilen einer 0,1-Matrix, so resultiert genau die Ecken-Kanten Inzidenzmatrix von G.
Somit erhalten wir Veblens Ausgangssituation: Die Ecken-Kanten Inzidenzmatrix R ist
eine Koordinatisierungmatrix von #(G), d.h. das von den Spalten von R mit linearer
Unabhéngigkeit erzeugte lineare Matroid ist genau das Matroid #(G).
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Figur 8.4 zeigt einen Graphen G, die Koordinatisierungsmatrix R von #(G) und eine
Koordinatisierungsmatrix R* des Bondmatroides B(G), die man durch Auflosung des
Gleichungssystems Rx = 0 erhalt.

11000000
10101000

R = 01110100
00000111
00011010
000000O01
11100000
R*=111011000
010110

Figur 8.4

Die Zeilen von R* ergeben die Zyklenbasis {123,1245,467}. Eine Basis von B(G) ist
beispielsweise {1, 3,4}, deren Komplementéarbasis {2,5,6, 7,8} ein Baum in G ist.

Wegen des Zusammenhanges C(G) - #(G), Z(G) — B(G) nennen wir die Gruppen
C(G) auch graphische Gruppen und die Gruppen Z (G) cographische Gruppen.

Wir kommen zur Verallgemeinerung des Farbungsbegriffes auf beliebige Kettengrup-
pen. Motiviert durch 8.9 und 8.10 geben wir folgende Definition.

Definition. SeiT eine Kettengruppe auf S. Eine Fdrbung von I ist ein Paar von Ketten
f,g €T,sodass (f(s),g(s)) # (0,0) fur alle s € S gilt. Oder in der Mengensprache:
Ein Paar von Tragern | fll, lgll aus I', die zusammen alle Elemente von S bedecken.
Wir sagen, T ist fdrbbar oder chromatisch, wenn eine Farbung existiert, ansonsten
achromatisch.

Die Aussagen 8.9 und 8.10 lauten in dieser Terminologie: C(G) ist genau dann chro-
matisch, wenn G 4-farbbar ist. Fiir einen 3-reguldaren Graphen G ist Z(G) genau dann
chromatisch, wenn G 3-kantenfarbbar ist. Beispielsweise ist C(K5) achromatisch und
ebenso Z(P), P = Petersen Graph.

Zur weiteren Analyse der Existenz von Farbungen erinnern wir an Hadwigers Vermu-
tung aus Kapitel 5, fiir n = 5: Ein Graph G, der nicht 4-farbbar ist, enthalt einen
Untergraphen, der zu einem Graphen Ks kontrahiert werden kann. Die Frage der 4-
Farbbarkeit - d. h. in unserer Terminologie, der Farbbarkeit der Cozyklengruppe C(G)
- héangt also allein von der Existenz eines solchen K5 ab. Um dies auf beliebige Ketten-
gruppen Ubertragen zu konnen, miissen wir daher zunachst die Begriffe ,,Untergraph”
und , Kontraktion“ iibersetzen.

Definition. Sei I' eine Kettengruppe auf S und A < S. Fir f € I' definieren wir f4
als die Einschrdnkung von f auf A, d.h. fa(s) = f(s) fir alle s € A. Die Menge der
verschiedenen Ketten f4, f € T, bildet wieder eine Kettengruppe, die Restriktion T'.A
vonT.
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Ist M(T') das Matroid von T, so erhalten wir offensichtlich das zu I'.A korrespondie-
rende Matroid, indem wir alle unabhingigen Mengen von M (I') nehmen, die ganz in A
liegen. Wir nennen dieses Matroid ebenfalls die Restriktion auf A, mit der Bezeichnung
M(T).A =M(T.A). Klarerweise gilt (M (T').A) = r(A), wobei r(A) der Rang von A in
M(T) ist. Fur einen Graphen G = (V,E) ist daher #(G).A genau das Polygonmatroid
des Untergraphen G = (V, A). Zur Beibehaltung der Analogie schreiben wir fiir diesen
Untergraphen ebenfalls G.A und haben somit:

C(G).A=0C(G.A), 2(G).A=P(G.A).

Ist (f,g) eine Farbung von I, so ergibt {f4,ga} klarerweise eine Farbung von I'.A, so
dass wir notieren konnen:

Satz 8.12. Ist die Kettengruppe I fiirbbar, so auch jede Restriktion T.A.

Als Nachstes tibertragen wir die Kontraktion.

Definition. Sei I eine Kettengruppe auf S, A = S. Die Menge der Ketten f € I', welche
aulerhalb A identisch verschwinden, bilden mit ihrer Einschrankung f, auf A eine
weitere Kettengruppe, die Kontraktion T X A auf A.

Wie sieht dies fiir Graphen aus? Wir definieren die Kontraktion G x A von G auf A € E
folgendermaRen: Die Ecken seien die Komponenten des Untergraphen G.(E\A), die
Kanten seien jene aus A, und wir verbinden e mit jenen Komponenten aus G.(E\A),
welche in G die Endecken von e enthalten. Wahlen wir beispielsweise im Graphen
G aus Figur 8.5 die Menge A = {1,2,3,4,...,9}, so hat G.(ENA) die Komponenten
{a,b},{c},{d,e, f},{g}, {h,i} und wir erhalten als Kontraktion G x A den in Figur 8.5
rechts abgebildeten Graphen.

Figur 8.5

Unsere Konstruktion G — G x A geht also so vor sich, dass wir die Komponenten aus
G.(ENA) auf einzelne Ecken zusammenziehen, oder, mit anderen Worten, dass wir die
Kanten aus E\ A nacheinander kontrahieren - daher der Name.

Die Leser konnen sich miihelos iiberlegen (wir konnen die Kontraktion ja Kante fir
Kante durchfiihren wie im Beweis von 4.8), dass die Cozyklen von G X A genau
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die Ketten aus C(G) x A sind. Nach Definition der Kontraktion sind im Matroid
M(T) x A korrespondierend zu I' X A genau jene Mengen B < A unabhdngig, fiir die
B U C unabhéngig in M(T') ist, fir alle unabhédngigen Mengen C < S\ A. Wir nennen
M(T') x A das zu A kontrahierte Matroid, fiir dessen Rang nach dem eben Gesagten
Y(M(@T) X A) =r(M(T)) —r(S\A) gilt. Mit dieser Schreibweise haben wir also

C(G)XA=C(GXA), P(G)xA=P(GxA).

Wie konnen wir die Restriktionen und Kontraktionen der Zyklengruppe bzw. des
Bondmatroides eines Graphen deuten? Dazu stellen wir einige niitzlichen Formeln
zusamme. Zundchst ist folgender Sachverhalt klar:

Hilfssatz 8.13. Sei I' Kettengruppe auf S und A < B < S. Dann gilt: (T.B).A = T.A,
I'xB)xA=TxA.

Nun kommen wir zu einem wichtigen Begriff, der die beiden Operationen Restriktion
und Kontraktion zusammenfasst.

Definition. Ein Minor einer Kettengruppe I' auf S ist eine Kettengruppe der Gestalt
(T.B) X Amit A < B < S. Analog sprechen wir von Minoren des Matroides M(T').

Wegen I'.S =T, T xS =T ist jede Restriktion und jede Kontraktion, und somit auch
I' selber, ein Minor. Dass die Reihenfolge der Operationen keine Rolle spielt, zeigt der
folgende Hilfssatz, der direkt aus der Definition gewonnen werden kann.

Hilfssatz 8.14. Seil Kettengruppe auf S und A < B < S. Dann gilt
([.B) x A = (T x (S\(B\A))). A
([ x B). A= (T.(S\(B\A))) x A.

Somit: Jeder Minor eines Minors ist ein Minor.

Hilfssatz 8.15. Seil Kettengruppe auf S, T'* die duale Gruppe, A < S. Dann gilt:

T.A)*=T*xA,
ITxA* =T* A.
Beweis. Wir beweisen die erste Behauptung, woraus die zweite durch Dualitdt folgen
wird. Es sei f irgendeine Kette auf A und f die Kette auf S, welche auf A mit f
tbereinstimmt, und auBerhalb A identisch 0 ist. f ist genau dann orthogonal zu allen

Ketten aus I'A (und damit in (I'.A)*), wenn f orthogonal zu allen Ketten aus T ist.
Dies bedeutet aber gerade, dass f € I'* x A ist. O

Als Anwendung auf die Graphenmatroide erhalten wir:

Z(G.A) =Z(G)xA, Z(GxA) =2Z(G).A,
B(G).A=B(GxA), B(G)xA=B(G.A).

Halten wir unsere Ergebnisse fiir Graphen fest.
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Satz 8.16. Jeder Minor einer graphischen Gruppe C(G) ist wieder graphisch, jeder
Minor einer cographischen Gruppe Z(G) ist wieder cographisch. Oder in Matroidform:
Jeder Minor eines graphischen Matroides P (G) ist wieder graphisch, und jeder Minor
eines cographischen Matroides B(G) ist wieder cographisch.

Angenommen, die gegebene Kettengruppe I ist nicht farbbar. Dies ist trivialerweise
immer dann der Fall, wenn es ein Element a € S gibt, auf dem alle Ketten verschwin-
den. In der Cozyklengruppe C(G) sind dies genau die Schlingen und in der Zyklen-
gruppe Z(G) die Briicken von G. Weist I' kein solches Element auf, so nennen wir T
eine volle Kettengruppe. Ist die volle Gruppe I' nicht farbbar, so existiert gemafl 8.12
und 8.13 eine minimale (volle) Restriktion I'. A, die ebenfalls nicht farbbar ist. Nun
versuchen wir I'. A solange zu kontrahieren, wie die Nichtfarbbarkeit erhalten bleibt.
Damit kommen wir zur folgenden fundamentalen Definition.

Definition. Eine irreduzible Kettengruppe ist eine volle achromatische Kettengruppe,
die keinen vollen achromatischen Minor auler sich selbst enthélt.

Jede volle achromatische Kettengruppe muss eine irreduzible Gruppe als Minor ent-
halten. Gelingt es uns demnach, eine Liste aller irreduziblen Kettengruppen aufzustel-
len, so ist das Problem der Farbbarkeit im Prinzip gelost: Wenn die Gruppe I achroma-
tisch ist, so muss sie einen Minor aus der Liste enthalten. Somit ist unser (zugegeben
ehrgeiziges) Programm:

Man finde alle irreduziblen Kettengruppen!

Wegen 8.16 miissen die in einer Cozyklengruppe C(G) enthaltenen irreduziblen Grup-
pen wieder graphisch sein, und analog fiir Z(G). Hadwigers Vermutung lautet in die-
ser Formulierung somit:

Die Cozyklengruppe C(Ks) ist die einzige irreduzible graphische Gruppe.

Dass C(Ks) tatsdchlich irreduzibel ist, folgt unmittelbar aus der Tatsache, dass jeder
echte Untergraph von K5 und jeder Graph auf weniger als 5 Ecken 4-farbbar ist.

Welche Zyklengruppen Z(G) sind irreduzibel? Ist G 3-regulér, so bedeutet dies nach
8.10, dass G jedenfalls briickenlos ist und keine 3-Kantenfarbung besitzt. Natiirlich
ist es der Petersen Graph P, der einem sofort in den Sinn kommt. Die Leser kénnen
sich (nicht ganz mihelos) tiberlegen, dass Z (P) tatsdchlich irreduzibel ist. Tutte hat
dies zum Anlass genommen, die folgende Vermutung auszusprechen:

Die Zyklengruppe Z (P) ist die einzige irreduzible cographische Gruppe.

Wir haben schon bemerkt, dass die Hadwiger Vermutung die 4-Farben Vermutung
einschlielft, aber auch fiir die Tutte Vermutung trifft dies zu. In der Graphensprache
besagt sie ja: Jeder briickenlose 3-reguldre Graph ohne 3-Kantenfdarbung besitzt einen
Untergraphen, der zu P kontrahiert werden kann. Ist aber G ein ebener briickenloser
3-reguldrer Graph, so kann G keinen Minor isomorph zu dem nichtpldttbaren Graphen
P haben, ist somit 3-kantenfarbbar - woraus mit 1.7 der 4-Farbensatz bewiesen ware.
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Wir wollen uns nun tiberlegen, wie die Matroide M(T) irreduzibler Kettengruppen T
aussehen. Nehmen wir als Beispiel #(Ks5) mit der Inzidenzmatrix als Koordinatisie-
rungsmatrix, wobei wir eine Zeile, z.B. die letzte, weglassen konnen, da () = 4 ist.
Wir wissen bereits (Satz 8.11 und die anschlieRenden Bemerkungen), dass #(Ks) ge-
nau durch die lineare Abhédngigkeit auf den Spalten gegeben ist. Wir fassen nun die
Spalten als Punkte im 3-dimensionalen projektiven Raum PG3 tiber GF(2) auf und ver-
suchen, die so erhaltene Konfiguration geometrisch zu beschreiben - genau dies war
Veblens urspriingliche Idee.

abcde fghitk

1110001000

R_| 1001100100

“fo101010010

0010110001
Figur 8.6

Was versteht man unter dem projektiven Raum PG,,_; tiiber GF(2)? Nichts anderes als
die Unterraumstruktur des Vektorraumes ¢, der Dimension m tiber GF(2). Die Punkte
von PG,,_; sind die 1-dimensionalen Unterrdume von V,, d.h. alle Vektoren # 0
(geometrische Dimension 0). Die Geraden sind die 2-dimensionalen Unterrdume von
U (geometrische Dimension 1), und allgemein ist ein Unterraum der geometrischen
Dimension k — 1 ein k-dimensionaler Unterraum von 1/,,. Jede Gerade enthalt 3 Punkte,
namlich zu P und Q als dritten Punkt P + Q. Mit V,,, bezeichnen wir die Punktmenge
von PG,,_1, also alle Vektoren # 0 und mit U den von U < V,, erzeugten Unterraum.
Zum Beispiel ist fiir P # Q, PQ = {P,Q,P + Q} die von P und Q erzeugte Gerade.

Um Verwirrungen vorzubeugen, werden wir stets die Vektorraum-Dimension betrach-
ten und wie bisher vom Rang v (A) einer Menge A < V,, sprechen. Die geometrische
Dimension ist stets um 1 kleiner.

Betrachten wir #(Ks) in Figur 8.6. Fassen wir die Spalten von R als Punkte in PG3 auf,
so sehen wir z.B., dass a + b = d ist, also {a,b,d} eine Gerade bildet (korrespon-
dierend zum Polygon {a, b, d} in Ks5). Nehmen wir als weiteres Beispiel {e, h, i, f}. Da
dies im Graphen ein Polygon ist, so muss fiir die entsprechenden Spalten gelten, dass
je 3 von ihnen unabhédngig sind, alle 4 zusammen aber abhdngig. In einer geometri-
schen Realisierung, und bis Rang 4 (= geometrische Dimension 3) kann dies noch
veranschaulicht werden, werden wir versuchen, die Geraden mit 3 Punkten nach Mog-
lichkeit als affine reelle Geraden zu zeichnen, und alle Ebenen (also Unterraume des
Ranges 3) als affine reelle Ebenen. Fiihren wir dies fur #(Ks) durch, so erhalten wir
die in Figur 8.7 abgebildete Konfiguration. Die zehn 3-punktigen Geraden entsprechen
genau den 10 Dreiecken in K.

Diese Konfiguration ist in der projektiven Geometrie wohlbekannt. Sie gibt die Situati-
on des Desargues’schen Satzes wieder mit Zentrum g und Achse {f,d, e}. Wir nennen
die Figur daher den Desargues Block.

Im allgemeinen Fall gehen wir genauso vor. Wir nehmen zu einer gegebenen Ketten-
gruppe I' auf S irgendeine Koordinatisierungsmatrix R mit m Zeilen (m > r(I')) und



150 THEMA

Figur 8.7

n = |S| Spalten und fassen die Spaltenvektoren als Punkte in PG;,_; auf. Die auf sol-
che Weise erhaltene Punkte-Konfiguration nennen wir den zugehorigen Block von I in
PG,;,—1. Unser Problem besteht nun darin, die Blocke irreduzibler Kettengruppen geo-
metrisch zu beschreiben. Im Folgenden werden wir die Satze rein algebraisch, also im
Vektorraum v, formulieren und sie anschlieRend geometrisch interpretieren.

Als ersten Schritt charakterisieren wir die vollen achromatischen (aber noch nicht
notwendigerweise minimalen) Konfigurationen.

Satz 8.17. Sei I eine volle Kettengruppe auf S. T ist genau dann achromatisch, wenn
der zugehorige Block B Rang > 3 hat und B in ¥, jeden Unterraum des Ranges m — 2
nichttrivial schneidet.

Beweis. Wir konnen uns auf den Fall m = v (I') = v(B) beschrdanken. Denn schneidet
B jeden Unterraum U < B mit (U) = v (B) — 2 nichttrivial, so gilt dies auch fiir jeden
Unterraum W < ¢, mit »(W) = m — 2, da nach der Rangformel fiir Unterraume
YyWnB) =7v(W)+7vB) —r(W+B) =m-2+r(B)—m = r(B) — 2 ist, also
W N B einen Unterraum von B des Ranges > 7 (B) — 2 enthélt. Wir bezeichnen den
zu s; € S gehorenden Vektor in ), mit bj, j = 1,...,n, und setzen B = {b1,...,by}.
Sei f eI, f # 0. Wir fassen f als Abbildung f : B — GF(2) mittels f(b;) = f(s;)
auf. Da B wegen 7 (B) = m ein Erzeugendensystem von 1, ist, so kann f eindeutig
auf ganz V), erweitert werden, und wir wissen aus der Linearen Algebra, dass Uy =
{x € Uy : f(x) = 0} einen Unterraum des Ranges m — 1, also eine Hyperebene bildet.
Wegen v (I') = m werden andererseits auch alle Hyperebenen auf diese Weise erhalten
und es gilt natiirlich Uy # Uy fiir f # g € I. Also: Jede der 2™ — 1 Hyperebenen U
korrespondiert mittels U = Uy eineindeutig zu einer Kette f # 0 aus I.

Es sei nun I' chromatisch. Falls m < 2 ist, so ist die Bedingung r (B) > 3 verletzt. Wir
nehmen also m > 3 an. Nach Definition der Farbbarkeit gibt es Ketten f und g in T,
so dass f(s) # 0 oder g(s) # O fiir alle s € S gilt. Dies heillt aber, dass der Unterraum
Uy n Uy (vom Rang m — 2) Keinen einzigen Punkt von B enthalt.

Wir nehmen nun umgekehrt an, dass B nicht beide Bedingungen erfiillt. Falls v (B) =
m = 3 verletzt ist, so haben wir m = 1 oder 2 (m = 0 ist nicht moglich, da I' voll
ist), d.h. T' enthélt eine linear unabhéingige Kette f (identisch 1) oder zwei linear
unabhingige Ketten f,g. In jedem Fall ist {f, f} bzw. {f,g} eine Farbung, also T
chromatisch. Es bleibt der Fall, dass m > 3 ist und ein Unterraum W des Ranges
m — 2 existiert mit W n B = (. Dann gilt aber W = Uy n U, mit f,g € I, also
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W ={x € Uy : f(x) = glx) = 0}. Wegen W n B = () folgt daraus sofort, dass
{f,g} eine Farbung von T ist. O

Einen Block, der die Bedingungen in 8.17 erfiillt, wollen wir 2-Block nennen. Also: T’
ist genau dann achromatisch, wenn B ein 2-Block ist. Um von I' zu einem irreduziblen
Minor zu kommen, kénnen wir nach 8.13 und 8.14 in zwei Schritten vorgehen. Zuerst
bestimmen wir eine minimale achromatische Restriktion und davon eine minimale
volle achromatische Kontraktion. Die minimalen achromatischen Restriktionen ent-
sprechen offenbar den minimalen 2-Blocken. Es ist also nur noch zu klaren, wie die
Blocke von I' und einer Kontraktion I' X A zusammenhéangen.

Lemma 8.18. Es sei I eine volle achromatische Kettengruppe, v (I') = m, deren 2-Block
B < V), minimal ist. T besitzt genau dann eine echte volle achromatische Kontraktion
I'x A, wenn () +# C < B mitv(C) < m — 2 existiert, so dass jeder (m — 2)-dimensionale
Unterraum W, der C enthdilt, auch einen Punkt b € B\C enthdilt.

Beweis. Wir bezeichnen mit b; € B wieder den zu s; € S entsprechenden Punkt.
Es sei I X A eine echte volle achromatische Kontraktion und C < B die zu S\A
korrespondierenden Punkte des Blocks. Nach 8.17 haben wir »(I' X A) > 3, also
r(C) =7r(S\NA) =7 (') —r (I x A) < m — 3. Nach Definition verschwinden alle Ketten
S € I x A auf S\NA. Wére b; € B\C abhéngig von C, so hdtten wir f(s;) = 0 fur
alle f € T x A, d.h. T x A wire nicht voll. Wir schlieRen daraus B\C = B\C. Es sei
U < ¢, ein Unterraum der Dimension m — 7 (C) = m — v (C) mit U n C = {0}. Jeder
Punkt b € B\C determiniert einen Unterraum C U {b} des Ranges »(C) + 1 und somit
einen eindeutigen Punkt b" = C u {b} n U. Die Konfiguration B’ = {b’ : b € B\C}
ist aber ein Block korrespondierend zur Gruppe I x A. Denn bj,...,b,, in B’ sind
linear unabhédngige Punkte genau dann, wenn {by,...,by} < B unabhangig von C
ist. Dies war aber genau der Unabhédngigkeitsbegriff im Matroid M(T') x A (siehe die
Bemerkung vor 8.13). Ist nun W ein Unterraum des Ranges m — 2, der C umfasst, so
muss WnNB’" # () seinwegen 8.17.Ist b’ € WnB’,sohabenwir W 2 CuU {b'} = C U {b},
b € B\C, also enthdlt W einen Punkt b € B\C = B\C. Der eben durchgefiihrte
Schluss ist ohne Weiteres umkehrbar. O

Mit 8.17 und 8.18 haben wir die geometrische Charakterisierung irreduzibler Ketten-
gruppen fertiggestellt. Sei B ein 2-Block und § # C < B. Eine Tangente von C in B
ist ein Unterraum vom Rang m — 2, der ganz C (und damit C) enthalt, aber keinen
weiteren Punkt b € B\C. Der Name Tangente ist klar: Ist C = {b} ein einzelner Punkt,
so ist eine Tangente von b ein Unterraum U mit v (U) = m — 2, der B genau in b trifft.
Hat jede nichtleere Untermenge C < B mit *(C) < m — 2 eine Tangente, so moge B
ein tangentialer 2-Block heillen. Jeder tangentiale 2-Block ist minimal, denn ansonsten
gdbe es einen Punkt b € B, dessen Komplementdrmenge B\ {b} ein 2-Block ware, so
dass nach Definition jeder Unterraum vom Rang m — 2, also auch jede Tangente von
b, die Menge B\ {b} treffen miisste.

Als Zusammenfassung unserer Analyse konnen wir das folgende Hauptergebnis for-
mulieren:

Satz 8.19 (Tutte). Eine Kettengruppe I ist genau dann irreduzibel, wenn jeder zugeho-
rige Block (d. h. jeder geometrischen Realisierung) ein tangentialer 2-Block ist.
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Wir stehen also nun vor dem geometrischen Problem:
Man finde alle tangentialen 2-Bléocke!

Als Start wollen wir alle tangentialen 2-Blocke B mit »(B) < 4 bestimmen. Aus 8.17
wissen wir, dass ein 2-Block mindestens Rang 3 hat. Fiir Rang 3 bzw. geometrische
Dimension 2 ist die Sache trivial. Die volle projektive Ebene PG, (d.h. 5\{0}) ist
ein tangentialer 2-Block (jeder Punkt ist seine eigene Tangente), und dies ist auch
der einzige, da jede echte Untermenge B & PG, mindestens einen Punkt, d.h. einen
Unterraum des Ranges 7 (B) — 2 = 1, nicht trifft und daher nicht 2-Block sein kann.

In der Geometrie nennt man PG, die Fano Ebene, so dass wir in unserer Sprache PG,
den Fano Block F nennen wollen. Eine ebene Realisierung ist in Figur 8.8 angegeben. F
hat 7 Punkte und 7 dreipunktige Geraden, von denen eine krumm gezeichnet ist.

S O~ 9
o~ O
—_ O O A
S = oo
— O =
e
—

Figur 8.8

Eine Koordinatisierungsmatrix des zugehorigen Matroides ‘M(S) erhdlt man, indem
man alle Vektoren # 0 der Linge 3 nebeneinander schreibt. Ist /M(S) graphisch?
Angenommen, es gibt einen Graphen G = (V,S), S = {a,b,...,g} mit (G) = M(S).
Da je zwei Elemente aus S in einem Kreis enthalten sind, miisste G zusammenhangend
sein, woraus wegen v (M) = 3 und r(?(G)) = |V| — c(G) folgt, dass |V| = 4 sein
muss. Jeder Graph mit 4 Ecken ist aber natiirlich 4-farbbar, im Widerspruch dazu,
dass der Fano Block tangential ist. Genauso einfach tiberlegt man sich, dass M(S)
nicht cographisch sein kann.

Nun zu Rang 4 bzw. geometrische Dimension 3. Es sei B ein tangentialer 2-Block vom
Rang 4. Der volle Raum PGz = ¢4,\{0} enthilt 2 — 1 = 15 Punkte. Einen solchen
tangentialen 2-Block kennen wir bereits, den Desargues Block D aus Figur 8.7. Wir
wollen zeigen, dass D (bis auf Isomorphie) der einzige ist. D ist leicht mittels der
Komplementarmenge D’ = PG3\D zu beschreiben. Sehen wir in Figur 8.6 nach: Die
dort fehlenden Spalten # 0 sind

D =

= O
== O

1
1
1l
1

—_ O = =

1
1
1
0

Die entsprechenden 5 Punkte Py, P>, P3, P4, Ps sind in allgemeiner Lage, d.h. je 4 von
ihnen sind linear unabhdngig. Ferner sehen wir, dass D genau aus den Punkten
P; +Pj, 1 <i < j <5, besteht. Sind umgekehrt 5 Punkte Pi,...,Ps in allgemeiner
Lage gegeben, so konnen sie durch geeignete Koordinatentransformation auf die
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Form D’ von oben gebracht werden, so dass die Komplementdrmenge genau der
Desargues Block D aus Figur 8.7 ist. Wir konnen dies auch direkt sehen. Sei D =
PG3\{Py,...,Ps} = {P;+ Pj:1 < i < j < 5}. Wir definieren {Py,...,Ps} als die Ecken
eines Graphen und erklaren P; + P; als die Kante von P; nach P;, so dass K5 resultiert.
Eine Punktmenge {P; + Pj, Px + Py, ...} von D ist genau dann minimal abhéngig, wenn
jedes P;, das tiberhaupt vorkommt, genau zweimal vorkommt, also genau dann, wenn
die entsprechende Kantenmenge ein Polygon in K5 ist.

Es sei also nun B ein beliebiger tangentialer 2-Block mit ' (B) = 4. Da B ein minimaler
2-Block ist, kann B keinen Fano Block, d. h. keine Ebene in PG3 enthalten. Die Komple-
mentdrmenge B’ = PG3;\B muss also jede Ebene nichttrivial schneiden. Es bleibt zu
zeigen, dass B’ funf Punkte in allgemeiner Lage enthdlt, denn dann muss wegen der
Minimalitat B ein Desargues Block sein. Da B als 2-Block jede Gerade schneidet, kann
B’ keine ganze Gerade enthalten. Das heilt insbesondere: Sind P,Q € B’, so muss
P + Q € B sein. Da umgekehrt B’ jede Ebene trifft, muss B’ zumindest 3 unabhéngige
Punkte Py, P, P; enthalten, da es zu P;, P, eine Ebene E gibt mit ENP,P, = P; +P, € B.
Die 3 Punkte P; + P,, P; + P3, P> + P3 sind allesamt in B und bilden eine Gerade. Diese
Gerade ist neben P; P, P; noch in zwei weiteren Ebenen enthalten, also muss es P, € B’
unabhéngig von Py, P> P3 geben, d.h. {P;, P», P3, P4} < B’ ist unabhéngig. Die 6 Punkte
P;+Pj,1 <i<j=<4,und Ps = P; + P, + P; + P4 bilden eine Ebene. Da alle Punkte
P; + P; € B sind, muss demnach P5 € B’ sein, und wir sind fertig, da die 5 Punkte
Py,...,Ps € B in allgemeiner Lage sind.

Schon der Rang 4 Fall deutet an, dass das Auffinden oder Ausschliefen von tangentia-
len 2-Blocken keine leichte Sache ist. Tutte hat weiter zeigen konnen, dass es keinen
Rang 5 tangentialen 2-Block gibt und dass der einzige solche Block vom Rang 6 der
Petersen Block P ist, korrespondierend zum Bondmatroid des Petersen Graphen. In-
zwischen weill man, dass es auch keine Beispiele fiir Rang 7 gibt, und vielleicht wird
man eines Tages Tuttes weitestgehende Vermutung kldren kénnen:

Vermutung (Tutte). Der Fano, Desargues und Petersen Block sind die einzigen tangen-
tialen 2-Bldcke.

Diese letzte Vermutung schlieft die Hadwiger Vermutung und damit die 4-Farben
Vermutung ein. Doch schon die duBerst mithsame Abhandlung der Félle mit Rang 5,
6 und 7 deutet an, dass es hier ohne grundlegend neue Techniken keine Fortschritte
geben wird.

Wir sind ans Ende der letzten groRen theoretischen Idee zur Losung des 4-Farben Pro-
blems gekommen und zeitlich bis zur Mitte der 1960’er Jahre vorgestoRen. In den gut
30 Jahren seit den Sdatzen von Menger und Kuratowski und dem Buch von Koénig hatte
die Graphentheorie einen enormen Aufschwung genommen, ihre Ergebnisse wurden
in vielen anderen Gebieten angewandt - kurzum sie war eine etablierte Disziplin in-
nerhalb der Diskreten Mathematik geworden.

Und das 4-Farben Problem? Es war so ungelost wie eh und je. Bei jedem Angriff war
man einen Schritt vor dem Ziel gestoppt worden. Ob dies Heawoods 5-Farbensatz war,
ob Vizings Resultat iiber die Kanten 4-Farbbarkeit 3-reguldrer Graphen oder Tuttes
Ergebnis tiber die Existenz Hamiltonscher Kreise in 4-fach zusammenhangenden ebe-
nen Graphen - der letzte entscheidende Durchbruch wollte nicht gelingen. Gerade der
Erfolg der Graphentheorie in ihrer Gesamtheit einerseits und die scheinbare Unmog-
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lichkeit, die 4-Farben Vermutung zu entscheiden, andererseits, waren wohl ein Haupt-
grund, warum das Interesse am 4-Farben Problem in den 1950’er und 1960’er Jahren
deutlich abnahm. Vielleicht war es wirklich die topologische Kuriositét, als die es in
der Frithzeit angesehen wurde, und moglicherweise war es auch gar nicht entscheid-
bar. Und wahrscheinlich ist es im Riickblick nur nattirlich, dass eine Wiederbelebung
mit neuen Impulsen, Fortschritten bis hin zur endgiiltigen Losung gerade dort statt-
fand, wo man es am allerwenigsten vermutet hitte - namlich beim urspriinglichen
Programm von Kempe: Man finde eine unvermeidbare Menge reduzierbarer Konfigu-
rationen. Und so wollen wir die letzten beiden Kapitel des 4-Farben Problems aufschla-
gen.
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Ubungen zu Kapitel 8

10.

11.%

12.

13.

14.%

Vervollstandige den Beweis von 8.1.

Es sei S eine endliche Menge und t eine natiirliche Zahl. Eine Familie # < 29,
|#| > 2, heilt t-Partition von S, falls (i) A € # = |A| > t, (ii) jede t-Untermenge
von S in genau einer Menge aus # enthalten ist. Zeige, dass § = {I < S : |I] <
ttu{JcS:|JI=t+1,] £ Afur A € #} ein Matroid auf S definiert. Bestimme
den Rang v (A) fiir A = S. Gib Beispiele von 2- und 3-Partitionen.

* Konstruiere das kleinste nicht-graphische Matroid (auf 4 Elementen).

Beweise 8.2 und zeige die Aquivalenz von (C2) und (C2").

Rechneraufgabe: Entwirf Programme zur Auflistung der Basen und Kreise eines
Matroides, welches durch die Familie ¢ der unabhdngigen Mengen gegeben ist.

Sei M(S) das Matroid auf S mit der Familie § = {A < S : |A| < k} als unabhéangige
Mengen. Wie sieht M*(S) aus?

“ Es sei S eine endliche Menge und 7 : 25 — N eine Funktion mit den folgenden

Eigenschaften: (i) A < B = v(A) < v(B), (i) r(AnB) + ¥(AUB) < rv(A) + r(B),
(iii) 0 < r(A) < |A| fur alle A,B <= S. Zeige, dass ein eindeutiges Matroid auf S
existiert, welches r als Rangfunktion besitzt. Vervollstandige damit den Beweis
von 8.5. (Hinweis: Definiere I als unabhangig < »(I) = |I].)

* Sei v die Rangfunktion von M(S) und r* die Rangfunktion des dualen Matroides

M*(S). Zeige, dass ¥*(A) = |A| —r(S) + ¥ (S\A) fir alle A c S gilt.

Beweise: Ein Matroid M ist bindr genau dann, wenn |C N D| gerade ist, fiir alle
Kreise C in /M und alle Kreise D in M*.

Zeige, dass jedes Matroid auf hochstens 5 Elementen isomorph zu einem Trans-
versalmatroid ist. Gilt dies auch noch fiir 6 Elemente?

Etwas schwieriger. Es sei (S,¢) ein Matroid mit Rangfunktion » und A =
{A1,..., Ay} ein Mengensystem auf S. Wir nennen eine partielle Transversale T
unabhangig, falls T € ¢ ist. Zeige die folgende Verallgemeinerung des Hallschen
Satzes: Genau dann hat 4 eine unabhingige Transversale, wenn v (;c; A;) = |I|
fur alle I < {1,...,m} gilt. Wieso ist dies eine Verallgemeinerung von 6.5? (Hin-
weis: Betrachte eine submodulare Funktion wie nach 8.5.)

Es seien M; und M, zwei Matroide auf S mit den Rangfunktionen ¥, und #».
Zeige: Genau dann existiert eine t-Menge B < S, welche sowohl in /M; wie in M,
unabhdéngig ist, wenn 11 (A) + 12 (S\NA) > t fiuir alle A < S gilt.

Folgere aus der vorhergehenden Ubung einen Satz iiber gemeinsame Transversa-
len zweier Mengensysteme (S; 7) und (S, B).

Sei M das bindre Matroid auf der Menge V), aller 0,1-Vektoren der Lange n.
Bestimme 1T (M) und B(M).
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15.

16.

17.

18.*

19.
20.*

THEMA

Zeige, dass 8.7(ii) im Fall von Graphen auf 6.20 reduziert.

Nach dem Satz von Brooks (5.5) ist der Petersen Graph P 3-farbbar. Bestimme
laut 8.8 zwei Cozyklen, die P iiberdecken.

Uberlege nochmals im Detail die Konstruktion der Kontraktion G x A eines
Graphen.

Zeige: Jede Restriktion eines Transversalmatroides ist wieder ein Transversalma-
troid, aber dasselbe gilt nicht fiir die Kontraktion.

Beschreibe die Kreise und Basen in einer Kontraktion M x A.

Zeige, dass der Fano Block nicht cographisch ist.
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9 Zuriick zum Anfang

Wir greifen die Ideen von Kempe zur Losung des 4-Farben Problems und vor allem
ihre Prazisierung durch Birkhoff (Kapitel 3) wieder auf - und zwar in der dualen Form.
Nach Heawoods 5-Farbensatz 2.1 wissen wir, dass jeder ebene Graph G chromatische
Zahl x(G) < 5 hat. Ist die 4-Farben Vermutung falsch, so muss es also 5-chromatische
ebene Graphen geben - und die Idee des Induktionsbeweises von Kempe war es ge-
rade, die minimalen Graphen unter ihnen zu studieren, um schlieRlich aus einem Wi-
derspruch heraus ihre Nichtexistenz und damit die 4-Farben Vermutung zu beweisen.
Wir beginnen demnach mit der folgenden Definition, wobei klar ist, dass wir uns auf
einfache Graphen beschranken kénnen.

Definition. Ein irreduzibler Graph G ist ein einfacher 5-chromatischer ebener Graph
mit einer minimalen Anzahl von Ecken.

Wie soll nun der Widerspruch erzielt werden? In zwei Schritten: Einmal, indem man
eine Liste von Konfigurationen aufstellt, die in einem irreduziblen Graphen nicht
auftreten konnen - diese Konfigurationen werden reduzierbar genannt. Und zweitens
durch den Nachweis, dass gewisse Konfigurationenmengen unvermeidbar sind, in
dem Sinne, dass in jedem irreduziblen Graphen mindestens eine der Konfigurationen
enthalten sein muss.

Die einfachste unvermeidbare Menge ist die zu Figur 1.14 duale Menge. Jeder ebene
Graph muss eine Ecke vom Grad < 5 enthalten, und wir erhalten die in Figur 9.1
abgebildete unvermeidbare Menge:

ATk

Figur 9.1

Kempe hat, wie wir bereits in Kapitel 1 gesehen haben, die Reduzierbarkeit der ersten
4 Konfigurationen aus Figur 9.1 nachgewiesen, beim Beweis der Reduzierbarkeit der
5-Ecke war ihm jedoch ein irreparabler Fehler passiert. Kempes Fehler zum Trotz war
das Programm, oder besser gesagt die Hoffnung, vorgegeben, immer mehr reduzierba-
re Konfigurationen zu finden, bis sie in ihrer Gesamtheit schlieRlich eine unvermeid-
bare Menge ergeben. In vielen Arbeiten, beginnend mit Birkhoff 1913, wurde die Liste
reduzierbarer Konfigurationen nach und nach vergrofert, doch war sie auch in den
1960’er Jahren noch weit davon entfernt, eine unvermeidbare Menge zu bilden, ja es
ist wohl so, dass die daran beteiligten Mathematiker in erster Linie interessiert waren,

M. Aigner, Graphentheorie, Springer Studium Mathematik — Bachelor,
DOI 10.1007/978-3-658-10323-1 9, © Springer Fachmedien Wiesbaden 2015
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eine untere Schranke fir die Eckenzahl eines irreduziblen Graphen, die sogenannte
Birkhoff Zahl b, zu finden. Konnte man zeigen, dass jeder ebene Graph mit n Ecken
mindestens eine der bekannten reduzierbaren Konfigurationen enthalten muss, so
folgte daraus b > n + 1, und je groler die Liste reduzierbarer Konfigurationen wurde,
desto hoher stieg die Birkhoff Zahl.

Von 1913 bis 1950 wurde die Birkhoff Zahl von der trivialen Schranke b > 12 auf
b > 36 angehoben (wir werden einige dieser zum Teil dulerst spitzfindigen Methoden
zum Nachweis der Reduzierbarkeit kennenlernen), aber insgesamt war dieser langsa-
me Fortschritt eher Anlass zum Pessimismus. Es scheint, dass Heinrich Heesch von
der Universitdt Hannover der erste war, der wieder mit Elan das urspriingliche Kem-
pesche Programm in Angriff genommen hat. Er gab nicht nur seiner Uberzeugung
Ausdruck, dass eine unvermeidbare Menge reduzierbarer Konfigurationen existiert,
sondern schétzte konkret, dass eine unvermeidbare Menge von einigen Tausend Kon-
figurationen zu finden sein miisste, deren samtliche Konfigurationen eine bestimmte
GroRe nicht tGbersteigen, die wir weiter unten naher erlautern wollen. Dies war bei
Weitem zuviel, um es mit Bleistift und Papier nachzupriifen, aber in den 1960’er Jah-
ren stand die erste Generation von Hochgeschwindigkeitsrechnern zur Verfiigung, so
dass Heesch seine Ideen und Hypothesen anhand von Rechnern testen konnte. Heesch
formulierte sowohl in der Reduzierbarkeits- wie in der Unvermeidbarkeitsfrage bahn-
brechende Ideen, die von Appel und Haken aufgegriffen wurden und schlieflich zum
Erfolg fithrten. Bevor wir auf diese Ideen ndher eingehen, wollen wir die historische
Entwicklung kurz nachzeichnen.

Fassen wir zusammen: Zwei Probleme gilt es zu bewaltigen.

1. Wie beweist man die Reduzierbarkeit einer gegebenen Konfiguration?
2. Wie erzeugt man unvermeidbare Mengen?

In den Anfangsjahren wurde nahezu ausschlieRlich Frage 1 aufgegriffen, und so wol-
len auch wir damit beginnen. Als Erstes stellen wir einige Eigenschaften zusammen,
die ein irreduzibler Graph jedenfalls haben muss; zuvor noch ein Begriff. Aus dem
Jordanschen Kurvensatz folgt, dass jeder Kreis C eines ebenen Graphen G die Ebe-
ne in ein inneres und ein duleres Gebiet zerlegt. Enthalt jedes dieser beiden Gebiete
mindestens eine Ecke, so nennen wir C einen trennenden Kreis. Die nichttrennenden
Kreise sind also gerade die Randkreise der Lander von G.

Heinrich Heesch wurde 1906 in Kiel geboren. Sein erstes Interesse
galt der Musik mit Konzertpriifung fiir Violine 1928. Er studierte
Mathematik und Physik in Mtinchen und Ziivich und promovierte
mit einer Arbeit tiber kristallographische Gruppen. Bekannt wur-
de er durch die Losung des Hilbertschen Parkettierungsproblems
in der Ebene. Nach der Machtiibernahme durch die Nazis trat er
1935 von seiner Stelle an der Universitdt Gottingen zurtick und leb-
te 20 Jahre als Privatgelehrter bis zur Aufnahme einer Lehrtdtig-
keit in Hannover. Fiir das 4-Farben Problem interessierte er sich
schon seit der Gottinger Zeit. Letztlich fehlten ihm fiir die entschei-
denden Computerarbeiten die finanziellen Mittel. Er starb 1995 in
Hannover.
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Satz 9.1. Sei G = (V,E) ein irreduzibler Graph mit p Ecken und q Kanten. Dann gilt:

(i) G ist ein maximal ebener Graph, d. h. eine einfache Triangulierung.
(ii) Ypev (6-d(v)) =12,9 =3p - 6.
(iii) Jede Ecke v hat einen Grad d(v) = 5.

(iv) Jeder trennende Kreis C hat eine Linge £(C) = 5. Insbesondere ist G also 5-fach
zusammenhdingend.

Beweis. Angenommen, G ist keine Triangulierung und F ist ein Land mit den Rand-
ecken vy, vy,...,v;, t = 4. Dann gibt es (siehe die Bemerkung vor 7.2) zwei nichtbe-
nachbarte Ecken v;, v, die auRerhalb F nicht verbunden sind. Wir kontrahieren v;, v;
innerhalb F zu einer einzelnen Ecke (ohne die ebene Realisierung zu zerstoren). Der
neue Graph G’ hat eine Ecke weniger als G und ist somit 4-farbbar. Diese 4-Farbung
koénnen wir aber sofort auf G tbertragen, indem wir v; und v; mit derselben Farbe
belegen, im Widerspruch zur Irreduzibilitit von G. Bedingung (ii) folgt nun aus 7.2
und die Aussage (iii) ist klar - die Reduzierbarkeit von Ecken v mit d(v) < 4 war ja
gerade Kempes Ausgangspunkt. Es bleibt der Nachweis von (iv) (was im tibrigen auch
(iii) miteinschlief3t).

Es sei C ein trennender Kreis mit den Ecken vy, v»,...,v; in dieser Reihenfolge. Mit
A bezeichnen wir den Teilgraphen erzeugt vom Inneren von C zusammen mit C, und
mit B den Teilgraphen erzeugt vom AuReren von C zusammen mit C. Da G einfach
ist, muss t > 3 sein. Die beiden echten Untergraphen A und B sind 4-farbbar. Ist t = 3,
d.h. C = K3, so konnen wir durch Permutation der Farben auf C erreichen, dass die
Farbungen von A und B auf C iibereinstimmen, womit der ganze Graph G mit 4 Farben
gefdarbt wiare. Es bleibt der Fall C = (v, v2, V3, v4). Der Graph A U vy v3 ist 4-farbbar
und ebenso B U v;vs. Es sei f eine 4-Farbung von A U vv3 und g eine 4-Farbung von
B U v,v3, wobei wir durch Permutation wieder erreichen kénnen, dass f(v;) = g(v;)
fir i = 1,2,3 gilt. Nehmen wir an, dass f(v;) = g(v;) = a, ist, i = 1,2,3, wobei
ai, ap,as verschieden sind, da vy, v,,v3 in A U v;v3 und B U v1v3 jeweils Dreiecke
bilden. Wir 16schen nun wieder die Kante v;v3; und haben somit A und B zuldssig mit
4 Farben gefarbt, die auf vy, vo, v3 tibereinstimmen. Ist auch f(vs) = g(vs4), so sind
wir fertig. Andernfalls konnen wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen,
dass f(vs) = a4 und g(v4) = ay ist. Betrachten wir A. Falls keine abwechselnd a, a-
gefarbte Kette, kurz eine a,, a4-Kette von v, nach v, in A existiert, so konnen wir wie
in Kempes Beweis in der a,, as;-Komponente von v, in A die Farben austauschen, so
dass v4 sowohl in A wie in B die Farbe a, erhdlt. Nehmen wir also an, es gibt eine
a», as-Kette von v, nach vy4 in A (siehe Figur 9.2).

Dann enthilt A keine aq, as-Kette von v; nach vs, so dass wir die Farbung f von A
so abandern konnen, dass f'(vy) = f'(v3) = a; ist (und nach wie vor f'(v;) = ao»,
f’(v4) = a4). Danun B U v,v4 ebenfalls 4-farbbar ist, gibt es eine 4-Farbung g’ von B,
welche auf vy, v2 und v, verschiedene Werte annimmt, wobei wir durch Permutation
der Farben g'(vy) = a1, g’ (v2) = a» und g'(v4) = a4 erreichen kénnen. Ist nun
g'(v3) = asz, so stimmt g’ auf C mit f tberein, ist aber g’'(v3) = a;, so stimmt
g’ auf C mit f’ Uiberein. In allen Fillen ist somit eine 4-Farbung von G gegeben, im
Widerspruch zur Definition der Irreduzibilitat von G. Die Aussage iiber den 5-fachen
Zusammenhang folgt schlieBlich aus 7.2(v). O
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O
V3
as

Figur 9.2

Wie erkennt man nun die Reduzibilitat einer vorgegebenen Konfiguration? Zunéchst
einmal: Was ist eine Konfiguration? Im Prinzip jeder mogliche Untergraph. In der Pra-
xis hat es sich als vorteilhaft erwiesen, unter einer Konfiguration K einen trennenden
Kreis C zusammen mit dem Inneren H von C zu verstehen - und diese Definition wol-
len auch wir zugrundelegen. Wir schreiben K = (H, C) und nennen H das Innere der
Konfiguration K und C den Ring. Die Lange von C ist die Grofie des Ringes. Figur 9.3
zeigt drei Konfigurationen mit den Ringgrofen 5, 6 und 8, wobei wir die inneren Kan-
ten (also die Kanten von H) und die Ringkanten voll zeichnen und die von innen an
den Ring fiihrenden Kanten gestrichelt.

Figur 9.3

Der Nachweis der Reduzierbarkeit einer vorgegebenen Konfiguration erfolgt nun im
Wesentlichen nach dem Vorbild des Beweises in 9.1. Man trennt das Innere H samt
den inzidenten Kanten heraus und erhdlt dadurch ein Loch im Graphen G. Das Loch
wird nun irgendwie mit einem neuen ebenen Graphen H' gefiillt, wobei wir als einzige
Bedingung verlangen, dass H' weniger Ecken als H enthdlt. Wegen der Irreduzibilitat
von G ist G' 4-farbbar. Kénnen wir nun - und dies ist nattrlich der springende Punkt -
die 4-Farbung von G’ so manipulieren, dass eine 4-Farbung von G geschlossen werden
kann, so muss K reduzierbar gewesen sein!

Mit der Definition einer Konfiguration lasst sich 9.1(iv) so aussprechen: Jede Konfi-
guration mit RinggroRe < 4 ist reduzierbar. Wie sieht es mit GroRe 5 aus? Hier sind
nichtreduzierbare Konfigurationen natiirlich denkbar, z.B. die erste in Figur 9.3, in
der das Innere aus einer einzelnen Ecke vom Grad 5 besteht. Als ersten bedeutenden
Fortschritt nach Kempe zeigte Birkhoff 1913, dass dies im Wesentlichen die einzig
mogliche ist.

Satz 9.2 (Birkhoff). Es sei C ein trennender Kreis der Léinge 5 in dem irreduziblen
Graphen G. Dann besteht entweder das Innere oder das Aufere von C aus einer
einzelnen Ecke.
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Beweis. Wir nehmen das Gegenteil an, dass das Innere A und das AuRere B von C
jeweils mindestens zwei Ecken enthalten. Ersetzen wir B durch eine einzelne Ecke b,
die wir mit allen Ecken von C verbinden, so ist der resultierende Graph 4-farbbar,
wobei die Ecken aus C, da sie alle zu b benachbart sind, mit 3 Farben gefarbt werden.
Das heillt also: Es existiert eine 4-Farbung fi von A U C, welche den Ecken von
C drei Farben erteilt, und analog eine entsprechende Farbung fz von B U C. Die
Ecken von C seien zyklisch nummeriert, C = (vy,v2,...,Vs), und die Farbmenge sei
{e, B, y, 6}. Offensichtlich gibt es zu jeder 3-Farbung f eines 5-Kreises zwei Paare von
gleichgefarbten Ecken und eine weitere, einzeln gefarbte Ecke v, die wir die markierte
Ecke von f nennen wollen, v = m(f). Durch geeignete Nummerierung der v; und
Permutation der Farben konnen wir erreichen, dass v, die markierte Ecke von f, ist
und die Farbe « erhalt, und dass ferner f4(v2) = fa(vy) = B, fa(vs3) = fa(vs) =y
ist. Ebenso konnen wir durch Permutation der Farben in B U C erreichen, dass die
markierte Ecke von f ebenfalls mit « gefarbt ist und die anderen Paare mit  und y.
Ist m(fp) = v1, so ist klar, dass nach eventuellem Austausch von  und y in f3 die
Farbungen auf C ibereinstimmen, so dass wir fertig sind.

Ist m(fg) # vi, so ergeben sich zwei Moglichkeiten, je nachdem ob m(f3) zu v,
benachbart ist oder nicht. Durch eventuelles Wechseln der zyklischen Ordnung auf C
und Vertauschen von B und y in f erhalten wir o.B.d.A. die beiden in Figur 9.4
abgebildeten Moglichkeiten. Zur Abkiirzung schreiben wir f4 = (&, 8,y,B,y) und
entsprechend fiir f5. Bevor wir die beiden Félle diskutieren, bemerken wir, dass durch
Kontraktion wie im Beweis von 9.1 eine 4-Farbung von A U C bzw. B U C existiert, die
einem vorgegebenen Paar von nichtbenachbarten Ecken auf C dieselbe Farbe zuweist.

Fall 1
Figur 9.4

Fall 1. Existiert keine «,y-Kette in B U C von v, nach v4, so konnen wir vy mit
o« umfarben, so dass nun v; die markierte Ecke der neuen Farbung f3 ist und wir
fertig sind. Im anderen Fall existiert keine S, 5-Kette in B U C von v3 nach vs. Wir
wechseln die Farben in der f, 5-Komponente von v; und erhalten eine neue Farbung
fi = (y,,8,y,B). Nun farben wir A U C irgendwie mit 4 Farben, so dass v; und vy
dieselbe Farbe erhalten. Durch Permutation der Farben konnen wir f; = (y, «,6,y,2)
annehmen, wobei z = «, 8 oder ¢ ist. Ist z = §, so stimmen f, und fj auf C tiberein
und wir sind fertig, ebenso fiir z = §, da dann C 3-gefarbt ist und m(f}) = m(f3) ist.
Es bleibt der Fall z = &, also f = (y, &, §,y, ®) mit m(f,) = vs. In diesem Fall setzen
wir fi = f5.

Fassen wir die bisherige Analyse zusammen: Aus einem Paar von 3-Farbungen f, fz
von C mit m(fa) = vi, m(fp) = v, haben wir ein weiteres Paar f}, f3 konstruiert mit
m(fy) = vs, m(f;) = v,. Vertauschen wir nun die Rollen von A und B, so erhalten
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wir ein weiteres Paar f5, f5 mit m(fy) = vs3, m(f§) = v4 und mit einer weiteren

rr e e rrr

Iteration dieses Doppelschrittes ein Paar f)', f5" mit m(f)") = vs und m(f3") = v;.

1rr

Nun ist aber m(fa) = m(f3") = vi, und wir sind wieder fertig.

Fall 2. Hier ist fz = (B,y,«, B,Yy). Falls keine «, y-Kette von v3 nach vs in BuU C
existiert, so konnen wir vs zu o« umfarben, und die neue Farbung f3 hat die markierte
Ecke m(f%) = vz, d.h. wir sind wieder in Fall 1. Andernfalls gibt es keine f, 5-Kette von
v1 nach vy, so dass wir durch Umfarben von vy eine Farbung f; mit f; = (B, y, «, 6,y)
erhalten. Wie im vorigen Fall wahlen wir eine 4-Farbung f3 von A u C, in der v,
und vs dieselbe Farbe bekommen, wobei wir ohne Beschriankung der Allgemeinheit
fi=1(z,y,05,y) annehmen konnen. Ist z = §, so stimmen f und f; auf C lberein,
in den Féllen z = « bzw. z = § haben f und f; benachbarte markierte Ecken (Fall 1)
bzw. f4 und fp dieselbe markierte Ecke, so dass wir in allen Fillen die 4-Farbbarkeit
von G nachgewiesen haben, im Widerspruch zur Voraussetzung. O

Die Leser konnen anhand dieser miihseligen Fallunterscheidung schon erkennen, dass
der Reduzierbarkeitsnachweis bei RinggroRen > 6 auf erhebliche Schwierigkeiten sto-
Ren wird. Dementsprechend wollen wir nur noch ein weiteres Ergebnis, die Reduzier-
barkeit des sogenannten Birkhoff Diamanten (zweite Konfiguration in Figur 9.3), ablei-
ten und uns ansonsten mit der Zitierung der wichtigsten spateren Ergebnisse begnii-
gen.

Satz 9.3 (Birkhoff). Der Birkhoff Diamant ist reduzierbar.

Figur 9.5

Beweis. Wir 16schen das Innere samt den inzidenten Kanten. Die Ecken w, und wg
konnen (aulerhalb C) nicht benachbart sein, da wir ansonsten einen trennenden
Kreis der Lange 3 erhielten. Wir modifizieren nun das Innere, indem wir ws und
wg identifizieren und diese Ecke mit w, verbinden. Der neue Graph G’ ist 4-farbbar.
Nennen wir die Farben wieder «, f8,y,d, so ergibt sich die Situation von Figur 9.6.
Wir wollen zeigen, dass wir in jedem Fall diese 4-Farbung auf das Innere iibertragen
konnen.

Fall 1. x = 6. Dann miissen wir v, mit y farben. Die nachstehende Liste vervollstandigt
diese 4-Farbung fiir jeden moglichen y-Wert.

3"1’1 Vs VU4

= R R
9 O
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104
w1
B w» Y Jo/
Wy = Wg Ws
w3
X
G’ G
x = 0 oder
v =, B oder 6
Figur 9.6

Fall 2. x = «. Wiederum kénnen wir anhand der folgenden Tabelle die Farbung auf
das Innere tbertragen, falls y = B oder ¢ ist.

<

lvi v2 v3 vy

Bl 6 v B «
6|6 y B «

Fir v = « geht dies nicht mehr. Die Ecken v, v3 miissen, da sie beide zu «, y-Ecken
benachbart sind, die Farben B und 6 erhalten, so dass v4 zu Ecken aller 4 Farben
benachbart wére.

Hier hilft aber der folgende Kempe Schluss weiter. Angenommen, es gibt keine «, -
Kette in G\ {v1, V2, V3, V4} von ws nach ws. Ist w; in der «, 6-Komponente von ws, SO
farben wir w3 um zu 6, andernfalls farben wir ws um zu 6 und sind zurtick bei den
schon behandelten Fillen x = §, ¥ = & bzw. x = «, v = . Falls aber eine «, 5-Kette
von ws nach wj existiert, so kann es keine 3, y-Kette von w4 nach w» geben und auch
keine B, y-Kette von w4 nach wg. Wir farben w4 zu f um und erweitern diese Farbung
ins Innere laut Figur 9.7. d

Figur 9.7

Fur die folgenden Resultate empfiehlt sich die von Heesch vorgeschlagene Bezeich-
nungsweise: Eine n-Ecke ist eine Ecke vom Grad n. Kleine Ecken sind Ecken vom Grad 5
oder 6, grofie Ecken die Uibrigen. Die Markierungen der Ecken sind in Figur 9.8 einge-
tragen:
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° X o) ] ®
5-Ecke 6-Ecke 7-Ecke 8-Ecke n-Ecke, n > 5
Figur 9.8

Zur Abkiirzung lassen wir auch die Ringe weg, so dass beispielsweise die drei Konfi-
gurationen aus Figur 9.3 nun wie folgt aussehen (Figur 9.9):

® /.\
X X
Figur 9.9

Die RinggroRe ist dann stets eindeutig gegeben.

Der folgende Satz stellt einige der frithest gefundenen reduzierbaren Konfigurationen
zusammen.

Satz 9.4. Die folgenden Konfigurationen sind reduzierbar.

®

% (alle dufieren Ecken sind klein)
IR VRS
'@' allgemein % mit n — 3

aufeinander folgenden 5-Ecken, n < 13.

(ii)

(iii)

@@'@@

(iv) mit n — 2 aufeinander folgenden 5-Ecken, n > 5 beliebig.

Heesch, der ebenfalls eine ganze Reihe von reduzierbaren Konfigurationen gefunden
hatte, steuerte in den 1960’er Jahren, wie oben erwdhnt, zwei ganz entscheidende
neue Ideen bei. Zum Einen analysierte er genauer als bisher die Technik des Redu-
zierens und zum Anderen postulierte er heuristische Prinzipien, wann eine gegebene
Konfiguration wahrscheinlich reduzierbar ist und wann nicht.

Zur ersten Idee: Es sei K = (H, C) eine Konfiguration mit dem Inneren H und dem Ring
C. Mit J wollen wir die Menge aller 4-Farbungen von C bezeichnen (wobei wir natiirlich
nur die Farbenschemata induziert durch Permutationen der Farben betrachten), und
mit J(H) die Menge jener 4-Farbungen aus J, die von C direkt auf das Innere H
erweitert werden konnen. Ideal ware natirlich, wenn J(H) = J ist, denn dann kann die
nach Induktion existierende 4-Farbung von G’ = G\H, wie immer sie auch aussehen
moge, direkt auf H erweitert werden. Dies aber bedeutet, dass G 4-farbbar ist und
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somit, dass K reduzierbar ist. Leider ist jedoch in den allermeisten Fillen J(H) & J.
Tritt dies ein, so wenden wir das Kempe Verfahren an. Es sei J(H) die Menge aller
Farbungen von C, die durch Austauschen der Farben in einer oder mehreren 2-Farben
Komponenten aus den Fiarbungen J(H) entstehen. Ist nun J(H) = J, so nennt Heesch
die Konfiguration D-reduzierbar.

Wenn auch J(H) & J ist, so konnen wir wie in den Sdtzen 9.1 bis 9.3 einen sogenannten
Reduktor H' probieren. Das heilt, wir ersetzen H durch H', wobei wir eventuell nur
Kanten in das Innere einfiigen oder Ecken von C identifizieren. Alles ist erlaubt,
solange das AuBere von C unveridndert bleibt und der neue ebene Untergraph K’ =
(H',C") (der keine Konfiguration im bisherigen Sinn mehr zu sein braucht) weniger
Ecken als K enthalt. Es sei wiederum J(H') die Menge der 4-Farbungen von C, die mit
H’ (und C’) vertraglich sind. Ist J(H') < J(H), so ist die nach Induktion existierende
4-Farbung des neuen Graphen G’ (mit K’ anstelle K) wieder direkt auf H fortsetzbar.
Gilt zumindest J(H') < J(H), so fiihrt jedenfalls ein Kempe-Austausch zum Erfolg,
und wir nennen in diesem Fall K = (H, C) C-reduzierbar.

In unserem Beispiel des Birkhoff Diamanten ist K’ = (H',C’) der linke Graph in Fi-
gur 9.6. Wie wir gesehen haben, sind alle Farbungen aus J(H') auch in J(H) mit Aus-
nahme der letzten Fiarbung (¢, 8, &, y, &, y), welche in J(H) ist. D-Reduzierbarkeit ist
also starker als C-Reduzierbarkeit, namlich der Spezialfall, wo die leere Menge als Re-
duktor zum Erfolg fiithrt. Die Leser konnen sich iibrigens leicht iberzeugen, dass der
Birkhoff Diamant sogar D-reduzierbar ist. Nicht jede C-reduzierbare Konfiguration
ist aber auch D-reduzierbar. Das kleinste Beispiel hierfiir ist die letzte Konfiguration
aus 9.4(ii).

Heesch schlug nun vor, die Menge J(H) zu berechnen, bevor man sich den Kopf iiber
einen der Konfiguration angepassten Reduktor zerbricht. Bei Tests kleiner Konfigu-
rationen hatte sich namlich herausgestellt, dass sehr oft J(H) = J, also K = (H,C)
D-reduzierbar ist, was natiirlich die Suche nach einem Reduktor tiberfliissig macht.
Allgemein scheint C-Reduzierbarkeit gegeniiber D-Reduzierbarkeit die Klasse der re-
duzierbaren Konfigurationen nur unwesentlich zu vergroRern, so dass alle Computer
Programme vornehmlich auf D-Reduzierbarkeit abzielen.

Spatestens an dieser Stelle erhebt sich die Frage nach dem Rechenaufwand. Ein Ring
der GroRe 13 besitzt bereits 66 430 verschiedene 4-Farbungen, und Heesch hatte ver-
mutet, dass man moglicherweise bis Ringgrofle 18 gehen miisste, um eine unver-
meidbare Menge zu konstruieren. Fiir Hochgeschwindigkeitsrechner sind Zahlen die-
ser GroRenordnung noch kein uniiberwindliches Hindernis, zumal die Erzeugung von
J(H) programmtechnisch duRerst einfach ist. Diese Idee ist also anwendbar, solange
J(H) = J, d.h. die Konfiguration D-reduzierbar ist. Ist dies jedoch nicht der Fall, so
spielt fiir den weiteren Rechenaufwand (Suche nach H') natiirlich die GroRe und die
innere Komplexitdt von H eine entscheidende Rolle.

Seinen zweiten bemerkenswerten Vorschlag hat Heesch zur Struktur einer Konfigura-
tion gemacht. Bis zu den 1960’er Jahren war die Liste der reduzierbaren Konfigura-
tionen in die Hunderte gewachsen, aber auch die Liste jener Typen, die allen Redu-
zierungskiinsten widerstanden hatten. Heesch bemerkte, dass in den meisten dieser
yhicht-reduzierbaren“ Konfigurationen eine von drei Unterkonfigurationen auftauch-
te, die er folgerichtig Obstruktionen nannte. Dazu ein paar Begriffe: Sei K = (H,C)
eine Konfiguration mit Innerem H und Ring C. Die Kanten, die von einer inneren Ecke
v an den Ring fiihren, nennen wir die Beine von v. Eine innere Ecke v heilt Artikula-
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tion, falls H\v zerfallt oder dquivalent dazu, falls die Beine von v nicht alle am Ring
aufeinanderfolgen.

Die Obstruktionen sind nun:

(A) Eine innere Ecke mit mindestens 4 Beinen.

(B) Eine Artikulation mit mindestens 3 Beinen.

(C) Zwei benachbarte innere 5-Ecken, die noch genau zu einer weiteren inneren Ecke
benachbart sind, und zwar zur selben. (Genannt: Hangendes 5-Paar)

Figur 9.10 gibt Beispiele fiir jeden der drei Typen, wobei die Obstruktionen jeweils
umrandet sind.

(A) (B) ©
Figur 9.10

Heesch vermutete, dass jede minimale reduzierbare Konfiguration obstruktionsfrei
ist. Das ist nach wie vor offen, jedenfalls konnte bis heute noch keine Konfiguration,
die eine der Obstruktionen enthdlt, reduziert werden, und es erscheint plausibel,
dass mit der tiblichen Kempe Methode dies auch so bleiben wird. In der anderen
Richtung liegen die Dinge weniger klar, da es eine ganze Reihe von Konfigurationen
gibt, die keine Obstruktion enthalten, aber bisher jeder Reduzierung widerstanden
haben. Allerdings haben diese Typen bereits hohere Ringgrofe. Als Leitprinzip erwies
sich Heeschs Idee der Obstruktionen unentbehrlich:

Bei der Suche nach einer unvermeidbaren Menge gehe man tunlichst jenen Konfigura-
tionen aus dem Wege, die Obstruktionen enthalten!

Damit sind wir beim zweiten Thema: Unvermeidbarkeit. Vor allem: Wie beweist man
die Unvermeidbarkeit einer gegebenen Menge? Ein simples Beispiel kennen wir bereits,
die Menge {® ) bestehend aus einer 5-Ecke, ja wir wissen aus 9.1(ii), dass ein irredu-
zibler Graph sogar mindestens 12 solcher 5-Ecken enthalten muss. Formel 9.1(ii) bildet
nun den Ausgangspunkt unserer Uberlegungen, die in ihren Grundziigen ebenfalls auf
Heesch zurtickgehen.

Es sei G ein irreduzibler Graph. Wir erteilen jeder Ecke v die Anfangsladung a(v) =
6 — d(v), so dass nach 9.1(ii) die Summe der Ladungen >,y a(v) = 12 ist. 5-Ecken
haben somit die Anfangsladung 1, 6-Ecken die Ladung 0, 7-Ecken die Ladung -1,
usf. Wir erinnern uns, dass 5- bzw. 6-Ecken als kleine Ecken bezeichnet werden, k-
Ecken mit k > 7 als grofie Ecken. Es sind also gerade die groRen Ecken, die negative
Anfangsladung haben.

Nun erkldren wir eine Regel, wie wir die Ladung in G transferieren, ohne die Gesamt-
summe 12 zu dndern - wir nennen dies einen Entladungsalgorithmus. Die Endladung
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e erfullt dann wieder > ,cye(v) = 12. Je nach der Gestalt der Endladung erhalten
wir mannigfache notwendige Bedingungen tiber G, die wir im Wesentlichen in drei
Gruppen einteilen konnen.

1. Da die Gesamtsumme > 0 ist, muss es (endlich viele) lokale Stellen geben, wo eine
positive Endladung auftritt - diese lokalen Konfigurationen bilden eine unvermeid-
bare Menge. Oder umgekehrt betrachtet: Ware keine dieser Konfigurationen in G
gegeben, so hiatten wir >’ e(v) < 0, was nicht geht.

2. Falls wir zeigen konnen, dass e(v) < s < 1 fur jede Ecke v € V gilt, so folgt
12 = >, cye(v) < |V]s, und wir erhalten eine Schranke fiir die Birkhoff Zahl
b>12s"L

3. Es sei py die Anzahl der k-Ecken, k > 5. Mit den p;’s lautet 9.1(ii) dann > .5(6 —
k)px = 12. Wir versuchen die Endladung so einzurichten, dass e(v) = 0 ist fir alle
5-Ecken v und e(v) < fi fur d(v) = k, k > 6. Aus der Beziehung > ;.6 fkpx = 12
koénnen wir Ungleichungen zwischen den py’s herleiten.

Die folgenden Beispiele werden diese drei Gesichtspunkte sofort klarmachen. Der
einfachste Entladungsalgorithmus ist der, dass wir iiberhaupt nichts machen, also
e = a setzen. Damit erhalten wir die unvermeidbare Menge {® } und in 2) die Schranke
b > 12. Da{ ®} bis heute nicht reduziert werden konnte (und beim jetzigen Stand der
Reduzierungstechnik wird sich daran wohl nichts dndern), liegt es nahe, {®} durch
eine grofere unvermeidbare Menge zu ersetzen, in der Hoffnung, der Reduzierbarkeit
ndher zu kommen.

Als ersten Versuch schreiben wir vor, dass jede 5-Ecke gleichmaRig mit % auf jede
der benachbarten grofen Ecken (falls es welche gibt) entladen wird. Wie sieht die
Endladung e aus? Der Einfachheit halber setzen wir vy fiir eine k-Ecke, k > 5. Eine
5-Ecke kann nur dann e(vs) > 0 aufweisen, wenn nicht alle Nachbarn grofe Ecken
sind, wenn also &—® oder ®—X vorliegt. Da 6-Ecken nicht betroffen sind, ist
stets e(vg) = 0. Falls fiir eine 7-Ecke e(v7) > 0 ist, so muss wegen e(v;) = —1 + %
(m =Anzahl der 5-Nachbarn) v; mindestens 6 solche Nachbarn haben, von denen
naturlich zwei ihrerseits benachbart sein miissen, woraus wiederum ®——=® resultiert.
Fiir vy, k > 8, haben wir schlieRlich e(vy) = (6 — k) + % < (6 — k) + f = % < 0.
Somit folgern wir:

{e——e , &—x} ist eine unvermeidbare Menge.

Dieses Ergebnis war eines der frithesten Unvermeidbarkeitsresultate, gefunden (durch
eine andere, wenn auch im Prinzip dhnliche, Abzdhlung) von Wernicke im Jahre 1904.
Gehen wir einen Schritt weiter. Wir entladen jede 5-Ecke, indem wir % auf hochstens
4 benachbarte groRe Ecken transferieren. Ist die Endladung e(vs) > 0, so hat vs
mindestens zwei kleine Nachbarn, d. h. es liegt

o/\. oder 0/\>< oder X X

vor. Ist e(v7) = -1 + % > 0, so folgt m = 5, also tritt unter den 5-Nachbarn von v;

wiederum o/.\o auf. Fir k > 8 erhalten wir e(vy) = (6 —k) + 2 < (6 —k) + & =

23k < (. Ergebnis:

{ /\. ) ./.\ ) /.\ } ist unvermeidbar.
X X X
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Dieses Resultat wurde im Wesentlichen von Franklin 1922 gefunden. Wir bemerken,
dass diese unvermeidbare Menge starker als die von Wernicke ist.

Es sollte klar sein, was wir als ndchstes probieren. Wir entladen jede 5-Ecke, indem wir
% auf hochstens 3 benachbarte groRe Ecken transferieren. Dieselbe Analyse wie in den
vorhergehenden Féllen fihrt zu dem Resultat: Die in Figur 9.11 abgebildete Menge ist
unvermeidbar.

(A A A S 85

Figur 9.11

Nach 9.4(iii) ist die letzte Konfiguration reduzierbar, so dass wir sie aus der Liste
streichen konnen. Die Leser mogen die entsprechende Menge fiir einen Transfer von
% bestimmen. Es leuchtet ein, dass die unvermeidbaren Mengen immer komplexer
und untibersichtlicher werden, gleichzeitig wachst aber auch die Chance, immer mehr
reduzierbare Konfigurationen darunter zu finden. Genau dies ist ja die Zielrichtung
der Methode: Dass in diesem Zwiespalt sich die Waage an irgendeiner nicht zu fernen
Stelle auf die Seite der Reduzierbarkeit aller Konfigurationen einer unvermeidbaren
Menge neigt.

Dem Erfindungsreichtum von Entladungsalgorithmen sind natiirlich keine Grenzen
gesetzt, doch wollen wir uns mit diesen Beispielen zur Illustration von Punkt 1
begniigen. Fassen wir zusammen:

Satz 9.5. Die folgenden Mengen sind scimtlich unvermeidbar.

ofe)

(i |
w{ NN N
[ A A A X

Nun zum zweiten Gesichtspunkt: Schranken fir die Birkhoff Zahl. Der nachstehende
Entladungsalgorithmus von Bernhart bietet ein schones Beispiel. Wir transferieren
die Ladung von jeder 5-Ecke vs folgendermaBen: Nach 9.4(i) wissen wir, dass vs
mindestens einen groRen Nachbarn hat.

oo o x|

(iv)

(a) Falls vs genau einen groRen Nachbarn hat, so muss vs mindestens zwei 6-

Nachbarn haben, da ansonsten eine der beiden ersten reduzierbaren Konfigura-
tionen in 9.4(ii) resultieren wiirde. Wir transferieren =5 auf die groRe Ecke und je

100
% auf genau zwei der 6-Nachbarn.

(b) Falls vs mindestens zwei groRe Nachbarn hat, so geben wir genau zwei von ihnen
.26
J€ 100-
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Wie sieht d1e Endladung e(v) aus? Fir vs erhalten wu" im Fall (a) e(vs) =1 — 100 -2-

11020 = 14080 = 25, und im Fall (b) e(vs) =1 -2 - 12060 = 5t. Eine 6-Ecke v hat wegen 9.4(ii)

hochstens vier 5-Nachbarn, so dass e(vg) < 0+4- 100 = 12 resultiert Eine 7-Ecke v7 hat
10

hochstens fiinf 5-Nachbarn, also ist e(v;) < —1 + 5 100 = < 25, und fur k-Ecken vy

mit k > 8 gilt schlieRlich e(vk) < (6-k) +kis = 6— 15k < 6- 300 = 2 < 12 Inallen

Fdllen haben wir e(v) < 25 2 bewiesen, wobei mindestens einmal strikte Unglelchung
gilt (da wegen 9.4(i) groe Ecken vorkommen miissen), so dass fiir die Birkhoff Zahl
b > 26 gelten muss.

Diese Schranke wurde 1922 von Franklin angegeben. Es ist ein Hinweis auf die Uberle-
genheit der Entladungstechnik, wenn man die eben gefiihrte Ableitung mit der miih-
seligen (wenn auch im Prinzip dquivalenten) Abzdhlmethode von Franklin vergleicht.

Die folgende Illustration des dritten Gesichtspunktes geht auf Chojnacki (1942) und
Mayer (wieder unser Literaturprofessor, 1975) zuriick. Schreiben wir die Ausgangs-
gleichung > ;.5(6 — k)px = 12 in der Form

ps =12+ > (k- 6)pk,
k=7

so erhalten wir eine erste Gleichung zwischen den Zahlen py.

Wir entladen die vs’s nun auf folgende Weise. Eine 5-Ecke hat entweder 3, 2, 1 oder
keine 5-Nachbarn.

Die jeweiligen Entladungen sind in Figur 9.12 eingetragen. Die letzte Figur ist so zu
verstehen, dass die vier der fiinf Nachbarecken, denen wir jeweils % zukommen lassen,
beliebig ausgewahlt werden.

N

no
W=
=
o=
W=
NP
(e}
S

N
N =
=
N
N

N

=
=

(@) (b) (0 (d) (e)
Figur 9.12

Wie viel erhélt eine k-Ecke fiir k > 6? Betrachten wir die Nachbarschaft Cy. Die 5-Ecken
auf C, ergeben Wege W;, i = 1,...,t, der Eckenzahl ¥; > 1, die durch n-Ecken, n > 6,
voneinander getrennt sind. Ist £; = 1, so liegt einer der Félle (b), (d) oder (e) vor und die
isolierte 5-Ecke v = W; tragt hochstens % bei. Sei W; = (x1,...,Xxy,), {; = 2. Jede innere
5-Ecke in W; transferiert % nach vy (Fall (a) oder (c)), jede Endecke in W; transferiert
% (Fall (b), (c) oder (d)). Wegen 9.4(iv) muss es in Cy mindestens 2 Ecken geben, die
keine 5-Ecken sind. Insbesondere ist also £; < k — 2, d.h. W; enthilt Endecken, und
wir schliefen, dass W; hochstens %(#i —-2) + % -2 = %(#i — 1) nach vy transferiert.
Insgesamt ergibt dies e(vy) < (6 — k) + 3 >i_; {; — 5 (s = Anzahl der ¢; > 2). Da, wie
eben erwiahnt, 3!, £; < k — 2 gilt, folgt

@) e(vp) < (6-k) + 2(k—3) =% falls s > 1,

(i) e(vi) < (6-k) + 315 <6- {s% falls s = 0.
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Wir setzen fy = % fir k > 14 und haben somit stets e(vy) < fx. Fir 7 < k <
13 konnen wir dies noch verbessern. Wir wissen aus 9.4(iii), dass hochstens k — 4
aufeinanderfolgende 5-Ecken in Cj auftreten konnen. Daraus folgt aber sofort fiir
7<k=<13:

(i) e(vy) < (6 k) +3(k—4) =K fallss =1,

(i) e(vy) < (6-k) +3l51<%%  fallss=o0.
Wir setzen fi = 5K fir 7 < k < 13, also f; = 3, fs = 0, fo = —%,..., fi3 = —3. Fur
k = 6 haben wir e(vg) < % nach (i) und (ii), so dass wir fs = % nehmen.

In Zusammenfassung erhalten wir

3 1 1 5 k-9
12= 3 e(W) < Sps+5P7— 5Py~ = P13~ D Pk
2 2 2 2
veV k=14

und daraus die folgende (geringfiigig verscharfte) Ungleichung von Chojnacki:
Satz 9.6. Sei py die Anzahl der k-Ecken eines irreduziblen Graphen G. Dann gilt :

3p6 + P7 =24+ po+2p10+ - +5pi3+ > (k—9)pk.
k>14

Insbesondere folgt, dass {x,0} eine unvermeidbare Menge ist. (Ubrigens wurde von
Allaire gezeigt, dass die 6-Ecke allein bereits unvermeidbar ist.)

Durch Heranziehen einer Reihe komplizierterer reduzierbarer Konfigurationen stellte
Mavyer folgende Ungleichungen auf:

Satz 9.7. Flir die Zahlen py gelten die Ungleichungen:

() 2pe + p7 = 24 + pg + Sis10(k — 9 pi,
(ll) Pe +P7+ps = 24,
(i) p7 +2 kg P = 12.

Kombinieren wir 9.7(iii) mit der Ausgangsgleichung ps = 12 + > ;.;(k — 6)pk, SO
erhalten wir ps > 12+p7+2 > .5 Pk = 24 und daraus mittels 9.7(ii) ps + ps+ p7 + ps =
48. Fur die Birkhoff Zahl b gilt somit b > 48. Kurze Zeit spater gelang Mayer mit
derselben Methode eine Anhebung der Birkhoff Zahl auf b > 96.

Wir sind in unserer Geschichte bis in die 1970’er Jahre vorgestofen. Die Methoden
der Entladung und Reduzierung waren wohlverstanden und hatten einen hohen Grad
der Subtilitdat erreicht. Und doch waren alle bekannten reduzierbaren Konfigurationen
noch weit davon entfernt, in ihrer Gesamtheit eine unvermeidbare Menge zu bilden.
Selbst mit sehr schnellen Rechnern zur Hand stand man vor zwei enormen Schwie-
rigkeiten. Erstens war man sicher, dass in jeder unvermeidbaren Menge reduzierba-
rer Konfigurationen Typen mit Ringgrofe > 14 auftreten miissten. Heesch und sein
Student Dirre hatten schon 26 Rechnerstunden verbraucht, um nur eine besonders
unangenehme Konfiguration mit RinggroRe 14 auf D-Reduzierbarkeit zu testen. Da
der geschatzte zeitliche Zuwachs zur nachsten RinggroRe etwa vom Faktor 4 ist, so
mussten bei Ringgrossen ab 16 auch die schnellsten und groten Computer der da-
maligen Zeit kapitulieren. Die zweite Schwierigkeit war, dass niemand genau wusste,
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wie viele Konfigurationen man benoétigen wiirde. Die gdngige Schatzung war einige
Tausend - und auch das schien jeden Rahmen der vorhandenen Rechnertechnologie
Zu sprengen.

Und schlieflich: Ein Computer-gestiitzter Beweis ist sicherlich nicht das, was sich
die Mathematiker unter einer eleganten Losung vorstellen. Andererseits waren die
meisten Experten pessimistisch dartiber, ob ein Beweis von verniinftiger Lange auch
nur anndhernd in Reichweite war. Mit all diesen Hindernissen mathematischer und
aulermathematischer Art konfrontiert begannen 1972 Wolfgang Haken (urspriinglich
aus Kiel) und sein Kollege Kenneth Appel von der Universitadt von Illinois ihre Arbeit
am 4-Farben Problem, die vier Jahre spater zum Erfolg fiihrte.
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Ubungen zu Kapitel 9

1.* Zeige, dass der Birkhoff Diamant D-reduzierbar ist.

2. Zeige die Reduzierbarkeit des Birkhoff Diamanten durch Wahl eines anderen Reduktors
als in 9.3.

Verifiziere die Reduzierbarkeit der zweiten und vierten Konfiguration in 9.4(ii).
4.% Zeige, dass die vierte Konfiguration in 9.4(ii) nicht D-reduzierbar ist.

5. Gegeben der Entladungsalgorithmus vor Figur 9.11. Uberpriife, dass die unvermeidbare
Menge aus Figur 9.11 resultiert.

6.* Transferiere die Anfangsladung von 5-Ecken auf hochstens zwei benachbarte groRe
Ecken (jeweils 1/2) und bestimme die resultierende unvermeidbare Menge.

7. Versuche die Birkhoff Zahl durch eine geeignete Entladung (wie nach 9.5) auf tber 26
zu heben.
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Wir haben anhand mehrerer Beispiele gesehen, wie die klassische Methode funktio-
nierte. Als Erstes wurde eine Liste von reduzierbaren Konfigurationen aufgestellt (Re-
duzierbarkeit) und als Zweites der Nachweis versucht, dass in jeder beliebigen Trian-
gulierung mindestens eine der schon bekannten reduzierbaren Konfigurationen auf-
taucht (Unvermeidbarkeit).

Vielleicht war es bereits der entscheidende Schritt, dass Appel und Haken diese klassi-
sche Ordnung umkehrten und zuerst eine umfassende Theorie der Unvermeidbarkeit
entwickelten, wobei sie Heeschs Leitprinzip der Obstruktionen folgten und dann erst
auf Reduzierbarkeit testeten. Dementsprechend wollen auch wir die Ideen von Appel
und Haken zu den beiden Themen in dieser Reihenfolge behandeln.

Das erste Ziel ist somit vorgegeben: Man finde eine unvermeidbare Menge von Konfigu-
rationen, die keine der Obstruktionen enthalten. Falls solch eine Menge annehmbarer
Grole existierte (sowohl was die Anzahl der Konfigurationen betrifft als auch ihre
GroRe), so bestand begriindete Hoffnung, auch eine Menge zu finden, deren Mitglieder
alle reduzierbar sind.

Um einen ersten Uberblick zu gewinnen, beschrinkten sich Appel und Haken zunéchst
auf die ersten beiden Obstruktionen. Sie nannten eine Konfiguration geographisch gut,
falls sie weder Obstruktion (A) noch Obstruktion (B) enthielt. Sehen wir die Definiti-
on nach, so ist eine Konfiguration geographisch gut, falls jede innere Ecke hochstens
3 Beine hat und genau 3 Beine nur dann, wenn die korrespondierenden Ringecken
aufeinanderfolgen. Eine einzelne innere 5-Ecke hat 5 Beine und ist demnach geogra-
phisch schlecht. Gibt es kleine unvermeidbare Mengen, in denen innere Ecken hochs-
tens 4 Beine haben? Ja, zum Beispiel die unvermeidbare Menge aus 9.5(iv). Als ndchste
Verbesserung produzierte Haken per Hand eine unvermeidbare Menge mit 68 Konfi-
gurationen, welche die Obstruktionen (A) und (B) vermieden mit Ausnahme vielleicht
einer einzigen 4-beinigen inneren Ecke. 1972 schrieben er und Appel ein Computer
Programm zu einem Entladungsalgorithmus, der die Ladung von den 5-Ecken dhnlich
wie im vorigen Kapitel gleichmiRig auf die benachbarten groRen Ecken transferiert.
Die resultierende unvermeidbare Menge bestand auch nicht ausnahmslos aus geogra-
phisch guten Konfigurationen, aber zwei wichtige Informationen wurden erhalten: Ers-
tens wurden geographisch gute Konfigurationen maRiger Groe (RinggroRe < 16) in
der Ndhe der meisten Ecken mit einer positiven Endladung gefunden. Zweitens traten
die gleichen Konfigurationen verhdltnismalRig oft auf, so dass begriindete Hoffnung
bestand, die endgiltige Liste wire von ertraglicher GroRe.

Mit den Ergebnissen des ersten Computer Durchlaufs gingen Appel und Haken daran,
ihren Entladungsalgorithmus entsprechend zu modifizieren. Es begann ein Dialog mit
dem Computer, der etwa sechs Monate andauerte, bis sie sicher waren, dass das
modifizierte Programm tatsdchlich das gewiinschte Resultat - eine unvermeidbare
Menge geographisch guter Konfigurationen - liefern wiirde. Der endglltige Beweis,

M. Aigner, Graphentheorie, Springer Studium Mathematik — Bachelor,
DOI 10.1007/978-3-658-10323-1 10, © Springer Fachmedien Wiesbaden 2015
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mit allen moéglichen Fallunterscheidungen, war eine veritable tour de force, die tiber
ein Jahr in Anspruch nahm.

Nach dem Beweis der Existenz einer unvermeidbaren Menge geographisch guter Kon-
figurationen kam die nédchste Hiirde: Wie groR wiirde die Liste sein und wie kompli-
ziert die einzelnen Konfigurationen? Dazu testeten Appel und Haken ihr Programm
anhand einer speziellen Situation: Sie betrachteten nur Triangulierungen, in denen
niemals benachbarte 5-Ecken auftraten. Wenn dies auch eine starke Einschrankung
war, so stimmte das Ergebnis optimistisch: Sie erhielten eine unvermeidbare Menge
von 47 Konfigurationen und Ringgrofle < 16. Weitere Experimente mit dem Rechner
legten die Erwartung nahe, dass bei Ausschliefung auch der dritten Obstruktion (also
einem hdngenden 5-Paar) die urspriingliche Liste der geographisch guten Konfigura-
tionen nur etwa verdoppelt wiirde und dass die RinggroéRe vielleicht sogar auf < 14
gedriickt werden konnte.

Erst jetzt wurde die Reduzierbarkeitsfrage aufgegriffen. Wir wollen eine Konfiguration
wahrscheinlich reduzierbar nennen, wenn sie obstruktionsfrei ist. Unsere Analyse hat
uns zu folgendem Programm gefiihrt: Gegeben eine unvermeidbare Menge ‘M wahr-
scheinlich reduzierbarer Konfigurationen. Falls eine Konfiguration K in M trotzdem
nicht reduzierbar ist, so modifiziere man den Entladungsalgorithmus derart, dass K
durch andere wieder obstruktionsfreie Konfigurationen ersetzt wird und teste diese
auf Reduzierbarkeit, usf. Aber wie konnen wir sicher sein, dass dieser Modifikations-
prozess ein Ende nimmt? Vielleicht produzieren wir nur immer groRere unvermeidba-
re Mengen mit immer groReren Ringgrofen? Der neben der ausgefeilten Entladungs-
technik bedeutendste Aspekt der Arbeit von Appel und Haken ist eine heuristische
Plausibilitatsiiberlegung, dass dieser Fall nicht eintreten wird, auf die wir ganz kurz
eingehen wollen.

Nehmen wir das Ergebnis vorweg: In ihrer Computer-gestiitzten Losung des 4-Farben
Problems konstruierten Appel und Haken eine unvermeidbare Menge von 1936 redu-
zierten Konfigurationen, alle mit RinggroRe n < 14. Da zum Beweis der Reduzierbar-
keit einzig Kempes urspringliche Methode des Farbenaustauschs verwendet wurde,
mutet dieses Resultat auf den ersten Blick dulerst merkwiirdig an. Warum muss man
zu derart groRen Mengen greifen, um Kempes Beweis zu retten, wahrend kleinere
Mengen dies nicht schaffen? Dazu stellten Appel und Haken raffinierte wahrschein-
lichkeitstheoretische Uberlegungen an, die es sehr plausibel erscheinen lieRen, dass
eine unvermeidbare Menge reduzierbarer Konfigurationen mit Ringgrofe n < 17 exis-
tiert, vielleicht sogar mit n < 14, wiahrend es unwahrscheinlich ist, dass es eine solche
Menge mit n < 12 gibt. Fiir n = 13 konnte in diesem Stadium keine Voraussage
getroffen werden. Die von Appel und Haken konstruierte Menge hat n < 14 und be-
statigt somit das positive Ergebnis. Andererseits hat Moore 1977 eine Triangulierung
gefunden, die keine reduzierbare Konfiguration mit n < 11 enthélt, so dass auch das
negative Ergebnis fast erreicht ist. Auf den zweiten Blick ist also die Kempe-Losung
von Appel und Haken keineswegs merkwiirdig, sondern bestatigt im Gegenteil - in
den Worten von Appel und Haken - dass es in der Mathematik keine Uberraschungen
gibt.

Was die Struktur der Konfigurationen betrifft, so lieRen sie sich von einer weiteren Ver-
mutung von Heesch leiten. Eine Konfiguration K = (H,C) mit m inneren Ecken und
n Ringecken heillt (m, n)-Konfiguration. Zur Verdeutlichung schreiben wir manch-
mal K = (Hy,, C,). Wie konnen wir die Wahrscheinlichkeit der Reduzierbarkeit von
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K = (Hy,, Cy) abschatzen? Je groler m ist im Verhéltnis zu n, desto eher kénnen
wir annehmen, dass jede 4-Farbung von C zumindest mittels Kempe-Austausch auf H
erweitert werden kann, dass K also D-reduzierbar ist. Dieses Plausibilitdtsargument
fithrte zusammen mit einer Analyse kleiner Konfigurationen zur nachstehenden (un-
bewiesenen) Vermutung, deren Berechtigung wir im Folgenden untermauern wollen.

Reduzibilititsvermutung. Jede (m, n)-Konfiguration mit m > 37" —6 ist D-reduzierbar.

Sehen wir uns ein paar Beispiele an. Angenommen, das Innere besteht allein aus einer
5-Ecke v. Dann ist m = 1, n = 5 und die Reduzibilitatsvermutung, kurz R-Vermutung,
wird wegen 1 < %5 —6 < 2 um eine Einheit von m verfehlt. Nehmen wir als Nachstes als
Inneres die erste Nachbarschaft von v, d.h. v mit den 5 Nachbarn. Welche Ringgrofe
n ist zu erwarten? Aus 9.1(ii) folgt, dass mit |V| = p der Durchschnittsgrad einer
Ecke d = 6 — 1’72 ist. Wir erhohen das durchschnittliche n also hochstens, wenn
wir den Grad der Nachbarecken durchwegs mit 6 ansetzen. Die Gradsumme der
Nachbarecken wy, ..., ws ist somit 30. Ziehen wir davon die 3 Grade jeweils im Inneren
ab und bertiicksichtigen zusatzlich die gemeinsamen Ringecken benachbarter w;’s, so
erhalten wir n ~ 30 — 3 -5 — 5 = 10 (Figur 10.1).

Figur 10.1

Mit m = 6, n = 10 verfehlen wir die R-Vermutung wegen 6 < %10 -6=9<10um
4 Einheiten von m. Dies sieht hoffnungslos aus. Durch VergroRerung der Konfigurati-
on sind wir weiter von der Reduzierbarkeit entfernt als zuvor. Gehen wir aber einen
Schritt weiter und nehmen als Inneres die zweite Nachbarschaft (also v zusammen
mit wy,...,ws und deren Nachbarn), so kehrt sich die Situation wieder um. Jetzt ist,
wie gesehen, m ~ 16, und, wie man durch leichte Rechnung bestadtigt, n ~ 15. Die
R-Vermutung ist mit 16 < %1 5 -6 < 17 wiederum nur um eine Einheit von m verfehlt.
Genau dies ist die (zugegeben noch sehr schwache) Erklarung des eingangs erwahnten
Phanomens: Wahrend kleine Modifikationen der urspriinglichen Kempe Situation nicht
ausreichen, so wird ein Erfolg sehr wahrscheinlich, wenn wir in die Gegend von n = 15
bis 17 hinaufgehen. Diese Tatsache ist theoretisch vielleicht weniger interessant, doch
praktisch war sie von eminenter Bedeutung, da die Rechenkapazitdt damaliger Com-
puter ab etwa n = 17 hoffnungslos tberfordert war. Obendrein lasst es die obige
Uberlegung plausibel erscheinen, dass man nicht iiber die zweiten Nachbarschaften
von Ecken mit positiver Endladung hinausgehen muss.

Die Details der wahrscheinlichkeitstheoretischen Uberlegungen wiirden den Rahmen
der Darstellung sprengen, so dass hier auf die Originalarbeit von Appel und Haken
verwiesen sei. Jedenfalls fiihrten sie zu dem eingangs erwdhnten Ergebnis:
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Es ist fast sicher, dass eine unvermeidbare Menge reduzierbarer Konfigurationen mit
n < 17 existiert, und sehr wahrscheinlich, dass schon n < 14 ausreicht, wdhrend es
hochstwahrscheinlich Triangulierungen gibt, in denen alle Konfigurationen mitmn < 12
irreduzibel (genauer nicht C-reduzierbar) sind.

Dies war die Situation 1975. Die probabilistischen Uberlegungen iiberzeugten Appel
und Haken, dass eine Computer-gestiitzte Losung des 4-Farben Problems moglich
war, und sie zeigten auch an, welche Konfigurationen in Frage kamen. Insbesondere
legten sie nahe, ausschlieRlich Konfigurationen mit n < 14 in Betracht zu ziehen.
Und schliellich belegten sie das vielleicht bittere aber unumstoRliche Faktum, dass es
zumindest bei der Kempe Methode ohne Computer nicht geht. Menschliche Rechnung
ist bei Zehntausenden von Einzelschritten einfach zu langsam.

Im letzten Stadium ihrer Arbeit wurden Verbesserungen des Entladungsalgorithmus
und Tests auf Reduzierbarkeit (hauptsachlich durch John Koch) parallel ausgefiihrt.
Die endgiiltigen Durchlaufe waren sozusagen ,selbstkorrigierend”. Appel, Haken und
Koch begannen mit einer ersten Approximation zu ihrem Entladungsalgorithmus.
Wann immer eine groRe Ecke mit positiver Endladung resultierte, wurde die zwei-
te Nachbarschaft dieser Ecke getestet, ob darin eine obstruktionsfreie Konfiguration
auftrat. Falls keine vorkam, wurde die Nachbarschaft kritisch genannt. Wurde eine
obstruktionsfreie (m,n)-Konfiguration gefunden, so wurde sie auf Reduzierbarkeit
getestet, und zwar nach den Richtlinien der Wahrscheinlichkeitsiiberlegungen: Fir
n > 14 wurde die Konfiguration nicht akzeptiert. Fir n < 14 wurde zuerst auf D-
Reduzierbarkeit getestet. Falls dies zu einem negativen Ergebnis fiihrte, wurden ei-
nige Typen von Reduktoren zur C-Reduzierbarkeit getestet. Jede Konfiguration, die
auf diese Weise nicht relativ schnell reduziert werden konnte (90 Minuten auf einer
IBM 370-158 bzw. 30 Minuten auf einer IBM 370-168) wurde ebenfalls verworfen. In
all diesen Fallen wurde die Nachbarschaft ebenfalls kritisch genannt. Nach Ende des
Durchlaufs fand eine Klassifizierung der kritischen Nachbarschaften statt, worauf der
Algorithmus entsprechend modifiziert wurde, um diese Nachbarschaften auszuschlie-
Ren.

Von Januar bis Juni 1976 dauerte dieser Dialog zwischen Mensch und Maschine. Uber
1000 Stunden wurde auf drei Computern auf Reduzierbarkeit getestet, wahrend die
endgiiltigen Modifikationen des Entladungsalgorithmus per Hand ausgefiihrt wurden.
Etwa 10000 Nachbarschaften von Ecken mit positiver Ladung wurden per Hand ana-
lysiert und iiber 2000 Konfigurationen per Maschine auf Reduzierbarkeit gepriift. Im
Juni 1976 war dieses monumentale Unternehmen von Erfolg gekront: Eine unvermeid-
bare Menge von 1936 reduzierbaren Konfigurationen (alle mit n < 14) war gefunden.
Durch Korrektur von Duplikationen und kleinen Verbesserungen wurde die Anzahl
kurz darauf auf 1482 und schlieflich auf 1405 gedriickt. Damit war endgiiltig nach
124 Jahren aus dem 4-Farben Problem der 4-Farben Satz geworden:

4-Farben Satz. Jede ebene Landkarte ist 4-fdrbbar.

Die Bekanntgabe der Losung des 4-Farben Problems wurde von der mathematischen
Welt mit gemischten Gefiihlen aufgenommen. In die Begeisterung, dass ein tiber 100
Jahre altes Problem gelost war, und die Hochachtung vor der Leistung der beteiligten
Forscher mischte sich ein Gefiihl der Skepsis und Enttauschung, vornehmlich aus zwei
Grunden: Der erste und wichtigere Einwand betraf die Durchsichtigkeit und Lange
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des Beweises. Ein Computer-gestiitzter Beweis derartiger Lange und Komplexitat ist
fur den, der nicht itiber dhnliche Rechenkapazitiat verfiigt, nicht nachpriifbar. Der
zweite Einwand war mathematisch- dsthetischer Natur. Die Hoffnung, dass eines der
eleganten, theoretisch ausgefeilten Konzepte (die wir in den Kapiteln 4-8 besprochen
haben), zum Ziel fiithren wiirde, hatte getrogen. Erfolgreich war schlieflich die alteste
und direkteste Methode und dies unter massivem Einsatz von Computern.

Was die Durchsichtigkeit und Validitat des Appel-Haken Beweises betrifft, so wur-
den zuvorderst die dullerst komplizierten Entladungsregeln (mehrere hundert) kon-
troversiell diskutiert. Es wurde angemahnt, dass erst eine unabhédngige Computer-
Uberpriifung (vor allem auch der Rechenprogramme) endgiiltige Wahrheit bringen
wiirde. So eine Uberpriifung wurde 1997 von Robertson, Sanders, Seymour und Tho-
mas durchgefiihrt. Sie hatten sich anfangs daran gemacht, die Arbeit von Appel und
Haken durchzuarbeiten, entschieden sich aber schlieRlich fiir einen eigenen Zugang.
Die Methode, eine unvermeidbare Menge von reduzierbaren Konfigurationen zu fin-
den, blieb die gleiche, doch wies ihr Beweis wesentliche Verbesserungen auf: Die Ent-
ladungsregeln (insgesamt 34) sind einfacher und die Anzahl der Konfigurationen wird
auf 633 gedriickt. Natirlich spielte beim Experimentieren auch die gestiegene Rech-
nerleistung eine Rolle. Dieser neue Beweis wurde seinerseits mehrfach tiberpriift und
inzwischen durch ein formalisiertes Computercheckprogramm zweifelsfrei verifiziert.

Der zweite, mathematisch-dasthetische, Einwand ist verstandlich, aber bei ndherer
Betrachtung und insbesondere aus heutiger Sicht (2015) wohl nicht gerechtfertigt.
Alle anderen in diesem Buch geschilderten Attacken benotigen stérkere theoretische
Mittel als die der Kempe Methode zugrundeliegende Euler Formel. Es ist zwar nicht
ausgeschlossen, dass solche Mittel zu finden sind, aber niemand kann garantieren,
dass sie erstens tatsachlich existieren, und zweitens, dass sie den Beweis erheblich
verkiirzen wiirden.

Die tiberragende Bedeutung des 4-Farben Satzes konnte letztlich darin liegen, dass
er das erste und besonders einpragsame Beispiel eines mathematischen Satzes ist,
dessen Beweis von Natur aus sehr lang sein muss, so lang, dass er ohne Computer-
Unterstiitzung nicht bewdltigt werden kann. Jedenfalls ist die Scheu vor solchen
Beweisen in den vergangenen Jahrzehnten seit der Arbeit von Appel und Haken
geschwunden, und es gibt nun Computer-gestiitzte Beweise in nahezu allen Bereichen
der Mathematik. Ob ein verstarkter oder schlieRlich selbstverstandlicher Einsatz von
GroRrechnern der mathematischen Forschung zum Segen gereichen wird, ldsst sich
noch nicht absehen, jedenfalls wird er sie grundlegend verdndern. Die mathematische
Welt wird gezwungen sein, totale Verifizierbarkeit per Hand aufzugeben (gerade so
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versity of Michigan und ging 1961 an die University of Illinois at
Urbana. In seinen gruppentheoretischen Arbeiten verwendete er be-
reits friih Computer Rechnungen. Wolfgang Haken wurde 1928 in
Berlin geboren, studierte in Kiel und arbeitete viele Jahre bei Sie-
mens. In der mathematischen Welt wurde er durch Arbeiten tiber
Topologie und insbesondere seinen Algorithmus zur Knotenerken-
nung bekannt. Seit Mitte der 1960°er Jahre lehrte er ebenfalls in
Urbana, wo er 1972 seine Zusammenarbeit mit Kenneth Appel be-
gann, die vier Jahre spcter von Erfolg gekront war. Appel starb
2013 in Durham. Wolfgang Haken lebt in Urbana.
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wie es in den angewandten Naturwissenschaften der Fall ist), aber die Breite der
mathematischen Erkenntnisse wird diesen Verlust mehr als wettmachen.

Die ganz spezielle Faszination des 4-Farben Problems bleibt auch nahezu vierzig
Jahre nach dem Beweis ungebrochen. Ein Grund ist die Tatsache, dass wir an vielen
Stellen des Buches den Beweis ,fast“ erbracht haben. Das begann mit Heawoods
Satz 2.1, dass jede Landkarte 5-farbbar ist, der Beweis jedoch fiir 4 Farben nicht
funktioniert. Oder die Formel x(Sy) < [WJ (siehe 2.4), die fir jede orientierbare
Flache S;, mit h > 1 giltig ist, die Beweisfiihrung aber genau fiir den Fall h = 0
zusammenbricht. Oder die Folgerung 5.6 aus Vizings Satz: Jeder 3-reguldre ebene
Graph ist 4-kantenfarbbar; wir benoétigen aber die 3-Farbbarkeit, und so weiter. Es
drangt sich der Eindruck auf, dass der 4-Farben Satz einen ganz speziellen Platz in
der ebenen Geometrie und Topologie einnimmt. Vielleicht haben wir ihn noch nicht
wirklich verstanden, und vielleicht gibt es doch eine tief liegende Idee, die einen vollig
neuen Zugang ermoglicht.

Es gibt aber noch eine zweite Quelle der andauernden Faszination, ndmlich die Viel-
zahl von mathematischen Sdtzen (zum Teil aus ganz anderen Gebieten), deren Giil-
tigkeit dquivalent zur Richtigkeit des 4-Farben Satzes ist. Und mit einem besonders
eleganten und verbliiffenden Beispiel eines solchen Satzes aus dem Jahr 1990 wollen
wir das Kapitel und das Buch beschlieRen.

Wir nehmen einen beliebigen 3-reguldren zusammenhdngenden Graphen G = (V,E)
ohne Briicken und Schlingen und betten G irgendwie in die Ebene ein (mit oder
ohne Uberkreuzungen); wir nennen diese Graphen von nun an normal. Ferner sei
f:E— {1,2,3} eine 3-Kantenfarbung von G. Jeder Ecke u ordnen wir ein Vorzeichen
+ oder — zu, je nach dem Durchlaufsinn der Kantenfarben 1, 2,3 bei u. Wir setzen
o(u) = i fur positive Ecken und o(u) = —i fiir negative, wobei i = +/—1 ist, und
definieren o (f) = [[,cv O (1).

Figur 10.2

Es seien s, (f) und s_(f) die Anzahl der positiven bzw. negativen Ecken unter der
Farbung f. Wegen der 3-Regularitiat hat G eine gerade Anzahl p = 2m von Ecken, und
wir erhalten

o (f) = [yev o) = i (=i)s ) =

= (=)= DEH™ = (1) M e (41, -1},

Natiirlich hangt o (f) von der Einbettung ab, aber es ist unschwer zu sehen, dass
mit U(G) = > ro( f), summiert tiber alle 3-Farbungen, der Absolutbetrag |U(G)| eine
Invariante des Graphen G ist, unabhédngig von der Einbettung. (Wenn keine 3-Farbung
existiert, so setzen wir U(G) = 0.) In dem Graphen in Figur 10.3 erhalten wir z.B.
o(f) = (=1)33 = 1.
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Figur 10.3

Der folgende erstaunliche Satz wurde von dem Physiker Penrose entdeckt, der eben-
falls mehrere Jahre an der 4-Farben Vermutung arbeitete.

Satz 10.1 (Penrose). Es sei G = (V,E) ein normaler ebener Graph (also ohne Uberkreu-
zungen eingebettet). Dann ist o (f) = +1 fiir jede 3-Kantenfdrbung f von G.

Beweis. Es sei f eine 3-Kantenfarbung mit {1, 2, 3}. Wir konstruieren zu G den soge-
nannten Medialgraphen G = (V,E) auf folgende Weise: Wir setzen eine neue Ecke auf
jede Kante und verbinden benachbarte Karten mit einer kleinen Kurve innerhalb des
entsprechenden Landes (siehe Figur 10.4).

AN é /
X —~ P
e |~ ~ o7 o
u v —_— i X—D
x---7 . oX
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Figur 10.4

Der entstehende Graph G = (V,E) heift der Medialgraph. G ist 4-reguldar und wieder
eben. Aus der Definition folgt sofort, dass jede Ecke u € V in G von einem Dreiecks-
land umschlossen wird, das wir mit bezeichnen. Wir tibertragen nun die Kantenfar-
bung f von G auf die Kantenfarbung f von G wie in Figur 10.5:

Figur 10.5

Auf diese Weise konnen wir die Lander 7 in G wieder nach dem Umlaufsinn signieren,
und Figur 10.5 zeigt, dass stets o(u) = o (i) gilt. Wegen o (f) = =1 haben wir
o (f) = o(f)? und daher wegen der 3-Regularitit von G

of)=c(fP=]]ocw?= ] cwow@)= ] o@o@®). (%)

uev uvek 4,0
UuveE

Sehen wir uns die rechte Figur 10.4 an, so ergeben sich zwei Félle:
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Fall 1.0 (u) # o(v).Dannist o ()0 (V) = i(—i) = 1 und wir haben o.B. d. A. folgende
Situation an der Ecke &'in G.

Figur 10.6

Zur besseren Unterscheidung sind die Farben fiir G eingekreist.

Fall 2. o0(u) = o(v). Dann ist o(il)o (V) = —1 und wir haben o.B.d.A. folgende
Farbung:

Figur 10.7

Wir sehen, dass in beiden Fillen an der Ecke & von G genau zwei Farben je zweimal
erscheinen. Bezeichnet £ ; die Menge aller Kanten mit Farbe j, so zerfallen die Unter-
graphen 5j = (V,E ;) in disjunkte Kreise in der Ebene, wobei im Fall 1 bei ¢ keine
Kreuzung vorliegt, im Fall 2 (also o (1) 0 (V) = —1) aber schon. Damit kénnen wir (%)
umschreiben zu o (f) = (-1)¢, t = Anzahl der Kreuzungen der Farbkreise.

Nach dem Jordanschen Kurvensatz (jetzt kommt er!) ist aber die Anzahl der Kreuzun-
gen zwischen verschieden gefarbten Kreisen gerade, somit auch die Gesamtzahl ¢ der
Kreuzungen gerade, und wir schlieRen o (f) = 1. O

Fir jeden ebenen Graphen G gilt somit U(G) = >.r 0 (f) = Anzahl der 3-Kantenfir-
bungen und wir erhalten das folgende Ergebnis.

Folgerung 10.2. Fiir einen pldttbaren normalen Graphen G ist stets U(G) = =(Anzahl
der 3-Kantenfcirbungen).

Beispiel. Betrachten wir den Kuratowski Graphen K33 mit der Einbettung wie in
Figur 10.8:
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Figur 10.8

Die Kantenfarbung bei u kann auf 3! = 6 Weisen gewdhlt werden. Liegt die Farbe
fest, so gibt es jeweils zwei Moglichkeiten bei v, also sind es 12 Kantenfarbungen
insgesamt. Andererseits berechnet man leicht U (K3 3) = O fiir die gegebene Einbettung
und wir haben einen neuen Beweis fiir die Nichtplattbarkeit von K3 3.

Nun zur angekiindigten, zum 4-Farben Satz dquivalenten, Aussage. Es seien x1,..., X,
Variablen tiber R3. Wir betrachten zwei beliebige Beklammerungen der Variablen,
geschrieben von links nach rechts. Das folgende Beispiel mit n = 5 wird durch alle
Uberlegungen beibehalten:

(x1(x2x3)) (X4X5) = (x1X2) (x3(X4X5)).

Im Allgemeinen haben wir eine Beklammerung L auf der linken Seite und eine Beklam-
merung R auf der rechten Seite. Als Produkt nehmen wir das Vektorprodukt, d.h. sind
i=(1,0,0),j=(0,1,0), k = (0,0,1) die Einheitsvektoren, so gelte

ij =k, jk =i,ki=j;ji=—kkj=—i,ik = —j;

L (%)
ii = jj=kk =0 (Nullvektor).

Frage. Gegeben zwei Beklammerungen L und R. Gibt es eine Auswertung f : {x1,...,
xnt — {i,j,k} sodass L = R gilt?

Nattrlich geht das, indem wir x; = - - - = x,, = j setzen, dadann j = j fir n = 1 steht,
und 0 = 0 fiir n > 2. Wir prazisieren daher: Gibt es eine Belegung f mit L = R # 0?
Die unerwartete Antwort gibt der folgende Satz.

Satz 10.3 (Kauffman). Solch eine Auswertung mit L = R # 0 ist fiir jedes n und je zwei
Beklammerungen maoglich dann und nur dann, wenn der 4-Farben Satz gilt.

Beweis. Wir verwenden den 4-Farbensatz in der Form 1.7: Jeder ebene normale Graph
ist 3-kantenfarbbar.

Es sei die Aussage 1.7 richtig und L, R zwei Beklammerungen der Variablen x, ..., x;.
Zu L und R assoziieren wir zwei Wurzelbaume, indem wir die Beklammerungen von
innen nach auRen aufrollen (d. h. die Ecken entsprechen den Produkten und die Wurzel
dem dulersten Produkt. Da wir n— 1 Produkte aufrollen, haben also die Biume jeweils
n—1 Ecken. Den Baum von L zeichnen wir von unten nach oben, den Baum R von oben
nach unten. Die Endkanten, entsprechend den Variablen, werden verschmolzen, und
schlieRlich fiigen wir eine Verbindungskante zwischen den Wurzeln hinzu.

Auf diese Weise erhalten wir einen ebenen normalen Graphen. Figur 10.9 zeigt den so
erhaltenen Graphen Gy y fiir das obige Beispiel, und es ist klar, dass die Konstruktion
ganz allgemein funktioniert. Der Graph Gy r hat 2(n — 1) Ecken.
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GrLRr

Figur 10.9

Wir wéhlen nun eine beliebige 3-Kantenfarbung (die nach Voraussetzung existiert) mit
den Farben i, j, k. Ein Beispiel ist in Figur 10.10 enthalten, entsprechend der Belegung
X1 =1,X2 = j,X3=1,X4 =1, X5 = J.

Figur 10.10

Laut den Produktregeln (% *) ist ab = +c, wobei ¢ # a, b ist. Wenn wir daher die Be-
klammerungen in den Baumen verfolgen, so entsprechen die Produktresultate genau
der Farbung, abgesehen vom Vorzeichen. Inshesondere erscheint in den Wurzeln die
Farbe der Verbindungskante (in unserem Beispiel i), und es bleibt nachzupriifen, dass
in beiden Wurzeln das gleiche Vorzeichen auftritt - und dazu verwenden wir den Satz
von Penrose.

Wir nehmen i, j, k in dieser zyklischen Reihenfolge (anstelle von 1, 2, 3):

Figur 10.11

Die néchste Figur zeigt die positiven bzw. negativen Ecken in den Baumen L und R,
mit den entsprechenden Anzahlen £,,¢_ bzw. r,,7r_.
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Figur 10.12

Wann findet ein Vorzeichenwechsel in den Auswertungen statt? Aus Figur 10.12
ersehen wir (man beachte, dass in L die Auswertung nach unten verlduft, in R nach
oben):

Anzahl der Vorzeichenwechsel in L = £_
Anzahl der Vorzeichenwechsel in R = ..

In Figur 10.12 ist z.B. ji = —k an einer negativen Ecke von L oder ik = —j an einer
positiven Ecke in R. Es sei s_ wie in 10.1 die Anzahl der negativen Ecken in G g, dann
gilt
so=4_+r,
{_+4¥¢. =7r_+7r, =n -1 (n = Anzahl der Variablen),

und somit nach 10.1

(_l)n—lﬂ, _ (_1)r,+r++€,+r, _ (_1)07+r+ = 1.

Also ist (=1)%- = (=1)"+, und wir erhalten tatsichlich das gleiche Vorzeichen an den
Wurzeln.

Nun zur Umkehrung. Wir nehmen an, dass eine Auswertung mit i, j, k immer existiert.
Nach Satzen von Whitney (duale Aussagen zu 7.3 und 7.4) gentigt es zum Nachweis
des 4-Farben Satzes zu zeigen, dass jeder 3-reguldre ebene Graph G 3-kantenfarbbar
ist, dessen Dualgraph G* einen Hamiltonschen Kreis enthdlt. Figur 10.13 zeigt solch
einen Graphen G und einen Hamiltonschen Kreis C in G* (also durch die Lander
von G).

II

Figur 10.13
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Der Graph G habe p Ecken, g Kanten und r Lander, wobei p — q + v = 2 ist. Nach
dem Jordanschen Kurvensatz zerlegt C die Ebene in ein Inneres I und AuReres II. Die
Kurve C schneidet » Kanten (jene, die vom Inneren zum AuReren fithren), und man
uberzeugt sich leicht, dass die Untergraphen G; und Gy in I bzw. II Biume sind mit %
Eckenund £ —1 = 45" Kanten. Wir wihlen eine Kante e = uv vom Inneren ins Aufere,
16schen sie, und betrachten u und v als Wurzeln der Baume G; und Gy. SchlieRlich

trennen wir alle weiteren Schnittstellen (siehe Figur 10.14).

Wurzel I

\

Wurzel 1T 77

Figur 10.14

Der Graph G zerféllt auf diese Weise in zwei verklebte Baume (plus die Kante e).
Die Baume G; und Gy entsprechen Beklammerungen, die wir nach Voraussetzung mit
i, j, k belegen konnen (ohne auf das Vorzeichen zu achten), so dass dasselbe Symbol
auf der Kante e erscheint. Also ist G 3-kantenfarbbar, und der 4-Farben Satz folgt. O

Und so kommen wir zum Schluss. Uber 100 Jahre hat das 4-Farben Problem bedeuten-
de Mathematik hervorgebracht, eine ganze heute unverzichtbare Theorie entstehen
lassen, und in der Losung stoft es das Tor zu neuen Erkenntnissen und Problemen
auf, die vielleicht die Forschung der nachsten 100 Jahre mitpragen werden. Manche
Jahrhundertprobleme scheinen ihr Geheimnis auch nach der Losung zu bewahren.
Kann man mehr verlangen?
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Ubungen zu Kapitel 10

1. Uberpriife die heuristischen Betrachtungen im Anschluss an die R-Vermutung.

2.* Zeige, dass der Birkhoff Diamant die einzige (4,6)-Konfiguration in einer irreduziblen
Triangulierung ist.

3.% Sei G Medialgraph zu dem normalen ebenen Graphen G. Wir farben die Dreieckslander
1l schwarz, die tibrigen weil. Zeige:

a. Die weiken Linder von G entsprechen den Liandern von G, mit derselben Anzahl
von Grenzen.

b. Jede Kante von G ist inzident zu einem schwarzen und einem weillen Land.

Zwei Ecken in G sind genau dann benachbart, wenn die korrespondierenden schwar-
zen Lander eine Ecke gemeinsam haben.

4. Zeige, dass |U(G)| unabhéngig von der Einbettung ist. (Hinweis: Betrachte lokale Ande-
rungen der Einbettung.)

5.* Uberpriife 10.3 an dem Beispiel

L = ((x1x2) (x3(x4x5)) ) (X6x7), R = (x1(x2x3)) ( (x4 (x56)) X7 ).
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Symbolverzeichnis

Die hédufigsten im Text verwendeten Zeichen sind nach Buchstaben zusammengefasst.

~

A Unterraum aufgespannt cr(G) Kreuzungszahl
von A dv),dyg(v) Grad von v
At orthogonaler Unterraum e(S) Euler Charakteristik
Cn Kreis der Lange n ex(H,p) Extremalzahl
C+D Summe zweier Mengen e, f,g,... Kanten
E Kantenmenge f.g,h,... Funktionen
F,G,H,... Lander Ndl Trager
G = (V,E) Graph m(G) Matching-Zahl
G* dualer Graph p Eckenzahl
G Komplement von G p(G;A), p(L;A) chromatisches Polynom
G™m Potenz von G per(M) Permanente
G\NA Entfernung von A a Kantenzahl
G.A Restriktion 4 Landerzahl
G XA Kontraktion r(A),r(T) Rang
Gle Kontraktion durch e u,v,w,... Ecken
J(H) direkt fortsetzbare Un n-Ecke
Farbungen
K, vollstandiger Graph r Kettengruppe
Kmn vollstandiger bipartiter r* duale Kettengruppe
Graph Ir.A Restriktion
K= (H,CQC) Konfiguration I'xA Kontraktion
L(G) Kantengraph A(G) Maximalgrad
Ny nicht-orientierbare Flache x(G) Unabhéangigkeitszahl
N(v) Nachbarschaft von v B(M) Bedeckungszahl
(N;A), Mengensystem y(G) Geschlecht
(N; AL, ..., An) Y(G) nicht-orientierbares
P Petersen Graph Geschlecht
p, Weg der lange n 0(G) Minimalgrad
PGy, projektiver Raum of Corand
Qn Wiirfelgraph K(G) Zusammenhangszahl
R Landermenge K (U, v) lokale Zusammenhangszahl
R(A) von A erreichbare Ecken Ug(u,v) Verbindungszahl
R(k,¥) Ramsey Zahl (M) Packungszahl
G=(SuT,Z) Dbipartiter Graph X(G),x(L) chromatische Zahl
Sn orientierbare Flache X' (G) chromatischer Index
\% Eckenmenge w(G) Clique-Zahl
Wn Rad
B Basen
a(G) Arborizitat B(G) Bondmatroid
b Birkhoff Zahl g unabhéngige Mengen
c(G) Anzahl der Komponenten K Kreise
cu(G) Anzahl der ungeraden Ko 0-Ketten
Komponenten K 1-Ketten
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M, M(S)
M*
M(T)

M.A
MxA
?(G)

Matroid

duales Matroid
Matroid einer
Kettengruppe
Restriktion
Kontraktion
Polygonmatroid

SYMBOLVERZEICHNIS

Va

of
e(G)

L;L = (V,E,R)

L*
Z(G)

Vektorraum aller
0,1-Ketten

Rand
Cozyklengruppe
Landkarte

duale Landkarte
Zyklengruppe
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0,1-Matrix, 106 chromatisches Polynom, 36, 87

0-Kette, 140 Clique-Zahl, 83

1-Faktor, 41, 99 Corandoperator, 141

1-Kette, 140 Cozyklengruppe, 142

2-Block, 151 Cozyklenraum, 66, 141
minimaler, 151 Cozyklus, 66, 140, 141
tangentialer, 151

2-Zellen Einbettung, 67 Defekt, 102, 103

4-Farben Vermutung, 3, 7 Desargues Block, 149

Diagonale, 106

abhéngige Menge, 135 Dicke eines Graphen, 73

Abschluss eines Graphen, 125 disjunkte Wege, 55

Abstand in einem Graphen, 76 doppelt-stochastische Matrix, 107

Anfangsladung, 168 Dualitit

Arborizitat, 115, 140
Artikulation, 168
Austauschaxiom, 134

von Graphen, 25
von Landkarten, 24

Basi Ecke, 4
asis
Re, 165
einer Menge, 134 gro. N
. . isolierte, 4
eines Matroides, 134 .
kleine, 165
Baum, 9 Eckenfarbung, 25
Bedeckungsproblem, 139 Endecke, 4

Bedeckungszahl, 139 Endladung, 168

gzﬁ.'aiﬁ:lerung, 183 Entladungsalgorithmus, 168
benachbarte erste Nachbarschaft, 177
Ecken, 4 Euler Charakteristik, 20
Lénder, 7 Euler Formel, 9
Bipartition, 65, 140 Euler-Poincaré Formel, 20
Birkhoff Diamant, 164 Eulerscher Untergraph, 35, 36, 65, 140
Birkhoff Zahl, 40, 160, 169 Eulerzug, 33
Block Extremalzahl, 128
einer Kettengruppe, 150
eines Graphen, 47 f-Faktor, 112
Block-Graph, 49 Farbung
Bond, 61, 136 einer Kettengruppe, 145
Bondmatroid, 137, 140 einer Landkarte, 7
Bricke, 8 eines Graphen, 25, 75
Fadenproblem, 26
chromatische Zahl Faktorisierung, 41
einer Flache, 21 Fano Block, 152
einer Landkarte, 7 Flache, zweiseitig, 19
eines Graphen, 25, 75 Fundamentallosung, 34
chromatischer Index, 75 Fundamentalzyklus, 34
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Gertist
einer Landkarte, 6
eines Polytops, 45

Geschlecht einer Flache, 19

Geschlecht eines Graphen
nicht-orientierbares, 26, 67
orientierbares, 26, 67

geschlossene Flache
nicht-orientierbare, 19
orientierbare, 19

Goldener Schnitt, 93

Grad, 8
maximaler, 78
mimaler, 78

Gradfolge, 125

Graph, 4
2-faktorisierbarer, 111
bipartiter, 28, 76
dualer, 25, 61, 118
ebener, 5
einbettbarer, 26
einfacher, 4
Eulerscher, 33
fast-Hamiltonscher, 132
Hamiltonscher, 43
irreduzibler, 159
isomorpher, 7
kritischer, 84
kubischer, 12, 40
maximal ebener, 118
n-farbbarer, 75

n-fach zusammenhéngender, 46

n-kantenfarbbarer, 75
n-kritischer, 84

normaler, 180

perfekter, 84

plattbarer, 5

Platonischer, 28
polyedrischer, 45, 121
r-faktorisierbarer, 41
r-reguldrer, 40
unzusammenhdngender, 5

vollstandig bipartiter, 28, 53, 68

vollstandiger, 26, 53, 68
zusammenhangender, 5

héingendes 5-Paar, 168
Hadwiger Vermutung, 85
Hajos Vermutung, 86
Hamiltonscher Kreis, 117
Hamiltonscher Weg, 124
Heiratssatz, 103

Ikosaeder Graph, 82
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induzierter Untergraph, 78
Innere einer Konfiguration, 162
inzidente
Ecken-Kanten, 4
Ecken-Lander, 7
Kanten, 4
Kanten-Lander, 7
Inzidenzmatrix
Ecken-Kanten, 32, 65
Kreis-Kanten, 65
Lander-Kanten, 32

Jordansche Kurve, 5
Jordanscher Kurvensatz, 6

Kante, 4

gerichtete, 69
Kanten-Zusammenhangszahl, 73
Kantenfarbung, 13, 75, 80
Kantengraph, 75

Kantenmenge, minimale trennende, 61

Kantenzug, 5
Kempe-Kette, 11
Kette, 142
elementare, 142
orthogonale, 142
Kettengruppe, 142
achromatische, 145
chromatische, 145
cographische, 145
duale, 142
graphische, 145
irreduzible, 148
volle, 148
Kleinsche Flasche, 24
Komplement eines Graphen, 84
Komponente, 5
ungerade, 109
Konfiguration, 12, 162
C-reduzierbare, 167
D-reduzierbare, 167
geographisch gute, 175
reduzierbare, 12, 38, 159
Kontraktion
einer Kante, 37, 61
einer Kettengruppe, 146
eines Graphen, 64, 85, 146
eines Matroides, 147
Koordinatisierungsmatrix, 144
Kreis
eines Graphen, 5
eines Matroides, 135
Hamiltonscher, 43
Léange eines, 5
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trennender, 119, 160 r-Faktor, 41, 99
Kreuzungszahl, 67 Rad, 29
Ramsey Zahl, 130
Lange eines Kantenzuges, 5 Rand, 35
Land, 6 Randoperator, 140
auleres, 6 Rang
Landkarte, 6, 7, 20, 67 einer Kettengruppe, 142
duale, 24 einer Menge, 133
irreduzible, 38 eines Matroides, 133
isomorphe, 7 Reduktor, 167
kubische, 12 Restriktion
normale, 8 einer Kante, 37
Lateinisches Quadrat, 108 einer Kettengruppe, 145
Lateinisches Rechteck, 116 eines Matroides, 146
linear unabhéngig, 133 Ring, 39
GroRe eines, 162
Matching, 99 Rotation, 69
Matching-Zahl, 99, 111 Rotationsschema, 69
Matroid, 133
binéres, 144 Schlinge
cographisches, 137 eines Graphen, 4
duales, 136 eines Matroides, 134
einer Kettengruppe, 143 Schnittecke, 46
einfaches, 134 spannender Untergraph, 89
graphisches, 134 submodulare Funktion, 137
isomorphes, 134 Summe von Matroiden, 139
lineares, 133 System verschiedener Reprdsentanten, 104
Medialgraph, 181
mehrfache Nachbarschaften, 117 Tangente, 151
Mehrfachkanten, 4 Tetraeder Graph, 82
Mengensystem, 103 Torus, 18
Minor Trager
einer Kettengruppe, 147 einer Kette, 140, 142
eines Matroides, 147 eines Graphen, 100
(m,n)-Konfiguration, 176 Transversale, 104, 138
partielle, 116, 138
n-chromatisch, 7 Transversalmatroid, 138
n-Ecke, 165 trennende
Eckenmenge, 46, 54
Obstruktion, 167 Kantenmenge, 61
Oktaeder Graph, 82 Triangulierung, 70, 93

einfache, 118
Packungsproblem, 139

Packungszahl, 139 unabhédngige

Perfekte Graphen Vermutung, 84 Eckenmenge, 83
Permanente, 106 Menge eines Matroides, 133
Permutationsmatrix, 116 Unabhéangigkeitszahl, 83
Petersen Block, 153 unimodale Folge, 91

Petersen Graph, 43 Unterteilung

Polygon, 61, 135 einer Kante, 54
Polygonmatroid, 134, 140 eines Graphen, 54, 86
Polytop, 45 unvermeidbare Menge, 12, 159
Potenz eines Graphen, 127

Prinzip der Inklusion-Exklusion, 89 Vektorprodukt, 183

Projektiver Raum, 149 Verbindungszahl, 55
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W-Dual, 61 Zusammenhangszahl, 46
Wiirfelgraph, 15 lokale, 54

Wald, 115, 133, 134 zweite Nachbarschaft, 177
Weg, 5 Zyklengruppe, 142

Zyklenraum, 66, 140
Zeichnung eines Graphen, 71 Zyklus, 33, 65, 140
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