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Vorwort 

Dieses Lehrbuch ist - wie die meisten seiner Art - aus den Bediirfnissen der 
Hochschulausbildung entstanden. Der Autor hat wiihrend der letzten 15 Jahre 
seiner Tiitigkeit an der Universitiit einen Teil der Ausbildung von Ingenieuren 
der Kunststofftechnik im Hauptstudium mit einem viersemestrigen Vorle
sungszyklus fUr die fUnften bis achten Semester iibernommen. Der Stoff dieser 
Vorlesungen wurde von keinem Lehrbuch im deutschsprachigen Raum 
abgedeckt. Deshalb entstanden nach und nach Skripten dieser Vorlesungen 
und dann schlieI31ich das vorliegende Werk. 
Die Stoffauswahl ergab sich aus dem Vorlesungsplan. Wiihrend die Chemie der 
makromolekularen Stoffe anderweitig behandelt wurde, sollte der erste Teil 
des Zyklus eine EinfUhrung in den Aufbau und die Struktur der Polymere yom 
physikalischen Standpunkt aus vermitteln. Dazu gehoren auch Begriffsbildung 
und Bestimmungsmethoden von Molekulargewichten, ein qualitatives Bild des 
molekularen Aufbaues der verschiedenen Typen der Polymere, die Bewegungs
moglichkeiten ihrer Molekiile und Molekiilteile und die sich daraus ergeben
den Aggregatzustiinde dieser Stoffe. 
Die fUr den Ingenieur wichtigste Anwendung der Kunststoffe ist die als 
mechanisches Konstruktionsmaterial. 1m Gegensatz zu den klassischen 
Werkstoffen, fUr die die technische Mechanik auf der Grundlage der 
Hooke'schen Elastizitiitstheorie ein ausreichendes Fundament bildet, ist fUr 
Kunststoffe wiihrend der letzten Dezennia ein neues Fundament zur Beschrei
bung des mechanischen Deformationsverhaltens als notig erkannt und ent
wickelt worden: Die Theorie des linear-visko-elastischen Verhaltens. Diese 
Theorie und ihre Anwendung auf die technische Mechanik der Kunststoffe 
wird im zweiten Teil dieses Lehrbuches besprochen. Dabei wird auch auf die 
molekularen Ursachen der verschiedenen Relaxationsprozesse der Polymere 
eingegangen. 
In der Technologie der Kunststoffverarbeitung sind die thermischen Eigen
schaften der Kunststoffe sehr wichtig. Eine kurze Beschreibung dieser 
Eigenschaften erschien deshalb notig; sie wird im dritten Teil des Buches 
gegeben. 
Bei makromolekularen Werkstoffen findet man im Gegensatz zu den nieder
molekularen oft groBe Deformationen vor dem Auftreten von Brucherschei
nungen. Diese spielen bei der Behandlung des Deformationsverhaltens von 
vernetzten Kautschuken und des F!ieBverhaltens von polymeren Schme!zen 
eine wesentliche RoUe. Diese Betrachtungen bilden den vierten Tei! des Buches. 



VIII Vorwort 

In diesem Teil wird die geometrisch-mathematische Beschreibungsweise 
groBer Deformationen behandelt, dann die allgemeinen fUr alle Stoffe giiltigen 
Erhaltungssatze. Die beiden wichtigsten Beispiele des rheologischen Verhal
tens bei groBen Deformationen werden im Detail beschrieben: Die groBen 
Deformationen elastischer, vernetzter Kautschuke und die Rheologie der 
Polymerschmelzen. Die Technologie der Kunststoffverarbeitung hingegen ist 
ausgeklammert, urn den Umfang des Buches nicht zu stark anwachsen zu 
lassen. 
Bei der Beurteilung der Darstellung des Stoffes moge der Leser bedenken, daB 
es Ziel dieser Arbeit ist, dem im iibrigen in Physik, Chemie und Mathematik 
ausreichend vorgebildeten Studenten eine Anleitung zu geben, die fUr ihn 
wichtigen phanomenologischen Theorien des mechanischen Verhaltens der 
Polymere zu verstehen und anzuwenden. Der Autor hat sich dabei von der 
Erfahrung lei ten lassen, daB es in Wissenschaft und Lehre stets moglich ist, die 
wesentlichen Gedanken einer Theorie, die man selbst gut verstanden hat, in 
verstandlicher Weise an Dritte zu vermitteln, auch ohne einen Wust von 
Formeln zu verwenden. 
Deshalb werden die Theorien, die dem Ingenieur als bleibendes Riistzeug 
dienen sollen, von der Basis her aufgebaut. Dabei werden nur soviel Formeln 
und Symbole eingefUhrt, wie dem Autor fUr eine spatere Verwendung als 
angemessen erscheint. Stets wird versucht, die Theorie durch Angabe von 
Beispielen zu verdeutlichen, ohne dabei Anspruch aufVollstandigkeit erheben 
zu wollen. 
In Fallen, in denen eine strenge Behandlung eines Problems zu viel mathemati
schen Aufwand erfordert hatte, wird auf eine detaillierte Darstellung der 
Theorie verzichtet. In solchen Fallen werden die Grundgedanken der Theorie 
in Worten formuliert, ihre Giiltigkeitsgrenzen angegeben und das wesentliche 
Resultat ohne weitere Ableitung besprochen. Ein Zitat verweist dann den Leser 
auf eine ausfUhrlichere Darstellung. 
SchlieBlich wurde bewuBt in vielen Fallen davon abgesehen, molekulare 
Theorien oder V orstellungen, die die mechanischen Relaxationserscheinungen 
bei Polymeren beschreiben sollen, zu besprechen. Diese Theorien sind oft so 
kompliziert, daB sie nicht bis zur Phase der Anwendung weitergefUhrt werden 
konnen und deshalb dem Experimentator nicht viel nutzen. In anderen Fallen, 
in denen starke Vereinfachungen eingefuhrt werden mussen, urn eine moleku
lare Theorie bis zur Anwendungsreife durchzurechnen, stellt sich dann heraus, 
daB die Voraussagen nicht mit dem experimentellen Erfahrungsmaterial im 
Einklang stehen. Deshalb werden oft die Grundgedanken der molekularen 
Vorstellungen nur bildlich und qualitativ in Worten angedeutet. 
Eine Ausnahme bildet ein besonders wichtiger Fall. Dies ist die statistische 
Theorie der moglichen Konformationen von Makromolekiilen, die im ersten 
Teil in Kap. 4 besprochen wird und die die Grundlage fur das Verstandnis der 
meisten fur makromolekulare Substanzen typischen Eigenschaften bildet. Aus 
der Weiterentwicklung dieser Theorie ergibt sich dann die molekulare Erkla
rung des Deformationsverhaltens von Kautschuken und das Verstandnis der 
Rheologie der Polymerschmelzen als temporiire Verschlaufungsnetzwerke. 



Vorwort IX 

Der Autor hofft, daB es gelungen ist, einen versUindlichen Uberblick iiber die 
Zusammenhange zwischen Molekularprozessen und mechanischen Eigen
schaften polymerer Substanzen zu vermitteln. 
SchlieBlich mochte ich mich bei den zahlreichen Kollegen und Mitarbeitero 
bedanken, die in gemeinsamer Arbeit und haufigen Diskussionen direkt und 
indirekt mitgeholfen haben, den Stoff dieses Lehrbuches aufzubereiten. 
Wah rend meiner 23-jahrigen Tatigkeit bei der Forschungsorganisation TNO 
in den Niederlanden habe ich besonders viel von den Kontakten mit Prof. Dr. 
A. J. Staverman, dem leider viel zu friih verstorbenen Prof. Dr. 
H. C. Brinkman, den Herren Dr. ir. J. Heijboer, Prof. Dr. H. Janeschitz
Kriegl, Prof. Dr. ir. L. C. E. Struik und Prof. Dr. ir. A. K. van der Vegt 
profitiert. Wahrend meiner nunmehr 16-jahrigen Dienstzeit an der Universitat 
haben mich die Herren Dr. R. Greiner, Doz. Dr. G. Hartwig, Dip!. Ing. 
J. Kaschta, Dr. G. Link, Dr. W. Pfandl, Prof. Dr. M. H. Wagner, Dip!. Ing. 
M. Wolfund Dr. F. Zahradnik wirkungsvoll unterstiitzt, indem sie mir viele 
experimentelle Resultate zur Verfiigung gestellt und diese mit mir diskutiert 
haben. 
Herro Dr. ir. J. Heijboer danke ich fUr die Miihe, das Manuskript griindlich 
durchgesehen zu haben, woraus sich viele wertvolle Anregungen und Verbesse
rungen ergeben haben. 
Frau M. Bartels danke ich fiir ihre wertvolle Hilfe bei der Endredaktion des 
Manuskriptes. 

Erlangen, im Marz 1990 Friedrich R. Schwarzl 
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Teil I 
Molekularstruktur und AggregatzusHinde 
von Polymeren 

1 Einleitung 

1.1 Literaturauswahl 

Schwerpunkte des ersten Teils dieses Buches bilden der molekulare Bau der 
Kunststoffe, ihr Verhalten in verdiinnter Losung, die Aggregatzustande der 
Kunststoffe und ihre thermisch-mechanischen Eigenschaften. Es wurde keine 
VoUstandigkeit der Stoffauswahl angestrebt; hierfiir und fUr eine tiefergehende 
Behandlung sei auf die zitierte Literatur verwiesen. 

1. Franck A, Biederbick K (1984) Kunststoff-Kompendium. Vogel, Wiirzburg 
2. Saechtling H (1986) Kunststoff Taschenbuch 23. Ausgabe, Hanser, Munchen 
3. Domininghaus H (1986) Die Kunststoffe und ihre Eigenschaften, 2. Aufl VDI-Verlag, 

Dusseldorf 
4. Elias HG (1981) Makromolekiile, 4. Aufl. Hiithig& Wepf, Basel! 
5. Van Krevelen DW, Hoftyzer Pl (1976) Properties of Polymers. 2. Aufl. Elsevier, 

Amsterdam 
6. Menges G (1984) Werkstoffkunde der Kunststoffe. Hanser, Miinchen 
7. Viehweg R, Braun D (1975) Kunststoff-Handbuch 1. Hanser, Miinchen! 
8. Flory Pl (1969) Statistical Mechanics of Chain Molecules. Interscience Publishers, New 

York! 
9. Flory Pl (1978) Principles of Polymer Chemistry. Cornell University Press, Ithaca! 

1.2 Historisches 

Kunststoffe verdanken ihre Entwicklung zum Teil der Suche nach Ersatzstof
fen fiir schwer zugangliche Rohstoffe wahrend des ersten und zweiten 
Weltkrieges. Daher hatten Kunststoffe anfangs einen schlechten Namen als 
minderwertige Ersatzprodukte. Dies trifft heute schon lange nicht mehr zu. 
Kunststoffe wurden seither so stark weiter entwickelt, daB es sich nun um eine 
eigene Klasse von maBgeschneiderten Werkstoffen handelt. In vieler Hinsicht 
sind Kunststoffe den natiirlichen Werkstoffen sogar iiberlegen. Wichtig ist 
dabei die richtige, fachgerechte Anwendung. In letzter Zeit haben die Kunst
stoffe viele klassische Werkstoffe mehr und mehr bei technischen Anwendun
gen verdrangt. 

1 schwerer fUr weiterfUhrendes Studium. 



2 Einleitung 

Tabelle 1.1. Kleine Zeittafel der Kunststoffentwicklung 

1839 Vulkanisation des Kautschuks (Goodyear) 
1859 Vulkanfiber aus Zellstoff + ZnCl2 

1870 Zelluloid durch Nitrieren von Zellulose 
1897 Kunsthorn aus Casein und Formaldehyd 
1907 Bakelit aus Phenol und Formaldehyd (Baekeland) 
1913 Polyvinylchlorid im Laboratorium (Klatte) 

groBtechnische Herstellung 1931 bei I.G.Farben, Lu 
1920 Staudinger: hochmolekularer Aufbau der Kunststoffe 
1928 Herstellung von Polymethylmethacrylat bei Rahm & Haas 
1930 Herstellung von Polystyrol bei I.G. Farben, Lu 
1930 W. Kuhn: Kniiuelstruktur der Makromolekiile 
1933 Herstellung von Hochdruckpolyethylen bei I.e.I. 
1935 Polyamid 6.6 (Carothers) 
1946 Herstellung von Polytetral1uorethylen bei DuPont 
1952 Niederdruckpolyethylen (Ziegler) bei Hachst 
1952 Watson und Crick: Strukturaufkliirung der DNS-Doppelhelix 
1954 Polypropylen (Natta) Montecatini 
1969 Flory: Statistische Mechanik der Kniiuelmolekiile 

Eine stark gekiirzte Zeittafel der historischen Entwicklung findet man in 
Tabelle 1.1 (Fiir ausfiihrliche Tabellen verweisen wir auf [4] und [6].) 
Die ersten Kunststoffe wurden im 19. Jahrhundert durch Abwandlung von 
Naturprodukten erhalten. Erst in diesem Jahrhundert wurden neue makromo
lekulare Stoffe synthetisch hergestellt. Die groBtechnische Herstellung der 
wichtigsten Kunststoffe erfolgt erst seit den Jahren 1940-1950. 
Als Meilensteine der Forschung sind zu erwahnen die Erkenntnis des hoch
molekularen Aufbaues der Kunststoffe durch Staudinger, die Erkenntnis 
der Knauelstruktur der Makromolekiile durch Kuhn, die Strukturaufklarung 
des DNS-Molekiils als Trager der Erbeigenschaften durch Watson und Crick, 
die stereospezifische Polymerisation von Polyp ropy len durch Ziegler und 
Natta und die Entwicklung der statistischen Mechanik der Knauelmolekiile 
durch Flory. 

1.3 Einteilung der makromolekularen Stoffe 

Wir beschranken uns in dieser Ubersicht nicht auf die Behandlung der 
Kunststoffe, sondern betrachten diese allgemeiner als eine Teilklasse der 
makromolekularen Stoffe: 

Makromolekulare StofJe (Polymere) sind Stoffe, die aus sehr 
groBen Molekiilen aufgebaut sind 103 g/mol < M < 107 g/mol. 

Molekiile makromolekularer Stoffe haben eine Dicke von etwa 0,3 nrn ( = 3 A) 
und eine Lange zwischen 3 und 100000 nm (Fadenmolekiile). Sie bestehen 
hauptsachlich aus den Elementen C und H, manchmal auch aus 0, N, Cl, F, Si 
und S. 
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Eine Einteilung der makromolekularen Stoffe ist nach drei verschiedenen 
Gesichtspunkten moglich und iiblich, namlich nach ihrer Entstehung, nach 
ihrem Verwendungszweck und nach ihrer molekularen Struktur. 

1) Einteilung der Polymere nach ihrer Entstehung in 
natiirliche makromolekulare Stoffe: 
Zellulose, EiweiJ3, Naturkautschuk, Starke, Nukleinsauren. 
modifizierte Naturstoffe: 
Viskoseseide, Zellwolle, Zelluloid, Papier, Kunsthorn. 
vollsynthetische makromolekulare Stoffe: 
Polymerisate PE, PP, PS, PVC, PMMA, POM, PTFE 
Polykondensate PF, UF, MF, PA, Polyester 
Polyaddukte PU, EP 

Anmerkung: Polymerisate werden durch Polymerisation, Polykondensate 
durch Polykondensation und Polyaddukte durch Polyaddition hergestellt. 
(Vergleiche eine EinfUhrung in die Chemie der Kunststoffe z. B. [4]). Uber die 
Bedeutung der Abkiirzungen siehe unter 1.4. 

2) Einteilung der Polymere nach ihrem Verwendungszweck 
Nach der Form, in der sie in den Handel gebracht werden, unterscheidet 
man: 
Kunststoffe als PreJ3massen oder SpritzguJ3massen (Granulat oder Pulver) 
Kunststoffe als Halbzeuge (Platten, Rohre, Profile) 
Elastomere (Kautschuke) 
Folien 
Fasern 
Schaumstoffe 
Klebstoffe (Losungen oder reaktive Mischungen) 
Lacke (Suspensionen) 
Sonderkunststoffe (Ionenaustauscher, Membrane) 

3) Einteilung der Polymere nach ihrer molekularen Struktur 
Diese Einteilung ist fUr das VersUindnis der Eigenschaften die wichtigste. 
Beschranken wir uns aufPolymere in der nicht gelosten Form, dann finden 
wir folgende Moglichkeiten der Verkniipfung der Makromolekiile: 

1 
amorph, 

unvernetzt 
Thermoplaste t 'Ik . til' e! ns a Ill, 

unvernetzt 
Elastomere amorph 
Duroplaste amorph 

lineare Makromolekiile ohne kristalline 
Gebiete und ohne chemische Vernetzung. 
lineare Makromolekiile mit kristallinen 
Gebieten und ohne chemische Vernetzung. 
weitmaschiges Netzwerk. 
engmaschiges Netzwerk. 

1.4 Kurzzeichen fUr makromolekulare Stoffe, Firmenbezeichnungen 

Auf dem ISO-KongreJ3, Budapest 1965, wurden fUr makromolekulare Stoffe 
international iibliche Kurzzeichen eingefUhrt (siehe Normblatt DIN 7728 [10]). 
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Die Kurzzeichen bestehen aus Abkurzungen der chemischen Bezeichnung in 
englicher Sprache und werden sehr viel verwendet. 
Wir unterscheiden drei Begriffsbildungen bei der Bezeichnung von Kunststof
fen, namlich den chemischen Namen, das ISO-Kurzzeichen und den Handels
namen. Letzterer wird auf phantasievolle Weise durch den jeweiligen Hersteller 
bedacht. 

Beispiel: 

Chemischer Name 

Polyvinylchlorid 

Strukturformel 

H H 
I I 

-C-C-
I I 

H Cl 

Abkilrzung 

PVC 

Handelsname Hersteller 

Carina Shell 
Corvic ICI 
Geon Goodrich 
Hostalit Hoechst 
Vestolit Hills 
Vinnol Wacker 
Vinoflex BASF 

Fur Informationen uber Handelsnamen und Abkurzungen siehe Franck, 
Biederbick [1], Seite 333 - 335 sowie Elias [4], Seite 1070-1076. 

1.5 Okonomische Bedeutung makromolekularer Stoffe 

Als Mal3 fUr die okonomische Bedeutung verschiedener Werkstoffe betrachten 
wir ihre Jahresproduktion [11]. Das wichtigste Vergleichsobjekt fur die 
Technik ist die Rohstahlerzeugung. 
In Abb. 1.1 ist die Welt-Jahreserzeugung verschiedener Werkstoffe im loga
rithmischen Mal3stab auf Gewichtsbasis dargestellt. Zum Vergleich wurde 
auch der Veri auf der Weltbevolkerung wiedergegeben. Die Erzeugung der 
meisten Werkstoffe ist im logarithmischen Mal3stab wahrend der letzten 
Decennia ungefahr linear mit der Zeit gewachsen. Die mittlere Zuwachsrate 
zwischen 1960 und 1980 betrug fUr die "konventionellen" Werkstoffe Stahl 
und Kupfer etwa 4% pro Jahr; dies ist bedeutend hoher, als die Zunahme der 
Weltbevolkerung mit 2% pro Jahr. Fur Kunststoffe war die Zuwachsrate 
besonders hoch, 9% pro Jahr. (Kunststoffe befinden sich in der Wachstums
phase, konventionelle Werkstoffe eher in der Sattigungsphase.) 
Als Beispiel einer Wirtschaft in der stabilisierten Phase gibt Abb. 1.2 ein Bild 
der Jahresproduktion in der BRD. Die Jahreserzeugung der Werkstoffe ist, wie 
auch die Einwohnerzahl, uber langere Zeitraume praktisch konstant. Die 
auftretenden Schwankungen sind auf die Konjunkturzyklen zuruckzufUhren. 
Nur der Verbrauch an elektrischer Energie wachst mit etwa 3% per Jahr uber 
die gezeigte Periode. Die Rohstahlproduktion war etwa 6 bis 7 mal so hoch wie 
die Kunststoffproduktion. 
Die Jahreserzeugung der einzelnen Kunststoffe in der BRD im Jahre 1969 ist in 
Abb. 1.3 dargelegt [12]. Der Kunststoffmarkt wurde damals mengenmal3ig 
durch drei Spitzenreiter beherrscht: PVC, PE und PS, die zusammen etwa 61 % 
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Abb.1.1. Welterzeugung verschiedener Werkstoffe im logarithmischen MaBstab auf 
Gewichtsbasis; zum Vergleich die Entwicklung der WeltbevOlkerung 
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Abb.1.2. Erzeugung verschiedener Werkstoffe in der BRD auf Gewichtsbasis 
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Abb.1.3. Zusammenhang zwischen Preis und Jahreserzeugung verschiedener Kunststoffe im 
Jahre 1969 in der BRD nach Menges und Dalhoff[12] 

Tabelle 1.2. Der Anteil verschiedener Polymerer am Weltverbrauch 1968 nach [13] 

K unststoffe Kautschuke Fasern 

Polyvinylchlorid 22% Naturkautschuk 39% Naturfasern 64% 
Polyethylen 27% Buna-S 42% Zellulosefasern 17% 
Polystyrol 12% Polybutadien 7,5% vollsynthetische 19% 
iibrige K unstst. 39% iibrige Kautschuke 11,5% 

der Kunststofferzeugung ausmachten. Oer Zusammenhang zwischen Preis und 
Produktionsmenge 

log P = 1,1 - 0,4 log V , 

wobei P der Preis in OM pro kg und V das Produktionsvolumen in 103 tja sind, 
gilt naherungsweise, sowohl fUr verschiedene Kunststoffe, als auch fUr die 
Preisentwicklung eines einzelnen Kunststoffes im Laufe der Zeit. 
Oer Anteil verschiedener Polymerer am Weltverbrauch 1968 ist in Tabelle 1.2 
dargestellt. Spitzenreiter unter den Kunststoffen waren PVC, PE und PS, unter 
den Kautschuken Naturkautschuk und Buna-S. Bei den Faserstoffen wurde 
der Weltmarkt von den natiirlichen Fasern und den Zellulosefasern beherrscht. 
Oas Bild hat sich in den beiden letzten lahrzehnten verandert. Bei den 
Kunststoffen hat sich das Polypropylen zu den Massenkunststoffen gesellt; das 
Verhiiltnis synthetischer Kautschuk zu Naturkautschuk ist auf 70% zu 30% 
angewachsen und bei den Fasern haben die vollsynthetischen die fUhrende 
Rolle iibernommen (Tabelle 1.3). 
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Tabelle 1.3. Verbrauch verschiedener polymerer Werkstoffe im Jahre 1978 bzw. 1985 in 
Westeuropa in kt(Jahr nach [14] und [15] 

Kunststoffe (1985) Kautschuke (1978) Textilfasern (1985) 

PE 5800 ABS 400 Naturkautschuk 1100 Naturfasern 1760 
PVC 2500 PA 260 synthetischer K. 2440 Zellulosef. 550 
PS 1700 PC 88 vollsynthet. F. 2280 
PP 1760 POM 68 

1.6 Die Rolle der Kunststoffe in der Okologie 

Mit dem starken Wachs tum der okonomischen Bedeutung der Kunststoffe 
und ihrer immer wichtiger werdenden Rolle in der Technik entstehen 
gleichzeitig neue Probleme im Zusammenhang mit Umwelt und Okologie. In 
einem neueren Werk iiber Kunststoffe sollte deshalb diese Problematik nicht 
unerwahnt bleiben. 
In diesem Kontext wollen wir kurz auf drei Punkte hinweisen: den Energiever
brauch, der fUr die Herstellung bzw. Wiederverwertung von Kunststoffen 
erforderlich ist, die bio- und okologische Vertraglichkeit von Kunststoffen und 
das Abfallbeseitigungsproblem der Kunststoffe. 
Da die Energieerzeugung mit den heute zur VerfUgung stehenden Mitteln 
entweder risikoreich (Kernenergie) oder umweltbelastend (Verbrennung von 
fossilen Brennstoffen) ist, ist die Frage nach der Energie, die benotigt wird, urn 
eine gewisse Menge eines Werkstoffes herzustellen, von wesentlicher Bedeu
tung. 
In Tabelle 1.4 wurden die Energien aufgelistet, die schatzungsweise erforder
lich sind, urn diverse Werkstoffe erstmalig aus den Grundstoffen herzustellen, 
bzw. die Werkstoffe nach Wiedereinsammlung ein zweites Mal zu verarbeiten. 

Tabelle 1.4. Geschiitzter Energiebedarf zur Erzeugung bzw. Wiederverarbeitung von 1 kg 
eines Werkstoffes 

Werkstoff Energiebedarf in MJ (kg zur Lit. 

erstm. Erzeugung Wiederverarbeitung 

Rohstahl 44 mind. 0,69 + 0,29 [16] 
Titan 370 [17) 
Aluminium 182 [16) 
Glas 3-6 [18) 
LDPE 34+29 [16) 
HDPE 33 + 58 0,27 + 0,29 [16) 
PS 35 + 65 0,3 [16] 
PVC 64+20 0,21 [16] 
PP 147 + 20 0,34 + 0,19 [16) 
PC 112+41 0,28 [16) 
PA6-6 132+64 0,33 + 0,20 [16) 
POM 150 + 122 0,30 + 0,25 [16] 
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In der zweiten Spalte dieser Tabelle ist der Energiebedarf zur Herstellung der 
Werkstoffe auf Gewichtsbasis aufgelistet. Fur die Kunststoffe wurde der 
Energieinhalt in zwei Teile gegliedert. Der erste Teil enthalt die Energie, die zur 
Herstellung der Ausgangsprodukte und der Polymerisation, bzw. Polykon
densation erforderlich ist; der zweite Teil ist die Verbrennungswarme des 
verwendeten Ausgangsstoffes. Nur der erste Teil sollte in den Vergleich mit 
einbezogen werden, weil nur dieser Anteil in der Umweltbelastung eine Rolle 
spielt. 
Man sieht aus dieser Tabelle, daB der Energieverbrauch der Kunststoffe bei 
ihrer erstmaligen Herstellung uberraschend hoch ist; er wird eigentlich nur von 
dem fUr Aluminium und Titan ubertroffen. Beachtenswert niedrig ist der 
Energieverbrauch zur Herstellung von Glas 1. 

Allerdings muB man bedenken, daB bei vielen technischen Anwendungen der 
Kunststoffe diese klassische Werkstoffe mit wesentlich hoherem spezifischem 
Gewicht ersetzen, wobei etwa das gleiche Volumen des Kunststoffes zur 
Anwendung kommt. Deshalb ist ein Vergleich des Energieaufwandes auf 
Gewichtsbasis nicht immer angemessen. Vergleicht man den Energieaufwand 
auf V olumenbasis, dann liegen die Kunststoffe guns tiger als alle anderen 
Werkstoffe, mit Ausnahme von Glas. 
Das gilt, wegen des niedrigen Schmelzpunktes der Kunststoffe, insbesondere 
fUr die Wiederverarbeitung. Allerdings ist dabei zu bedenken, daB nur ein Teil 
der Kunststoffe, und zwar die Thermoplaste im Prinzip wieder verarbeitet 
werden konnen. Der Energiebedarf zur Wiederverarbeitung ist in der dritten 
Spalte der Tabelle aufgelistet. Dies ist ein theoretisches Minimum, das aus dem 
Beitrag der mittleren spezifischen Warme zum Aufheizen bis zur Verarbei
tungstemperatur (erster Summand) und der Schmelzwarme (zweiter Sum
mand) ohne Rucksicht auf Energieverluste abgeschatzt wurde 2. Wenn man 
annimmt, daB auf diese Weise zumindest die GroBenordnung der Energie zur 
Wiederverarbeitung richtig geschatzt wurde, sieht man, daB diese etwa 1 MJ /kg 
betragt, also urn ein bis zwei GroBenordnungen niedriger ist als der Energieauf
wand zur erstmaligen Erzeugung. Wir schlieBen daraus, daB eine Wiederverar
beitung der Werkstoffe in allen Fallen okologisch sehr wunschenswert ist, 
vorausgesetzt, sie ist technisch moglich und okonomisch zuliissig. 
Yom Standpunkt der zur Herstellung oder Verarbeitung benotigten Energie 
sind also Kunststoffe sicher nicht als umweltfeindliche Produkte einzustufen. 
Nun zur Frage der Toxizitiit von Kunststoffen. 1m allgemeinen sind Kunststof
fe nicht toxisch, da sie wegen des makromolekularen Baues nicht sehr reaktiv 
sind und deshalb nicht in biologische Prozesse eingreifen. Ausnahmen von 
dieser Regel sind jedoch folgende: 
1) Wenn aus irgendweichen Grunden die makromolekularen Stoffe noch 
Monomere enthalten, oder sich aus den Polymeren durch EinfluB von Licht 

1 Die niedrigen Werte des Energieverbrauches zur Glasherstellung sind unter der Vorausset
zung berechnet, daB die gesamte bei der Kuhlung anfallende Abwiirme sinnvoll wiederver
wertet werden kann. Dies ist bei der Glasherstellung wegen der hohen Temperaturen der 
SchmelzOfen ublich und miiglich. 

2 Fur amorphe Polymere wurde nur der Beitrag der spezifischen Wiirme berucksichtigt. 
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Tabelle 1.5. MAK-Werte einiger Ausgangsstoffe zur Herstellung von Polymeren und eines 
Weichmachers 

Ausgangsstoff 

Acrylnitril 
Bisphenol A 
Phosgen 
Butadien 
Epichlorhydrin 
Phenol 
Styrol 
Viny1chlorid 
Dioctylphthalat 

MAK-Wert, mg/m 3 

45 
2,8 
0,4 

2200 
19 
19 

420 
8 

10 

Polymer 

PAN 
PC 
PC 
Buna 
EP-Harze 
PF-Harz 
PS 
PVC 
Weichmacher in PVC 

oder Warme Monomere zuruckbilden, k6nnen diese toxisch sein, da fast aUe 
Monomere wegen ihrer hohen Reaktivitat sehr giftig sind. Dies sieht man aus 
Tabelle 1.5, in der die MAK-Werte verschiedener Monomere aufgelistet sind 
[19]. 
M AK- Werle (Maximale Arbeitsplatz Konzentrationen) sind die yom Gesetz
geber festgelegten zulassigen H6chstgrenzen der Konzentration eines Stoffes in 
der Luft an Arbeitsplatzen, in Einheiten von mg pro m3 Luft. Je niedriger der 
MAK-Wert, desto giftiger der entsprechende Stoff. Also ist Butadien z.B. 
verhaltnismaBig harmlos, wahrend Phosgen besonders gefahrlich ist. 

2) Ein weiterer Punkt ist die Tatsache, daB verschiedene Kunststoffe mit 
Weichmachern versetzt werden, beY~r sie zur Anwendung gelangen (das 
bekannteste Beispiel ist Weich-PVC). Fur PVC wird fUr diesen Zweck 
meistens Dioctylphthalat (DOP) verwendet, das sehr giftig ist. (V gl. Tabel
Ie 1.5). 

3) SchlieBlich entstehen bei der Verbrennung von manchen Kunststoffen 
auBcr den normalen Verbrennungsprodukten CO 2 und H 20 auch giftige oder 
atzende Gase. Ein beruchtigtes Beispiel ist PVC, das unter Abscheidung von 
HCI verbrennt. Wird PVC jedoch bei niedrigeren Temperaturen (600-800 0C) 
verbrannt, dann kann das hochgiftige Dioxin entstehen. Bei Verbrennung von 
PA oberhalb 360°C entstehen Stickoxyde. Ein wei teres Gefahrenpotential ist 
die gemeinsame Verbrennung verschiedener Kunststoffe; so kann z. B. bei 
gemeinsamer Verbrennung von PC und PVC Phosgen entstehen. Diese 
Tatsachen sind nicht nur sehr hinderlich bei der Abfallbeseitigung von 
Kunststoffen, die oftmals durch Verbrennung geschieht, sie bilden auch eine 
besondere GefahrenqueUe im Faile eines Brandes. Dementsprechend soUte bei 
Verwendung von Kunststoffen in Fahrzeugen, Wohnraumen etc. nicht nur die 
Entflammbarkeit [20], sondern auch die Rauchgasentwicklung im Faile eines 
Brandes in die Auswahlkriterien mit einbezogen werden (Rauchgasklassenein
teilung). 
Zur Frage der Abfallverwertung und Abfallbeseitigung von Kunststoffen 
verweisen wir auf eine ausfUhrliche Ubersicht [21], der wir einige wichtige 
Punkte entnehmen. 
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Abfalle entstehen bei der Kunststoffherstellung, der Kunststoffverarbeitung 
und naeh Verwendung der Kunststoffprodukte. Die ersten beiden Abfallarten 
fallen mengenmaBig kaum ins Gewicht und der Abfall kann sofort problemlos 
wieder verwertet werden, was aueh heute zum groBen Teil bereits gesehieht. 
Hier ergibt sieh also kein Problem [21]. 
Anders ist dies beim Abfall, der naeh der Verwendung anfallt. Diesen kann 
man einteilen in Abfall relativ kurzlebiger Produkte (z. B. Verpaekungsmate
rial) und in solchen langlebiger Produkte (z. B. Automobilbau). Nur die erste 
Art findet man im Hausmull wieder und dies sind etwa 20- 25% der 
verarbeiteten Kunststoffe [21]. Der Rest, 75% ist der sog. Industriemull, der bei 
Versehrottung anfallt. 
Kunststoffe im Hausmull und solche im Industriemull fallen in gemisehter Art 
an und dies maeht ihre Wiederverwertung zu einem auBerst komplizierten 
teehnisehen Problem, dessen L6sung bis heute noeh nieht gelungen ist. Deshalb 
werden diese Abfalle bis heute noeh nieht wiederverwertet, sondern nur 
entsorgt. Daran hat aueh eine getrennte Einsammlung von Kunststoffen beim 
Hausmull vorlaufig noeh nieht viel andern k6nnen. 
Die Wiederaufarbeitung eines Kunststoffgemisehes ist problematiseh. Ver
sehiedene Kunststoffe sollten bei versehiedenen Temperaturen verarbeitet 
werden. Selbst wenn eine gemeinsame Verarbeitung in mane hen Fallen gelingt, 
sind die Produkte meistens minderwertig, weil viele Kunststoffe untereinander 
unvertraglieh sind. Ein Sortiervorgang vor der Wiederverarbeitung des Mulls 
erseheint deshalb fast unerlaf31ieh. 
Andere laufende Projekte betreffen die Verwertung von gemisehtem Kunst
stoffmull dureh Pyrolyse zur Wiedergewinnung von Ausgangsprodukten fUr 
die Kunststoffherstellung [22], die Erzeugung von Sehwelgas, das naeh 
Reinigung kaloriseh verwendet werden kann [23], und Hydrierungsverfahren 
zur Gewinnung von synthetisehem 01 [24]. 
Da all diese Verfahren noeh im experimentellen Stadium sind, wird der mit dem 
Mull anfallende Kunststoff zum Teil dureh Verbrennung und zum Teil dureh 
Deponieren entsorgt. 1m Fall der Mullverbrennung tragt der Heizwert der 
Kunststoffe (etwa 46 MJjkg) zur Ersparnis der erforderliehen Heiz6lzusatze 1 

bei. Die Probleme im Zusammenhang mit den Abgasen konnten zwar 
gemildert, aber noeh nieht vollstandig gel6st werden. AbsehlieBend muB gesagt 
werden, daB die Wiederverwertung bzw. Entsorgung des Kunststoffmulls ein 
noeh ungel6stes teehnisehes Problem darstellt, obwohl hieran intensiv gearbei
tet wird. 

1. 7 S.I.-Einheiten 

Yom 01. 01. 1978 an sind in der BRD die S.I.-Einheiten in Wirtsehaft und 
Wissensehaft bindend vorgesehrieben. 

1 Der Heizwert von Rohal ist etwa gleich groB = 44 MJjkg. 
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S.I. = systeme international d'unites. Literatur: [25], [26] 
Die Grundeinheiten im S.I.-System sind: 

Physikalische 
GroBe 

Lange 

Zeit 
Masse 
Temperatur 

Stromstarke 
Lichtstarke 
Stoffmenge 

Einheit 

das Meter 

die Sekunde 
das Kilogramm 
das Kelvin 

das Ampere 
das Candela 
das Mol 

Ab- relativer MeBfehler bei 
kiirzung 

m 

s 
kg 
K 

A 
cd 
mol 

hochstem; normalem 
Aufwand 

10- 10 10- 3 bis 10- 4 

10- 5 

10- 14 10- 5 

10- 8 10- 5 bis 10- 6 

10- 3 bis 10-4 

10- 6 10- 3 

10- 4 10- 4 

MeBtechnik 

Kathetometer 
EndmaBe 
F requenzzahler 
Analysenwaage 
Thermoelemen t 
Widerstands-
oder geeichtes 
Hg-Thermometer 
Dig. M ultimeter 

1 Mol = Stoffmenge emes Systems, das aus 6,0225' 1023 (gleichen) 
Teilchen besteht. 

Einige fur uns wichtige abgeleitete Einheiten sind: 

Physikalische Einheit Abkiirzung relativer MeBfehler bei 
GroBe 

hochstem; normalem Aufwand 

Dichte kgjm 3 10- 6 10- 4 Pyknometer 
(= MassejVolumen) 
spezifisches Volumen m3 jkg = ljg 10- 6 10- 4 Pyknometer 
(VolumenjMasse) 
Kraft Newton 1 N = 1 kgmjs2 10- 6 10- 3 KraftmeBdose 
Druck, Spannung, 
Modul Pascal 1 Pa= 1 Njm 2 10- 3 10- 2 Druckgeber 
Energie Joule 1J = 1 Nm 10- 3 (elektr. M) 
Leistung Watt lW=lJjs 10- 3 (elektr. M) 
Viskositat 1 Pas 10- 3 

( = Druck x Zeit) 10- 2 Viskosimeter 
Kinematische 
Viskositat m 2 js 10- 3 

(Visk.jDichte) 
Frequenz Hertz 1 Hz 10- 14 10- 5 Frequ. Zahler 
eJektr. Widerstand Ohm H1=IWjA2 10- 8 4,10- 3 Multimeter 
elektr. Spannung Volt lV=IWjA 10- 6 3,10- 4 Multimeter 

Die in der vierten Spalte angegebenen relativen Mel3fehler lassen sich heute 
erzielen [27], wenn man allerhochsten mel3technischen Aufwand treibt, wie 
beispielsweise in der Physikalisch-Technischen Bundesanstalt in Braunschweig 
oder im National Bureau of Standards in Washington. In der funften Spalte 
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sind die relativen MeI3fehler angegeben, mit denen bei normalen Mel3metho
den in der Technik gerechnet werden mul3 [28]. Sie beziehen sich auf die 
zugehorige Mel3technik in SpaJte 6. Dabei ist jedoch zu bedenken, dal3 der 
relative Mel3fehler sehr oft von dem Wert der Mel3groI3e abhangt (z.B. bei der 
Temperaturmessung). Ebenso ist zu berucksichtigen, dal3 Druck und Tempera
tur oft die Apparatur beeinflussen (z. B. bei elektrischen Mel3verfahren). Wie 
man sieht ist es - von einigen Ausnahmen abgesehen - nicht sinnvoll, 
physikalische oder technische Grol3en in mehr als zwei bis drei (hochstens drei 
bis vier) signifikanten Ziffern zu dokumentieren. Der "Mel3fehler" in der 
Bestimmung der Stoffmenge (mol) ruhrt daher, dal3 fUr die Loschmidt'sche 
Zahl nur 4 bis 5 signifikante Ziffern bekannt sind. 
Zur Angabe von Zehnerpotenzen sind folgende Abkurzungen gebrauchlich: 

T tera 1012 m milli 10- 3 

G giga 109 11 micro 10- 6 

Mmega 106 n nano 10- 9 

k kilo 103 p PICO 10- 12 

f femto 10- 15 
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2 Molekularmasse uDd raumliche Gestalt der Makromolekiile 

2.1 Die Molekularmasse uDd ihre VerteiluDg 

Die Definition der Molekularmasse (haufig auch Molekulargewicht genannt) 
ist nur sinnvoll fUr unvernetzte Polymere. Fur unverzweigte, unvernetzte 
Polymere ergibt die Definition der Molekularmasse eine bis auf die Taktizitat 
eindeutige Beschreibung der geometrischen Bauweise des Molekuls, fur 
verzweigte, unvernetzte Polymere muB man die Angaben noch durch die 
Anzahl und Lange der Verzweigungen erganzen. 
Definition der Anzahl Teilchen pro Mol: 

Loschmidt'sche Zahl oder Zahl von 
Avogadro. 

Wenn m die Masse eines Molekiils in gist (inkonsequent!), dann definiert man 
die Molekularmasse des Molekiils als die Masse eines Mois der betrachteten 
Objekte, aber in g! Beim Einsetzen von Molekularmassen im S.L-System muB 
man daher vorsichtig sein. Molekularmassen soli ten im S.L-System stets in 
kg/mol eingesetzt werden, urn Fehler zu vermeiden. 

I M = NL . m I Molekularmasse oder Molekulargewicht (1) 

NL wird so gewahlt, daB das Nukleid 12C die Atommasse 12 g/mol erhalt. 
Polymere sind beinahe ausnahmslos polydispers (besitzen eine Molekularmas
senverteilung). Wir betrachten ein unverzweigtes, unvernetztes Homopolymer
molekiil: 

Rest + A - A - A - A - ... - A - A + Rest' 

Die Grundeinheit (das Mer A) wiederholt sich P-ma1. P heiBt Polymerisations
grad; Mg sei die Molekularmasse der Grundeinheit. Dann gilt 

(2) 

Der zweite Teil von G1. (2) gilt angenahert bei hohem Polymerisationsgrad. 



14 Molekularmasse und riiumliche Gestalt der Makromolekiile 

Beispiele: 

PVC Mg ~ 2 . 12 + 3 . 1 + 1 . 35 = 62 g/mol 

PE ti-it Mg ~ 2 . 12 + 4 . 1 = 28 g/mol 

Da Peine ganze Zahl sein mul3, kommen fUr M nur gewisse diskrete Werte in 
Betraeht; naeh (2) sind dies fUr grol3e P ungefahr ganzzahlige Vielfaehe von Mg. 
Wir beschreiben die Molekularmassenverteilung, indem wir die Molekiile mit 
einer bestimmten Lange zahlen oder wiegen. 

Anzahl der Polymeri- Molekularmasse Massenanteil 
Molekiile sationsgrad 

n l PI MI=PIMg + ... WI =nIMt/NL 
n z Pz Mz=PzMg + ... Wz = nzMz/NL 

nj Pj M j = PjM g + ... Wj =njM)NL 

nj ... Anzahl der Molekiile mit der Molekularmasse M j und dem Polymerisa
tionsgrad Pj; Wj ist ihr Massenanteil. Definition: 

00 

no = I nj 
j= 1 

00 

Gesamtanzahl der betraehteten Molekiile 

(3) 

(4) 

No = I njPj Gesamtanzahl der betraehteten Grundmolekiile (5) 
j = 1 

Definition der Haufigkeitsverteilungsfunktion der Molekularmasse: 

f(MJ = n)no = n)Inj 

f(MJ gehoreht der Normierungsbedingung 

If(MJ = 1 

(6) 

(7) 

und lal3t sieh folgendermal3en statistiseh deuten: f(MJ = relative Anzahl 
derjenigen Molekiile, deren Molmasse genau den Wert M j besitzt oder = der 
Wahrseheinliehkeit, bei willkiirliehem Herausgreifen ein Molekiil mit der 
Molmasse M j zu ziehen. f(MJ ... diskrete Verteilungsfunktion (ist nieht 
definiert fUr Molmassen M"# MJ 
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Zur mathematischen Beschreibung ist es oft erforderlich, von der diskreten Ver
teilungsfunktion auf eine stetige iiberzugehen. Dies geschieht in zwei Schritten: 

Schritt 1: 
Erweiterung des Definitionsbereiches der Funktion f(M} Wir legen um 
den Punkt Mi ein Intervall [Bi' Bi + 1)' wobei Bi = (Mi - 1 + Mi)/2 und 
Bi + 1 = (Mi + Mi + 1)/2 sind. Die Breite dieses Intervalles ist 

(8) 

f(M) wird definiert als die relative Anzahl derjenigen Molekiile, deren 
Molmasse im Intervall [Bi' Bi + 1) liegt; dann folgt 

f(M) = f(MJ fiir Bi ~ M < Bi+ 1 

f(M) ist eine Stufenfunktion, deren Sprungstellen genau an den Stellen Bi 
liegen. f(MJ ist die Wahrscheinlichkeit, ein Molekiil anzutreffen, das eine 
Molmasse im Bereich Bi ~ M < Bi+ 1 besitzt und f(Mi)dM/bi ist die Wahr
scheinlichkeit, ein Molekiil anzutreffen, das eine Molmasse im Bereich 
Mi ~ M < Mi + dM besitzt. Man definiert daher 

g(MJ = f(MJ/b i (9) 

Schritt 2: 
P ist im allgemeinen so groB, daB man die Stufenfunktion g (MJ durch eine 
stetige Funktion geM) mit geM) = g(MJ fUr M = Mi ersetzen kann. geM) 
heiBt Haufigkeitsverteilungsdichte der Molekularmasse und ist die GroBe, die 
bei allen Integraldarstellungen auftritt; g (M) dM ist die relative Anzahl der 
Molekiile mit einer Molekularmasse zwischen M und M + dM; z. B. gilt 

OC! 00 Bi+ 1 

J g(M)dM = L J g(M)dM ~ Lbig(Mi) = Lf(Mi) = 1 (7') 
o i= 1 Bi 

die Normierungsbedingung fUr die Haufigkeitsverteilungsdichte. 
Neben der Haufigkeitsverteilungsfunktion (bzw. Haufigkeitsverteilungsdich
te) wird oft noch eine andere Verteilungsfunktion der Molmassen definiert, die 
M assenverteilungsfunktion der Molekularmasse h (MJ; diese ist der relative 
Massenanteil der Molekiile mit der Molmasse M i: 

(10) 

Die entsprechende stetige Verteilungsfunktion, die Massenverteilungsdichte 
w (M) wird durch eine zu (9) analoge Uberlegung eingefiihrt: 

(11) 

w (M) dM ist die relative Masse der Molekiile mit einer Molekularmasse 
zwischen M und M + dM. 
Beide Verteilungsfunktionen sind normiert: 

I h(Mi) = J w(M)dM = 1 (12) 
i 0 
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Vergleicht man die Definitionen von h(Mj) und f(MJ und verwendet man 
Gl. (9), (11) und (17), dann findet man folgenden Zusammenhang zwischen der 
Massenverteilungsdichte und der Haufigkeitsverteilungsdichte: 

w(M) = M . g(M)/Mn (13) 

Neben den differentiellen Verteilungsfunktionen g (M) und w (M) definiert 
man noch die kumulativen Verteilungsfunktionen als deren Integrale; so ist die 
kumulative Massenverteilungsfunktion der Molmasse definiert als das Integral: 

M 

W(M) = Sw(M)dM (14) 
o 

W (M) ist der relative Massenanteil aller Molekiile mit einer Molmasse kleiner 
oder gleich an M. 1st die Molmassenverteilung in der Form der diskreten 
Massenanteile Wj gegeben, dann laBt sich W (M) folgendermaBen annahern: 

(15) 

Bei den iiblichen Bestimmungsmethoden der Molmassen erhalt man - mit 
einer Ausnahme - nicht die ganze Verteilungsfunktion, sondern nur ge
wisse Mittelwerte; die wichtigsten sind: 

P mittlerer Polymerisationsgrad 
Mn ... Zahlenmittelwert der Molmasse 
Mw ... Gewichtsmittelwert der Molmasse 
M z ... z - Mittelwert der Molmasse 
Mv ... Viskositatsmittelwert der Molmasse 

Zur Definition des mittleren Polymerisationsgrades denkt man sich die No 
Grundmolekiile gleichmaBig auf die no Molekiile verteilt; die so entstehenden 
Molekiile haben den mittleren Polymerisationsgrad: 

P = No = _1_ . L nj M j = _1_. L mj 
no Mg L nj Mg L (mjMj) 

(16) 

Der Zahlenmittelwert der Molmasse Mn ist der mit Hilfe der Haufigkeitsvertei
lungsfunktion f(M) gebildete Mittelwert von M: 

Der Gewichtsmittelwert der Molmasse Mw ist der mit Hilfe der Massenvertei
lungsfunktion h (M) gebildete Mittelwert von M: 

M = LnjM; = LmjMj 
w LnjMj Lmj 

(18) 
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Der z-Mittelwert der Molmasse Mz ist das Verhiiltnis des Hiiufigkeitsmittel
wertes von M3 zum Hiiufigkeitsmittelwert von M Z: 

(19) 

Die a-te Potenz des Viskositiitsmittelwertes My ist gleich dem Gewichtsmittel
wert von Ma; dabei ist a eine Zahl zwischen 0,50 und 1,00, die von dem 
betrachteten System Polymer - Losungsmittel und der Temperatur abhiingt. 
(Vergl. auch Abschn. 3.4) 

My = [ImiMf]l/a = [IniMl+a]l/a 
Imi IniMi 

(20) 

1m Spezialfall a = 1 ist My = Mw. Man beachte, daB My wegen seiner 
Abhiingigkeit von a keine GroBe ist, die durch die Molekulargewichtsvertei
lung allein bestimmt wird. Vielmehr hiingt My auch vom gewiihlten Losungs
mittel und der Temperatur abo 
Man verwendet die Summendarstellung der Mittelwerte «16) bis (20», wenn 
man die Zahlen ni oder die Massenanteile Wi aus Fraktionierungsexperimenten 
oder aus der Gelpermeationschromatographie kennt. Wenn die Verteilung der 
Molmassen in mathematischer Form gegeben ist (als Hiiufigkeitsdichte oder 
Massenverteilungsdichte), dann sind die Summendarstellungen der Mittel
werte durch entsprechende Integraldarstcllungen zu ersetzen. Z. B. gilt dann 
statt (17): 

00 ro 

Mn = f M . g(M)dM; f ~ w(M)dM (17') 
o o 

und statt (18): 
OJ ro 

Mw = f M . w(M)dM = ~ . f M Z • g(M)dM (18') 
o n 0 

Den zweiten Teil von Gl. (17') findet man, indem man (13) durch M teilt und 
die entstehende Gleichung iiber M integriert. 
Dann und nur dann, wenn das Polymer monodispers ist (nl = nz = ... = nk - l 
= nk+ 1= nk +Z = ... = 0; nk = no), sind aile Mittelwerte der Molmasse einan
der gleich. Fiir ein polydisperses Polymer gilt stets die Ungleichung: 

(21) 

My liegt stets zwischen Mn und Mw, im allgemeinen niiher an Mw. Das 
Verhiiltnis Mw/Mn oder Mz/Mw wiichst mit der Breite der Molmassenvertei
lung. 
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Deshalb definiert man die Uneinheitlichkeiten 

(22) 

und 

(23) 

als MaB fUr die Verteilungsbreite. Die Gleichheitszeichen geiten nur fUr 
monodisperse Polymere. U wird als Uneinheitlichkeit von Schulz bezeichnet. 
Obengenannte Mittelwerte lassen sich als statistische Parameter der Vertei
lungsfunktionen g (M) und w (M) anschaulich deuten. Es sei x eine Zufallsgro
Be (stochastische GroBe) und ([J (x) dx die Wahrscheinlichkeit, einen Wert 
zwischen x und x + dx anzutreffen. Dann nennen wir 

([J (x) die Wahrscheinlichkeitsdichte von x, 

00 

x = S x ([J (x) dx den Miltelwert von x, 
o 

(J2 = S (x - X)2 ([J (x) dx die Varianz von x, 
o 

ihre Wurzel (J, die Standardabweichung von x und 

c = (J Ix den VariationskoeJJizienten von x. 

Der Mittelwert bestimmt die Lage der Schwerlinie der Verteilungsdichte, die 
Standardabweichung bildet ein MaB fUr ihre Breite. 
Nimmt man M als stochastische GroBe und g (M) als Wahrscheinlichkeitsdich
te, dann sind Mittelwert, Varianz und Variationskoeffizient durch 

M = M n, (J~ = Mw Mn - M~ = U M~ , Cn = VU 
gegeben. Nimmt man hingegen w (M) als Wahrscheinlichkeitsdichte, dann 
findet man 

Abbildung 2.1 zeigt schematisch die Haufigkeitsverteilungsdichte g (M) und 
die Massenverteilungsdichte w (M) der Molmasse eines technischen Polymeren 
und die Lagen der Mittelwerte. g (M) und w (M) sind meistens stark 
asymmetrische Kurven mit einem langen Auslaufer zu hohen Molekularge
wichten hin. Ihre Werte fUr kleine M sind kaum bestimmbar und deshalb durch 
eine unterbrochene Linie angedeutet. Wegen Gl. (13) ist w (M) gegeniiber g (M) 
zu hoheren Molmassen hin verschoben und die beiden Kurven schneiden sich 
beim Abszissenwert Mn' Die Lage von Mn gibt die Schwerlinie der Kurve 
g (M), die Lage von Mw gibt die Schwerlinie der Kurve w (M) an. Die Breiten 
der beiden Kurven werden durch (In bzw. (Jw charakterisiert. Das Maximum der 
Kurve g (M) liegt links von M n, das Maximum der Kurve w (M) liegt links von 
Mn und von Mw' 
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Abb.2.1. Verteilungsfunktionen der Molmassen eines technischen Polymeren und die Lage 
der Mittelwerte 

Tabelle 2.1. Parameter der Molmassenverteilungen einiger technischer Polymerer (M in 
Einheiten von kg/mol) 

Polymer Mn Mw Mz U U Lit. 

Polystyrol (N 7000) 182 385 771 1,12 1,00 (29) 
Polys tyro I (Styron 666) 120 250 1,08 (30) 
Polys tyro I S-D 1 209 389 591 0,86 0,52 (31) 
Polystyrol (Lustrex) 79 235 486 1,97 1,07 (32) 
PVC (Solvic) 38,6 84 154 1,18 0,83 (32) 
HDPE 

breite Molmassenvert. 13,8 147 9,65 (32) 
scharfe Molmassenvert. 20,4 57,2 1,80 (32) 

Polyamid 6 20-40 40-80 1,00 (33) 

Die Parameter der Molmassenverteilungen einiger technischer Polymerer sind 
in Tabelle 2.1 aufgefUhrt. Man sieht, daB diese Molmassenverteilungen aile 
sehr breit sind. Werte fUr Mw/Mn zwischen 1,5 und 3 sind normal, wahrend ftir 
PE sogar Werte von 10 auftreten. 
Abbildung 2.2 zeigt die Molmassenverteilungsfunktionen eines technischen 
Polystyrols, die durch Gel-Permeations-Chromatographie bestimmt wurden 
[29]. Die Verteilungsfunktionen sind einmal tiber einer linearen Molmassen
skala und einmal tiber einer logarithmischen Molmassenskala aufgetragen. Die 
MeBpunkte zeigen die mittels der GPC ermittelten Konzentrationswerte der 
einzelnen Fraktionen, die den Massenanteilen Wi proportional sind. Hieraus 
wurden die Haufigkeitsdichte und die Massenverteilungsdichte berechnet. Der 
(in Abb. 2.1) angedeutete Wert von Mv bezieht sich auf Losungen in Toluol 
(a = 0,67). Man beachte, daB die Verteilungskurven tiber der linearen M-Skala 
stark asymmetrisch sind, tiber der logarithmischen M -Skala jedoch naherungs
weise symmetrisch sind. 
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c;f LC;. % 
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Abb.2.2. Molmassenverteilung eines technischen Polystyrols (PS N 7000) [29] 

Haufig laf3t sich die Massenverteilungsdichte technischer Polymerer durch eine 
logarithmische Normalverteilung annahern: 

w(M) = p;rn . ~ . exp [ - ;2 . (In :oYJ (24) 

Hier sind M o und p zwei Parameter, die mit dem Mittelwert und der Breite der 
Verteilungsfunktion zusammenhangen: 

Mn . Mw = M6 Mw/Mn = Mz/Mw = efJ2/2 U = eP2/2 - 1 (25) 

Die Verteilungsfunktion (24) wird als Wesslau-Verteilung bezeichnet [34]. Die 
in Abb. 2.1 gezeigte Verteilungsfunktion ist yom Wesslau-Typus mit 
Mw/Mn = 2. 
Wenn die Massenverteilungsdichte eine Wesslau-Verteilung ist, dann ist die 
kumulative Massenverteilungsfunktion, als Funktion des Logarithmus des 
Molekulargewichtes, eine kumulative GauB-Verteilung: 

1 2·10 3 ·t (i;1o) 
W(M) = - J e- x2 dx 

Vn -00 

(26) 
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Tragt man deshalb bei einer Wesslau-Verteilung die kumulative Massenver
teilungsfunktion in einem GauB'schen Wahrscheinlichkeitsnetz gegen den 
Logarithmus des Molekulargewichtes auf, so ergeben sich Gerade. 
Fur eine Wesslau-Verteilung lassen sich alle Momente der Verteilungsfunktion 
berechnen. So findet man fUr den Gewichtsmittelwert der r-ten Potenz des 
Molekulargewichtes den Ausdruck (gultig fUr alle ganzzahligen Werte von 
r;;::' -1): 

(Mr) = J w (M) . Mr dM = M~ (Mw/MnY(r-l)/2 
o 

= M~ (Mw/MnY(r+ 1)/2 (27) 

Fur wissenschaftliche Zwecke benotigt man oft Polymere, die naherungsweise 
monodispers sind (scharfe Molmassenverteilung besitzen). Man erhalt diese 
entweder durch Fraktionieren technischer Polymerer oder durch besondere 
Steuerung des Polymerisationsverfahrens. So hat die Firma Pressure Chemi
cals Co, Pittsburg, USA, anionische Polystyrole mit scharfer Molmassenvertei
lung seit 1960 in den Handel gebracht. Diese wurden haufig fUr wissenschaftli
che Untersuchungen verwendet. Leider sind diese Produkte sehr teuer (etwa 
80000DM/kg in 1986 1), so daB nur Messungen an sehr kleinen Mengen in 
Betracht kommen. Tabelle 2.2 gibt eine Zusammenfassung der Daten der 
anionischen Polystyrole von Pressure Chemicals. 

TabelJe 2.2. Parameter der Molmassenverteilung einiger anionischer Polystyrole (M in 
Einheiten von kg/mol) 

Polymer Mn osm. M w Lichtstr. Mw/Mn Mw/Mn aus c, 0/0 
Druck GPC [35] 

S 1 1600 1800 1,12 
S2 773 867 1,12 1,14 37 
S3 392 411 1,05 1,13 36 
S4 164 173 1,05 1,12 35 
S5 96,2 98,2 1,02 1,10 32 
S6 49 51 1,04 1,10 32 
S7 19,7 19,8 1,01 1,09 30 
S8 9,7 10,3 1,06 1,10 32 
S9 4,6 5,0 1,09 1,10 32 

Die in der zweiten und dritten Spalte angefUhrten Werte sind den Angaben des 
Herstellers entnommen und mit Hilfe des osmotischen Druckes bzw. der 
Lichtstreuung bestimmt. Das hieraus berechnete Mw/Mn-Verhaltnis (4. Spalte) 
ist sehr empfindlich gegenuber kleinen Fehlern in der Mn und Mw Messung, 
und daher nicht sehr zuverlassig. Eine bessere Schatzung des Verhaltnisses 
Mw/Mn erhalt man aus der GPC [35]. 

1 Preisangaben von Polymer Laboratories, Church Stretton, G.B. Vertrieb in der BRD: 
Latek Eppelheim. 
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2.2 Riiumliche Gestalt und mikrobrownsche Bewegung der MakromolekiiIe 

Wir betrachten die diumliche Gestalt einer Kohlenstoffkette von 5 aufeinan
derfolgenden C-Atomen, d.h. des Pentans oder eines substituierten Pentans. 
Die Strukturformel des Pentans 

H H H H H 
I I I I I 

H-C-C-C-C-C-H 
I I I I I 

H H H H H 

gibt ein falsches raumliches Bild von der Konfiguration des Molekiils und ist 
daher irrefiihrend. In Wirklichkeit konnen die vier Bindungen zwischen den 
aufeinanderfolgenden Kohlenstoffatomen nie auf einer Geraden liegen. 
Die vier Bindungen eines Kohlenstoffatoms befinden sich nicht in einer Ebene, 
sondern spannen ein regelmaf3iges Tetraeder auf, wie in Abb. 2.3a angedeutet. 
Wenn das Kohlenstoffatom sich im Mittelpunkt des Tetraeders befindet, dann 
weisen die vier Bindungen zu den vier Eckpunkten. Der Raumwinkel zwischen 
je zwei Bindungen hat einen festen Wert, namlich 9 = 109,47° (cos 9 = -1/3). 
In Abb. 2.3 wird die raumliche Orientierung der Bindungen des C-Atoms noch 
durch zwei Molekiilmodelle veranschaulicht. Beim Buechi-Modell liegt der 
Nachdruck auf den Richtungen der Bindungswinkel, die durch diinne 
R6hrchen nachgebildet sind und die Drehung einer Struktur urn eine Bindung 
zu veranschaulichen gestatten (Konformationsanderung des Molekiils). Beim 
Stuart- oder Kulotten-Modell liegt der Nachdruck auf der Raumerfiillung 
durch die Elektronenschalen des Molekiils. Stuart-Modelle sind maBgetreu 
(MaBstab meistens 1 : 108 ). 

Wir betrachten nun den raumlichen Bau und die Konformationen des 
Pentanmolekiils (Abb. 2.4). Die Richtung der ersten C - C-Bindung (C l - Cz) 
halten wir im Raume fest; dann bewegen sich bei Drehung urn die Bindung 

a b c 

Abb. 2.3. a Richtungen der von einem Kohlenstoffatom ausgehenden 4 Bindungen. b 
Buechimodell des Methanmolekiils. c Stuartmodell des Methanmolekiils 
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Abb. 2.4. Konformationen eines Pentanmolekiils 

(C l - Cz) die drei weiteren von Cz ausgehenden Bindungen auf einem 
Kegelmantel, des sen Erzeugende den Winkel 8 mit der Verbindungslinie 
C 1- C2 einschlieBt. Das nachste Kohlenstoffatom C3 befindet sich dann 
irgendwo auf diesem Kegelmantel. Halten wir diesen Punkt fUr einen 
Augenblick fest, dann kann sich das vierte Kohlenstoffatom C4 bei Drehung 
um (C 2 - C3) auf dem Grundkreis eines Kegels bewegen, des sen Erzeugende 
einen Winkel 8 mit (Cz - C3) einschlieBt; usw. 
Wenn die Drehungen um die Bindungen Cl-CZ , Cz -C3 , C3 -C4 gleichzeitig 
stattfinden k6nnen, dann kann Cs sehr viele raumliche Lagen einnehmen, auch 
wenn die Lage von C l und die Richtung von (C l - C2) festgehalten werden. Die 
so entstehende Bewegung erinnert an das Kriimmen eines Wurmes und heiBt 
die mikrobrown'sche Bewegung des Makromolekiils. 

Mikrobrownsche Bewegung des Makromolekiils ist die Gestaltsanderung 
(Konformationsanderung) des Molekiils, die durch die Drehungen um die 
C - C-Bindungen der Hauptkette hervorgerufen wird. 

Durch die andauernde mikrobrownsche Bewegung, angeregt durch die 
Warmest6Be der Umgebung, durchlauft ein Molekiil im Laufe der Zeit aIle 
m6glichen Konformationen. Die meisten Konformationen fiihren zu einer 
Knauelgestalt des Molekiils. Einige wenige Konformationen sind langlich 
gestreckt. Es gibt nur eine einzige vollstandig gestreckte Konformation. 
Es ist daher zu erwarten, daB das Makromolekiil im Zeitmittel (und im 
Scharmittel) unter dem EinfluB der mikrobrown'schen Bewegung Knauelge
stalt annehmen wird, wobei die Einzelformen des Knauels standig wechseln. 
Berechnung und Beschreibung dieser Knauelgestalt erfolgt in Kap. 4. 
Die vollstandig gestreckte Konformation ist dadurch definiert, daB der Abstand 
zwischen Anfangs- und Endpunkt des Molekiils maximal ist. Bei der Kohlen
stoffkette ist das der Abstand zwischen dem ersten und letzten Kohlenstoff
atom. Die Kohlenstoffkette in der vollstandig gestreckten Konformation ist in 
Abb. 2.5 in der Form eines Buechimodells dargestellt. In dieser Konformation 
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Abb. 2.5. Buechimodell einer Kohlenstoffkette in der vollstiindig gestreckten Konformation 

liegen aile Bindungen der Kohlenstoffkette in ein und derselben (horizontalen) 
Ebene in Zickzackform. Die beiden anderen Bindungen des Kohlenstoffatoms 
wei sen dann aus der Ebene heraus, und zwar stets eine nach oben und eine nach 
unten. 

2.3 Taktizitat der Vinylpolymeren 

Wir betrachten die Klasse der Vinylpolymere, die durch folgende Molekiil
struktur gekennzeichnet sind: 

t{-{t 
isotaktisch: 

Cl Cl Cl Cl 

syndiotaktisch: 
Cl H Cl H 

ataktisch: 
Cl H H Cl H 

H 

Abb.2.6. Zur Taktizitiit des PVC 
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Die riiumliche Anordnung der Seitengruppen R spielt bei Vinylpolymeren eine 
gro13e Rolle fur die Eigenschaften des Kunststoffes, und definiert den Begriff 
der Taktizitiit. Dies wollen wir am Beispiel des PVC (R = Cl) erkliiren. Wir 
betrachten die vollstiindig gestreckte Konformation des Molekuls: Wenn dann 
aile Cl-Atome auf der gleichen Seite liegen, sprechen wir von einem isotakti
schen Molekul; wenn die Cl-Atome abwechselnd oben und un ten liegen von 
einem syndiotaktischen Molekul und, wenn ihre riiumliche Verteilung regellos 
ist, von einem ataktischen Molekul. 
Isotaktische und syndiotaktische Polymere neigen zur Kristallisation, weil sie 
besser in ein Kristallgitter passen, ataktische nicht. Durch spezielle Anionen
kettenpolymerisation mit Mischkatalysatoren (Ziegler und Natta) erhiilt man 
stereospezifische Polymere. 
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3 Das Makromolekiil in Losung 

3.1 Verdiinnte Losungen 

Molmassen werden meistens in verdunnter L6sung bestimmt. Deshalb ist 
die L6slichkeit eine der wesentlichen Voraussetzungen fUr die Molmassenbe
stimmung. Die gebrauchlichsten Methoden sind: 

Methode Mittelwert Molmassenbereich, 
kg/mol 

Siedepunktserh6hung Mn <10 
Gefrierpunktserniedrigung Mn 
Endgruppenbestimmung Mn 
Osmotischer Druck Mn 5-1000 
Viskosimetrie Mv 0,1-1000 
Lichtstreuung Mw 0,1-1000 
Ultrazentrifuge Mz 

Fraktionierung Verteilung w(M) 
Gelpermeations- c(M) 1-1000 
Chromatografie 

Urn zu verstehen, warum die Molmassenbestimmung stets in sehr verdiinnter 
L6sung durchgefUhrt werden muB, betrachten wir die Gestalt der Makromole
kiile in der L6sung. Die mikrobrown'sche Bewegung wird in der L6sung 
angeregt und deshalb haben nicht allzu steife Makromolekiile in der L6sung 
die Form durchspUlter Knauel, deren Halbmesser h abhangt von 

Molekularmasse 
Wechselwirkung mit dem L6sungsmittel 
innerer Beweglichkeit des Makromolekiils. 

Stets be find en sich innerhalb des Knauels sehr viele L6sungsmittelmolekiile. 
Letztere iiberwiegen auch gewichtsmaBig das Makromolekiil. Daher ist die 
mittlere Dichte des M akromolekuls im Kniiuel 

d = Masse des Makromolekuls 
m Volumen des Knauels 

stets sehr gering. 
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Bei einer verdunnten Polymerlosung sollten die Eigenschaften des isolierten 
MakromolekUls gemessen werden. Die Kniiuel durfen einander nicht durch
dringen, nieht einmal beruhren. Daraus ergibt sich die Forderung sehr groBer 
Verdunnung: c ~ 1 bis 50 gil 

. . Masse des Polymeren 
c = GewlchtskonzentratlOn = V I d L .. o umen er osung 

Andererseits darf die Verdunnung nicht zu groB sein, da die Eigenschaften der 
Losung noch meBbar von denen des reinen Losungsmittels unterschieden 
werden mussen. Dies stellt oft ein Problem dar. 

3.2 Thermodynamische Eigenschaften der Losung 

Hier sollen einige Grundbegriffe der Thermodynamik der Losungen bespro
chen werden. Hauptsiichlich wollen wir die Frage behandeln. wie man die Gute 
eines Losungsmittels physikalisch-chemisch und meBtechnisch erfassen kann. 
Wir betrachten eine Losung oder Mischung bei konstanter Temperatur und 
unter konstantem Druck, also einen isotherm - isobaren Losungsvorgang. Das 
thermodynamische Potential unter diesen Bedingungen ist die freie Enthalpie 

G = U + pV - TS (1) 

(U = innere Energie, p = Druck, V = Volumen, T = absolute Temperatur, 
S = Entropie). Unter isotherm-isobaren Bedingungen strebt ein System stets 
einen Zustand an, der durch ein Minimum der freien Enthalpie ausgezeichnet 
ist. 
Wir losen n2 Mole des Polymeren in n 1 Molen des Losungsmittels und nennen 

(G)l die freie Enthalpie des Losungsmittels vor dem Losungsvorgang 
(G)z die freie Enthalpie des Polymeren vor dem Losungsvorgang 
(G)L die freie Enthalpie des Systems nach der Losung 

Diefreie Enthalpie der Losung (Mischung) ist die Differenz der Enthalpien des 
Systems nach dem Losungsvorgang und vor dem Losungsvorgang: 1 

(2) 

Die freie Enthalpie der Losung ist eine von T, p, n l und n2 abhangige extensive 
GroBe (ist proportional der Menge der Losung). Sie UtBt sich in ihre 
energetischen, entropischen und volumetrischen Anteile zerlegen 

(3) 

Sm ist die - stets positive - Mischungsentropie, V m die Volumenanderung bei der 
Losung (bei Mischung kondensierter Phasen darf der Beitrag p V m in (3) im 
allgemeinen vernachliissigt werden), und Urn die Mischungsenergie, die positiv 

1 eine bessere Bezeichnung ware "freie EnthaJpie des Losungsvorganges". 
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oder negativ sein kann. Die Klassifikation der Lasung erfolgt nach dem 
V orzeichen von Urn: 

Qualitiit des Lasungsmittels Wiirmetanung des Lasungsvorganges 

Urn < 0 sehr gut 
Urn = 0 gut 
Urn> 0 miiBig bis schlecht 

exotherm 
athermisch 
endotherm 

Zur Charakterisierung der Eigenschaften suchen wir eine intensive GroBe, das 
ist eine GroBe, die von T, p und der Zusammensetzung der Lasung abhiingt, 
aber nicht von ihrer Menge. Die Zusammensetzung der Lasung beschreiben wir 
durch das Verhiiltnis der beiden Molzahlen 

oder durch die Molenbriiche: 

1 
1+z 

n 2 x 2 = --""--
n l +n2 

z 
1+z 

(4) 

(5) 

In der Thermodynamik wird gezeigt, daB sich jede extensive GroBe sinngemiiB 
als Summe intensiver GraBen schreiben liiBt 

(6) 

Hier sind 111 (T, p, z) und 112 (T, p, z) intensive GraBen. Sie kannen durch 
partielle Ableitung der extensiven GroBe nach der Molzahl bestimmt werden: 

111 (T, p, z) = (~~rn ) 
1 n2.T.p 

(7) 

112(T, p, z) = (~~rn) 
2 nl, T,p 

(8) 

111 heiBtfreie Verdunnungsenthalpie (oder chemisches Potential des Losungsmit
leis), 112 heiBtfreie Losungsenlhalpie (oder chemisches Potential des Gelosten). 
111 und 112 sind nicht voneinander unabhiingig; vielmehr folgt jede dieser 
GraBen aus der anderen. Da Grn (T, p, n 1 , n2 ) eine eindeutige, differenzierbare 
Funktion der Molzahlen ist, folgt aus der Identitiit 

der Zusammenhang 0111 = _ Z . 0112 (9) 
OZ OZ 

Eine weitere intensive GroBe zur Charakterisierung der Lasung findet man 
durch die Definition 

(10) 
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Diese GroBe heiBt mittlere molarefreie Mischungsenthalpie; daB dies ebenfalls 
eine intensive GroBe ist, sieht man, wenn man Gl. (5) und (6) in (10) einsetzt 

(10') 

Wir wenden unsjetzt der Frage zu, wie sich die Unterschiede in der Qualitat des 
Losungsmittels, d. h. das V orzeichen von Urn' molekular deuten lassen. Die 
Wechselwirkungskrafte zweier beliebiger Atome oder Molekiilteile sind durch 
das in Abb. 3.1 skizzierte Potentialfeld bestimmt. Denken wir uns ein Atom fest 

-T 

Abb. 3.1. Potentialverlauf der 
Wechselwirkungsenergie zweier Atome 

im Ursprung, das zweite im Abstand r; dann ist U die potentielle Energie des 
Paares. 1m Abstand r ° befinden sich beide Atome im Gleichgewicht, bei 
groBerer Annaherung, r < r 0, treten starke AbstoBungskrafte auf (Durchdrin
gung der Elektronenschalen), bei groBerer Entfernung, r> ro, treten Anzie
hungskrafte auf, die jedoch mit groBerem Abstand rasch abnehmen. Die Tiefe 
der Potentialmulde, w, hangt von der chemischen Natur der beiden beteiligten 
Partner ab: (w ist negativ!) 

Losungsmittelmolekiil - Losungsmittelmolekiil w 11 

Grundmolekiil Polymer - Grundmolekiil Polymer w 22 
Grundmolekiil Polymer - Losungsmittelmolekiil w 12 

Beim LosungsprozeB werden die Nachbarschaften zweier Losungsmittelmole
kiile und zweier Grundmolekiile des Polymeren aufgelost und durch zwei 
Nachbarschaften (Losungsmittelmolekiil - Grundmolekiil Polymer) ersetzt: 

(11) + (22) -4 (12) + (12) 

energetisch: 

Die Energieanderung beim LosungsprozeB wird daher durch die GroBe 

w = 2W12 - Wll - W22 (11) 

beschrieben. 
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Das Vorzeiehen von w bestimmt aueh das Vorzeiehen von Urn: 

w < 0; Urn < 0: sehr gutes Losungsmittel; der LasungsprozeB wird aueh 
energetisch getrieben; er verUiuft exotherm; das Makromolekiil ist bei allen 
Temperaturen laslieh; das Polymer wird in die Lasung hineingezogen und der 
Knauel aufgeweitet; der Knauelhalbmesser h ist groB. 

w = 0; Urn = 0; athermisches Losungsmittel; der LasungsprozeB wird rein 
entropiseh getrieben; es besteht Losliehkeit bei allen Temperaturen. 

w> 0; Urn> 0: schlechtes Losungsmittel; der LasungsprozeB ist ein Konkur
renzkampf zwischen dem Entropieeffekt, der das Molekiil in Lasung treibt, 
und dem Energieeffekt, der das Molekiil aus der Losung zu verdrangen sueht. 
Die Losliehkeit verbessert sieh mit waehsender Temperatur; der Lasungspro
zeB verlauft endotherm. Der Knauel wird zusammengedriiekt, sein Halbmes
ser h ist klein. 
Von Flory und Huggins, [36] bis [39], wurde folgender einfaeher Ausdruek als 
Naherung fUr die freie Enthalpie der Misehung vorgesehlagen: 

Orn = RT(nIlnvl +nzlnvz+xnlvz) (12) 

Hier sind VI und Vz die Volumenkonzentrationen und VI und Vz die 
Molvolumina von Losungsmittel und Polymerem: 

(13) 

Vznz 
Vz = ~--=---~-

VInl+VZnZ 
(14) 

X ist der "Flory-Huggins Parameter", des sen Wert die Weehselwirkung 
eharakterisiert. Er setzt sieh aus einem Beitrag zur Misehungsentropie und aus 
einem Beitrag zur Misehungsenergie zusammen: 

w 
X = Xo + p. kT (15) 

Xo ist positiv und peine Zahl der OraBenordnung 1. Verwendet man (12) zur 
Besehreibung der freien Enthalpie von Polymerlasungen, so findet man, daB X 
nieht eine Konstante darstellt, sondern (sehwaeh) von T, M und der 
Konzentration Vz abhangen kann: 

X = X (T, M, vz) I 

Aus der OJ. (12) lassen sieh Ausdriieke fUr die Verdiinnungsenthalpie und fUr 
die Losungsenthalpie ableiten. Man findet 

(16) 

(17) 

1 Niiheres iiber diese Abhiingigkeit in Abschnitt 3.3. 
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wobei Xl und Xz zwei andere "Flory-Huggins Parameter" sind, die mit X durch 
die Gleichungen 

n l (aX) (Ox) Xl=X+-- =X-Vl -
Vz on l n2,T,p OVz T,p 

(18) 

nz (Ox) (ax) Xz =x+- - = x+vz -
Vl onz n"T,p OVz T,p 

(19) 

zusammenhangen, Wenn speziell X von Vz unabhangig ist, gilt Xl =Xz =x· 
In Abb. 3.2 wurde der Verlauf der mittleren molaren freien Mischungsenthal
pie nach Flory-Huggins als Funktion der Volumenkonzentration des Polyme-

-1 

1 -2 

Flory- Huggins 
x = 0,5 P= V/V1 

1 
-- 5 

10 
-.- 20 

50 
100 

-v2 

Abb.3.2. Om gegen V2 nach Flory-Huggins fUr verschiedene Polymerisationsgrade und fUr 
X = 0,5 
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Abb.3.3. Om gegen v2 nach Flory-Huggins fUr P = 100 und fUr verschiedene Werte vonx fUr 
die verdiinnte Lasung 
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ren fUr einen konstanten Wert des Parameters X = 0,5 und fur verschiedene 
Werte des Molvolumenverhiiltnisses aufgetragen. Nimmt man an, daB das 
Molvolumen eines Grundmolekuls des Polymeren gleich groB ist wie das 
Molvolumen des Losungsmittelmolekuls, dann ist das Verhiiltnis V2 /V1 dem 
Polymerisationsgrad P gleichzusetzen. 

Tabelle 3.1. Lasungs- und Fiillungsmittel fiir einige Polymere [40] 

Polymer Lasungsmittel (T, QC)" Thetalasung (T, DC) Fallungsmittel 

PE-HD p-Xylol (100) n-Hexan (133) alle organise hen 
Tetralin (120) Lasungsmittel bei 
Deealin (13 5) Raumtemperatur 

PE-LD p-Xylol (70) wie bei PE-HD 
Deealin (70) 
Toluol (70) 

PP Diehlorbenzol (125) i-Amylaeetat (70) wie bei PE-HD 
Diphenylether (145) Tetralin (130) 

PA6.6 Phenol 2,3 mol KCI in alle KW 
Kresol 90%iger Ameisen- Methanol 
Ameisensaure saure (25) Ethanol 
Sehwefelsaure Chloroform 
Phosphorsaure 

PIB Hexan und alle Benzol (24) Butanon 
haheren aliph. KW b Methanol 
eyc1o-aliph., Nitromethan 
aromatisehe und 
ehlorierte K W 

PMMA Benzol Butanon/Isopropanol Hexan 
Toluol 50/50 (22,8) Cyc10hexan 
Xylol m-Xylol (24) Methanol 
Methylenehlorid Aeetonitril (30) Ethylenglycol 
Chloroform 
Butanon 

PS Chloroform Cyc10hexan (34) aliphatisehe KW 
Benzol Methanol 
Toluol Diethylether 
o-Xylol Aeeton 
Tetrahydrofuran 
Dioxan 

PVC Tetrahydrofuran THF/HzO 89/11 (30) aliphatisehe KW 
Butanon aromatisehe KW 
Cyelohexanon Vinylehlorid 
Dimethylformamid Ethanol 
Nitrobenzol 

PC Methylenehlorid Chloroform/Ethanol aliphatisehe KW 
Chloroform 74,5/25,5 (18) Aeeton 
m-Kresol 
Tetrahydrofuran 

a Ohne Temperaturangabe: Lasung bei Raumtemperatur 
b KW = Kohlenwasserstoffe 
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Abb. 3.3 zeigt den EinfluB des Wertes des Flory-Huggins Parameters auf den 
Verlauf der mittleren molaren freien Mischungsenthalpie, speziell im Gebiet 
geringer Polymerkonzentrationen. Die Mischungsenthalpie wird umso sHirker 
negativ, je niedriger der Wert von X ist. 
Schlief31ich haben wir in Tabelle 3.1 fur einige wichtige Kunststoffe Losungs
mittel, Theta-Losungsmittel und Fiillungsmittel aufgelistet. 

3.3 Osmometrie 

Die Messung des osmotischen Druckes geschieht in einer Anordnung, deren 
Prinzip in Abb. 3.4 skizziert ist: Eine mit einer Kapillare verbundene Zelle ist 
yom ubrigen Raum durch eine semipermeable Wand getrennt; in dieser Zelle 
befindet sich die Lasung, im ubrigen Raum das Lasungsmittel. Die semiperme
able Membran hat die Eigenschaft, fur Lasungsmittelmolekule durchliissig, 
aber fur Makromolekule undurchliissig zu sein. (Membran aus Zellulosederi
vaten oder PV A.) Nach liingerer Zeit stellt sich ein konstanter Druckunter
schied zwischen Innenzelle und GefiiB ein; dies ist der osmotische Druck n. 
Das Auftreten des osmotischen Druckes kann man molekular oder thermody
namisch begrunden: 

I Der osmotische Druck ist der Druck der Polymermolekiile auf die Wiinde 
der Innenzelle. 

II Die Lasung sucht sich solange zu verdunnen, bis die Abnahme der freien 
Enthalpie durch die Verdunnung genau so groB ist, wie der rucktreibende 
Druckunterschied. 

Zu I: Betrachten wir den osmotischen Druck als "Gasdruck" der Polymer
kniiue\ auf die Wiinde der Innenzelle, so erwarten wir in Analogie an das ideale 
Gasgesetz 

p . V = n . R . T die Gleichung n· V = nz . R . T 

Hier bedeuten 

und 

R = k . NL = 8,3143 JjKmol 

k = 1,3805 . 1O- z3 JjK 

Druckun
T1' terschied 

die Gaskonstante 

die Boltzmann Konstante 

Losungsmittel 

7s-e~ip-;rmeable Membran Abb.3.4. Zur Bestimmung des osmotischen Druckes 



34 Das Makromolekiil in L6sung 

Fiihren wir die Gewichtskonzentration des Polymeren in der Losung 

c = n z M/V (20) 

in obige Gleichung ein, dann finden wir das Van't Ho!fsche Gesetz fUr den 
osmotischen Druck 

n = RTc/M (21) 

Fur Losungen niedermolekularer Stoffe liiBt sich GJ. (21) verwenden; fUr 
Losungen makromolekularer Stoffe muB man an Stelle von (21) eine Potenzrei
henentwicklung nach c ansetzen: 

n = R T [~ + Bcz + Cc3 + ... ] (22) 

B heiBt zweiter VirialkoejJizient, C dritter VirialkoejJizient ... 

Zur Bestimmung der Molekularmasse triigt man nlc gegen c aufund findet aus 
dem Achsenabschnitt bei c = 0 ein MaB fUr die reziproke Molekularmasse 
(bzw. fUr seinen reziproken Zahlenmittelwert -liMn - im Faile eines polydis
per sen Polymeren). Der EinfluB der hoheren Terme der Entwicklung (22) 
iiuBert sich in der Zunahme von nlc mit wachsendem c, wie dies in Abb. 3.5 fUr 
eine Anzahl Fraktionen von Polyisobutylen gezeigt ist. 1m guten Losungsmittei 
Cyciohexan steigt nlc stark mit c; im schlechten Losungsmittel Benzol ist nlc 
fast unabhiingig von c. Die GroBe des zweiten Virialkoeffizienten bildet ein 
MaB fUr die Gute des Losungsrriittels. 
Wir betrachten die folgende Deutung des zweiten Virialkoeffizienten durch das 
ausgeschlossene Volumen b: 

Gleichung fur ein ideales Gas: 
Gleichung fur ein reales Gas: 

b = b 1 + bz b 1 > 0 

bz < 0 oder > 0 

Erkliirung: 

p'V=R'T'n 
p . (V - b) = R . T . n 

... Eigenvolumen der anderen 
Molekule (Kniiuel) 
... bei Uberwiegen der Anziehungs
oder AbstoBungskriifte zwischen 
den Molekiilen. 

b 1 : Die anderen Molekiile nehmen zusammen ein gewlsses Volumen ein, 
welches nicht zur VerfUgung steht. 

bz: Wenn die Molekule (Kniiuel) sich gegenseitig anziehen, dann werden sie im 
Mittel mehr Zeit in der Nachbarschaft anderer Molekule verbringen als in der 
Niihe der Wand. Dadurch wird die Anzahl der WandstoBe geringer und das 
scheinbar zur VerfUgung stehende Volumen groBer. 

Einen Zusammenhang zwischen dem ausgeschlossenen Volumen b und dem 
zweiten Virialkoeffizienten B erhiilt man folgendermaBen: Wir ersetzen in der 
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Abb.3.5. n/c-Werte in Abhiingigkeit von c fUr PIB-Fraktionen in zwei L6sungsmitteln nach 
Flory [41] 

Gleichung fUr das reale Gas p durch Jr, n durch nz und V durch den aus 
Gleichung (20) folgenden Wert und finden 

M b 
Jr . ~ = RT + Jr . ~ 

c nz 

Der zweite Term der rechten Seite ist klein gegen den ersten; wir durfen daher in 
diesem naherungsweise 

setzen und erhalten 

[ c CZ b ] 
Jr = RT· M + M Z • nz + ... 

Ein Vergleich mit (22) liefert den gewunschten Zusammenhang: 

b 
(23) B=--z 

nzM 
oder 

b 
(24) -=c·M·B 

V 

Einen wichtigen Spezialfall bildet die Thetalosung (f)-Lasung), bei der sich die 
Effekte der Anziehungskrafte zwischen den Knaueln und die ihres Eigenvolu
mens gerade kompensieren (b l = - bz): 

b=O B=O f)-Lasung 

Ahnlich wie sich das ausgeschlossene Volumen in einen Beitrag des Eigenvolu
mens b l und einen Beitrag der energetischen Wechselwirkung bz zerlegen liel3, 
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B ----- sehr gut 
athermisch 

schlecht 

_ T 

Or------.~-------------------

Abb.3.6. Temperaturabhiingigkeit des zweiten Virialkoeffizienten und Qualitiit der Lasung 

kann der zweite Virialkoeffizient in einen Enthalpieanteil BH und einen 
Entropieanteil Bs zerlegt werden: 

(25) 

BH ... beschreibt die energetische Wechselwirkung der Knauel 
Bs ... beschreibt den EinfluB des Eigenvolumens der Knauel 

Aus der Thermodynamik (hier ohne Beweis) folgt, daB man die Zerlegung (25) 
ausfUhren kann, wenn man die Temperaturabhangigkeit des zweiten Vi rial
koeffizienten kennt: 

Bs = B + T . (~~) 

BH = -T . (~~) 

(26) 

(27) 

Hieraus folgt weiter, daB in einer sehr guten Lasung BH positiv und daher 
aBjaT negativ sein muB; bei einer athermischen Lasung verschwinden BH und 
aBjaT; bei einer schlechten Lasung ist BH negativ und aBjaT positiv; bei einer 
Theta-Lasung gilt BH = - Bs. Die Temperaturabhangigkeit von B ist fUr die 
drei Falle in Abb. 3.6 schema tisch gezeigt. 
In der Thermodynamik wird gezeigt [42], daB der osmotische Druck direkt mit 
der freien Enthalpie der Verdiinnung zusammenhangt (vgl. auch Punkt II auf 
Seite 33!): 

(28) 

Hat man daher den osmotischen Druck als Funktion der Polymerkonzentra
tion gemessen, so laBt sich daraus die Konzentrationsabhangigkeit der 
Verdiinnungsenthalpie bestimmen. 
Aus n = n(c) folgtlll = III (vz). Zudiesem Zweck ersetzt man die Gewichtskon
zentration c durch die Volumenkonzentration Vz mittels der Gleichung 

wobei 
c = dz . Vz 

dz = MjVz 

(29) 

(30) 
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Abb.3.7. Osmotischer Druck nach der 
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die Dichte des Polymeren in der Lasung darstellt. (~ Dichte des Polymeren im 
ungelasten Zustand). 
Mit Hilfe von (28) laf3t sich die Konzentrationsabhangigkeit des osmotischen 
Druckes berechnen, wenn man den Flory-Huggins Ausdruck fur die Verdun
nungsenthalpie zugrunde Iegt. (Annahme: Xl sei unabhangig von der Konzen
tration). Das Resultat ist fUr verschiedene Werte des Parameters Xl in Abb. 3.7 
dargestellt. 
Der Zusammenhang zwischen dem Wert des Flory-Huggins Parameters X 1 und 
dem zweiten Virialkoeffizienten ist aus Abb. 3.7 ersichtlich. Der Zusammen
hang laf3t sich analytisch darstellen, indem man den Ausdruck (16) in (28) 
einsetzt, das Resultat nach Potenzen von v2 bzw. c entwickelt und den 
Koeffizienten von c2 mit (22) vergleicht: 

B = V 1d2 [1-xtl 
1 2 

(31) 

und 

(32) 

Grof3e posItIve Werte von B (gute Lasungen) entsprechen also kleinen 
positiven Werten vonXl; fUr die Thetalasunggilt B = O;Xl = 1/2. In Tabelle 3.2 
sind die Lasungseigenschaften zusammengefaf3t. 
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Tabelle 3.2. Ubersicht iiber die Eigenschaften verdiinnter Polymerlasungen 

Giite Kniiuelform Wiirmetanung 

sehr gut aufgeweitet exotherm 
durchspiilt 

gut athermisch 
miiBig bis zusammen- endotherm 
schlecht gedriingt 
8-Lasung ungestarte endotherm 

statistische 
Gestalt 

Fiillung 

PSt in Toluol 

Mw/1000 
5 

4 
-0-0 -_0_0 _ 0 

0_ 209 

_0-0-0-0-0-0- 570 

3 

_0_0_0-0-0-0 - 1600 

2 
---... T,oe 

o 20 40 60 80 

B 
ilB 

BH Um,w Xl 
ilT 

sehr groB <0 >0 <0 0,00~0,40 

>0 
groB, >0 0 0 0 0,40-0,45 
klein, >0 >0 <0 >0 0,45~0,50 

0 >0 -Bs >0 0,50 

<0 Xlk > 0,50 

Abb.3.8. Zweiter Virialkoeffizient als Funktion der Temperatur fiir drei Polystyrole in 
Toluol nach [43] 

Einige experimentelle Ergebnisse sind in den Abb. 3.8 bis 3.11 dargestellt. 
Abbildung 3.8 zeigt den zweiten Virialkoeffizienten als Funktion der Tempera
tur fUr Polystyrole verschiedener Molekulargewichte in Toluol. PS in Toluol 
stellt ein nahezu athermisches System dar, in dem der Virialkoeffizient grol3e 
positive Werte aufweist, aber nur eine geringe Temperaturabhangigkeit zeigt. 
Abbildung 3.9 zeigt die Temperaturabhangigkeit von B fUr eine Reihe von 
L6sungen von Polymethacrylsauremethylester in verschiedenen schlechten 
L6sungsmitteln. Das Verhalten des Polymeren im schlechten L6sungsmittel 
weicht sehr stark von dem in einem guten L6sungsmittel ab: Die Absolutwerte 
von B sind wesentlich geringer und ihre Temperaturabhangigkeit ist viel 
ausgepragter. Der zweite Virialkoeffizient zeigt positive und negative Werte 
und man findet fUr jedes System eine Temperatur, bei der B verschwindet 
(8-Temperatur). 
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Abb.3.9. Virialkoeffizient in Abhiingigkeit von der Temperatur fUr PMMA 
(Mw = 210 kg/mol) in verschiedenen schlechten Losungsmitteln nach [44]: 
I 58,2% Butanon + 41,8% Isopropanol II 55% Butanon + 45% Isopropanol 
III 50 % Butanon + 50 % Isopropanol IV 46,8 % Butanon + 53,2 % Isopropanol 
V Buty1chlorid VI Isoamylacetat 
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Abb.3.10. Zerlegung des Virialkoeffizienten in seinen Entropie- und Enthalpieanteil fUr vier 
Systeme aus Abb. 3.9 nach [44] 
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Ein Beispiel fur die Zerlegung des Virialkoeffizienten in seinen Enthalpie und 
Entropieanteil ist in Abb. 3.10 fUr die Daten von Abb.3.9 gezeigt. Man 
beachte, daB der MaBstab der Ordinate fur die Werte von Bs und BH (rechts) 
viel kleiner ist, als der MaBstab fUr die Werte von B (links). Man sieht also, daB 
sich in schlechten L6sungsmitteln der zweite Virialkoeffizient als kleine, stark 
temperaturabhangige Differenz eines groBen positiven Entropieanteils und 
eines stark negativen Enthalpieanteils ergibt. 
Eine Obersicht uber die L6slichkeitseigenschaften eines Polymeren gibt Abb. 
3.11. In dieser Abbildung sind die Entropie und Enthalpieanteile des zweiten 
Virialkoeffizienten fur PMMA (Mn = 127 kg/mol und Mw = 210 kg/mol) in 15 

16 

B 10-" 14 s· "~ cm3 mol 12 
g2 

r 
10 '" ~ ® 8 

6 

f, 

2 

~7® 
12 
110~ 

3 

o~~--~~--------~--~~--~~-------16 -14 -12 -10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 

Li:isungsmi ttel 

1 Chloroform 
2 Benzol 
3 Athylazetat 
4 Toluol 
5 Azeton 
6 Tetrahydrofuran 
7 Diiithylketon 
8 Dioxan 
9 m-Xylol 

10 2-Methylpentanon 4 
11 Methylisovaleriat 
12 Butylazetat 
13 Heptanon 4 
14 Buty1chlorid 
15 Isoamylazetat 

---.. ~~ BH .16"(cm 3mol/g2} 

exotherm 
exotherm 

~ athermisch 
endotherm 
endotherm 

e-Li:isung 

endotherm 
endotherm 

11,5 
5,5 
2,5 
3 
2 

<1 

-0,4 
-0,9 

0,37 
0,43 
0,46 
0,45 
0,48 

0,50 

0,506 
0,52 

Abb.3.11. Auftragung der Entropieanteile Bs gegen die Enthalpieanteile BH fUr PMMA in 15 
Li:isungsmitteln verschiedener Giite nach [45]. 
o ... Osmometrie, 0 ... Lichtstreuung; T = 25 DC und 27 DC 
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Losungsmitteln verschiedener Giite aufgetragen. Man sieht, daB sich mit der 
Giite des Losungsmittels nicht nur der Enthalpieterm, sondern auch der 
Entropieterm des Virialkoeffizienten systematisch andern. Die niedrigsten 
Werte der Verdiinnungsentropie scheinen fiir athermische Losungsmittel 
aufzutreten, die hochsten fur sehr schlechte Losungsmittel. 
Die groBe Bedeutung der 19-Losung bzw. der 19-Temperatur liegt darin, daB 
sich in einem Theta-Losungsmittel die Effekte der Verdiinnungsentropie und 
der Verdiinnungsenthalpie auf den zweiten Virialkoeffizienten gerade aufhe
ben. Man nimmt daher an, daB die Gestalt der Fadenmolekiile in einem 19-
Losungsmittel nicht von der Wechselwirkung mit den Losungsmittelmolekii
len beeinfluBt wird und durch rein statistische Uberlegungen so berechnet 
werden kann, als ob weder die Anwesenheit der Losungsmittelmolekule noch 
das Eigenvolumen der Knauel eine Rolle spielt: 

In der 19-Losung gilt die ungestorte Kettenstatistik der Makromolekiile. 

3.4 Viskosimetrie 

Die Viskositat einer verdunnten makromolekularen Losung ist haufig eine 
recht einfach zu messende GroBe, die oft zur Charakterisierung der Molekular
masse von Polymeren herangezogen wird. 
Zur Definition der Viskositat einer Fliissigkeit betrachten wir eine laminare 
Scherstromung zwischen parallelen. ebenen. unendlich ausgedehnten Platten 

K-
V//////////~1~ 

==:- d 

@M/ff~4Wj ruht Abb.3.12. Einfache Scherstromung 

(Abb. 3.12). Die untere Platte ruht, die obere Platte werde mit der konstanten 
Geschwindigkeit V bewegt. Wenn die Fliissigkeit an den Wanden haftet, stellt 
sich in ihr ein Stromungsgefalle mit konstantem Gradienten ein. Es sei x die 
Richtung der Stromung und y die des Stromungsgradienten, dann gilt fUr die 
Komponenten der Stromungsgeschwindigkeit: 

Man nennt: 

v, = q . y q=V/d 

q = ~~' den Stromungsgradienten 

a = KIA die Schubspannung 

17 = a/q die Viskositat der Flussigkeit 

(33) 

(34) 

(35) 
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d ist der Plattenabstand, A die Oberflache der oberen Platte, an der die Kraft K 
angreift. " braucht nicht konstant zu sein, sondern kann von der GroBe des 
Stromungsgradienten q abhiingen: ,,= konstant ... Newton'sche Flussigkeit, 
17 = ,,(q) ... Nicht-Newton'sche Flussigkeit. Beispiele fUr Nicht-Newton'sche 
Fliissigkeiten sind Polymerschmelzen und Polymerlosungen. Die Einheit des 
Stromungsgradienten ist s -!, die der Viskositiit Pa s. Die Viskositiit von 
Wasser bei 20 C: 17 ~ 10- 3 Pa s. 

1 2 3 

----m1----r 
---mT-, h1 

.:<~~:._Jd 

Abb.3.13. Ubbelohde Viskosimeter 

Die Messung der Viskositiiten von niedrig-viskosen Fliissigkeiten geschieht mit 
Hilfe eines Kapillarviskosimeters (10 - 3 bis 1 Pa s). Man preBt die Fliissigkeit 
unter einem Uberdruck Llp durch eine Rohre mit kreisformigem Querschnitt 
(Kapillare). Dann gilt fur Newton'sche Fliissigkeiten fUr die pro Zeiteinheit 
durchstromende Fliissigkeitsmenge das Hagen-Poiseuille'sche Gesetz:! 

Q/t = nR4 
. Llp 

8L 17 
(36) 

Dabei bedeuten Q der Durchsatz, t die Zeit, Q die Dichte und 17 die Viskositiit 
der Fliissigkeit und R der Halbmesser und L die Liinge der Kapillare. 
Zur Messung der Viskositiit von Polymerlosungen verwendet man haufig das 
Ubbelohde Viskosimeter (Abb. 3.13). Dies ist ein dreiarmiges GlasgefiiB, dessen 
Arme oben verschlossen werden konnen. Zur Messung verfiihrt man folgen
dermaBen: 

1) Fiillen des VorratsgefiiBes a 
2) VerschlieBen von 2 und Aufsaugen der Fliissigkeit in Kapillare 3 bis iiber die 

Marke m! 
3) SchlieBen von 3 und Offnen von 2, wodurch das Niveau der Fliissigkeit 

abbricht ... hangendes Niveau 
4) Offnen von 3 und Messen der Zeit t, die die Fliissigkeit braucht, urn von m! 

nach mz abzusinken. Der treibende Druck wiihrend der Messung ist in 
diesem Fall (g = Erdbeschleunigung): 

(37) 

1 Ableitung in: [46] 
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Abb. 3.14. Strukturviskoses FlieBverhalten von Polymerli:isungen, schematisch 

Einsetzen in (36) liefert fur die Viskositiit 

'l=e· t · A 

oder fUr die kinematische Viskositdt 

'l 
'lkin = - = A . t 

e 
mit 

(38) 

(39) 

(40) 

A ist eine Apparatkonstante; Q ist das Volumen der Glasrahre 3 zwischen den 
beiden Marken m! und m 2 . In der Praxis wird A durch Eichung bestimmt. 
Lasungen von Polymeren zeigen strukturviskoses FlieJ3verhalten, d. h. die 
Viskositiit ist eine Funktion des Gradienten g und zeigt eine Abhiingigkeit, wie 
sie schematisch in Abb. 3.14 angedeutet ist. Fur sehr kleine Werte des 
Gradienten wird ein von g unabhiingiger Grenzwert erreicht, den wir mit 'lo 
bezeichnen. Dann erfolgt eine Abnahme der Viskositiit mit zunehmendem 
Gradienten, wonach schliel3lich bei sehr hohen Werten des Gradienten 
wiederum ein von g unabhiingiges Viskositiitsniveau erreicht wird ... 'lOCi' Fur 
reine Lasungsmittel ist 'l unabhiingig von g, fUr Lasungen nimmt das 
Verhiiltnis 'l01'l0Ci stark mit der Polymerkonzentration zu. 
Das Viskositiitsverhalten von Lasungen anionischer Polystyrole in Toluol ist 
nach Kulicke und Kniewske [47] in den Abb. 3.15 und 3.16 dargestellt. 
Abbildung 3.15 zeigt den EinfluB der Konzentration auf die Strukturviskositiit 
der Lasungen eines sehr hochmolekularen PS. Das erste Newton'sche Gebiet
'lo-liiBt sich nur bei sehr niedrigen Gradienten meBtechnisch erfassen, und das 
auch nur, wenn die Konzentration der Lasung sehr niedrig ist. Ein zweites 
Newton'sches Gebiet 'lOCi konnte nicht beobachtet werden. Abbildung 3.16 
zeigt den EinfluB des Molekulargewichtes auf die Viskositiit von 3 %-igen 
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Abb.3.1S. Strukturviskositat der Losungen eines anionischen Polystyrols fur verschiedene 
Konzentrationen nach [47] 

1'), Po·s 
2 t ~" Anion.PS f Toluene T = 25 ·C 
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Abb. 3.16. Strukturviskositat der Losungen anionischer Polystyrole fUr verschiedene Mole
kulargewichte nach [47] 

Losungen. Je niedriger das Molekulargewicht, desto ausgedehnter das erste 
Newtonsche Gebiet und desto niedriger der Wert der ViskosiUit '10' 
Zur Bestimmung der Molekularmasse benotigt man den Grenzwert von '1 bei 
kleinen Gradienten. Dieser Uil3t sich in eine Potenzreihe nach der Konzentra
tion entwickeln: 

'10 = '11 {1 + (Xc + pc2 + ... } (41) 
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wobei 171 die Viskositiit des reinen Losungsmittels ist. Die GroBe, die die 
Eigenschaften des isolierten, unverzerrten Makromolekuls in der Losung 
charakterisiert, ist der Koeffizient IX der ersten Potenz von c in dieser 
Entwicklung; diese GroBe heiBt Viskositatszahl oder Staudinger-Index und 
wird mit [17] angedeutet. Man nennt 

und 

170 
17rel = 1i: 

17spez = ~~ - 1 

die relative Viskositat (42) 

die spezifische Viskositat (43) 

Die Viskositiitszahl ergibt sich aus dem Grenzubergang: 

[17] = lim [17spezJ = 
c~o C 

1· [17 -17IJ 1m --
c~O.q~O 171' C 

(44) 

oder aus dem Grenzubergang: 

[17] = lim [~ . In 17relJ = 
c~O C 

(45) 

Relative Viskositiit und spezifische Viskositiit haben beide nicht die Dimension 
einer Viskositiit, sondern sind dimensionslos! Die Viskositiitszahl ist keine 
dimensionslose GroBe, sondern besitzt im S.1. System die Einheit m 3/kg = l/g. 
Ein Beispiel fur die Abhiingigkeit der relativen Viskositiit im Grenzwert q ---> 0 
als Funktion der Konzentration ist in Abb. 3.17 gezeigt. Es handelt sich dabei 
urn Messungen der Viskositiit von Losungen anionischer Polystyrole in 

'r} rei. 51 J 52 53 
log "1 rei. S~O/ 

I 
54 4 

r 
53 

// 4 3 

3 2 /// ~ 
2 I~'/~ ;.7-:/ ~o-

'/ ~58 

0 
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-c,gll -c,g// 

Abb.3.17. Relative Viskositat anionischer Polystyrole in Brombenzol bei 25°C nach Daum 
[48] 
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Brombenzol bei 25°C [48]. (Fur die Daten der anionischen Polystyrole S 1 bis 
S8 siehe Tabelle 2.2) Der linke Teil der Abbildung zeigt die relative Viskositat 
als Funktion der Gewichtskonzentration in linearer Auftragung, speziell bei 
niedrigen Konzentrationen; der rechte Teil zeigt die gleichen Daten, aber jetzt 
in logarithmischer Auftragung uber einem groBeren Konzentrationsbereich. 
Die Bestimmung der Grenzubergange (44) und (45) wird in Abb.3.18 
illustriert. IJspez/c ist eine Funktion von c, die mit fallendem c abnimmt und fur 
c --+ ° gegen den Grenzwert [IJ] strebt. c - 1 . In IJrel ist eine Funktion von c, die 
mit fallendem c zunimmt und fUr c --+ ° gegen [IJ] strebt. Tragt man be ide 
Kurven auf, dann laBt sich der Grenzwert vielleichter bestimmen. Wegen der 
Ungleichung 

1 I [] IJspez -' n IJ rei < IJ <--
C C 

ist der Fehler in der Extrapolation abschatzbar. 
Die groBe Bedeutung des Staudinger-Index liegt in der Tatsache, daB fur 
lineare, unverzweigte Polymere ein einfacher Zusammenhang zwischen dem 
Staudinger Index und der Molekularmasse gefunden wird: 

[IJ] = K . Ma Mark-Houwink-Gleichung (46) 

K und a sind Konstanten, die von der Kombination Polymer - Losungsmittel 
und von der Temperatur abhangen. 

0,5 ~ a < 1 

a nimmt mit der Gute des Losungsmittels zu; a = 0,5 fur e-Losungsmittel. Man 
bestimmt K und a experimentell: Herstellung von Fraktionen und Bestimmung 
ihrer Molekularmasse mit Hilfe der Lichtstreuung; dann messen von [IJ] dieser 
Fraktionen. Bemerkung: Die Mark-Houwink-Gleichung ist in ihrer ursprung-

I/g t .5 

I .4 

.3 

.2 

[~J~ .. -~---
.1 --- --

o 10 20 30 40 50 
_e,g;l 

Abb.3.18. Zur Konvergenz der beiden Grenzwerte (44) und (45). MeBpunkte fUr S3 in 
Brombenzol nach Daum [48] 
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Tabelle 3.3. Parameter der Mark-Houwink-Gleichung fUr einige Systeme. 

Polymer T,oC 106 . K a a Lin Molekularmassen- Lit. 
Losungsmitte1 1O- 4 1/g bereich b 

Polystyrol 
Chloroform 25 11,2 0,73 3,3 70-1,5· 103 [51] 
Benzol 20 12,3 0,72 3,5 1,2-5,4' 102 [52] 
Toluol 25 17 0,69 4,2 10-1,6.103 [53] 
Methyliithylketon 20 39 0,58 5,8 [54] 
Cyc10hexan 35 70 0,50 7,1 30-2 . 103 [55] 

Polymethylmethacrylat 
Chloroform 25 4,8 0,80 1,9 80-1,4'103 [56] 
Benzol 20 5,5 0,76 1,8 40-8 . 103 [57] 
Toluol 25 7,1 0,73 2,1 400-3 . 103 [58] 
Aceton 25 7,5 0,70 1,9 80-1,4 .103 [56] 
Methyliithylketon/ 
Isopropanol 50/50 25 59,2 0,50 5,9 300-6' 103 [59] 

Polyisobutylen 
Cyc10hexan 30 28,8 0,69 4,6 0,5-3,2 . 103 [60] 
Benzol 24 107 0,50 8,0 [61] 

Polyviny1chlorid 
Tetrahydrofuran 25 16,3 0,77 3,9 20-3 . 102 [62] 
Benzylalkohol 155,4 156 0,50 12,4 40-350 [63] 

Polycarbonat 
Tetrahydrofuran 25 38,9 0,70 18,8 10-70 [64] 
Butyl-benzyl-ether 170 210 0,50 33 40-310 [65] 

Polyethylen 
Tetralin 120 23,6 0,78 3,18 50-1000 [66] 

Polypropylen 
Decalin 135 15,8 0,77 2,8 20-390 [67] 

Polyamid 6.6 
m-Kresol 25 35,3 0,79 25 14-50 [68] 
90 % Ameisensiiure + 25 253 0,50 38 14-50 [68] 
2,3 M KCI 

a Die Einheit von Kist so gewiihlt, daB man [11] in Einheiten von I/g erhiilt, wenn man M in 
Einheiten von g/mol einsetzt 

b in kg/mol 

lichen Form (46) aus dimensionstechnischen Grunden oft etwas unbequem. Da 
a eine gebrochene Zahl ist, setzt sich die Einheit der Konstante K aus 
gebrochenen Potenzen der Grundeinheiten zusammen. Dies erschwert den 
Ubergang zu anderen Einheiten. Man kann diesen Nachteil leicht beheben, 
indem man statt (46) schreibt: 

(47) 

wobei Mg das Molekulargewicht der Grundeinheit und P der Polymerisations
grad sind. Einige Wertekombinationen von K, Lund a sind in Tabelle 3.3 
zusammengefaBt. Fur ausfiihrliche Zusammenfassungen siehe [40], [49] und 
[50]. 
Abbildung 3.19 zeigt als Beispiel die Viskositiitszahl von PS in verschiedenen 
L6sungsmitteln als Funktion des Molekulargewichtes in doppelt logarithmi-



48 Das Makromolekiil in L6sung 

400 
300 

200 

100 
8 
6 

4 

2 

+ 

I 
[II } 

1 

-Toluol ~ 
----------+-----______ -+ ____ "'~~o~--r-----~ 

~ 
h 

.~ 
"fl 

0+ 
./ 

D 

10 + 
/e 

~----------~K~--------~--~--~--~+_----_1I00 
8 ./ 
6 +/<t' 

"'./ 
4 .,"" 

80 
60 

40 
~ ... "" 

2 20 

100 
8 [Tj} 
6 ."G/ 4 

2 

/0 J 
10 2 4 6 8/0 4 46810 5 2 4 

Abb.3.19. Viskositiitszahl in cm3!g als Funktion des Molekulargewichtes in g!mol fUr PS in 
drei L6sungsmitteln nach [49] 

scher Auftragung. Urn die Streuung der experimentellen Punkte besser 
darstellen zu k6nnen, wurden die Ordinaten fur die drei gezeigten Kurven 
jeweils urn eine Zehnerpotenz gegeneinander verschoben. Dieser Abbildung ist 
zu entnehmen, daB die Beziehung (46) nur fur Molekularmassen gilt, die einen 
bestimmten Wert uberschreiten (hier: M > 20 kg/mol). Weiter sieht man, daB 
der Exponent a mit der Gute des L6sungsmittels zunimmt. 
Die Abhangigkeit der Viskositatszahl von der Gute des L6sungsmittels sieht 
man am besten, wenn man die Viskositatszahlen als Funktion des Molekular
gewichtes fur verschiedene L6sungsmittel in einer einzigen Darstellung mitein
ander vergleicht. Dies ist in Abb. 3.20 fUr Polystyrol und in Abb. 3.21 fur 
Polymethacrylsauremethylester gezeigt. 
Die Kurve 5 bezieht sich in beiden Fallen auf ein e-L6sungsmittel und kann 
durch eine Gerade mit der doppelt-logarithmischen Steigung 1/2 dargestellt 
werden. Dies wird allgemein gefunden. Fur alle e-L6sungsmittel gilt eine 
Gleichung der Form: 

[IJ]e=KeMl/2 bzw. [IJ]e=Le p l / 2 mit Le=KeYM:" (48) 
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Die Konstanten K.." bzw. L.." sind dabei fur das betreffende Polymere 
charakteristisch. Sie konnen jedoch bis zu einem gewissen Grad noch von der 
Temperatur und deshalb von dem verwendeten Theta-Losungsmittel abhan
gen [69]. 
Fur gute Losungsmittelliegt a zwischen 1/2 und 1 und ist umso groBer,je besser 
das Losungsmittel ist. Ein Vergleich mit den x-Werten aus der Beischrift von 
Abb. 3.11 ergibt z.B. fUr PMMA: 

1 Chloroform X ~ 0,37 K~ 4,8 . 10- 6 a ~ 0,80 
2 Benzol 0,43 5,5 . 10- 6 0,76 
3 Toluol 0,45 7,1 . 10- 6 0,73 
4 Aceton 0,48 7,5 . 10- 6 0,70 
5 @-Gemisch 1 0,50 59,2 . 10- 6 0,50 

Aus Abb. 3.20 ersehen wir, daB die Kurven fUr [17] fur Losungsmittel 
verschiedener Gute, ausgehend vom Molekulargewicht von etwa 10 kg/mol, 
facherformig auseinanderlaufen. Der EinfluB der Losungsmittelqualitat auf 
den Wert von [17], und damit auf die Knaueldimensionen des Fadenmolekiils 
wird also umso groBer, je groBer die Molekularmasse ist. 
Gl. (46) gilt nur fUr monodisperse Polymere. Fur polydisperse Polymere gilt 
statt dessen: 

(49) 

wobei Mv der in Gl. (2.20) definierte Viskositatsmittelwert ist. Zum Beweise 
dieser Gleichung geht man davon aus, daB die Beitrage der Molekiile mit 
verschiedenen Molekularmassen zur Viskositatserhohung fUr kleine Konzen
trationen additiv sind. 
Nach Einstein [75] berechnet man die Viskositat einer Dispersion harter 
Kugeln in einer Flussigkeit mit Hilfe der Gleichung 

170 = 171 (1 + 2,5 . rp) (50) 

mit 170 ... Viskositat der Dispersion 
171 ... Viskositat der Flussigkeit 
rp ... Volumenkonzentration der Kugeln. 

Nehmen wir an, daB sich die Losung der Makromolekule in Knauelform genau 
so verhalt wie eine Dispersion starrer Kugeln vom Halbmesser h, dann ist (50) 
zu vergleichen mit der nach dem linearen Term abgebrochenen Reihenentwick
lung nach der Konzentration (41): 

170 = 171 (1 + [17] . c) 

Wir finden daher 
rp 2,5 

[17] = 2,5 - = -
c dm 

(51) 

1 50/50 Isopropanol/Methyliithylketon. 
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dm ist die mittlere Dichte der MakromolekUle im Knauel; diese ist gleich dem 
Verhiiltnis der (Masse aller Makromolekiile) zum (V olumen aller Kniiuel) oder 
gleich dem Verhiiltnis der (Masse eines Makromolekiils) zum (Volumen eines 
Kniiuels) und daher finden wir 

und 
c 

iOn h3 h3 
[n] = - N - = 6 3 . 1024 -
'/ 3 L M' M (52) 

Aus der Viskositiitszahl folgt also eine Abschiitzung des Kniiuelhalbmessers h, 
Vorsicht beim Einsetzen in diese Gleichung: [11] in l/g, h in m, M in kg/mol. 

3.5 Lichtstreuung 

Das Prinzip der Me13anordnung ist in Abb. 3.22 dargestellt. Das Licht einer 
Hg-Hochdrucklampe wird gefiltert, urn Licht einer bestimmten Wellenliinge Ao 
zu erhalten, und durch einen halbdurchliissigen Spiegel auf eine Referenzfoto
zelle bzw. in die Kiivette mit der Lasung gestrahlt. Das von der Lasung im 
Winkel 8 gestreute Licht wird in einer anderen F otozelle gemessen. Es sei i ( 8, c) 
die Intensitiit des von der Lasung im Winkel 8 gestreuten Lichtes, i (8,0) die 
Intensitiit des vom Lasungsmittel im gleichen Winkel gestreuten Lichtes und io 
die Intensitiit des einfallenden Lichtes. Man bestimmt das Verhiiltnis der 
Intensitiit des im Winkel 8 gestreuten Lichtes zur Intensitiit des einfallenden 
Lichtes nach Abziehen des Streuanteils des reinen Lasungsmittels. Diese 
relative Streuintensitiit ist proportional dem streuenden Volumen der Lasung, 
V, und umgekehrt proportional dem Quadrat des Abstandes, r, zwischen 
Kiivette und Detektor: 

i(8, c)-i(8, 0) = V . R(8 M 2h/A B) 
. 2' C,' , 
10 r 

Das streuende Volumen der Lasung hiingt vom Streuwinkel ab 

V=Vo/sin8 

Lichtquelle 

Hg-Hochdrucklampe 

A. o = 546,1 nm (grun) 
435,8 nm (blau) 

Kuvette mit Losung 

Messung des 5treulichts 

Abb. 3.22. Zur Messung der Lichlslreuung 
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wobei Vo das streuende Volumen beim Streuwinkel von 90° darstellt. 
Dementsprechend gilt: 

i(8,c)-i(8,0) = ~. R(8 M 2h/A B) 
. 2 . () , c" , 
10 r SIll..:1 

(53) 

Die Gro13e R hiingt nur von den Eigenschaften der Losung ab und hat die 
Dimension einer reziproken Liinge. Sie wird als Funktion des Streuwinkels 8 
und der Konzentration der Losung c bestimmt und hei13t Rayleigh- Verhiiltnis. 
Das Rayleigh-Verhiiltnis ist im allgemeinen eine Funktion von dem Streuwin
kel8, der Konzentration der Losung c, der Molekularmasse des Polymeren M, 
der Abmessungen des Kniiuels (Durchmesser 2h) und der Wechselwirkung mit 
dem Losungsmittel B. 
Der einfachste Fall ergibt sich, wenn die Kniiuelabmessungen klein gegen die 
Wellenliinge des Lichtes (in der Losung) sind und wenn die Losung stark 
verdiinnt ist: 

2h ~ A; grojJe Verdunnung; ein{allendes Licht unpolarisiert. 

Wegen der Bedingung 2h ~ A kann der ganze Kniiuel als ein einziger Dipol 
aufgefa13t werden, der durch die einfallende Lichtwelle induziert wird: Dipol
moment: p = a . E (a = Polarisierbarkeit, E = elektrische Feldstiirke). Der 
Dipol schwingt mit der Frequenz des einfallenden Lichtes in der Polarisations
rich tung; ein solcher Dipol strahlt Licht der gleichen Frequenz aus; die 
Intensitiit des Streulichtes hiingt vom Winkel zwischen Ausstrahlungsrichtung 
und Orientierung des Dipols abo Man summiert tiber aile moglichen Dipolrich
tungen und iiber aile Kniiuel im streuenden Volumen V und findet: I 

1 +cos2 8 
R(8)= 2 ·K·c·M 

mit 

Hier bedeuten n l = Brechungsindex des Losungsmittels 
n = Brechungsindex der Losung 
dn/dc = Brechungsindexinkrement der Losung 
A = Ao/n = Wellenliinge des Lichtes in der Losung 
Ao = Wellenliinge des Lichtes im Vakuum 

(54) 

(55) 

Das Brechungsindexinkrement tritt deshalb in der Endformel auf, wei I man die 
unbekannte Polarisierbarkeit des Kniiuels a durch den Unterschied der 
Brechungsindizes n und n l ausdriickt: 

n2 - n 2 n (an) 
a = 4ncN~ . M = 2n~L oc . M (56) 

1 Fur eine Ableitung siehe [4], s. 268 ff. 
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Man findet die Molekularmasse durch Extrapolation der MeBwerte zum 
Streuwinkel 9 = ° und zur Konzentration c = 0: 

Fur ein monodisperses Polymer: 

R(B) 
lim-~=K·M 

c~o 

Fur ein polydisperses Polymer: 

R(B) 
lim -~ = K· Mw 
!i~O C 
C~O 

(57) 

(58) 

(Beweis von GI. (58) aus der AdditiviUit der Beitrage zur GroBe R(B) fur 
Knauel verschiedener Molekularmassen). 

2 h <:g A; miij3ige Verdiinnung; Konzentrationsabhiingigkeit 

Bei hoheren Konzentrationen verhalt sich das von den einzelnen Knaueln 
ausgesandte Streulicht nicht mehr additiv, sondern es treten Interferenzen auf. 
Daraus folgt, daB bei hoheren Konzentrationen die Streulichtintensitat 
weniger stark als proportional mit c wachst. Eine theoretische Behandlung 1 

ergibt: 
1 + cos2 ,9 c 1 
--_. K ·-~=-+2Bc+ ... 

2 R(9) Mw 
(59) 

wobei B der zweite Virialkoeffizient ist. 
Zur Bestimmung von B und Mw tragt man die bei verschiedenen Streuwinkeln 
und Konzentrationen ermitteiten Daten in ein sogenanntes Zimm-Diagramm 
ein. Man tragt die GroBe (1 + cos 2 9) . K . c/2 R (9) iiber einer Abszisse auf, die 
sich additiv aus den Werten von sin 2 ,9/2 und x . c zusammensetzt. x ist dabei 
ein frei zu wahlender Proportionalitatsfaktor der Dimension l/g, der bewirken 
soIl, daB Punkte, die zu verschiedenen Konzentrationswerten gehoren, in der 
Darstellung getrennt erscheinen. Die durch Kreise in Abb. 3.23 angedeuteten 
Punkte ergeben sich aus den Messungen; die durch Kreuze angedeuteten 
Punkte werden durch Extrapolation gegen c -> ° bzw. ,9 -> ° bestimmt. Der 
Schnittpunkt der beiden Extrapolationslinien liegt auf der Ordinate und 
schneidet dort den Wert 1/Mw abo 
Aus der Steigung der Linien konstanter Streuwinkel, z. B. 9 = 0, ergibt sich ein 
MaB fUr den zweiten Virialkoeffizienten nach (59). Aus der Steigung der Linien 
konstanter Konzentration, z. B. c = 0, ergibt sich ein MaB fUr den Knauelhalb
messer nach (63). 

2h ~ A; groj3e Verdiinnung. 

Wenn die Abmessungen des Knauels mit der Wellenlange des Lichtes 
vergleichbar werden (bereits ab 2h ~ 0,1 . A), kann man die Intensitaten des von 

1 Siehe r41, S. 275ff. 
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1+COS2~ c 
2K'R(~) 

1 

1 
1'1 

o 
I 

--_"" sin2~/2 +)(.c 

Abb.3.23. Zimm-Diagramm zur Bestimmung von M w , B und h/A 

versehiedenen Teilen des Knauels stammenden Streuliehtes nieht mehr addie
reno Die Sehwingungen der Dipole an versehiedenen Teilen des Knauels weisen 
Phasendifferenzen auf. Dies fuhrt zu Interferenzen, dureh die das Streulieht in 
der Einfallsriehtung des ursprungliehen Strahles verstarkt wird und das 
Streulieht in der entgegengesetzten Riehtung gesehwaeht wird. Wiihrend fUr 
kleine Teilchen die Streukurve gegenuber der Spiegelaehse 9 = 90° symme
triseh ist, wird fUr groBere Teilchen die Streukurve asymmetriseh. Der Grad 
der Asymmetrie ist ein MaB fUr die TeilchengroBe. 
Fur groBe Teilchen gilt bei groBer Verdunnung an Stelle von (54): 1 

1 + eos2 9 ell 
----·K·--=-·--

2 R(9) Mw J(9) 
(60) 

Die Funktion J (9) hangt von der Form und von der GroBe der streuenden 
Teilchen abo J (9) = 1 fUr kleine Teilchen und J (0) = 1 fur alle TeilchengroBen. 
Die Funktion J (9) wurde fur starre Kugeln, starre Stiibehen und fur 
Knauelmolekiile bereehnet 2. Fur Knauel ergibt sieh: 

mit 

2 
J (.9) = 2 . [e -u - 1 + u] 

u 
(61) 

<r2) ist der Erwartungswert des Quadrates des Endpunktabstandes des 
Makromolekuls. Dieser Wert kann dureh <r2) = 6h2 zum effektiven Kniiuel-

1 Siehe [4], S. 277ff. 
2 Der Unterschied zwischen Kugeln und Knauel liegt darin, dal3 Kugeln homogen mit 

streuender Masse belegt sind, wahrend Knauel eine Dichteverteilung der Teile des 
Makromolekiils aufweisen. 1m Inneren des Knauels ist die Dichte des Makromolekiils 
gral3er als aul3en. 
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Abb. 3.24. Dissymmetriefaktor als Funktion der Kniiuelgro/3e 

halbmesser in Beziehung gesetzt werden (vgl. Kap. 4.2). Entwiekelt man J (8) 
naeh Potenzen von u, dann laBt sieh die Anfangssteigung der Kurve 
(1 + eos2 8) . K . e/2 R (8) gegen sin 2 (8/2) leieht bereehnen: 

{1 +eos28 e} 8n2 <r2) 16n2 1 (h)2 
d . -' K /d(sin2(8/2»=-' -=- - - (63) 

2 R(8) 9Mw A,z 3 Mw A 

Diese Anfangssteigung kann man aus dem Zimm-Diagramm ablesen. Dieses 
liefert daher aueh ein direktes MaB fUr die Abmessungen des makromole
kularen Knauels. 

Eine weitere Bestimmungsmogliehkeit der TeilchengroBe folgt aus der Asym
metrie der Streukurve. Man miBt das Verhaltnis der Streuintensitat bei 8 = 45° 
zu der Streuintensitat bei 8 = 135°. Dieses Verhaltnis heiBt Dissymmetriefak-
tor: 

R(8=45°) 
z= 

R(8 = 135°) 

J (8 = 45°) 

J (8 = 135°) 
(64) 

Einsetzen der Werte aus Gl. (61) liefert fUr Knauel die in Abb. 3.24 dargestellte 
Abhangigkeit vom Knauelhalbmesser. Man sieht, daB der Dissymmetriefaktor 
bereits bei Werten h = 0,1 . }, etwa 30% von 1 abweicht. 

AbsehlieBend konnen wir feststellen, daB die Messung der Liehtstreuung sehr 
viel Information liefert: M, B und <r2). Trotzdem wird die Methode der 
Liehtstreuung nieht allzu haufig verwendet, da sie experimentell groBe 
Sehwierigkeiten aufwirft: Spuren von Staub in der Losung storen sehr stark; 
die Herstellung von ausreiehend staubfreien Losungen ist sehr miihsam. 

Als Beispiel zeigen wir [76] in den Abb. 3.25 und 3.26 die Zimm-Diagramme 
eines teehnischen Polystyrols in einem guten Losungsmittel und in einer 
e-Losung. 
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Abb.3.25. Zimm-Diagramm von PS in Toluol bei 20°C, nach Jolk [76]. Mel3werte bei den 
Streuwinkeln 9 = 30, 37,5, 45, 60, 75, 90, 105, 120, 135, 142,5 und 1500

, und bei den 
Konzentrationen c = 0,53, 1,0, 1,56, 1,94,2,98,4,14, 5,06 und 6,0 gil 
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Abb.3.26. Zimm-Diagramm von PS in Cyc10hexan bei 34 DC, nach Jolk [76]. (e-Lasung). 
x = 0,05 l/g. Streuwinkel wie bei Abb. 3.25; Konzentrationen c = 0,66, 1,18 und 2,0 gil 

3.6 Gel-Permeations-Chromatographie 

Die Methode der Gel-Permeations-Chromatographie (GPC) hat in letzter Zeit 
sehr groBe Bedeutung erlangt. Sie gestattet nicht nur die Bestimmung der 
verschiedenen Mittelwerte, sondern vermittelt obendrein einen guten Einblick 
in die Molekulargewichtsverteilung des Polymeren. 
Das Prinzip der MeBanordnung ist in Abb. 3.27 skizziert. Aus einem Vorrats
gefiiB wird das mit Helium gesiittigte Losungsmittel (in unserem Fall Tetra
hydrofuran, THF), durch eine Pumpe zuerst durch ein Probeaufgabeventil, 
dann durch die Siiulenkombination und schlieBlich durch den Detektor 
getrieben. Das Probeaufgabeventil dient dazu, zu einem bestimmten Zeitpunkt 
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Gelpermeations -Chromatographie 

Trennsiiulen 

He 
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venti l 

Chromotog romm Oi fferentiolrefraktometer 

t I ~ H1]-++ __ 

Abb.3.27. Zur Gel-Permeations-Chromatographie, nach Wolf [29] 

an Stelle des Lasungsmittels 0,1 ml der Polymerlasung zu injizieren. Wiihrend 
die Lasung die Siiulen durchliiuft, wird sie fraktioniert. Die Siiulen enthalten 
niimlich ein Polystyrol-Gel mit Porien verschiedener GraBe. Makromolekulare 
Kniiuel, die in die Porien passen, werden dort relativ lange zuruckgehalten, 
wiihrend graBere Kniiuel die Siiule schneller passieren. Dadurch werden am 
Ende der Siiulenkombination zuerst die liingsten Molekule "eluiert", mit 
fortschreitender Zeit enthiilt die Lasung immer kurzere Makromolekule. Man 
miBt die Polymerkonzentration der Lasung als Funktion der Zeit (bzw. des 
Elutionsvolumens, ve ) mit Hilfe eines Differentialrefraktometers, in dem der 
Brechungsindex der eluierten Lasung mit dem des reinen Lasungsmittels 
verglichen wird. 
Die Polymerkonzentration der Lasung als Funktion des Elutionsvolumens 
gibt bereits ein gutes qualitatives Bild der Molekulargewichtsverteilung. Will 
man zu quantitativen Ergebnissen gelangen, so kann man entweder das Mole
kulargewicht aller Fraktionen mit Hilfe einer zugeschalteten Laserlichtstreu
ungsapparatur bestimmen, oder man eicht das Chromatogramm mit Hilfe von 
nahezu monodispersen Eichstandards. 
Abbildung 3.28 zeigt als Beispiel die Chromatogramme von drei Eichstandards 
aus anionischem Polystyrol bekannten Molekulargewichtes. Durch die Lage 
der Maxima der Konzentrationen auf der Skala des Elutionsvolumens wird 
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Abb.3.28. Gel-Permeations-Chromatogramme von drei anionischen Polystyrolen nach Wolf 
[29] 
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Abb.3.29. Eichkurve der GPC-Anordnung. Kreise ... Eichmessungen; Kurve ... Gl. (65) 
nach Wolf [77] 

diesem ein Molekulargewicht zugeordnet. Das Resultat der Chromatogramme 
von zehn Eichstandards im Molmassenbereich zwischen 1 und 2500 kg/mol 
ergibt die in Abb. 3.29 gezeigte Eichkurve der Skala des Elutionsvolumens. 
Der Zusammenhang zwischen dem Logarithmus des Molekulargewichtes in 
(kg/mol) und dem Elutionsvolumen (in ml) liiBt sich durch folgende Eichkurve 
darstellen: 

log M = a + bVe + cv; + dv~ + ev~ (65) 
mit 

a = 53,637 b = -5,847 c = 0,27323 

d = - 5,7643 . 10- 3 e = 4,4702 . 10- 5 
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Man mi13t die Konzentration Ci der i-ten Fraktion beim Elutionsvolumen (Ve)i, 
dem durch Gl. (65) das Molekulargewicht Mi zugeordnet wird. Die Messung 
erfolgt aile 12 s, wobei der Wert des Elutionsvolumensjeweils urn 0,1 ml gro13er 
wird. Die Klassenbreite der i-ten Fraktion in der Elutionsvolumenskala ist 
daher 

(66) 

gleich gro13 fUr aile Fraktionen. Unter der Annahme, da13 die Siiulenkombina
tion unendlich scharftrennt, d. h. da13 die Fraktion i nur das Molekulargewicht 
Mi enthiilt, ist der Massenanteil der Molekiile mit dem Molekulargewicht M i 
proportional der gemessenen Konzentration: 

(67) 

Setzen wir (67) in (2.17) bis (2.20) ein 1, dann erhalten wir die gesuchten 
Mittelwerte 

Lc. 
M = 1 (68) 

n L(c)Mi) 

M = 
LciMi 

(69) w 
LCi 

Lc.M 2 
M = 1 1 (70) 

Z LciMi 

Mv = [L Ci Milia 
LCi 

(71) 

Setzen wir (67) in (2.15) ein, dann lii13t sich die kumulative Massenverteilungs
funktion des Molekulargewichtes angeben: 

[ 1 i-I JI OC! 
W (MJ ~ -' Ci + L Ck L Ck 

2 k;l k;\ 
(72) 

Numerische Differenziation von W (MJ nach dem Molekulargewicht ergibt 
die differentielle Massenverteilungsfunktion des Molekulargewichtes. Letztere 
lii13t sich auch direkt aus den gemessenen Konzentrationen errechnen. Zu 
diesem Zweck gehen wir von Gl. (2.11) aus, die wir folgenderma13en schreiben: 

h(M.) 
w(MJ=T 

1 

mit 
w. c· h(M.) = _I =_1 

1 LWi LCi 

bi ist die Klassenbreite der i-ten Fraktion in der Molekulargewichtsskala; diese 
hiingt mit Pi folgenderma13en zusammen 2: 

(73) 

1 Gl. (2.17) bedeutet Gl. (17) aus Kap. 2. 
2 Das Minuszeichen ist erforderlich, weil Meine fallende Funktion von Ve ist. 
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Die Ableitung dM/dv erhalt man durch Differenzieren der Eichkurve (65) zu 

(~~) = M ·In(10)· (b+2cve+3dv;+4ev;) (74) 

und deshalb 
c j 

w (M.) = - ----c-=-cc~--

, A v . (dM) . I Ck 
dv j k 

(75) 

1st die Eichkurve bekannt, dann lal3t sich aus den Konzentrationen die 
differentielle Massenverteilungsfunktion des Molekulargewichtes berechnen. 
Allerdings wird diese Berechnung durch die Mel3fehler stark behindert, wie ein 
Blick auf Abb. 3.30 zeigt. 
Beriicksichtigt man speziell nur den linearen Term in der Darstellung (65), 
dann findet man naherungsweise 

c· 1 w(M.) ~ __ I • _____ --=-_ 
,- M j b·ln(10)·Av·Ick 

(76) 

k 

Dies erklart, warum in der Auftragung in Abb. 2.2 das Chromatogramm bei 
hoheren Molekulargewichten liegt, als die differentielle Massenverteilungs
funktion. 
Abbildung 3.30 zeigt das Elutions-Chromatogramm eines technischen Poly
styrols iiber der geeichten Molekulargewichtsskala (die Werte von c)I Ck sind 
durch Dreiecke angedeutet.) Aus diesen Werten wurden mit Hilfe von (68) und 
(69) die Mittelwerte Mn und Mw berechnet und hieraus die zugehorige Wesslau
Verteilung (2.24). Diese und die zugehorige Haufigkeitsverteilungsdichte 
sind in Abb. 3.30 als ausgezogene Linien dargestellt. SchlieBlich wurde durch 

g(M) 

6 

2w(fvI) 

2 v 

v 
v M,kg/mol 

Abb.3.30. Chromatogramm und Verteilungsfunktionen eines technischen Polystyrols nach 
Wolf [77] 
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Anwendung von OJ. (75) die Massenverteilungsdiehte w (MJ aus den MeBda
ten ermittelt (Kreise), wie aueh die zugehorige Hiiufigkeitsverteilungsdiehte 
(Viereeke). Man sieht aus Abb. 3.30, daB die Molekulargewiehtsverteilung 
zwar niiherungsweise, aber nieht exakt dureh eine Wesslau-Verteilung be
sehrieben werden kann. 
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4 Die statistische Gestalt der Makromolekiile 

4.1 Die Irrflugkette 

Aus Abb. 2.4 ist ersichtlich, daB bereits eine Polyethylenkette vom Polymerisa
tionsgrad 3 (Hexan) eine sehr groBe Beweglichkeit aufweist, wenn die 
mikrobrown'sche Bewegung voll entwickelt ist. Halten wir einen Endpunkt der 
Kette fest und nehmen wir freie Drehbarkeit urn die C-C-Bindung an, dann 
sind dem zweiten Endpunkt sehr viele raumliche Lagen zuganglich, die sich 
zwischen der total gestreckten Konformation und der Konformation befinden, 
in der der Endpunkt beinahe mit dem Anfangspunkt zusammenfiillt. Wie sieht 
die Gestalt einer solchen Kette nun im Zeitmittel und im Scharmittel aus? Die 
Antwort auf diese Frage findet man mit Hilfe eines mathematischen Modelles, 
des Irrjlugmodelles (auch: "der Heimweg des Trunkenboldes"); siehe Abb. 4.1. 
Ausgehend vom Ursprung 0 eines Kartesischen Koordinatensystems werden 
hintereinander n Schritte der gleichen Lange b ausgefiihrt, wobei die Richtung 
jedes Schrittes im Raum vollkommen willkiirlich und von den vorhergehenden 
Schritten unabhangig ist. Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit w (x, y, z) . 
dxdydz, urn nach n Schritten zu einem Punkt innerhalb eines infinitesimalen 
Quaders mit den Kantenlangen dx, dy, dz an der Stelle x, y, z zu gelangen. 
Da die Richtung des ersten Schrittes nicht festgelegt wird, ist das Problem 
kugelsymmetrisch und die Wahrscheinlichkeitsdichte w (x, y, z) kann nur vom 
Abstand r zwischen Anfangs- und Endpunkt abhangen: 

w(x, y,z) = w(r) mit (1 ) 

Die vollstandig gestreckte Konformation ergibt die "gestreckte Lange" rmax 
und dieser entspricht im Irrflugmodell das Produkt von Schrittlange und 
Schrittzahl 

b 

y 

z o x 

rmax = n . b 

dx 

I 
I 

dy 

I 
----+--7 

I / 
1/ 

Abb.4.1. Zur Definition des IrrflugprobJems ~ 

(2) 
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Da die gestreckte Lange nicht iiberschritten werden kann, muB gelten: 

w(r) = ° fUr (3) 

Das Irrflugproblem ist streng lasbar fUr aIle Werte von n und r. Formel und 
Ableitung sind jedoch kompliziert (Siehe [78] Seite 5 -13). 1m allgemeinen wird 
die exakte Lasung nicht benatigt und man kann sich mit der viel einfacheren 
Gaufi'schen Naherung begniigen. Diese gilt unter folgenden Voraussetzungen: 

1) n ~ 1 (M bzw. P sind groB) in der Praxis: n > 10 
2) Wir betrachten nur die Konformationen, die der gestreckten nicht zu nahe 

liegen, d. h. 
2 

in der Praxis: r < Vn . r max 

Vnter dies en Bedingungen wird die Wahrscheinlichkeitsdichte der Endpunkt
lage der Irrflugkette: 

w (r) = ( __ 3_)3/2 . e - 3r2/2nb2 

2nnb2 
(4) 

Die Wahrscheinlichkeitsdichte wird durch die Gauf3'sche Fehlerfunktion 
dargestellt. Sie besitzt ein Maximum an der Stelle r = ° und fallt mit steigendem 
Wert von r sehr schnell gegen Null. Sie verletzt jedoch die Bedingung (3), 
woraus ersichtlich ist, daB (4) fUr sehr groBe Werte von r nicht giiltig sein kann. 

Die Wahrscheinlichkeitsdichte, w (r), multipliziert mit (b Vn)3, ist als Funk

tion von (r/(b Vn)) in Abb. 4.2 dargestellt. In dieser Darstellung hangt die 
Funktion nicht mehr von den Werten der beiden Parameter b und nab. Sie 
zeigt ein Maximum von 0,33 im Vrsprung, einen Wendepunkt bei 

r/(bVn) = 1/0 = 0,58 und ist bei r/(bVn) = 1 bzw. 2 auf das 0,22- bzw. 
0,002-fache ihres Maximalwertes abgesunken. 
In Abb. 4.2 wurde auch das Giiltigkeitsgebiet der Naherung (4) angedeutet. 

Zwischen r/(b Vn) = 2 und = Vn ist die Naherung ungiiltig. In der Polymer
physik werden die Voraussetzungen fUr die Giiltigkeit der GauB'schen 
Naherung meistens erfiillt sein, da n fUr nicht starre Polymermolekiile von der 

0,3 
I gestreckte Kette 
I t 

Niiherung giiltig--------J .. 
f-Naherung I 

0,2 -------- I ungiiltig-----j 

I I 
0,1 I I 

I I 
" l_r/bVn 

0,5 1,5 2 rn = r max Ibm 

Abb.4.2. Gaul3'sche Niiherung fUr die Wahrscheinlichkeitsdichte der Endpunktslage der 
Irrflugkette 
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GroBenordnung des Polymerisationsgrades ist und da die beinahe gestreckten 
Konformationen fUr die meisten Probleme keine Rolle spielen. 

Ausnahmen von dieser Regel sind jedoch: 
Das Verhalten von sehr steifen Polymermolekiilen. 
Das Verhalten von Polymeren mit sehr niedrigen Polymerisationsgraden. 
Das Verhalten von Kautschuken bei sehr groBen Deformationen und bei 
Bruch. Eingefrorene Spannungen bei sehr hohen Orientierungsgraden. 

Gl. (4) stellt die Wahrscheinlichkeitsdichte der Lage des Endpunktes der Kette 
im Raume dar, jedoch nicht die Wahrscheinlichkeit des Auftretens von Ketten 
mit einem bestimmten Endpunktsabstand unabhangig von ihrer Orientierung. 
Diese Wahrscheinlichkeitsverteilung nennen wir die Abstandsverteilung der 
Kettenendpunkte und bezeichnen sie mit W (r): W (r) dr ... Wahrscheinlichkeit, 
eine Kette mit dem Endpunktsabstand zwischen r und r + dr zu tinden, 
unabhangig von der Orientierung des Verbindungsvektors zwischen Kettenan
fang und Kettenende. Diese Wahrscheinlichkeit laBt sich tinden, indem man 
die Wahrscheinlichkeitsdichte w (x, y, z) uber den Raum integriert, der durch 
die Kugelschalen mit den Radien r und r + dr urn 0 begrenzt wird. Dies gelingt 
leicht nach EinfUhrung von Polarkoordinaten und wir erhalten 

W (r) = 4n r2 w (r) (5) 

Nach Einsetzen der GauB'schen Naherung tinden wir fur die gesuchte 
A bstandsverteilung: 

W(r) = (24)1/2 . ~1_ . (~)2 . e-(r/ r w )2 

n bVn rw 
(6) 

Hier wurde die Abkurzung 

(7) 

eingefuhrt. Die GroBe b Vn . W (r) ist als Funktion von r/r w in Abb.4.3 
dargestellt. Diese Darstellung ist unabhangig von den Parameterwerten n 
und b. 
1m Gegensatz zur Wahrscheinlichkeitsdichte w (x, y, z) hat die Wahrscheinlich
keitsdichte W (r) ein Maximum bei r = rw und verschwindet fur r = 0 und fur 
groBe Werte von r. rw heiBt die wahrscheinlichste Kettenliinge. 

bvnW(r) 

1,0 t 
0,6 

0,2 

vollstandig 
ge~treckt 

~Nii.herung : 
ungu I tig-------l 

I 
I 
I 
I 

, I ° 2 3 -'---r/rw 1,2·rn 

Abb. 43. GauB'sche Niiherung fur die Abstandsverteilung der Kettenendpunkte der Irrflug
kette 
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DaB es keine Irrflugketten der Lange Null gibt, obwohl die Wahrscheinlich
keitsdichte der Endpunktslage ein Maximum bei x = y = z = 0 hatte, ist nur 
schein bar ein Widerspruch. In Gl. (5) kann die Funktion w(r) ein Maximum 
bei r = 0 auf wei sen und trotzdem die GroBe W (r) an derselben Stelle 
verschwinden. 
Die Funktion W (r) ist normiert, d. h. es gilt 

S W(r)dr = 1 (8) 
o 

Der Beweis von Gl. (8) ergibt sich durch Einsetzen von (6), die Substitution 
rjrw = ~ und Losung des Integrales durch einmalige partielle Integration. 
Der wichtigste Parameter der Kettenstatistik ist jedoch nicht der wahrschein
lichste Abstand r w' sondern der Erwartungswert des Quadrates des Endpunkts
abstandes ("mean square distance") : 

00 3 
<r2) = ! r2 W (r) dr = n . b2 = 2 . r; (9) 

Ausrechnen des Integrales gelingt wieder durch die Substitution rjrw = ~ und 
partielle Integration. Der Erwartungswert des Quadrates des Endpunktsab-

standes ist also proportional der Schrittzahl n. Die GroBe V <r2), die ein MaB 
fUr den effektiven Knauelhalbmesser darstellt, wachst proportional mit der 
Wurzel aus der Schrittzahl (Wurzel aus dem Molekulargewicht bzw. Polymeri
sationsgrad). 
Unter Verwendung von (9) lassen sich die beiden Verteilungsfunktionen des 
Irrflugproblemes auf folgende Weise schreiben: 

(10) 

(11 ) 

Auf ahnliche Weise lassen sich durch partielle Integration auch die Erwar
tungswerte aller hoheren ganzzahligen Potenzen des Endpunktsabstandes 
berechnen: 

und 

(13) 
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Abb. 4.4. Definition des Endpunktsabstandes und des Triigheitsradius der Irrflugkette 

Diese Formeln gelten fur aIle ganzzahligen, positiven Werte von 
(k=1,2,3 ... ). 
Die Formel (9) fUr den Erwartungswert des Abstandsquadrates liiBt sich noch 
auf eine andere, anschauliche Weise ableiten. Es seien II' fl, ... In die n 
Verbindungsvektoren, die die aufeinanderfolgenden riiumlichen Schritte der 
Irrtlugkette darstellen I (V gl. Abb. 4.4). Jeder dieser Vektoren hat die Liinge b. 
Der Endpunktsabstandsvektor sei durch I angedeutet. Dann gilt: 

I = I I + I2 + ... + In (14) 

Der Endpunktsabstand ist gleich der Liinge von I und sein Quadrat kann durch 
Bildung des Skalarproduktes von I mit sich selbst berechnet werden: 

Diese Summe enthiilt n Produkte der Art (II' II), (I2 . I2)' usw. und n (n -1) 
Produkte der Art (Ii . Ik) mit i # k. 

n 

r2 = L (Ii . IJ + L (Ii . Ik) 
i= I i. k 

irk 

Da das Skalarprodukt eines Vektors mit sich selbst gleich dem Quadrat seiner 
Liinge ist, ergibt der erste Term dieser Gleichung n' b2. Bilden wir den 
Erwartungswert von r2 und bezeichnen wir diesen durch spitze Klammern, 
dann wird: < r2 > = n . b2 + L «Ii . Ik) > 

i. k 
irk 

(15) 

Gleichung (15) gilt allgemein fur jede Kette von n aufeinanderfolgenden 
Schritten gleicher Schrittliinge b, unabhiingig von dem Gesetz, das die 
Richtung aufeinanderfolgender Schritte bestimmt. 

1 Vektoren bezeichnen wir durch einmal unterstrichene Buchstaben. 
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Fur die Irrflugkette, in der alle Richtungen zwischen zwei ungleichen Vektoren 
Ii und Ik gieich oft vorkommen mussen, gilt speziell 

fUr i -=1= k (16) 

Zum Beweis betrachten wir einen speziellen Fall, in dem die beiden Vektoren Ii 
und !k einen Winkel 90 miteinander einschlieBen (Fall a); dann gilt fur das 
Skalarprodukt: 

Wegen der Gleichwahrscheinlichkeit aller Richtungen muB fUr jeden Fall a 
auch eine Konformation b auftreten, in der Ii und !k miteinander den Winkel 
n - 90 einschlieBen; in diesem Fall ist: 

(Ii . Ik) = - b2 . cos 90 

Bei der Bildung des Erwartungswertes heben sich diese beiden Terme jeweils 
aufund der Erwartungswert von (Ii . !k) muB verschwinden. Hiermit ist fUr die 
Irrflugkette die Giiltigkeit der Gleichung (9) direkt bewiesen. 

4.2 Die Statistische Gestalt der Makromolekiile in 8-Losung 

Das Makromolekiil in e-Losung darf nicht direkt mit einer Irrflugkette 
identifiziert werden. Makromolekule in Losung unterscheiden sich von der 
Irrflugkette durch die Anwesenheit fester Valenzwinkel und durch eine 
teilweise gehinderte Drehbarkeit urn die Bindungen der Hauptkette. Trotzdem 
UiBt sich auch in diesen Fallen der Erwartungswert von r2 mittels der gerade 
besprochenen Methode berechnen. 
Der einfachste Fall ist die Valenzwinkelkette mit freier Drehbarkeit. Wir 
betrachten die lineare, unverzweigte Kette eines Vinylpolymeren, bei dem alle 
Bindungen der Hauptkette aus aliphatischen Kohlenstoff-Kohlenstoff-Bin
dungen bestehen. Das Molekul habe no + 1 Kohlenstoffatome in der Haupt
kette, die durch die no Bindungsvektoren !l' !2' ... !n verbunden sind. Die 
Lange jedes Bindungsvektors sei bo, der Valenzwinkel 9. Sieht man von 
Bewegungen der Seitengruppen ab, dann ist die Gestalt der Hauptkette 
(Konformation) festgelegt, wenn man die no - 1 Drehwinkel 

urn die Hauptvalenzbindungen kennt. 
Die Definition dieser Drehwinkel ist am Beispiel der ersten beiden Bindungs
vektoren und des ersten Drehwinkels in Abb. 4.5 dargelegt. Die Nullpunkte der 
Winkel ({Ji seien so festgelegt, daB in der vollstandig gestreckten Form 

({Jl = ({J2 = ... = ({Jno-l = 0 
ist. 
Der feste Valenzwinkel muB sich auf die GroBe von <r2) auswirken. GJ. (15) 
bleibt gultig, wobei der zweite Term der rechten Seite jetzt nicht mehr 
verschwindet. Die skalaren Produkte lassen sich jedoch ausrechnen, wie Flory 



68 Die statistische Gestalt der Makromolekiile 

C~\l/r'; 
1 ~ ~~': 

, I 

C21 /C3 / 
I I I 

: / / :/ / , / 

~// Abb.4.5. Zur Definition des Drehwinkels (jJl 

auf sehr elegante Weise gezeigt hat [8]. So gilt fur das Produkt zweler 
aufeinanderfolgender Vektoren: 

(I1 . 12) = b6 cos (n - 9) = - b6 cos 9 

Der Wert des Produktes (I1 . 13) hangt vom Wert des Drehwinkels rp2 ab: 

(I1 . b) = b6 (cos2 9 + sin2 9 cos r(2) 

Da aIle Werte fur rp2 gleichwahrscheinlich sind (freie Drehbarkeit), muB bei der 
Berechnung des Erwartungswertes «I1 . 13» uber aIle Werte des Winkels rp2 
integriert und durch 2n geteilt werden. Auf diese Weise lassen sich aIle Terme 
der Doppelsumme in (15) ausrechnen und man erhalt das einfache Resultat: 

1 - cos9 
(r2) = no . b6 . ~~~ 

1 + cos 9 
(17) 

Fur die Kohlenstoff-Kohlenstoff-Kette (Vinylpolymere) wird cos 9 = -1/3 
und der Bruch in (17) erhalt den Wert 2. 

Valenzwinkelkette mit behinderter Drehbarkeit: 
1st die Drehbarkeit urn die Valenzwinkel teilweise durch Seitengruppen 
behindert, dann sind nicht mehr aIle Konformationen bzw. Wertekombinatio
nen von rp1' rp2' rp3 ... gleichwahrscheinlich. Wenn nur die Seitengruppen 
benachbarter Kohlenstoffatome einander hindern, HiBt sich die Behinderung 
durch die Abhangigkeit der potentiellen Energie des Kettenstuckes vom 
Drehwinkel, V = V (rp), beschreiben siehe Abb. 4.6. 
Bei der Bildung des Erwartungswertes der Produkte auf der rechten Seite von 
(15) muB dannjedes Skalarprodukt mit der Wahrscheinlichkeit des Auftretens 
eines bestimmten Drehwinkels gewichtet werden. Man erhalt an Stelle von 
(17): 

2 2 1 - cos 9 1 + <cos rp) 
(r ) = no . bo . . --~~ 

1 + cos 9 1 - < cos rp) 
(18) 

wobei der Erwartungswert (cos rp) mit Hilfe des Boltzmannfaktors zu 
errechnen ist (beachte die Symmetrie von V urn rp = n !): 

" S cos rp e - V (q»/kT drp 
o (cos rp) = --,,~-~~~ (19) 

S e - v (q»/kT drp 
o 
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Abb. 4.6. Potentielle Energie als Funktion des Drehwinkels 

Kompliziert gebautes MakromolekUl: 
1st das Makromolekiil komplizierter gebaut, wenn z. B. kurze Teile der 
Hauptkette nicht beweglich sind, oder wenn Wechselwirkungen sich iiber mehr 
als nur die Seitengruppen direkt aufeinanderfolgender Kohlenstoffatome 
erstrecken, so ist eine Berechnung nach dem oben angedeuteten Schema noch 
immer maglich. Solange die Wechselwirkungen sich nur auf solche Seitengrup
pen von Kohlenstoffatomen beziehen, die in der gestreckten Kette nicht zu weit 
voneinander entfernt sind, erhait man ein Resultat der Form 

<r2)=no·b6·C (20) 

wobei bo der C - CAbstand und no die Anzahl der Bindungen der Hauptkette 
sind; C ist eine Konstante, die vom Bau des Molekiils abhangt. In nicht zu 
komplizierten Fallen kann C berechnet werden 1; in sehr komplizierten Fallen 
kann C durch viskosimetrische oder Lichtstreuungsmessungen experimentell 
bestimmt werden (no, bo sind bekannt; <r2) wird gemessen). Beispiele von C
Werten in Tabelle4.1. 

Die statistisch aquivalente Irrjlugkette. 
Bis jetzt haben wir nur <r2) betrachtet. Wenn diese GraBe in der Form (20) 
darstellbar ist, d. h. proportional mit der Anzahl der Bindungen, no wachst, ist 
die Verteilungsfunktion der Endpunktlage eine GauB-Verteilung. Setzt man 
deshalb die fUr <r2) gefundenen Ausdriicke in G1. (10) und (11) ein, dann geiten 
diese Verteilungsfunktionen fUr die Endpunktslage bzw. den Endpunktsab
stand der Makromolekiile in der f)-Lasung. 

Wir kannen jedem Makromolekiil in verdiinnter e-Lasung eine statistisch 
aquivalente Irrjlugkette zuordnen (Schrittlange b, Schrittzahl n), die sich 
beziiglich der RaumerfUliung gleich verhait. Gestreckte Lange und Erwar
tungswert des Quadrates des Endpunktabstandes des Molekiils und der 
Irrflugkette stimmen iiberein. 

1 Fur viele solche Berechnungen siehe [8]. 
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Tabelle 4.1. Parameter Ke und Le der Mark-Houwink-Gleichung und die GraBen C, bjbo 
und {Jjbo fUr einige Polymere in fJ-Lasung nach Flory [8] 

Polymer Lasungsmittel T,oC K a e Lea C b/bo fJ/bo 

Polyethylen Dodecanol-l 138 30,7 16,2 6,7 8,2 1,49 
Diphenylmethan 142 31,5 16,7 6,8 8,3 1,50 

Polystyrol Cyc10hexan 34,8 8,2 8,4 10,2 12 1,85 
ataktisch Diethylmalonat 35,9 7,7 7,9 9,9 12 1,82 
Polypropylen Cyc10hexan 92 17,2 11,2 6,8 8,3 1,5 
ataktisch Diphenylather 153 12,0 7,8 5,3 6,5 1,33 
isotaktisch Diphenylather 145 13,2 8,6 5,7 6,9 1,38 
Polyisobutylen Benzol 24 10,7 8,0 6,6 8,0 1,48 
Polyvinylacetat i-Pentanonhexan 25 8,8 8,2 8,9 11 1,73 
Polymethyl- verschiedene 
methacrylat at. Lasungsmittel 4-70 4,8 4,8 6,9 8,4 1,52 
isotaktisch n-Butylchlorid 26,5 7,7 7,7 9,5 11,6 1,78 
syndiotaktisch n-Buty1chlorid 35 5,1 5,1 7,2 8,8 1,50 
Polydimethyl-

siloxan Butanon 20 7,8 6,7 6,2 1,44 
Polyviny1chlorid Benzylalkohol 155 15,6 12,4 9,2 1,80 
Polycarbonat Butyl-Benzylather 170 21 33 3,93 
Polyamid 6,6 90% HCOOH 25 19,2 29 3,62 

+2,3M KCI 

, Kein 10- 51 moJl/2g-3/2, Lein 1O- 4 Ijg; bo = 1,541O- 1o m 

Abb.4.7. Makromolekiil und statistisch aquivalente Irrflugkette 

Schrittlange und Schrittzahl der statistisch aquivalenten Irrflugkette sind also 
durch folgende Gleichungen definiert: 

oder umgekehrt: 

n' b = rmax 

b = (r2)elrmax 

n = (rmaY/(r 2 )e 

(21) 

(22) 

(23) 

(24) 

b heiJ3t Kuhn'sche statistische Segmentlange; rmax ist die vollstandig gestreckte 
Lange des Molekiils, die sich aus dem geometrischen Bau berechnen laJ3t. So ist 
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Abb. 4.8. Endpunktsabstand r und Tragheitsradius s 

beispielsweise fur ein Vinyl polymer rmax = 0,25 . P in nm. In der Praxis findet 
man (siehe Tabelle4.1): 

5 < C < 11 6 < b/bo < 12 8 < no/n < 15 

b liegt zwischen 0,9 und 1,8 nm und ist unabhangig vom Polymerisationsgrad; 
n ist proportional dem Polymerisationsgrad. 
Neben dem Endpunktsabstand wird noch eine weitere GroBe zur Charakteri
sierung der Knauelabmessungen eingefUhrt, der Tragheitsradius der Irrflugket
te, s. Def.: Eine Irrflugkette von n Schritten hat (n + 1) Segmente (Anfangs
bzw. Endpunkte der Schritte). Man denkt sich die Masse des Molekiils in den 
Segmenten konzentriert. Man bestimmt den gemeinsamen Schwerpunkt der 
Segmente und ihren Abstand Sj vom gemeinsamen Schwerpunkt 
(i = 0, 1,2,3, ... n); diese Abstande werden quadratisch gemittelt und ergeben 
das Quadrat des Tragheitsradius (V gl. auch Abb. 4.4): 

1 n 

S2 =--' L s; 
n + 1 j=O 

(25) 

Fur den Fall der GauB'schen Kettenstatistik findet man nach langerer 
Rechnung fUr den Erwartungswert des Quadrates des Tragheitsradius [78]: 

1 
<S2) = _ . <r2) 

6 
(26) 

Der Tragheitsradius laBt sich als MaB fUr den Knauelhalbmesser auffassen. 
Aus G1. (26) folgt jedoch, daB der Tragheitsradius kleiner ist, als der halbe 
Endpunktsabstand der Irrflugkette (V g1. Abb. 4.8). Dies hangt damit zusam
men, daB die Konzentration der Segmente in der Mitte des Knauels wesentlich 
hoher ist, als an seinen Randern. 
Es sei z die Anzahl der Bindungen in der Hauptkette eines Grundmolekiils (fUr 
Vinylpolymere z = 2); dann gilt no = z . M/Mg = z· P und wir konnen <r2) 
und <S2) in der f)-Losung folgendermaBen schreiben: 

(27) 

(28) 
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wobei 
a = bo . (z . C)1/2 

fJ = a/V6 = bo . (z . C/6)1/2 

(29) 

(30) 

sind. Werte von fJ wurden in Tabelle 4.1 angegeben. fJ/bo liegt zwischen 1,30 
und 3,9. 
Schliel3lich konnen wir einen Zusammenhang zwischen der ViskosiHitszahl 
und der Molekularmasse ableiten. Ausgehend von der Theorie von Einstein fUr 
die ViskosiUit einer Dispersion starrer Kugeln vom Halbmesser h hatten wir 
gefunden 

Setzen wir fur den Halbmesser des Knauels die Wurzel des Erwartungswertes 

des Quadrates des Tragheitsradius ein, h = V <S2), und verwenden wir (26), 
dann ergibt sich 

10n <r2)3/2 <r2)3/2 
[,,] = NL . = rp' . --

lS·V6 M M 

Ausrechnen des Zahlenfaktors ergibt rp' = 4,3 . 1023 mol-I. Diese Betrach
tung ist elementar: das Makromolekiil wurde als starre Kugel vom Radius s 
dargestellt; in Wirklichkeit ist der Knauel teilweise durchspu1t; daher ist sein 
effektiver Radius kleiner. 
Flory [79] und Fox und Flory [SO] haben in zwei beruhmten Arbeiten den 
EinfluB der einzelnen Segmente auf die Stromung berucksichtigt; sie erhalten 
ein ahnliches Resultat, jedoch mit einem kleineren Zahlenfaktor: 

Gleichung von 
Fox und Flory 

(31) 

Diese Gleichung gibt einen Zusammenhang zwischen der Viskositatszahl, dem 
Endpunktsabstand und der Molekularmasse. (Streng giiltig nur in e-Losung). 
Mist in kg/mol einzusetzen und r in m, dann erhalt man [,,] in l/g = m 3/kg. 
Einsetzen von (27) in die Gleichung von Fox und Flory liefert: 

(32) 

mit 

Ke = rp . a 3 . (M g)-3/ 2 = (z~ Cr/2 
. rp. b6 

g 

(33) 

Le = rp . a 3/Mg = (z· C)3 /2 . rp . b6/Mg (34) 

Mg ist dabei in kg/mol einzusetzen. 
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Durch statistische Betrachtungen in Kombination mit der Gleichung von Fox 
und Flory wurde also abgeleitet: 

1. Die Form der Mark-Houwink-Gleichung fiir die 9-Losung ([1]] ~ JIM) 
2. Ein Ausdruck fUr die Faktoren Ke und Le durch molekulare Parameter. 

Dementsprechend lassen sich aus der Viskositatsmessung von Polymeren mit 
bekanntem Molekulargewicht die Konstanten C und P bestimmen (Tabel
le4.1). 

4.3 Die Statistische Gestalt der Makromolekiile in guten Losungen 

In guten Losungsmitteln muB bei der statistischen Betrachtung die Wechsel
wirkung zwischen dem Makromolekiil und dem Losungsmittel einbezogen 
werden. Diese Wechselwirkung beeinfluBt die Form des Makromolekiiles und 
die statistische Verteilung seiner Segmente. Das mathematische Problem wird 
dadurch sehr erschwert und ist bis heute eigentlich nur teilweise gelost 
(V gl. [8]). 
Wir beschranken uns auf die Bemerkung, daB in guten Losungsmitteln der 
Knauel aufgeweitet wird 

und 

Weder Gl. (26) noch (31) bleiben fUr gute Losungsmittel gi.iltig. Weiter wachst 
der Knauelhalbmesser in guten Losungsmitteln stiirker als mit der Wurzel aus 
dem Polymerisationsgrad: 

mit 
8>0 

< r2) = Ii 2 . P 1 + e 

<s2) =fJ2. p 1+Q 

und 

4.4 Gestalt der Makromolekiile im Glaszustand, 
im gummi-elastischen Zustand und in der Schmelze 

(35) 

(36) 

Die groBe Bedeutung der e-Losung liegt darin begriindet, daB Gestalt und 
Ausdehnung der Makromolekiile experimentell bestimmt und mit Hilfe der 
Gaul3'schen Kettenstatistik berechnet werden konnen. Dariiber hinaus sind 
Gestalt und Ausdehnung im festen Zustand amorpher Polymerer (Glaszu
stand), im gummi-elastischen Zustand und in der Schmelze die gleichen, wie in 
verdiinnter e-Losung. Diese fUr die Technik iiberaus wichtige Tatsache hat 
man lange Zeit nur vermutet. Erst in jiingster Zeit ist es gelungen, dies direkt 
experimentell nachzuweisen. 
Der Nachweis beruht auf dem stark unterschiedlichen Streuvermogen von 
deuterierten und nicht deuterierten Makromolekiilen fiir Neutronenstrahlung. 
Ersetzt man in einem kleinen Bruchteil der im Festkorper anwesenden 
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Tabelle 4.2. «S2)IP)112 fUr amorphe Polymere im festen Zustand, fUr Polymerschmelzen und 
in der e-Losung 

Polymer Molmassenbereich pin to- 10 m 
in kg/mol 

fest oder geschm. in e-Losung 

PMMA 6-1000 2,56 2,20 
PS 20-1000 2,81 2,76 
SI 200 2,28 2,24 
PVC 70-200 3,24 2,93 
PE 10-80 2,33 2,28 

60-400 2,44 2,28 

Makromolekiile die Wasserstoffatome durch schweren Wasserstoff, so konnen 
diese deuterierten Molekule mit Hilfe der Kleinwinkelstreuung von Neutronen 
ebenso charakterisiert werden, wie die Polymermolekule in verdunnter Losung 
mit Hilfe der Lichtstreuung. In beiden Fallen erhalt man den Tragheitsradius 
der Knauel. 
Fur e-Losungen gilt nach (28) folgender Zusammenhang zwischen Tragheits
radius und Polymerisationsgrad: 

<S2) =/32 . P 

wobei /3 eine nur schwach von der Temperatur abhangige Konstante ist. Der 
gleiche Zusammenhang gilt auch fUr die makromolekularen Knauel im festen 
und geschmolzenen Zustand, wobei der Wert von /3 der gleiche ist. Dies wurde 
von Fischer und Dettenmaier [81] durch eingehende Untersuchungen be
wiesen. 
Wir entnehmen ihrer Veroffentlichung die Werte in Tabelle 4.2, in der die 
Koeffizienten /3 aus Gl. (28) fur verdunnte e-Losungen (Lichtstreuung 
+ Viskosimetrie) mit denen fUr feste oder geschmolzene Kunststoffe (Neu
tronenstreuung) verglichen werden. Die Angaben des Molekulargewichts
bereiches beziehen sich auf die im geschmolzenen oder im festen Zustand 
gemessenen Proben. Die Ubereinstimmung ist im Rahmen der Me13genauigkeit 
vorzuglich 1 • 

4.5 Literatur 

78. Yamakawa H (1971) Modern theory of polymer solutions, Harper and Row, New York 
79. Flory PJ (1949) J Chern Phys 17: 303 
80. Fox T, Flory PJ (1950) J Polymer Sci 5:745 
81. Fischer EW, Dettenmaier M (1978) J. Non Crystalline Solids 31: 181; dort auch Hinweise 

auf die Originalliteratur. 

1 Anmerkung: Die von Fischer und Dettenmaier als fJ bezeichnete GroBe unterscheidet sich 

von der unseren durch einen Faktor VM. . 



5 Struktur uDd Aggregatzustande der makromolekularen 
Stoffe 

5.1 Einteilung der makromolekularen Stoffe 

Die beiden wichtigsten Gesichtspunkte zum VersUindnis der Aggregatzustiinde 
von Polymeren sind Kristallinitat und Vernetzung. Dadurch ergeben sich vier 
Grundtypen der Polymere, die in Tabelle 5.1 dargestellt sind. 
Amorphe unvernetzte und teilkristalline unvernetzte Polymere finden als 
Kunststoffe Verwendung. Da sie keine chemischen Vernetzungspunkte enthal
ten, sind sie schmelzbar und konnen durch Extrusion, Spritzgul3 oder im 
Spinnverfahren verarbeitet werden. In organischen Losungsmitteln sind sie 
vielfach loslich, wobei teilkristalline Polymere schwerer loslich sind, als 
amorphe Polymere. Man nennt diese beiden Klassen daher auch Thermo
plaste. 
Amorphe, leicht vernetzte Polymere werden als Kautschuke (oder Elastomere) 
verwendet. Wegen der Anwesenheit der chemischen Vernetzungen kann man 
sie nicht in einen geschmolzenen Zustand iiberfiihren. 1m Kontakt mit 
Losungsmitteln quellen sie, ohne sichjedoch zu losen. Die Formgebung dieser 
Stoffe erfolgt in dem Zustand, in dem noch keine Vernetzungspunkte 
vorhanden sind. Wiihrend der Vernetzung (Vulkanisation) wird die Form dann 
stabilisiert. Dies kann neuerdings auch im Spritzgul3verfahren geschehen 
(Reaktionsspritzgul3). 1 

Tabelle 5.1. Grundtypen der Polymere und ihre Eigenschaften 

Struktur Anwendung Schmelzverhalten Verarbeitung 
Li:islichkeit 

amorph Kunststoff schmelzbar Extrusion Thermoplaste 
unvernetzt leicht li:islich SpritzguB 

teilkristallin Kunststoffe schmelzbar Spinnen 

unvernetzt Faserbildner schwer li:islich 

amorph Kautschuke unschmelzbar Formgebung Elastomere 
leich t vernetzt unli:islich vor der 

starke Quellung Vulkanisation 

engmaschige PreB- und un schmelz bar Formgebung Duroplaste 
Netzwerke Spritzmassen unli:islich wahrend der 

keine Quellung Hartung 

1 Englisch: R.I.M. (Reaction Injection Moulding). 
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Engmaschige Netzwerke bilden die sog. Duroplaste. Dies sind Pre13- oder 
Spritzmassen, die bei hoheren Temperaturen und Drucken im HiirtungsprozefJ 
eine Reaktion durchlaufen, bei der Kettenwachstum und Vernetzung gleichzei
tig auftreten. Die Formgebung geschieht hier wahrend des Hartungsprozesses 
in der Matrize. 1m ausgeharteten Zustand sind die Duroplaste unschmelzbar, 
unloslich und zeigen keine oder nur sehr geringe Quellung. 
In den Tabellen 5.2 bis 5.5 wurden einige makromolekulare Substanzen, denen 
gro13ere Bedeutung zukommt, aufgezahlt. 
Zwei fiir die Kristallisation wesentliche Punkte sind die Symmetrie des 
Grundmolekiils und die Starke der Wechselwirkungskrafte zwischen verschie
denen Molekiilen der Substanz. Polymermolekiile, deren Bau gro13e Symmetrie 
aufweist, werden im allgemeinen gut in ein Kristallgitter passen, wenn die 
Seitengruppen nicht allzu voluminos sind. Beispiele einiger vollstandig sym
metrischer Polymermolekiile, die zu teilkristallinen Substanzen fiihren, sind die 
ersten 4 der in Tabelle 5.2 aufgezahlten Stoffe. 
Das chemisch einfachste Polymere, dem die gro13te okonomische Bedeutung 
zukommt, ist das Polyethylen, von dem wir zwei Typen nennen, Hochdruckpo
lyethylen und Niederdruckpolyethylen. Diese unterscheiden sich durch ihren 

Tabelle 5.2. Einige teilkristalline Thermoplaste 

Chemise he Bezeiehnung Abkiirzung M g , g/mol 

Polyethylen PE 28.1 

Polytetratl uorethylen PTFE 100,0 

Polyoxymethylen POM 30,0 

Polyvinylidenehlorid PYDC 96.9 

Polyaerylonitril PAN 53,1 

Polypropylen PP 42,1 

Polyvinylalkohol PYAL 44,1 

Polyethylenterephthalat PET 192,9 

Polyamide PA 
PA-6.6 226,3 

PA-6.10 282,4 

PA-6 113.2 

Grundeinheit 

[-CH2-CH2-] 

[-CF2-CF1-] 

[-CH2-0-] 

[-CH2 -CCI2-] 

[-CH -CH-] 
2 I 

C=N 

[-CH-CH-] 
1 I 

CH 3 

[-CH -CH-] 
2 I 

OH 

[-O-(CH ) -O-C-o-c-] 
1 1 II II 

o 0 

~C-~H)-C-N-~H)-N~ 
II 2 4 II I 2 6 I 
o 0 H H 

[-C-(CH ) -C-N-(CH ) -N-] 
II 2 8 II I 2 6 I 
o 0 H H 

[-C-(CH ) -N-] 
II 2 5 I 
o H 
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Verzweigungsgrad. Aus Infrarotmessungen geht hervor, daB Hochdruckpoly
ethylen etwa 20 bis 30 ziemlich kurze Verzweigungen per 1000 C-Atome 
aufweist, Niederdruckpolyethylenjedoch nur 2 bis 6. Daher unterscheiden sich 
diese Typen durch ihren Kristallisationsgrad, durch ihre Dichte und ihre 
mechanischen Eigenschaften. Man bezeichnet das stark kristalline Nieder
druckpolyethylen auch als Hartpolyethylen oder Polyethylen hoher Dichte 
(HDPE), das maBig kristalline Hochdruckpolyethylen als Weichpolyethylen 
oder Polyethylen niedriger Dichte (LDPE). 
Polytetrafluorethylen (PTFE) ist ein hochkristallines Polymer, das fUr speziale 
Anwendungen in Frage kommt. Es ist chemisch und thermisch besonders 
widerstandsfahig und besitzt einen hohen Schmelzpunkt. Wegen seiner 
niedrigen dielektrischen Verluste wird es viel in der elektrotechnischen 
Industrie verwendet. 
Polyoxymethylen (POM) ist ein stark kristallines Polymer, das besonders hart 
und formfest ist. Es wird daher in technischen Produkten an Stelle von 
Metallen verwendet (z. B. fUr Zahnrader). 
Zur Kristallisation ist vollsUindige Symmetrie des Molekiils nicht unbedingt 
erforderlich. Wenn das Polymermolekiil polare Gruppen enthalt, die starke 
Wechselwirkungen aufeinander ausiiben, konnen auch weniger symmetrische 
Molekiile teilkristalline Substanzen bilden. Dies sehen wir an den Beispielen 
der Polyamide (Nylons), des Polyesters Polyethylentherephthalat und des 
Polyacrylonitrils in Tabelle 5.2. Die stark polaren Gruppen sind dabei die 
C=O, N-H und C=N Gruppen. 
PA, PETP und PAN sind Faserbildner und spielen eine wesentliche Rolle bei 
der Herstellung vollsynthetischer Fasern. PETP ist zwar ein teilkristallines 
Polymer, ist jedoch durch Abschrecken aus der Schmelze leicht in amorphem 
Zustand zu erhalten. Beim Erhitzen und Strecken kristallisiert es wieder. 
Die Polyamide haben den Nachteil, leicht Wasser aufzunehmen und dabei ihre 
mechanischen Eigenschaften und ihre Dimensionen zu andern. Ihre Form
stabilitat laBt sich durch Zusatz von kurzen Glasfasern stark verbessern. 
Deshalb wird PA-6 mit 30-50% kurzer Glasfaser sehr vie! zur Herstellung 
kleinerer Maschinenteile im SpritzguBverfahren verwendet. 
Neben dem PE ist das Polyvinylchlorid ein AlIzweckkunststoff von groBer 
okonomischer Bedeutung (siehe Tabelle 5.3). Normales PVC enthalt einen 
ziemlich groBen Anteil (etwa 65 %) syndiotaktischer Kettenstiicke und zeigt 
auBerdem einige Verzweigungen. Seine Eigenschaften sind in groBen Ziigen die 
eines amorphen Polymeren, wobei ab und zu die Neigung zur Kristallisation im 
mechanischen Verhalten zum Ausdruck kommt (z.B. in der Schmelze). Je 
niedriger die (Radikal-)Polymerisationstemperatur, desto geringer die Anzahl 
Verzweigungen, desto groBer der syndiotaktische Anteil und desto starker die 
Neigung zur Kristallisation. 
Bei Polystyrol finden wir statt des Chloratoms einen Benzolring; normale 
(Radikal-)Polymerisation ergibt ataktisches Polystyrol, das dementsprechend 
amorph ist. Durch stereospezifische Katalyse ist es moglich, isotaktisches, 
kristallines PS herzustellen. Normales PS ist ein glasklares Produkt, das sich 
besonders zur Herstellung von SpritzguBteilen aller Art eignet. Da dieses 



78 Struktur und Aggregatzustiinde der makromolekularen Stoffe 

Tabelle 5.3. Einige amorphe Thermoplaste (Kunststoffe) 

Chemische Bezeichnung Abkiirzung Mg , g/mol Grundeinheit 

Polyvinylchlorid PVC 62.5 

Polystyrol PS 104,2 

Polymethylmethacrylat PMMA 100.1 

Polymethylacrylat PMA 86,1 

Polyvinylacetat PYAC 86,1 

Polycarbonat PC 254.3 

Polyvinylcarbazol PYK 193,2 

Polyamidimid PAl 354 

H 
I 

[-CH-C-] 
2 I 

Cl 

CH3 
I 

[-CH -C-] 
2 I 

C=O 
I 

OCH 3 

H 
I 

[-CH -C-] 
2 I 

C=O 
I 

OCH 3 

H 
I 

[-CH -C-] 
2 I 

o 
I 

C=O 
I 

CH 3 

[-CH -CH-] 

(CJC)2 ~ ~ 
I I 

"" § 
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Material jedoch sehr sprode ist, wird ein Gul3stiick aus reinem PS bereits 
brechen, wenn es auf einen harten Ful3boden rallt oder zu stark umklemmt 
wird. Man versucht diesen Nachteil zu beseitigen, indem man die Schlagzahig
keit durch Mischen mit Kautschuk oder besser durch Copolymerisieren mit 
Acrylonitril verbessert (schlagfestes Polystyrol oder HIPS). Das schlagfeste 
Polystyrol ist jedoch in vielen Fallen nicht mehr durchsichtig. 

Ein durchsichtiges Polymer mit guten mechanischen Eigenschaften ist Polyme
thylmethacrylat. Vnter normalen Polymerisationsbedingungen erhalt man 
PMMA als teilweise syndiotaktisches (60%) Polymeres, das die Eigenschaften 
eines amorphen Thermoplasten aufweist. Durch spezielle Katalyse ist es 
moglich, sowohl isotaktisches als auch syndiotaktisches PMMA herzustellen, 
die beide kristallisieren konnen. 
In Tabelle 5.3 wurde auch einer der neuen temperaturbestandigen thermopla
stischen Kunststoffe aufgelistet, das PAl mit einer Glastemperatur von 
ungefahr 270 DC. 

Das technisch hergestellte Polypropylen ist iiberwiegend isotaktisch. Es bildet 
daher ein teilkristallines Polymer und wurde in Tabelle 5.2 aufgefiihrt. Es ist 
dem harten Polyethylen ahnlich, zeigt jedoch eine bessere Temperaturbestan
digkeit (es kann bis zu Temperaturen von 120 bis 130 DC verwendet werden). 
Andererseits ist PP gegen Alterung unter dem Einflul3 von UV-Licht 
empfindlicher als HOPE, da die an den tertiaren Kohlenstoffatome befindli
chen Wasserstoffatome die AngrifTspunkte des Abbauprozesses darstellen. Es 
muB daher durch Antioxidantien oder Fiillstoffe geschiitzt werden. 
Tabelle 5.4 enthalt einige Polymere, die als Ausgangsstoffe fUr Kautschuke 
verwendet werden, sog. Elastomere. Polyisobutylen kann als unvernetztes 
Polymeres mit einer ziemlich scharfen Molekularmassenverteilung sehr unter
schiedlicher Molekularmasse polymerisiert werden. Es wurde deshalb oft dazu 
verwendet, den Einflul3 der Molekularmasse auf die physikalisch-chemischen 
Eigenschaften zu untersuchen. 1m unvernetzten Zustand verwendet man PIB 
als Klebstoff. Copolymerisiert man Isobutylen mit kleinen Mengen (1 bis 3 %) 
Isopren, dann entsteht ein Copolymer, das einige Doppelbindungen aufweist 
und daher mit Schwefel vulkanisiert werden kann. Dies ergibt Butylkautschuk, 
der gegen Oxydation weniger empfindlich ist als Naturkautschuk. Butylkau
tschuk wird wegen seiner geringen Gasdurchlassigkeit zur Erzeugung von 
Luftschlauchen verwendet. 
Die Kautschuksorten, denen die grol3te okonomische Bedeutung zugemessen 
werden muB, sind Naturkautschuk und Buna S. Das Ausgangsprodukt fiir 
Naturkautschuk ist cis-Polyisopren, das als Latex des Heveabaumes gewonnen 
wird. Zur Herstellung des Naturkautschukes wird das cis-Polyisopren mit 
Schwefel vernetzt (vulkanisiert). Dabei wird ein Teil der Doppelbindungen 
aufgelost und in Schwefelbriicken zwischen je zwei Polyisoprenmolekiilen 
umgesetzt. Diese Briicken enthalten zwischen 2 und 8 Schwefelatome. Bei 
leicht vulkanisiertem Naturkautschuk findet man etwa eine Schwefelbriicke 
auf 300 Grundeinheiten des Polyisoprenmolekiils. Naturkautschuk ist ein 
amorphes, vernetztes Polymeres von sehr grol3er Bruchdehnung und groBer 
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Tabelle 5.4. Einige Elastomere (Kautschuke) 

Chemische Bezeichnung 

Polyisobutylen 

Polydimethylsiloxan 

cis-Polyisopren 
(Naturkautschuk) 

Polybutadien 

Styrol-Butadien 
Kautschuk BUNA S, GRS 

Polychloropren 

Polyurethankautschuk 
vernetzt z. B. mit 
Trimethylolpropan und 
Toluoldiisocyanat 

Abkiirzung 

PIB 

SI 

NR 

BR 

SBR 

CR 

PUR 

Grundeinheit 

CH 3 
I 

[-CH -C-] 
2 I 

CH 3 

CH 3 
I 

[-O-Si-] 
I 

CH 3 

[-CH -C=C-CH -] 
2 I A 2 

CH 3 

[-CH2 -CH =CH-CH2-] 

( 
[-CH2-CH=CH-CH2-] 

co [-CH -CH-] 

'6 
[-CH -C=C-CH -] 

2 I I 2 

H Cl 

~C-N-R-N-C-O-~-O~ 
II I I II 
o H H 0 

Bruchfestigkeit. Bei Dehnung kristallisiert NR, was wesentlich zur groBen 
Starke dieses Materials beitragt. 
Polybutadien wird ebenfalls als mit Schwefel vernetzter Kautschuk verwendet 
(Butadienkautschuk, BR). Seine wichtigste Anwendung ist jedoch die als 
Mischpolymerisat mit Styrol im Verhaltnis 80:20. Das mit Schwefel vernetzte 
Produkt heiBt Styrol-Butadien-Kautschuk (SBR oder Buna S). Buna S kristal
lisiert im Gegensatz zu NR nicht bei Dehnung und zeigt deshalb eine viel 
geringere Bruchspannung. Buna S wird aus diesem Grund hauptsachlich mit 
verstarkendem Fiillstoff (aktivem RuB) verwendet. Mehr als die Halfte des 
gegenwartig hergestellten Kautschukes ist Buna S. 
Aus Polychloropren stellt man einen Kautschuk her (Chloroprenkautschuk, 
CR), der gegen Ole und Fette groJ3es Widerstandsvermogen aufweist. Er wird 
daher fUr Spezialzwecke eingesetzt (z. B. Dichtungen). 
Die in Tabelle 5.4 aufgezahlten Polymere entstehen wah rend des Polymerisa
tionsprozesses als lineare makromolekulare Stoffe und werden, wenn sie als 
Kautschuke Verwendung finden sollen, erst im nachhinein vernetzt. Es bilden 
sich dann meistens sehr weitmaschige Netzwerke, die bei hohen Temperaturen 



Einteilung der makromolekularen Stoffe 81 

Tabelle 5.5. Einige thermogehiirtete Polymere (Duroplaste) 

Name 

Phenol
formaldehyd
harz 

Harnstoff
formaldehyd
harz 

Melamin
formaldehyd
harz 

Epoxydharz 

U ngesiittigtes 
Polyesterharz 

Abkiirzung riiumliche Struktur 

PF 

UF 

MF 

EP 

UP 

OH OH 
I I 

~O-CH -CH-CH H C-CH-CH -O~ 
2 z 'N-R-N" Z Z 

~O-CH -CH-CH " 'H C-CH-CH -O~ 
2 I 2 2 I 2 

OH OH 

H{-Q 
CHz 
I 

~C-CH-CH-C-O-CH=CH-O~ 
II I II 
o CHzO 

H~-Q 

weich und dehnbar sind. Unter den Kunststoffen findet man jedoch auch 
Substanzen, deren molekulare Struktur durch sehr engmaschige Netzwerke 
gebildet wird. Beispiele hierfiir sind die in Tabelle 5.5 angedeuteten Polykon
densationsprodukte Phenolformaldehydharz (PF), Harnstofformaldehydharz 
(UF) und Melaminformaldehydharz (MF). Man nennt diese Kunststoffe 
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Abb.5.1. 
Zur Definition der Isotropie 
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Abb.5.2. Zur Definition des Schermoduls 

Thermohiirter oder thermogehiirtete Kunststoffe oder Duroplaste. Sie werden 
oft in Kombination mit Fiillstoffen in der elektrotechnischen Industrie und fiir 
Haushaltsprodukte verwendet. In diese Klasse gehoren auch das Epoxidharz 
und das ungesattigte Polyesterharz. Diesen beiden kommt in letzter Zeit sehr 
gro13e technische Bedeutung als Matrixmaterial fiir glasfaserverstarkte und 
kohlenstoffaserverstarkte Kunststoffe zu (GFK bzw. KFK). 
Bei Anderung der Aggregatzustande andern sich viele physikalische Eigen
schaften der Polymere (mechanische Eigenschaften, elektrische Leitfahigkeit, 
Warmeleitfahigkeit, Dichte, spezifische Warme usw.). Weitaus die starksten 
Anderungen findet man jedoch im mechanischen Deformationsverhalten. 
Die mechanischen Eigenschaften isotroper Polymerer bei kleinen Deformatio
nen werden durch zwei Moduli beschrieben. 
Isotrop-mechanische Eigenschaften hangen nicht von der Richtung ab, in der 
das Probestiick aus dem Material herausgeschnitten wurde. Die in Abb. 5.1 
angedeuteten Probekorper haben dann z. B. die gleichen Zug-Dehnungs
Eigenschaften. 
Der Schubmodul (Schermodul, shear modulus) ist ein Ma13 fUr den Widerstand 
des Materials gegen eine Formanderung bei konstant gehaltenem Volumen. 
Der Kompressionsmodul (bulk modulus) ist ein Ma13 fUr den Widerstand des 
Materials gegen eine Volumenanderung bei unveranderter Form. Wir werden 
bei der Diskussion noch eine dritte Gro13e verwenden, die innere Diimpfung (bei 
Scherung), die ein Ma13 fUr die Energiedissipation wahrend der mechanischen 
Deformation darstellt. 
Zur Definition des Schermoduls betrachten wir Abb. 5.2. Ein kleiner Wiirfel 
wird durch eine Scherkraft in ein Rhomboid verzerrt. Die Tangentialkrafte 
greifen an den beiden, urspriinglich zur y-Richtung senkrecht stehenden 
Oberflachen an und sind zur x-Richtung parallel. Ihre Gro13e pro Einheit der 
Oberflache, an der sie angreifen, hei13t Tangentialspannung oder Scherspannung 
a. Der Wiirfel wird zu einem Parallelepiped gleicher Hohe und Breite verzerrt, 
wonach die urspriinglich zur y-Richtung parallelen Kanten einen Winkel rx mit 
der y-Richtung einschlie13en. Wir definieren als Scherung 

y = tan rx (1 ) 

Vnter gewissen Voraussetzungen ist der Quotient aiy konstant (d.h. er ist 
unabhangig von a); er hei13t dann 

Schermodul G = aiy (2) 



Einteilung der makromolekularen Stoffe 83 

p 

-r----:-p 

Abb. 5.3. Zur Definition des Kompressionsmoduls 

Die Definition der Dampfung bezieht sich auf den Fall der harmonischen 
Scherung: 

y (t) = Yo sin wt 

wobei w = 2nv die Kreisfrequenz und v die Frequenz der Schwingung ist. Die 
Scherspannung eilt dann der Scherung urn einen Phasenwinkel J voraus 

aCt) = aosin(wt+J) 

und der Tangens des Winkels J heiJ3t Dampfung; es gilt: 

die pro Periode dissipierte mechanische Energie 
tanJ= ---------------------------------------------

die pro Peri ode maximal gespeicherte mechanische Energie 

Die genauere Erklarung und Definition wird in Abschn. 8.7 gegeben werden. 
Zur Definition des Kompressionsmoduls betrachten wir Abb. 5.3. Ein Wurfel 
wird unter allseitigem hydrostatischen Druck p zu einem Wiirfel mit kleineren 
Kantenlangen zusammengedruckt (urspriingliches Volumen Vo, Volumen 
unter Druck Vo - ~ V). U nter gewissen Voraussetzungen ist das VerhaItnis 
p/(~VjVo) konstant (d.h. unabhangig von p); es heiJ3t dann Kompressions
modul 

(3) 

Fur elastische Stoffe ist G konstant (unabhangig von der Zeit der Beanspru
chung oder der Frequenz v der Schwingung), K konstant und tan J = 0 (keine 
Energiedissipation). Beispiele nahezu elastischer Stoffe sind: Glas, Keramik, 
Metalle unterhalb der FlieJ3grenze; jedoch: 

Kunststoffe (Polymere) sind viskoelastisch, d. h. G, K und tan J hangen 
auJ3er von der Temperatur T noch von der Frequenz v der Schwingung oder 
der Dauer der angelegten Belastung abo 
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Hier legen wir fest: Wir messen G, K, und tan c5 mit Hilfe einer Schwingungs
messung bei der Frequenz 1 Hz und betrachten G1Hz(T), K1HAT), 
(tan c5) 1 Hz (T). 

5.2 Strukturbild der amorphen Poly mere 

Wir beginnen mit der Betrachtung des Strukturbildes der unvernetzten, 
amorphen Polymeren. Das einzelne Makromolekul bildet in der Lasung und in 
der Schmelze einen Knauel. Wir durfen annehmen, daB diese Strukturform 
auch beim Abkuhlen erhalten bleibt. Die schein bare Dichte des Makromole
ki.ils im Kniiuel istjedoch klein (ca. O,ot g/cm 3); die Dichte des Polymeren im 
kompakten Zustand ist etwa 1 g/cm 3. U m die RaumerfUllung zu gewahrleisten, 
mussen wir daher annehmen, daB die verschiedenen Kniiuel einander vielfaltig 
durchdringen. Daraus mussen sich Verschlaufungen (Verhakungen) zwischen 
den verschiedenen Molekulen ergeben. Eine chemische Bindung zwischen den 
einzelnen Molekulen kommt nicht vor. So kommen wir zu der vereinfachten 
Vorstellung von Abb. 5.4. 
Uber die Richtungsverteilung der Molekulsegmente ist folgendes zu sagen: 1st 
das Polymer iso/rap, dann kommen aile Richtungen fur die Moleki.ilsegmente 
gleich haufig vor. Ein Material hingegen, dessen Molekulsegmente Vorzugs
richtungen aufweisen, heiBt orientiert; wir sprechen von eingefrorenen Span
nungen und zwar 

Zugspannungen: in der Richtung der Orientierung 

Druckspannungen: senkrecht zur Richtung der Orientierung 

Ob ein Polymer eingefrorene Spannungen aufweist, hiingt von den Verhaltnis
sen wahrend der Verarbeitung abo In der Reihe: Massepolymerisation zwischen 
Glasplatten, GieSen, Pressen, Extrusion, SpritzguS nimmt die Starke der 
Orientierung bestandig zu. Das Material ist nur dann frei von eingefrorenen 
Spannungen, wenn wahrend der letzten Verarbeitungsphase keine Orientie
rung aufgetreten ist (sehr selten); am ehesten durch sorgfaltiges Aufschmelzen 
des Granulates, durch GieSen oder Massepolymerisation zwischen Glasplat
ten zu erreichen. 

einander durchdringende Knauel 

mit Verschlaufungen 

Beispiele: PVC, PS, PMMA, 
PC,SAN 

Abb. 5.4. Molekularstruktur amorpher, unvernetzter Thermoplaste 
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isotrop: Vorzugsrichtung: 

keine eingefrorenen Spannungen eingefrorene Spannungen 

Zug "-- i:'"" I M~ 
Abb. 5.5. Zur Richtungsverteilung der Molekiilsegmente in amorphen, unvernetzten Ther
moplasten 

Erhitzt man ein Polymer, das Orientierungsspannungen tragt, so verkiirzt es 
sich in Richtung der Zugspannung und verlangert sich in Richtung der 
Druckspannung. Wir haben versucht, dies schematisch in Abb. 5.5 anzudeu
ten. 
Das Strukturbild eines amorphen, vernetzten Polymeren ist dem des amor
phen, unvernetzten Polymeren ahnlich mit dem Unterschied, daB die ver
schiedenen, einander durchdringenden Molekiile an einzelnen Stellen durch 
Hauptvalenzbindungen miteinander verkniipft sind .... Vernetzungspunkte. 
Ein einziges Riesenmolekiil zieht sich gewissermaBen durch den ganzen Stoff 
(Abb.5.6). 
Die Richtungsverteilung der Segmente ist isotrop, wenn die Vernetzung im 
isotropen, d. h. im nicht deformierten Zustand stattgefunden hat. 
Die in Abb. 5.6 angedeutete Topologie der Vernetzung entspricht etwa der 
eines mit Schwefelleicht vernetzten Naturkautschukes; in diesem Fall verbin
den die kurzen Schwefelbriicken die vier Halften von zwei benachbarten 
Molekiilen. Man kann solche Vernetzungspunkte als 4-funktional bezeichnen. 
1m Gegensatz dazu verbinden die Vernetzungspunkte von mit Trimethylolpro
pan und Toluoldiisocyanat vernetztem Polyurethankautschuk im Mittel drei 
Kettenstiicke miteinander, sind also 3-funktional. Die Funktionalitat der 
Vernetzungspunkte spielt eine Rolle in der Theorie der Kautschukelastizitat 
von Netzwerken. 

einander durchdringende Kniiuel 

mit Vernelzungspunklen 

Beispiele: NR, SBR ,PUR 

Abb.5.6. Molekularstruktur amorpher, leicht vernetzter Elastomere 
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Abb.5.7. Zur Topologie der Zusammenhiinge verschiedener Molekiile. a 4-funktionaler 
Vernetzungspunkt (Schwefelbriicken in NR); b 3-funktionaler Vernetzungspunkt (PUR); 
c Verschlaufung (unvernetztes Polymeres) 

Die Dichte der Vernetzungspunkte kann sehr stark variieren. Sie betragt fUr 
einen sehr schwach vernetzten Kautschuk etwa 1 Vernetzung pro 1000 Atome 
der Hauptkette und fUr einen sehr stark durchgeharteten Duroplast bis zu 1 
Vernetzungspunkt pro 20 Atome. Neben den Vernetzungen treten auch noch 
Verschlaufungen auf. Diese werden nur dann im mechanischen Verhalten zum 
Ausdruck kommen, wenn die Dichte der Vernetzungen gering ist. 
Verschlaufungen sind nicht fest, sondern konnen "verrutschen". Sie sorgen 
jedoch fUr einen gewissen Zusammenhalt und spielen in einem beschrankten 
Temperaturbereich bei den unvernetzten Polymeren eine ahnliche Rolle wie die 
Vernetzungspunkte bei den vernetzten Polymeren. 

5.3 Aggregatzustande der unvernetzten, amorphen Poly mere 

Wir finden bei den amorphen, unvernetzten Polymeren drei Aggregatzustande 
und zwei Ubergangsbereiche, die diese AggregatzusUinde miteinander verbin
den. Diese sind in Tabelle 5.6 schematisch mit ihrer molekularen Deutung in 
Zusammenhang gebracht. 
Bei Temperaturen unterhalb der Glastemperatur Tg finden wir das Polymer im 
Glaszustand. Dort ist die mikrobrown'sche Bewegung erstorben und es findet 
keine Gestaltsanderung der Molekiile statt. Die Form des Knauels ist fixiert 
(Siehe auch Abb. 5.8). Bei ganz niedrigen Temperaturen wirken sich die 
WarmestoJ3e als zittrige Bewegung ohne Konformationsanderungen aus. 
Angeregt werden Schwingungen der Molekiile urn ihre Gleichgewichtslagen. 
Dabei treten Streckschwingungen im Potentialfeld der Hauptvalenzbindungen 

Tabelle 5.6. Aggregatzustiinde und Molekularbewegungen amorpher, unvernetzter Polyme
rer 

Aggregatzustand 

Glaszustand 
Glas-Kautschuk Ubergang Tg 
Gummi-elastischer Zustand 

FlieBtemperatur Tr 
Schmelze 

Ein gasfiirmiger Zustand existiert nieht 

Mikrobrown'sche 
Bewegung 

erstorben 
taut auf 
voll entwickelt 

voll entwickelt 
voll entwickelt 

Verschlaufungen 

wirken wie feste 
Vernetzungspunkte 

werden regelmiiBig 
geliist und wieder 
gebildet 
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der Hauptkette auf, aber auch Schwingungen urn den Valenzwinkel 9 und 
Schwingungen urn die Minimallagen des Azimutwinkels der Ketten, ({J, (vgl. 
auch Abb. 4.6). Weiter wirken zwischen den Teilen verschiedener Makromole
kiile Van der Waals-Bindungen, in deren Potentialfeld eben falls Schwingungen 
auftreten. 
U nter dem EinfluI3 auI3erer Krafte werden diese Abstande und Winkel elastisch 
verzerrt. Daraus resultiert ein hoher Wert des Schermoduls, eine niedrige 
Dampfung, ein niedriger Wert der Bruchdehnung Gb und ein hoher Wert der 
Bruchspannung O"b' bei tie fen Temperaturen: 

G ~ 3 bis 4 . 109 Pa, tan t5 ~ 0,001 bis 0,01, 

Gb ~ 0,1 % bis 1 %, O"b ~ 50 bis 200 N/mm2 (MPa). 

Das Material ist hart und sprode. 
Bei etwas hoheren Temperaturen - aber noch immer im Glaszustand - treten 
sogenannte sekundare Dispersionsgebiete auf. In den sekundaren Dispersions
gebieten werden Seitengruppen oder kurze Teile der Hauptkette beweglich und 
konnen Konformationsiinderungen ausfiihren. Je h6her die Temperatur, desto 
groI3er ist im allgemeinen der Teil des Molekiiles, des sen Bewegungsmoglich
keit auftaut. Der Beitrag dieser Bewegungen zur Deformierbarkeit iiuI3ert sich 
in einer Dispersionsstufe des Schermoduls, in der dieser auf das 3/4- bis 1/2-
fache seines urspriinglichen Wertes absinkt. 
1m gleichen Temperaturgebiet durchliiuft die Diimpfung ein Maximum mit 
Werten, die zwischen 0,01 und 0, lliegen. Auftreten, Lage und Auswirkung der 
sekundiiren Dispersionsprozesse sind materialspezifisch. Da der Kunststoff 
beim Durchlaufen der sekundiiren Dispersionsgebiete einen Teil seiner spr6den 
Eigenschaften verliert, kommt diesen Prozessen eine wesentliche technologi
sche Bedeutung zu. Kunststoffe mit ausgepriigten sekundiiren Dispersionspro
zessen sind meistens schlagziihe, Kunststoffe ohne sekundiire Dispersionspro
zesse sind spr6de. In Abb. 5.8 wurde versucht, die durch die Temperaturbewe
gung angeregten Freiheitsgrade und die Deformationsmechanismen im Glas
zustand anzudeuten. 

Durch Warmestiil'le angeregte 

Freiheitsgrade: 

Kleine Auslenkungen um die 

Gleichgewichtslagen der ein

gefrorenen Gestalt der Mole

kule 

Deformati ons m echani s men: 

Anderung von Val enzab

standen und Winkeln 

Modul hoch 

Dehnbarkeit gering 

Deformation elastisch 

Abb.5.8. Freiheitsgrade und Deformationsmechanismen im Glaszustand 
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Bei der Glastemperatur Tg schliel3t sich ein Trajekt von 30 bis 60 K Breite an, in 
dem die mikrobrown'sche Bewegung auftaut; dieses Trajekt heil3t auch 
Erweichungsgebiet oder Einfriergebiet. Zur Anregung der mikrobrown'schen 
Bewegung mussen zwei Voraussetzungen erfUllt sein: 

1) Die innere Drehbarkeit urn die C - C Bindung der Rauptkette mul3 moglich 
selll. 

2) Es mul3 genugend freies Volumen fUr die Platzwechsel der Segmente 
vorhanden sein. 
1m Glaszustand ist zumindest eine der beiden Bedingungen verletzt. Reutige 
Auffassung: 1m Glaszustand ist nicht genug freies Volumen vorhanden; eine 
Drehung urn die C - C Bindung ware noch immer m6glich, wenn der Platz 
nicht fehlen wurde. 

Die Veranderungen im mechanischen Verhalten beim Durchlaufen des Glas
Kautschuk Erweichungstrajektes sind enorm: Der Schermodul sinkt auf ein 
Tausendstel bis auf ein Zehntausendstel seines Wertes im Glaszustand abo Die 
Dampfung durchlauft ein breites Maximum mit Maximalwerten, die zwischen 
1 und 7 liegen k6nnen. Der Kompressionsmodul andert sich vergleichsweise 
nur wenig; er fiillt auf die Ralfte bis ein Drittel seines Wertes im Glaszustand. 
Die Bruchdeformation durchlauft ein Maximum und die Bruchspannung fallt 
auf ein Zehntel ihres Maximalwertes im Glaszustand. 1m Erweichungstrajekt 
treten sehr ausgepragte Relaxationserscheinungen auf: Die mechanischen 
Eigenschaften sind sehr stark von Belastungszeit (Frequenz) und Temperatur 
abhangig. Deshalb ist das Material im allgemeinen in diesem Gebiet unbrauch
bar. Ausnahme: Antidr6hnstoffe zur Schwingungsdampfung. 
An den Glasubergang schliel3t sich das gummi-elastische Plateau oder der 
gummi-elastische Zustand an. Dort ist die mikrobrown'sche Bewegung voll 
entwickelt. Die Gestaltsanderung der MolekUle findet unter dem Einflul3 der 
Warmebewegung ununterbrochen und gleichzeitig statt. Die Verschlaufungen 
werdenjedoch nicht gel6st; es bewegen sich nur die Kettenstucke zwischen zwei 
Verschlaufungen. (Siehe Abb. 5.9.) 
Unter dem Einflul3 von Scherkriiften werden die Kettenstucke orientiert und 
teilweise aufgerollt. Der entkniiuelte Zustand ist jedoch unwahrscheinlicher, 
als der gekniiuelte und das fUhrt uber eine Erniedrigung der Entropie zu einer 
rucktreibenden Kraft, die der absoluten Temperatur proportional ist. Die 
Anwendung der Kettenstatistik auf diese Gedankengiinge fuhrt in der Theorie 
der Kautschuk-Elastizitiit zu folgendem Ausdruck fUr den Schermodul im 
gummi-elastischem Plateau: 

(4) 

dabei ist ne die Anzahl der Verschlaufungen pro Volumeneinheit, e die Dichte 
des Polymeren, Ne die Anzahl der Verschlaufungen pro Masseneinheit und Me 
das mittlere Molekulargewicht des Kettenstiickes zwischen zwei angrenzenden 
Verschlaufungen. 
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Durch Warmesto13e angeregte 
Freiheitsgrade: 

ununterbrochene und gleich

zeitige Gestaltsanderung der 

Netzwerkbogen zwischen den 

ungelosten und stationaren 

Verschlaufungen 

Defor m at ionsmechani smen: 

Orientierung und Entkniiuelung 

der Netzwerkbogen 

Modul niedrig 

Dehn barkeit gro13 

Deformation elastisch 
E= 3nkT 

Abb. 5.9. Freiheitsgrade und Deformationsmechanismen im gummi-elastischen Zustand 

Der Wert des Schermoduls im gummi-elastischen Plateau ist von der GroBen
ordnung G ~ 105 Pa und sinkt mit zunehmender Temperatur. Dies erkHirt 
man durch ein Abnehmen der Anzahl der wirksamen Verschlaufungspunkte 
mit der Temperatuf. Die Diimpfung durchlauft im Gummiplateau ein 
Minimum, dessen Wert von Molekulargewicht und Molekulargewichtsvertei
lung abhangt. Die Bruchdehnung ist hoch. 
Bei der Fliej3temperatur Tf wird die Warmebewegung so heftig, daB auch die 
Verschlaufungen gelost werden und es erfolgt der Obergang zur Schmelze. Fur 
die Schmelze ist charakteristisch, daB die Verschlaufungen durch die Warme
bewegung periodisch gelost und auch wieder neu gebildet werden. D. h. jede 
Verschlaufung hat eine mittlere endliche Lebensdauer, die mit steigender 
Temperatur kurzer wird. 
Unter dem EinfluB mechanischer Spannungen und der Warmebewegung 
werden dann die Verschlaufungen gelost und zu gleicher Zeit die Schwerpunkte 
der Molekiile gegeneinander verschoben. Dies ergibt einen irreversiblen 
Deformationsanteil, das Fliej3en. Bei der Obertragung der Krafte werden 
jedoch notwendigerweise die Molekiile auch orientiert und aufgerollt. Diese 
Gestaltsanderung bildet sich nach Entlasten wieder zuriick und ergibt einen 
reversiblen Deformationsanteil. Das FlieBen von Polymerschmelzen geschieht 
also immer unter gleichzeitigem Aufbau elastischer Spannungen. Das FlieBver
halten der Polymerschmelzen ist visko-elastisch. Dabei wird ein Teil der 
mechanischen Deformationsenergie als Warme dissipiert, ein anderer Teil als 
elastische Energie durch die Orientierung der Kettensegmente gespeichert, 
(siehe Abb. 5.10). 
In der Schmelze fallt der Schermodul mit zunehmender Temperatur sehr steil 
gegen Null. Die eigentliche GroBe, die das FlieBverhalten der Schmelze 
charakterisiert, ist jedoch die Viskositiit. Diese hat die GroBenordnung 
l'{ ~ 104 Pas und fallt mit steigender Temperatur (Naheres in Abschn. 17.4). 
Die innere Dampfung tan <5 steigt in der Schmelze mit zunehmender Tempera
tur gleichmaBig an und erreicht Werte zwischen 1 und 20. 
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Durch Wi:irmestiifJe angeregte 
Freiheitsgrade: 

Verschlaufungen werden 

regelmi:ifJig geliist und 
wieder gebildet 

Deformationsmechanismen: 

Ori enti erung und Auseinander

ziehen der Kni:iuel 

irreversibles FliefJen + 

Aufbau elastischer Spannungen 

Abb.S.10. Freiheitsgrade und Deformationsmechanismen in der Schmelze 

Eine Obersicht iiber den Verlauf des Schermoduls, des Kompressionsmoduls 
und der Dampfung mit der Temperatur ist fUr ein unvernetztes, amorphes 
Polymer in Abb. 5.11 gezeigt. Die Auftragung der Moduli und der Dampfung 
erfolgte in logarithmischer Darstellung. 
Der Kompressionsmodul zeigt im Gegensatz zum Schermodul keine sehr stark 
ausgepragten Dispersionsgebiete. Zwar werden die Dispersionsgebiete des 
Schermoduls im Glaszustand und im Erweichungsgebiet auch durch kleinere 
Stufen im Kompressionsmodul begleitet; trotzdem bleibt K im ganzen 
Temperaturbereich innerhalb der Grenzen 

109 Pa < K < 1010 Pa 

Deshalb folgt fUr Temperaturen, die wesentlich iiber der Glastemperatur 
liegen, da/3 

G ~ K ... Material inkompressibel 

Inkompressibilitat: 
Sind Scherspannungen und hydrostatischer Druck von der gleichen Gro/3en
ordnung, dann sind die auftretenden Scherdeformationen K/G = 1000mal 
gro/3er als die relative Volumenanderung. Deshalb konnen wir letztere 
vernachlassigen. 
Zwei weitere Gro/3en zur Bestimmung des Deformationsverhaltens isotroper 
Stoffe sind der Elastizitiitsmodul E und das Querkontraktionsverhiiltnis (Pois
son- Verhiiltnis f.1). Ihre Definition bezieht sich auf den Zugversuch: E ist die 
Zugspannung, geteilt durch die longitudinale Deformation, f.1 das Verhiiltnis 
von lateraler, relativer Kontraktion zur longitudinalen Deformation. Sind zwei 
der charakteristischen Gro/3en E, G, K, f.1 bekann t, dann lassen sich die anderen 
durch diese ausdriicken. (Tabelle 5.7). 
Aus dem Veri auf von G' und K' mit der Temperatur lassen sich auch E' und f.1' 
konstruieren. Man findet, da/3 der Verlauf von E' dem von G' sehr ahnlich ist 
(fUr Temperaturen T > Tg gilt E' ~ 3 . G'; 1m Glaszustand ist das Verhaltnis 
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log G', log K' 
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Abb.5.Il. Schematischer Verlauf des Schermoduls G', der Diimpfung bei Scherung (tan c5)G' 
des Kompressionsmoduls K', aile in logarithmischer Auftragung bei einer Frequenz von 1 Hz, 
als Funktion der Temperatur T, fUr ein amorphes, unvernetztes Polymeres von hoher 
Molekularmasse 

Tabelle 5.7. Zusammenhiinge zwischen den elastischen Konstanten isotroper StolTe 

(G,E) (G,K) (E. K) (G,,u) (E,,u) (K.,u) 

Elastizitiits- 9G·K 
2G(1 +,u) 3K(I-2,u) 

modul E 3K+G 

Scher- 3EK E 3K(I-2,u) 

modul G 9K-E 2(1+ ,u) 2(1 +,u) 

Kompressions- EG 2G(1 +,u) E 
modul K 9G-3E 3(1-2,u) 3(1-2,u) 

Poisson- E 3K-2G 1 E 
--1 Verhiiltnis ,u 2G 2(3K+G) 2 6K 

0' IE' groBer als 1/3). Das Poisson-Verhaltnis liegt bei tiefen Temperaturen bei 
etwa 1/3 und steigt mit zunehmender Temperatur stetig an, um sich bei T = Tg 
sehr abrupt an 0,500 anzunahern. 
Man sieht, daB einige Formeln dieser Tabelle im inkompressiblen Fall 
versagen. Dies ist im Einklang mit den Inkompressibilitatsbedingungen: 

11=0,5; O/K = 0; ElK = 0; E/G = 3. 
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5.4 Einflu8 von Molekulargewicht und Vernetzung 

1m Glaszustand (T < Tg) haben Vernetzungsgrad und Molekularmasse nur 
geringen EinfluB auf den Verlauf von G, K oder tanJ; ebenso hangt die 
Glastemperatur selbst nur schwach von der Lange der Molekiile oder vom 
Vernetzungsgrad abo Ein signifikanter EinfluB auf Tg ergibt sich nur in 
Gebieten sehr niedriger Molekulargewichte, bzw. fiir sehr hohe Vernetzungs
grade. 
Fiir T > Tg ist der EinfluB von Vernetzungsgrad und Molekulargewicht sehr 
ausgepragt, wie in Abb. 5.12 gezeigt. 
Der EinfluB der Molekularmasse bei unvernetzten Polymeren ist durch die mit 
(1), (2) und (3) bezeichneten Kurven angedeutet. Je gr6Ber das Molekularge
wicht, desto mehr Verschlaufungen wird ein Makromolekiil aufweisen. 
Nehmen wir an, daB im Mittel die Anzahl Verschlaufungen pro Molekiil, ny, 
dem Molekulargewicht proportional ist 

(5) 

wobei Me die mittlere Molekularmasse zwischen zwei Verschlaufungen 
darstellt und in erster Naherung nicht von M abhangt. Je gr6Ber ny, desto 
schwieriger wird das Auseinanderziehen der Molekiile, desto h6her muB Tr 

10 
log G' (Pa) 

9 1 
8 

Thermoharler 

7 
slark I ",n,/z/ manig 

6 
schwach 

5 

unvernelz I 

Abb.5.12. Schematischer Verlauf des Schermoduls G' in logarithmischer Auftragung, bei 
einer Frequenz von 1 Hz, als Funktion der Temperatur fUr unvernetzte und vernetzte, 
amorphe Polymere und fUr Duroplaste (Thermoharter) 
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liegen. Die Breite des gummi-elastischen Plateaus wachst deshalb etwa 
proportional mit log nv , d. h. mit log M. 1m Spezialfall M :::;; Me (Kurve (3) in 
Abb. 5.12) gibt es uberhaupt kein gummi-elastisches Plateau; das Polymere 
geht bei Tg direkt yom Glaszustand in den geschmolzenen Zustand uber (Fall 
des anorganischen Glases). Die Kurve (1) gilt fUr sehr hohe, die Kurve (2) fUr 
mittlere Molekulargewichte. Me heiBt kritisches oder Grenzmolekulargewicht. 
Fur verschiedenen Polymere hat man gefunden: Me ~ 10 bis 40 kg/mol. 
Bei vernetzten Polymeren findet man neben den Verschlaufungen feste 
Vernetzungspunkte, die nicht durch die Warmebewegung gelost werden 
konnen; es existiert keine FlieBtemperatur und keine Schmelze; def gummi
elastische Zustand erstreckt sich bis zur thermischen Zersetzung des Poly
meren. 
Fur den gummi-elastischen Zustand gilt 

G ~ n· kT (6) 

wobei n die Anzahl der Vernetzungspunkte pro Volumeneinheit darstellt. Gist 
deshalb im gummi-elastischen Zustand stark yom Vulkanisationsgrad abhan
gig und steigt mit zunehmender Temperatur leicht an. Die Dampfung tan J fallt 
nach Durchlaufen des hohen Maximums im Erweichungsgebiet mit zunehmen
der Temperatur auf niedrige Werte (bis zu 0,01). 
Den Grenzfall sehr hoher Vernetzungsgrade bilden die Duroplaste, die bei Tg 
nur eine kleine Dispersionsstufe zeigen. 
Abbildung 5.13 zeigt schematisch den Verlauf des Schermoduls, der Damp
fung und des Kompressionsmoduls mit der Temperatur fUr ein leicht 
vernetztes, amorphes Polymeres. Unterhalb Tg ist der Veri auf der gleiche wie in 
Abb. 5.11, oberhalb Tg rallt auf, daB der Schermodul mit zunehmender 
Temperatur leicht zunimmt, die Dampfung stetig abnimmt. 
Der U nterschied zwischen einem amorphen K unststoff und einem vernetzten 
Kautschuk ist schematisch in Abb. 5.14 angedeutet. In dem Fall wurde der 
Veri auf des Elastizitatsmoduls Emit der Temperatur wiedergegeben. Der 
Kunststoff befindet sich bei seiner Gebrauchstemperatur im Glaszustand, der 
Kautschuk im gummi-elastischen Zustand. Fur den Kunststoffbildet daher Tg 
die obere Temperaturgrenze des Nutzungsbereiches, fUr den Kautschuk bildet 
Tg die untere Temperaturgrenze des N utzungsbereiches. Jeder Kunststoff geht 
bei hoher Temperatur in den gummi-elastischen Zustand uber, jeder Kau
tschuk geht bei sehr niedriger Temperatur in den Glaszustand uber. 
SchlieBlich zeigen wir in den Abb. 5.15 und 5.16 einige Beispiele aus der Praxis. 
Abbildung 5.15 zeigt den Veri auf des Schermoduls, Abb. 5.16 den Veri auf der 
Dampfung bei einer festen Frequenz (von 0,64 Hz) als Funktionen der 
Temperatur fUr eine Anzahl amorpher Polymerer. Es handelt sich dabei urn die 
drei Kunststoffe PVC, PS und PMMA, und urn zwei vernetzte Kautschuke, 
NR und PUR, deren Glastemperatur weit unterhalb Raumtemperatur liegt. 
Man erkennt deutlich die ausgepragten sekundaren Relaxationserscheinungen 
als Dispersionsstufen in Abb. 5.15 und als Maxima in Abb. 5.16. Diese liegen 
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Abb.5.13. Schematischer Verlauf des Schermoduls G', der Dampfung bei Scherung (tan J)G 
und des Kompressionsmoduls K', aile in logarithmischer Auftragung bei einer Frequenz von 
1 Hz, als Funktion der Temperatur fUr ein amorphes, leicht vernetztes Polymeres 
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Abb.5.14. Verlauf des Logarithmus des Elastizitatsmoduls mit der Temperatur, fUr einen 
amorphen Kunststoff und fUr einen vernetzten Kautschuk, schematisch 

fUr PMMA bei ungefiihr 30°C und fUr PVC bei etwa - 60°C. Polystyrol zeigt 
ein ganz schwach ausgepriigtes sekundiires Relaxationsgebiet bei Zimmer
temperatur, das im Verlauf des Schermoduls kaum zu erkennen ist. PS ist 
dementsprechend auch das sprodeste der drei Kunststoffe. 
Das Verhalten im gummi-elastischen Plateau und im Schmelzgebiet ist, wie 
bereits erwiihnt, fUr ein unvernetztes Polymeres nicht nur von der chemischen 
Natur sondern auch von der Molekularmasse und ihrer Verteilung abhiingig. 
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Abb.5.15. Schermodul G' bei 0,64 Hz als Funktion der Temperatur fUr drei amorphe 
Kunststoffe und fUr zwei vernetzte Kautschuke 
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Abb.5.16. Diimpfung bei Scherung tan 15, bei 0,64 Hz als Funktion der Temperatur fUr drei 
amorphe Kunststoffe und fUr zwei vernetzte Kautschuke 
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Die in Abb. 5.15 und 5.16 gezeigten Messungen an PMMA wurden von 
Masuda, Kitagawi und Onogi [82] an einem Polymeren mit Mw = 340 kg/mol 
und Mw/Mn = 1,5 durchgefUhrt. Dieses Material zeigt ein sehr ausgepragtes 
und breites gummi-elastisches Plateau. Bei dem PS handelt es sich urn ein 
Handelsprodukt mit Mw = 240 kg/mol und Mw/Mn = 2,5 [83]. Das gummi
elastische Plateau von PS ist wesentlich weniger gut ausgepragt, als das von 
PMMA. 
Aus AnlaB der in Abb. 5.16 gezeigten Dampfungsspektren sei noch erwahnt, 
daB man die verschiedenen Dampfungsmaxima eines Polymeren im allgemei
nen mit den Buchstaben des griechischen Alphabetes bezeichnet, wobei man 
von dem bei der hochsten Temperatur gelegenen Dampfungsmaximum 
ausgeht und in der Richtung niedrigerer Temperaturen fortschreitet. Meistens 
bezeichnet man deshalb bei einem amorphen Polymeren das dem Glasuber
gang entsprechende Maximum als ex-Maximum und den ProzeB als ex-ProzejJ, 
das nachstfolgende sekundare Maximum als 13-Maximum, usw. So sind z. B. die 
in Abb. 5.16 gezeigten sekundaren Relaxationserscheinungen bei PMMA und 
PVC als fJ-Prozesse bekannt. 
Dieser Brauch hat sich sehr eingeburgert. Er hat den V orteil, daB man uber 
gewisse Relaxationserscheinungen diskutieren kann, ohne ihre molekulare 
Ursache kennen zu mussen. 

5.5 Struktur der teiIkristallinen Polymeren 

Bei teilkristallinen Polymeren wissen wir noch wesentlich weniger uber die 
Struktur und das mechanische Verhalten, als bei den amorphen Polymeren. 
Dies zeigt sich bereits bei der Frage nach dem molekularen Bild eines 
teilkristallinen Polymeren, fUr das es verschiedene Vorschlage gibt, zwischen 
denen eine klare Entseheidung noeh nieht getroffen werden konnte. Zwei dieser 
Mogliehkeiten wurden einander in den Abb. 5.17 a und b gegenuber
gestellt. 
Abbildung 5.17 a zeigt schema tisch die Struktur eines nieht orientierten, 
teilkristallinen Polymeren, des sen Kristallite aus Fransenmizellen bestehen, 
Abb. 5.17b die eines Polymeren, das aus Faltenmizellen aufgebaut ist. 
Die altere Vorstellung vom Bau teilkristalliner Polymerer war die der 
Fransenkristalle, die im Jahre 1930 von Gerngross, Hermann und Abbitz [84] 
vorgesehlagen wurde. In diesem Bild nahm man an, daB Stucke ein und 
desselben Molekuls in verschiedene Kristallisationsbereiche (Kristallite oder 
Mizellen) eingebaut werden. In jedem Kristallit liegen dann die Teile versehie
dener Molekule zueinander geordnet und bilden ein regelmaBiges Kristall
gitter. Die Kristallite konnen nur solange waehsen, bis sie sich gegenseitig 
am weiteren Waehstum hindern. Zwischen den verschieden orientierten Kri
stalliten, deren Langenabmessungen man auf einige Dutzend nm sehatzte, 
bleiben dann ungeordnete, amorphe Gebiete ubrig. In Abb. 5.17a wurde 
versucht, diese Situation schematisch wiederzugeben. Dieses Bild wurde 
viele Jahre hindurch der molekularen Struktur teilkristalliner Polymerer zu
grunde gelegt. 



Abb.5.17a. Schematische Wiedergabe der 
Molekularstruktur eines aus Franscnmi
zellen aufgebauten Polymeren 
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Abb.5.17b. Schematische Wiedergabe der 
Mo1ckularstruktur eines aus Faltenmizel
len aufgebauten Polymeren 

Wie wir heute wissen, ist die wirkliche Struktur kristalliner Polymerer sic her 
komplizierter, als es nach Abb. 5.17 a scheinen konnte. Bereits bei Kristallini
tatsgraden von 50 bis 60% konnen die verschiedenen Kristallite nicht mehr 
willkurlich zueinander orientiert sein. Vielmehr mussen sie dann Teile eines 
groBeren Kristallverbandes bilden, der an einzelnen Stellen durch Fehlord
nungsbereiche unterbrochen wird. Man findet dann auch manchmal in 
kristallinen Polymeren ubergeordnete kugelformige Strukturen, deren Aus
dehnung bis zu einigen Millimetern betragen kann (Sphiirolithe). Der Aufbau 
dieser Spharolite aus den Kristalliten ist fUr verschiedene Polymere verschie
den. So sind in PE die Kristallite (und damit auch die Molekulketten) senkrecht 
zum Spharolithradius angeordnet, bei PA 6,6 findet man Spharolithe mit radial 
orientierten Kristalliten und solche mit tangential orientierten Kristalliten. 
Das Auftreten hoher Kristallinitatsgrade (70 bis 80 %) laBt sich mit der 
Struktur von Abb. 5.17 a nicht mehr erklaren und fUhrt zwangslaufig zur 
Vorstellung der Faltenmizellen (Abb. 5.17b). Den AnstoB zur Hypothese der 
Faltenmizellen bildete jedoch die Entdeckung und Untersuchung von Einkri
stallen aus Polymeren, die man in der Form auBerst dunner Blattchen durch 
Unterkuhlung verdunnter Losungen erhalten kann [85], [86], [87]. Diese 
Blattchen bestehen aus Lamellen, die stufenweise gegeneinander versetzt sind. 
Die Messung der Stufenhohe erfolgte mit Hilfe von Rontgenkleinwinkelstreu
ung; man findet, daB die Lamellendicke stets konstant ist (12 nm fUr PE). 
Durch Elektronenbeugungsversuche wurde festgestellt, daB die Kettenachsen 
der MakromolekUle senkrecht zur Lamellenebene stehen. Dies fUhrt zu der 
Auffassung, daB die Lamellen aus gefalteten Makromolekulen aufgebaut sind, 
wobei die Lange der Faltungsperiode stets dieselbe ist. Abbildung 5.18 zeigt ein 
schematisches Bild eines PE-Einkristalles, wobei jedoch zu bedenken ist, daB 
der Aufbau der Lamellen zweidimensional stattfindet, was hier aus zeichneri
schen Grunden nicht wiedergegeben werden konnte. 

! 
Kristall-
dicke 

~ Abb.5.18. Lamellenstruktur eines PE-Einkristallcs 
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Abb.5.19. Miiandermodell 

An der Oberflache teilkristalliner Polymerer, die aus der Schmelze kristallisiert 
wurden, laBt sich auch eine Lamellenstruktur ahnlicher Art nachweisen. Man 
nimmt daher heute allgemein an, daB teilkristalline Polymere aus Faltenmizel
len aufgebaut sind und daB das Bild von Abb. 5.17b eine bessere Beschreibung 
ihrer Struktur vermittelt, als das von Abb. 5.17a. Damit soil jedoch nicht 
gesagt werden, daB Fransenmizellen iiberhaupt nicht auftreten. So ist es 
wahrscheinlich, daB bei Kristallisation im gedehnten Zustand oder bei den 
Umkristallisationsvorgangen wahrend der Kaltverstreckung Fransenmizellen 
gebildet werden. 
Vor einigen Jahren wurde von Pechhold und Mitarbeitern [88], [89], [90] eine 
dritte Form fUr die molekulare Struktur eines teilkristallinen Polymeren 
vorgeschlagen. Dieses sog. Miiandermodell ist dem Faltenkristall iihnlich. Die 
Falten werden jedoch von einem Strang paralleler Molekiile gebildet 
(Abb. 5.19). 
Obwohl iiber die Struktur der teiIkristallinen Polymere als Ganzes noch vieI 
UnkIarheit herrscht, ist der Aufbau der Kristallite aus den Atomen in den 
meisten Fallen gut bekannt (FourieranaIyse der Rontgeninterferenzen). Man 
kennt also die riiumIiche Lage der atomaren Bausteine im Kristallit, ohne 
genau zu wissen, ob diese denselben oder verschiedenen MakromoIekiilen 
angehoren. Fiir manche Polymere findet man mehr als eine Kristallmodifika
tion. Fiir eine gute Obersicht siehe [91]. 
Der Bau des Polyethyienkristallites wurde durch Bunn [92] im Jahre 1939 
erforscht. Die Ketten Iiegen in ihrer vollstandig gestreckten Form parallel 
zueinander. Fiinf Ketten bilden eine Elementarzelle. Vier Ketten bilden die 
Eckpunkte eines Rechteckes. Die fiinfte Kette liegt im MitteIpunkt und ist urn 
eine Kohlenstoffbindung verschoben (Abb. 5.20). 
Beide StrukturbiIder - Abb. 5.17a wie auch Abb. 5.17b - verIeiten dazu, ein 
teilkristallines Polymeres als ein Zweiphasensystem aufzufassen, das aus einer 
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Abb. 5.20. Elementarzelle eines 
PE-Kristalles nach Bunn [92J 
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Abb.5.21. Teilkristallines Polymer 
als Zweiphasensystem 

kristallinen und aus einer amorphen Phase, die beide wohldefinierte physikali
sche Eigenschaften besitzen, zusammengesetzt ist. Beispielsweise konnen wir 
das teilkristalline Polymer als eine Dispersion von Kristalliten in einer 
zusammenhangenden amorphen Phase auffassen, wie dies in Abb. 5.21 
dargestellt ist. 
Als erste Anwendung des Zweiphasenmodells definieren wir den volumetri
schen Kristallinitiitsgrad. 

Mk x= ---'------ (7) 
Mk+Ma 

wobei Mk die Masse der kristallinen und Ma die Masse der amorphen Phase ist. 
Bezeichnen wir das spezifische Volumen des teilkristallinen Polymeren mit v, 
das der amorphen Phase mit Va und das der kristallinen Phase mit Vk, dann folgt 
aus der Additivitat der Volumina und der Massen die Gleichung: 

(8) 

Es gilt va> Vk; Va liegt etwa 10 bis 20% hoher als Vk. Den Wert von vk kann 
man aus der bekannten Gitterstruktur und den AtomabsUinden der Elemen
tarzelle errechnen; Va lal3t sich messen, wenn das Polymer durch Abschrecken 
aus der Schmelze in den rein amorphen Zustand gebracht werden kann; ist das 
nicht moglich, dann bestimmt man Va durch Extrapolation der Mel3werte von V 
bei Proben mit verschiedenen bekannten Kristallinitatsgraden fUr x --+ O. 
Eine andere, wichtige Bestimmung des Kristallinitatsgrades ist die rontgeno
graphische mittels der Debye-Scherrer-Methode. Man erhalt so den rontgeno
graphischen Kristallinitiitsgrad. Ein monochromatischer Rontgenstrahl rallt 
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Abb. 5.22. Rontgenographische Bestimmungsmethode des Kristallinitiitsgrades. 
Oben: Kristallines Priiparat: die Streuintensitiit zeigt scharfe Maxima (Reflexe). Mitte: 
Amorphes Priiparat: die Streuintensitiit zeigt ein flaches Maximum - "Halo". Unten: 
Teilkristallines Priiparat: Auftreten von Halo von Reflexen: durch Planimetrieren ergibt 
sich der rontgenographische Kristallinitiitsgrad 
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Abb.5.23. Kristallinitiitsgrad x als Funktion des spezifischen Volumens fUr PE nach Gl. (8); 
die Me13punkte geben die rontgenographisch bestimmten Kristallinitiitsgrade nach Hendus 
und Schnell [93) 

auf ein pulverformiges Priiparat. Die Streuintensitiit J wird als Funktion des 
Streuwinkels 9 gemessen. Wiihrend ein kristallines Priiparat scharfe Reflexe 
zeigt, zeigt ein amorphes Priiparat nur ein flaches Maximum (H ala). Durch 
planimetrieren der Schwarzungskurven eines teilkristallinen Priiparates liil3t 
sich der rontgenographische Kristallinitatsgrad ermitteln (Abb. 5.22). 
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Tabelle 5.8. Einige Daten kristallisierender Polymerer 

Polymeres V k va Tm, DC Vk ", ,1.Hm b, 

!lm/min kJ/kg 

Polyethylen 1,000 1,170 141 5000 290 
it. Polypropylen 1,067 1,171 183 20 190 
it. Polystyrol 0,900 0,949 240 0,25 
Polytetrafluorethylen 0,43 0,50 327 60 
Polyoxymethylen 0,65 0,80 182 400 250 
Polyvinylidenchlorid 0,51 0,60 198 
PA6.6 0,82 0,94 267 200 
PA6.10 0,84 0,96 226 
PA6 0,81 0,93 229 150 240 
Polyethylenterephthalat 0,69 0,75 270 10 130 
Polyacrylonitril 317 
trans-l,4 Polybutadien 0,980 1,080 
cis-Polyisopren 1,00 1,10 40 20 
Polyethylenoxid 0,75 0,89 66 3000 190 
Polypropylenoxid 0,87 1,00 75 4 
Polyvinylalkohol 0,74 0,79 258 

a Lineare Kristallisationsgeschwindigkeit bei Abschrecken auf Tm - 30 
b Schmelzwiirme. Daten aus [94] 

Man findet, daJ3 der rontgenographische Kristallinitiitsgrad oft gut mit dem 
volumetrischen Kristallinitiitsgrad ubereinstimmt. Dies ist als ein Erfolg des 
Zweiphasenmodells zu werten. 
Abbildung 5.23 zeigt als Beispiel den Zusammenhang zwischen dem volumetri
schen Kristallinitiitsgrad (ausgezogene Linie) und dem spezifischen Volumen 
nach Gl. (8) fUr Polyethylene bei Raumtemperatuf. Die eingezeichneten 
MeJ3punkte sind die Resultate von Rontgenmessungen an denselben Proben 
[93]. Man erkennt die ausgezeichnete Ubereinstimmung. 
In Tabelle 5.8 wurden einige Daten teilkristalliner Polymerer zusammengefaJ3t. 

5.6 Aggregatzustande teilkristalliner Polymerer 

Wir betrachten die Aggregatzustiinde teilkristalliner Polymerer im Lichte des 
Zweiphasenmodells; Veriinderungen in der amorphen Phase werden durch die 
Glastemperatur Tg und durch die FlieJ3temperatur Tf charakterisiert; fUr 
Veriinderungen der kristallinen Phase ist die Schmelztemperatur der Kristallite, 
Tm, maJ3gebend. Es gilt stets: Tg < Tm; fUr Tf gibt es zwei Moglichkeiten: 

Tf < Tm fUr mittlere und niedrige Molekularmassen 
Tf > Tm fur sehr hohe Molekularmasse. 

Wir besprechen die Aggregatzustiinde eines teilkristallinen Polymeren unter 
Hinweis auf Abb. 5.24. In dieser Abbildung wurde die Temperaturabhiingig
keit des Schermoduls G' und der Diimpfung bei Scherung, (tan o)G' bei einer 
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Tabelle 5.9. Aggregatzustande teilkristalliner Polymerer mit sehr hoher Molekularmasse 
(Tr > Tm) 

teilkristallines Polymer 

Harter Zustand 
Glastemperatur der 
amorphen Phase Tg 
Lederartiger Zustand 
Schmelztemperatur der 
Kristallite Tm 
Tm < T < Tr 
Tr<T 

amorphe Phase 

Glaszustand; l' 
Erweichung; p 

gummi-elastisch 
gummi-elastisch 
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Abb.5.24. Schematischer Verlauf des Schermoduls G' und der Dampfung bei Scherung 
(tan 6)G' in logarithmischer Auftragung bei einer Frequenz von 1 Hz, als Funktion der 
Temperatur fUr ein teilkristallines Polymeres von mittlerer Molekularmasse (2) und von sehr 
hoher Molekularmasse (1) 

Frequenz von 1 Hz schematisch angedeutet. Wiederum sind die GraBen G und 
(tan J)G im logarithmischen MaBstab aufgetragen. 
Der Verlauf des Schermoduls weist drei Dispersionsstufen auf, die mit IY., fJ und 
y bezeichnet wurden, sowie einen Steilabfall bei der Tempcratur Tm. Betrachten 
wir das teilkristalline Polymere als Zweiphasensystem, dann miissen wir 
erwarten, daB fUr die amorphe Phase eine Glastemperatur existiert, bei der 
diese Phase vom Glaszustand in den gummi-elastischen Zustand iibergeht. 
Diese Temperatur wurde mit Tg bezeichnet und mit dem fJ-ProzeB identifiziert. 
Unterhalb der Glastemperatur sind amorphe und kristalline Phase hart und 
das Polymere besitzt einen Schermodul, der noch etwas haher sein wird, als der 
Schermodul eines rein amorphen Polymeren im Glaszustand. Uberhalb der 
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Glastemperatur be[indet sich das amorphe Polymere im gummi-elastischen 
Zustand und hat einen Schermodul, der drei bis vier GroBenordnungen 
niedriger ist, als der des Glaszustandes. Der Verlauf des Schermoduls der rein 
amorphen Phase wurde in Abb. 5.24 unterbrochen angedeutet. Das teilkristal
line Polymere UiI3t sich also im Temperaturgebiet zwischen Tg und Tm als eine 
Dispersion harter, kristalliner Teilchen in einem sehr weich en Kautschuk 
auffassen. Der Schermodul eines solchen Systems wird sehr stark vom Fiillgrad 
der harten Phase, d.h. vom Kristallinitiitsgrad abhiingen. Normalerweise ist 
der Schermodul teilkristalliner Polymerer in diesem Gebiet etwa eine Zehner
potenz niedriger als im Glaszustand, also von der GroBenordnung 108 Pa. Die 
bei der Temperatur Tg auftretende Dispersionsstufe des Moduls betriigt 
hochstens eine Zehnerpotenz, und das zugehorige Diimpfungsmaximum 
erreicht Werte der GroBenordnung 0,1. 
Bei der Schmelztemperatur Tm schmelzen die Kristallite und das Polymere geht 
sehr plotzlich in den Aggregatzustand iiber, in dem sich das rein amorphe 
Polymere bei dieser Temperatur befinden wiirde. Der weitere Veri auf hiingt 
von dem Molekulargewicht des Polymeren abo Kurve (2) bezieht sich auf ein 
teilkristallines Polymeres, das man normalerweise als technisches Produkt 
erhiilt und das kein iibermiiBig hohes Molekulargewicht aufweist. In diesem 
Fall ist die Schmelztemperatur hoher, als die FlieBtemperatur der rein 
amorphen Phase, Tf2 , und das teilkristalline Polymere geht beim Schmelzpunkt 
direkt in den Zustand der Schmelze iiber. 1m Faile extrem hoher Molekularge
wichte (Kurve (1», gilt Tm < Tf " und wir finden nach dem SchmelzprozeB 
noch ein gummi-elastisches Gebiet. Dieser Fall ziihlt jedoch zu den Aus
nahmen. 
Es sei darauf hingewiesen, daB die Molekularmasse auch im harten Zustand 
einen EinfluB auf den Wert des Schermoduls des teilkristallinen Polymeren hat. 
Sehr groBe Molekularmassen konnen zu niedrigeren Kristallinitiitsgraden und 
damit zu niedrigeren Modulwerten im harten Zustand fUhren. 
Es bleibt noch die Diskussion der mit IX und y bezeichneten Prozesse. Bei den 
teilkristallinen Polymeren finden wir im Glaszustand noch mindestens einen 
RelaxationsprozeB (hier mit y bezeichnet), der auf Bewegungen kurzer 
Kettenstiicke in der amorphen Phase zuriickzufiihren ist. Es handelt sich also 
beim y-ProzeB gewissermaBen urn eine sekundiire Relaxationserscheinung der 
amorphen Phase des teilkristallinen Polymeren. In der Literatur wird dieser y
ProzeB oft irrtiimlicherweise fUr die Glastemperatur der amorphen Phase 
gehalten. Eine genauere molekulare Deutung des y-Prozesses steht fiir die 
meisten teilkristallinen Polymere noch aus. Manche teilkristalline Polymere 
zeigen mehr als einen Relaxationsvorgang im Glaszustand. 
Den mit IX bezeichneten ProzeB finden wir wahrscheinlich bei allen teilkristalli
nen Polymeren. Er scheint stets kurz vor dem Schmelzpunkt aufzutreten und 
mit einer Molekularbewegung in den Kristalliten zusammenzuhiingen. 
AbschlieBend sei erwiihnt, daB die verschiedenen Relaxationsprozesse und 
Phaseniibergiinge IX, p, y, Tm und Tf in Abb. 5.24 aus didaktischen Griinden 
besser voneinander getrennt gezeichnet wurden, als dies in Wirklichkeit der 
Fall ist (Vgl. Abb. 5.25 bis 5.27). 
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Abb. 5.25. Schermodul bei 1 Hz als Funktion der Temperatur fur drei teilkristalline Polymere 

AuJ3erdem sei auf einen prinzipiellen Untersehied in der Natur der mit ct, fl, y 
bezeiehneten Prozesse und des Schmelzpunktes hingewiesen. ct-, fl- und y
Prozesse sind Relaxationserseheinungen, die bei anderen Frequenzen bei 
anderen Temperaturen auftreten. Die Sehmelztemperatur ist eine thermodyna
misehe GroJ3e und hangt nieht von der MeJ3frequenz abo Das in Abb. 5.24 
gegebene Bild wird sieh deshalb bei einer anderen Frequenz stark iindern. 
Insbesondere ist es moglieh, daJ3 ein teilkristallines Polymeres bei einer hohen 
MeJ3frequenz naeh dem Sehmelzen noeh ein gummi-elastisehes Gebiet auf
weist, das bei einer niedrigen Frequenz nieht gefunden werden kann. 
Abbildung 5.25 zeigt den Veri auf des Sehermoduls, Abb. 5.26 den Veri auf der 
Diimpfung, bei einer Frequenz von 1 Hz, als Funktion der Temperatur fUr drei 
teilkristalline Polymere LOPE (Polyethylen niedriger Diehte), HOPE (Poly
ethylen hoher Diehte) und Polypropylen. Bei den Polyethylenen handelt es sieh 
um kommerzielle Produkte mit einer breiten Verteilung der Molekularmasse, 
beim Polypropylen um ein kommerzielles Produkt mit einer schiirferen 
Verteilung. Zur Konstruktion der Abb. 5.25 und 5.26 wurden MeJ3ergebnisse 
von Heijboer mit solchen von Den Otter kombiniert. Heijboer bestimmte 
Modul und Dampfung des Materials unterhalb des Sehmelzpunktes mit Hilfe 
des Torsionspendels [95], Den Otter bestimmte Modul und Diimpfung des 
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Abb. 5.26. Dampfung bei Scherung bei 1 Hz als Funktion der Temperatur fUr drei 
teilkristalline Polymere 

Materials im geschmolzenen Zustand mit Hilfe eines dynamischen Viskosime
ters 1. 1m dazwischenliegenden Gebiet wurde interpoliert. 
Fur Polyethylen wurden die den a-, {J-, y-Prozessen zugeordneten Oampfungs
maxima durch Pfeile angedeutet, sowie die Schmelztemperatur, T m' Bei PP 
findet man diese Prozesse bei etwas h6heren Temperaturen. In Ubereinstim
mung mit der oben beschriebenen Deutung des {J-Prozesses, zeigt das maBig 
kristalline LOPE ein deutlich ausgepragtes {J-Maximum, das stark kristalline 
HOPE kein {J-Maximum. Oafiir ist der a-Prozel3 beim HOPE deutlicher 
ausgepragt als beim LOPE. In Abb. 5.27 wurde schlief31ich der Verlauf des 
Schermoduls und der Oampfung als Funktion der Temperatur fur einige 
andere teilkristalline Polymere nach Heijboer [95] gezeigt. Zum Vergleich 
wurde Weich-Polyethylen noch einmal eingezeichnet. PA-6 (N-6) und PETP, 
die beide nur mal3ig kristallin sind, zeigen eine sehr deutlich ausgebildete 
Oispersionsstufe bei der Glastemperatur (bzw. 55°C und 90 0q, wahrend das 
kristalline a-Maximum kaum zu erkennen ist. Beim stark kristallinen POM 
sind die Verhaltnisse gerade umgekehrt. Man sieht, dal3 von den gezeigten, 
teilkristallinen Polymeren Weich-Polyethylen das weichste, und Polyoxyme
thylen das harteste ist. 

Kristallisieren und Schmelzen 
Oas Schmelztrajekt der Kristallite ist ziemlich scharf; es ist ein eng begrenztes 
Temperaturgebiet urn Tm von wenigen Graden. Oer Kristallisationsvorgang 

1 Die Messungen an LDPE und HDPE sind unpublizierte Resultate von Den Otter, Centraal 
Laboratorium TNO, Delft, die an PP wurden in [95] veroffentlicht. 
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Abb.5.27. Schermodul und Diimpfung bei Scherung bei 1 Hz als Funktion der Temperatur 
fUr einige teilkristalline Poly mere nach Heijboer [95]. Schmelztemperaturen wurden durch 
Pfeile angedeutet 

findet in einem viel weiteren Temperaturbereich statt, und zwar im Bereich 

Tg < T < Tm 

Fur T > Tm ist die freie Enthalpie der Schmelze niedriger, als die des 
Kristalliten und deshalb findet keine Kristallisation statt. Fur T < Tg haben die 
Molekule keine Bewegungsmoglichkeit zur Kristallisation. Die Kristallisa
tionsgeschwindigkeit Vk ist etwa in der Mitte des oben genannten Bereiches 
maximal (siehe Abb. 5.28). 

Tk ~ (Tm + Tg)/2 

Bei T ~ Tm bilden sich Kristallkeime; diese haben jedoch nur eine sehr kurze 
Lebensdauer, da die freie Enthalpiedifferenz zwischen Schmelze und Kristall, 
LiGm dort sehr klein ist; die Keime zerfallen durch die TemperaturstoBe, bevor 
sie wachsen konnen. 
Bei T ~ Tg sind die Kristallkeime langlebig; die Beweglichkeit der Molekule ist 
jedoch dort so gering, daB Kristallwachstum nicht moglich ist. 
Die maximalen Kristallisationsgeschwindigkeiten sind fUr verschiedene Poly
mere sehr unterschiedlich (vgl. Tabelle 5.8). 

PE Vk sehr groB: nie in amorphem Zustand zu erhalten 
(auch nicht durch Abschrecken in fl. N 2) 

PP Vk klein: alle x-Werte lassen sich durch geeignete 
Vorbehandlung realisieren 
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Abb.S.2S. Kristallisationsgeschwindigkeit 
als Funktion der Temperatur 

Kristallitstruktur und Kristallinitiitsgrad von Polymeren hiingen von der 
Vorgeschichte ab (sind durch den chemischen Bau nicht eindeutig be
stimmt). 

Beim Abschrecken erhiilt man niedrige Kristallinitiitsgrade und viele, kleine 
Kristallite. Bei langsamem Kiihlen (Tempern) erhiilt man hohe Kristallinitiits
grade und relativ wenige, groBe Kristallite. 
Beim isotherm-isobaren SchmelzprozeB muB die freie Enthalpie von Schmelze 
und Kristallit gleich sein: 

mit 
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6 Spezifisches Volumen der makromolekularen Stoffe 

6.1 Dilatometrie 

Zur Messung des spezifischen Volumens sind verschiedene Methoden ge
brauchlich, von denen wir nur zwei beschreiben: 

1) Quecksilberdilatometrie: 
Die Probe wird in einem Dilatometer unter Quecksilber eingeschlossen; durch 
Evakuieren versucht man Lufteinschlusse zu vermeiden. 
Das aus Glas hergestellte Dilatometer besteht aus einem Oberteil mit 
Schliffansatz, einer Kapillare und einem Probenraum. Nach Einfuhrung der 
stabchenformigen Probe wird der Probenraum von unten zugeschmolzen. 
Dann wird das Dilatometer mit Hilfe einer Fulleinrichtung evakuiert und mit 
Quecksilber gefiillt. Der Stand des Quecksilbermeniskus ist ein Mal3 fur das 

E 
u 
o 
to 

Kupillure ¢ = O,8mm:!:O,Ol 

Hg (Vol- 2cm 3) 

Probe (Vol- 4cm 3 ) 

Abb. 6.1. Quecksilberdilatometer 
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Abb.6.2. Prinzipschema eines Festkorperdilatometers 
mit heruntergezogenem Thermostatmantel 

Volumen von Quecksilber und Probe. U m das Volumen der Probe zu erhalten, 
muf3 eine Korrektur fur die Volumenausdehnung von Hg und Glasgefaf3 
vorgenommen werden. Die Messung des Ausdehnungskoeffizienten erfolgt 
automatisch in einem temperaturgeregelten Flussigkeitsthermostaten mit einer 
Kamera. 
Diese Methode gestattet die Bestimmung von Ausdehnungskoeffizienten und 
spezifischem Volumen in einem Temperaturbereich uberhalb des Schmelz
punktes von Quecksilber. 

2) Festkorperdilatometer: 
Bei dieser Methode wird die Uingenanderung einer Probe, deren Grenzflachen 
moglichst genau gearbeitet sind, bei Temperaturanderung auf induktive, 
kapazitive oder interferometrische Weise bestimmt. Abbildung 6.2 zeigt als 
Beispiel die schematische Anordnung eines Festkorperdilatometers, bei dem 
die Temperatur der Probe mit Stickstoffgas geregelt wird und die Messung der 
Langenanderung induktiv erfolgt. 
Die Langenanderung des Probestabes wird relativ zur Lange eines Quarzroh
res mit Hilfe eines induktiven Wegaufnehmers bestimmt. Die Verbindung 
zwischen dem Kern des Wegaufnehmers und dem Oberteil der Probe wird 
durch einen Quarzstab hergestellt. Der obere Teil des Quarzstabes und die 
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Halterung des Wegaufnehmers werden durch einen Flussigkeitsthermostaten 
auf konstanter Temperatur gehalten. Die Thermostatisierung des unteren 
Teiles des Dilatometers und der Probe erfolgt mit Stickstoffgas vorgegebener, 
geregelter Temperatur. 
Diese Methode erlaubt die Bestimmung des Ausdehnungskoeffizienten von 
Polymeren, die nicht allzu weich sind (fUr amorphe Polymere im Temperatur
bereich unterhalb Tg). Da die lineare Ausdehnung gemessen wird, istjedoch die 
Isotropie der untersuchten Probe Voraussetzung. 

6.2 Das spezifische Volumen amorpher Polymerer 

Kunststoffe haben im allgemeinen eine Dichte zwischen 0,8 und 2,5 g/cm3 , 

wobei Werte von 1 am haufigsten sind. Bei teilkristallinen Kunststoffen hangt 
die Dichte vom Kristallinitatsgrad abo (Siehe Tabelle 6.1.) 
Kunststoffe sind leichte Werkstoffe; sie unterscheiden sich auch im Ausdeh
nungsverhalten wesentlich von anderen Werkstoffen. 

v = l/e spezifisches Volumen 

a=:-G;)p (Volumen) Ausdehnungskoeffizient (1 ) 

Normalerweise bestimmt man a bei einem Druck von 1 bar; Einheit K -1. 

Bei vielen Werkstoffen ist a in weitem Temperaturbereich naherungsweise 
konstant; nicht so bei Polymeren. Fur amorphe Polymere betragt die 
Volumenausdehnung unterhalb der Glastemperatur nur etwa 1/3 des Wertes 
der Volumenausdehnung uberhalb der Glastemperatur. 

Tabelle 6.1. Dichte einiger Werkstoffe, bei 25°C, in g/cm 3 

Werkstoff Dichte, 11 amorphe Kunststoffe teilkristalline K unststoffe 

amorph kristallin 

Stahl 7,8 PS 1,05 PE 0,85 1,00 
Al 2,7 PVC 1,39 PP 0,85 0,95 
Glas 2,5-3,0 PMMA 1,17 PTFE 2,0 2,35 
Buchenholz 0,66 PC 1,21 PA-6 1,08 1,32 

Tabelle 6.2. Der Volumenausdehnungskoeffizient (X einiger Werkstoffe, 10- 5 K- 1 

Quarzglas 
Glas 
Stahl 
Eis 
Wasser (20°C) 
diverse Fliissigkeiten 

0,16 
2,5 
3,5 

11 
21 
20-60 

Amorphe Polymere: 
Glaszustand 
gummi-elast. Zustand 
Schmelze 

(X = (Xg '" 10-20 

(X = (Xl '" 50-60 
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Wichtig: Bei Konstruktionen, bei denen Kunststoff an Glas oder Metall fest 
verbunden wird, miissen bei Temperaturiinderungen starke thermische 
Spannungen auftreten: CXKunst.::::: 6 . CXStahl 

Der Veri auf des spezifischen Volumens als Funktion der Temperatur hiingt 
von den Versuchsbedingungen ab (Kiihlen oder Heizen). Kiihlt man die Probe 
mit konstanter Kiihlgeschwindigkeit f3 (K . s - 1) vom gummi-elastischen Zu
stand bis in den Glaszustand, dann findet man fUr das spezifische Volumen das 
in Abb.6.3 gezeigte Verhalten. 1m gummi-elastischen Zustand und im 
Glaszustand verliiuft das spezifische Volumen niiherungsweise linear mit der 
Temperatur, aber mit verschiedenen Ausdehnungskoeffizienten CX1 bzw. cxg. 
Beim Ubergang vom gummi-elastischen in den Glaszustand zeigt v als 
Funktion von T einen ziemlich scharfen Knick. Durch Extrapolation der 
beiden Geraden findet man einen Schnittpunkt, der die Glastemperatur Tg 
definiert. 
Wiederholt man die Messung bei anderen Kiihlgeschwindigkeiten, so erhiilt 
man das in Abb. 6.4 schematisch angedeutete Resultat. Die Werte von CX1 und cxg 

hiingen nicht von der Kiihlgeschwindigkeit ab, ebensowenig wie der Wert des 

v 

t 

Glas 

~, 

I 
I 
I 
I 
I 
:Schmelze 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

Abb.6.3. Spezifisches Volumen amorpher 
Polymerer beim Kiihlen und die Definition 
der Glastemperatur 

p, Abb.6.4. Spezifisches Volumen als Funk-
p, tion der Temperatur bei verschiedenen Kiihl

geschwindigkeiten 
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Abb.6.S. Spezifisches Volumen von PS als Funktion der Temperatur bei verschiedenen 
Kiihlgeschwindigkeiten f3 nach [96) 

spezifischen Volumens im gummi-elastischen Zustand, Bei Erhohung der 
Kiihlgeschwindigkeit erhoht sichjedoch die Glastemperatur und der Wert des 
spezifischen Volumens im Glaszustand. 
Fiir amorphe Polymere findet man folgenden Zusammenhang zwischen der 
Glastemperatur und der Kiihlgeschwindigkeit: 

mit a~3K (2) 

Hier bedeuten Tg bzw. To die Glastemperaturen, gemessen bei den Kiihlge
schwindigkeiten P bzw. Po. Eine Erhohung der Kiihlgeschwindigkeit urn einen 
Faktor 10 erhoht die Glastemperatur urn etwa 3 K. 
In Abb. 6.5 ist der Veri auf des spezifischen Volumens von PS in der Nahe der 
Glastemperatur bei verschiedenen Abkiihlgeschwindigkeiten gezeigt. Ab
bildung 6.6 zeigt den Zusammenhang zwischen Glastemperatur und Kiihlge
schwindigkeit fiir vier amorphe Kunststoffe. Man beachte, daB fiir jedes 
Polymer eine andere Temperaturskala gewahlt wurde. 
In Tabelle 6.3 sind die Glastemperaturen einiger amorpher Polymerer und die 
Ausdehnungskoeffizienten iiber- und unterhalb Tg aufgelistet. 
Das Ausdehnungsverhalten amorpher Polymere kann durch die Theorie des 
freien Volumens (Leerstellentheorie) erklart werden. Man kann sich das 
spezifische Volumen einer Fliissigkeit oder eines Polymeren im gummi
elastischen Zustand aus drei Komponenten zusammengesetzt den ken 

v = Vo + Vs + Vr 

Eigenvolumen der Molekiile 
Schwingungsvolumen der Molekiile 
freies Volumen (Leerstellen) 

(3) 

Vs und Vr sind temperaturabhangig; das Schwingungsvolumen entsteht da
durch, daB Molekiile und Atome urn ihre Gleichgewichtslagen Warmeschwin
gungen ausfiihren und daB der Potentialverlauf der Anziehungs- und Absto-



Das spezifische Volumen amorpher Polymerer 113 

106 

102 

98 

72 

PC --

.----PM~ --. 
.-.--------.-

.--.----

.---.-
. ----- 0-.- PS -- 0-

68.--------------- - P~O--------____ 0 

136 

98 

94 

90 

86 

64 B, K/s 82 

10-1 

Abb.6.6. Glastemperatur T. als Funktion der Kiihlgeschwindigkeit fJ fUr vier amorphe 
Polymere nach [96] 

Tabelle 6.3. Einige dilatometrische Daten amorpher Polymerer [96] 

Polymer TI 
g a, K IXg' 10- 4 K- 1 lXI' 10- 4 K- 1 

PS 94,7 3,3 2,30 5,73 
PMMA 110,4 3,2 2,57 6,06 
PVC 68,6 3,2 2,06 5,54 
PC 140,8 2,5 2,15 6,04 

1 in DC, bei fJ = 1 K/min 

Bungskriifte asymmetrisch ist (vgl. Abb. 3.1). Dadurch wird der mittlere 
Abstand zweier Atome oder Molekiile mit steigender Temperatur vergrol3ert. 
Die Wiirmebewegung bewirkt aber auch, daB ab und zu eine Anzahl 
benachbarter Molekiile so weit voneinander wegschwingen, daB ein Loch 
entsteht, das selbst molekulare Abmessungen hat. Diese Leerstellen sind 
ziemlich stabil, konnen aber durch die Fliissigkeit wandern. Sie bilden 
zusammen das Leerstellenvolumen oder freie Volumen. 
Eine zusiitzliche Leerstelle erfordert innere Energie (Oberfliichenenergie), 
bringt aber auch einen zusiitzlichen Beitrag zur Entropie. Deshalb wird der 
Beitrag der Leerstelle zur Erniedrigung der freien Energie mit zunehmender 
Temperatur groBer werden und wir miissen erwarten, daB der Gleichgewichts
wert des Leerstellenvolumens mit steigender Temperatur zunimmt. 
Die Beweglichkeit der Molekiile und damit die Moglichkeit zur mikrobrown
schen Bewegung hiingt stark yom Wert des freien Volumens abo Bei Unter
schreiten eines kritischen Wertes des freien Volumens nimmt die Beweglichkeit 
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Abb.6.7. Einfrieren des freien Volumens 
bei der Glastemperatur 

sehr plotzlich ab: Die mikrobrown'sche Bewegung kommt zum Erliegen. (In 
einem iiberfiillten Autobus oder einer iiberfiillten Bahn in der Verkehrsspitze 
wird das Ein- oder Aussteigen auf einmal fast unmoglich.) 1 

Kiihlt man daher aus dem gummi-elastischen Zustand in den Glaszustand ab, 
dann wird das freie V olumen solange abnehmen, solange es seinen thermody
namischen Gleichgewichtswert noch anzunehmen vermag (Diffusion von 
iiberzahligen Leerstellen aus dem Material). Erreicht das freie Volumenjedoch 
seinen kritischen Wert, dann erstirbt die mikrobrown'sche Bewegung und 
damit auch die Moglichkeit der Diffusion von Leerstellen. Es wird der Wert des 
freien Volumens eingefroren, der beim Durchlaufen dieser Temperatur (Tg) 
gerade vorhanden war (Abb. 6.7). 
Nach dieser Hypothese ist der Glaszustand ein Nichtgleichgewichtszustand, in 
dem das Leerstellenvolumen des Polymeren seinen thermodynamischen Wert 
iibertrifft. Die Temperatur, bei der dieser EinfrierprozeB stattfindet, hangt von 
der Kiihlgeschwindigkeit ab und heiBt Glastemperatur. Konstruiert man dann 
das spezifische Volumen als Summe von Vo, Vs und vr , dann muB v bei Tg 
ebenfalls einen Knick aufweisen. 

Volumenrelaxation und physikalische Alterung [97] 
Der Glaszustand ist ein Nichtgleichgewichtszustand; das spezifische Volumen 
ist in diesem Zustand hoher, als es nach den Gesetzen der Thermodynamik sein 
sollte. Nach Abschrecken in den Glaszustand wird auch bei konstanter 
Temperatur das spezifische Volumen eines Polymeren seinen Gleichgewichts
zustand anstreben, ohne ihn wegen der geringen Beweglichkeit erreichen zu 
konnen. 

1 Dieser sehr anschauliche Vergleich stammt von L. C. E. Struik [97]. 
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Dieser Vorgang heiBt Volumenrelaxation. Er ist von der Anderung einer 
Anzahl technologischer Eigenschaften begleitet, die yom freien Volumen 
bestimmt werden. Den Komplex dieser Erscheinungen bezeichnet man nach 
Struik [97] als physikalische Alterung; (siehe Abb. 6.8). Das spezifische und das 
freie Volumen eines Kunststoffes hangen also von seinem Alter ab 
(Alter = Zeit, die zwischen dem letzten Abschreckvorgang in den Glaszustand 
und der Gegenwart verstrichen ist.) Ein Kunststoff, der vor einem Jahr 
extrudiert wurde, hat andere Eigenschaften als ein Kunststoff, der vor einer 
Woche verarbeitet wurde! 
Die Volumenrelaxationserscheinung ist fUr PS in Abb. 6.9 verdeutlicht. Das 
spezifische Volurnen andert sich nach Abschrecken yom gummi-elastischen 
Zustand in den Glaszustand bei konstanter Temperatur als Funktion der Zeit. 
Liegt die Temperatur, auf die abgeschreckt wurde, nur wenige Grade unterhalb 
der Glastemperatur Tg, dann komrnt der Volurnennachwirkungsvorgang nach 
einiger Zeit zum Stillstand und das Polymer erreicht schlieBlich den Gleichge
wichtswert seines spezifischen Volumens bei der entsprechenden Ternperatur. 
Aber schon 15°C unter Tg ist innerhalb praktischer MeBzeiten das Erreichen 
des Volumengleichgewichtes nicht mehr zu beobachten. 
SchlieBlich zeigen wir fUr einige amorphe Kunststoffe das Ausdehnungsverhal
ten, gemessen bei konstanter Kiihlgeschwindigkeit, iiber einem wei tern Tempe
raturbereich. In Abb. 6.10 ist das spezifische Volumen eines technischen 
Polystyrols zwischen 4 K und 200°C gezeigt, in Abb.6.11 der hieraus 
berechnete Ausdehnungskoeffizient, in logarithmischer Auftragung. Die in 
den Abb. 6.10 und 6.11 gezeigten Resultate wurden mit Hilfe von drei 
verschiedenen experimentellen Methoden erhalten. Messungen bei niedrigen 
Ternperaturen wurden von Hartwig mit Hilfe eines Laserdilatometers in einern 
Heliurnkryostaten durchgefiihrt [99]. 

v 

t 

",/, 
. //'--GI~ichgewichts-

",;.'" : wert , 

Abnahme des freien Volumens 
Abnahme der Beweglichkeit der Mol. 
Zunahme der Dichte 
Versprodung 
Zunahme der Elastizitiitsmoduli 
Abnahme der Bruchdehnung 

Abb.6.8. Volumenrelaxation und physikalische 
Alterung 



116 Spezifisches Volumen der makromolekularen StolTe 

0,952 

0,950 

0,948 

0,946 

0,944 

0,942 

0,940 

0,938 

PS N 7000 oW 

To = 115°C 

_t,s 

60°C 

50°C 

Abb.6.9. Volumenrelaxation eines technischen Polystyrols nach Abschrecken von 115°C auf 
verschiedene Temperaturen im Glaszustand. nach Greiner [98] 

v,cm3/g PS 13 = 1.2 K/ h 
1,020 

0,980 

0,940 

T, ·C 

-200 -100 o 100 200 
Abb.6.1O. Spezifisches Volumen eines technischen Polystyrols 



-1 
IX,K 

I 

/ 
I 

100 

Das spezifische Volumen amorpher Polymerer 117 

PS o Hartwig 

Greiner 

200 300 

KFZ Karlsruhe 

WWY.. Erlangen 

- T,K 

400 500 

Abb.6.11. Volumenausdehnungskoeffizient eines technischen Polystyrols 

0,88 

0,86 

0,84 1.02 

0,82 1.00 

0,98 
0,76 

0,96 
0,74 

0,94 
0,72 

0,70 

-200 -100 o 100 200 

Abb.6.12. Spezifisches Volumen von PS, PVC, PMMA und PC bei einer Kiihlgeschwindig
keit von f3 = 120 K/h, nach Greiner [100] 
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1m Bereich mittlerer und hoher Temperaturen wurde von Greiner mit Hilfe des 
Festk6rperdilatometers (Abb. 6.2) und mit Hilfe des Quecksilberdilatometers 
(Abb. 6.1) gemessen [96]. Man sieht, daB der Ausdehnungskoeffizient von PS 
eine Stufe bei der Glastemperatur aufweist und bei niedrigen Temperaturen 
(ab etwa 60 K) sehr stark absinkt. Das Verschwinden der thermischen Aus
dehnung in der Nahe des absoluten NUllpunktes ist eine Eigenschaft aller 
Feststoffe. 
Abbildung 6.12 zeigt das Ausdehnungsverhalten von einigen technischen 
Kunststoffen, namlich PS, PVC, PMMA und PC. Man beachte, daB die 
Ordinate zweimal unterbrochen wurde, urn das Ausdehnungsverhalten aller 
Polymere in der gleichen Abbildung zeigen zu k6nnen. Mit Tg ist jeweils der 
Knick bei der Glastemperatur angedeutet. Die Kurven zeigen jedoch auch im 
Glaszustand noch einige - schwachere - Anderungen des Ausdehnungskoeffi
zienten. Die entsprechenden Temperaturen wurden hier nicht angedeutet; sie 
korrespondieren zum Teil mit den Temperaturlagen sekundarer Dispersions
prozesse im Glaszustand [96]. (Vergleiche auch die Lage der sekundaren 
Dispersionsgebiete in Abb. 9.16 und Tabelle 9.3 in Abschn. 9.4). 

6.3 Das spezifische Volumen teilkristalliner Polymerer 

Das v-T Diagramm teilkristalliner Polymerer laBt sich additiv aus dem 
Verhalten des amorphen und des kristallinen Anteils zusammensetzen. 
Gl. (5.8) laBt sich fur aile Temperaturen anwenden, vorausgesetzt, daB der 
Kristallinitatsgrad x nicht von der Temperatur abhangt, d. h. daB bei 
Temperaturanderungen keine Nachkristallisation oder Umkristallisation 
stattfindet: 

v = Vk • X + Va . (1 - x) (4) 

Urn diese Formel anwenden zu k6nnen, braucht manjedoch die Temperatur
abhangigkeit des spezifischen Volumens der kristallinen Phase, Vk und der 
amorphen Phase, Va' Nehmen wir an, daB der Ausdehnungskoeffizient der 
kristallinen Phase efwa dem Ausdehnungskoeffizienten der amorphen Phase 
im Glaszustand entspricht oder etwas kleiner ist C(k ~ C(g' und daB der 
Ausdehnungskoeffizient der amorphen Phase im gummi-elastischen Zustand 
gleich dem der Schmelze ist. Dann erhalten wir das in Abb. 6.13 dargestellte 
schematische Bild. 
Durch Superposition der Kurvenverlaufe aus Abb. 6.13 findet man das 
Ausdehnungsverhalten eines teilkristallinen Polymeren, das naturlich stark 
yom Kristallinitatsgrad abhangt (Abb.6.14). Den scharfen Schmelzpunkt 
findet man nur beim Heizen; beim Kuhlen tritt Kristallisation im ganzen 
Bereich (Tg, Tm) auf. Dementsprechend entsteht eine Art "Hysterese" im 
spezifischen Volumen. 
Ein Beispiel fUr eine solche Hysterese findet man in Abb. 6.15. Dort wurde das 
Volumen-Temperatur Diagramm von Polyethylen hoher Dichte bei Heizen 
und Kuhlen bei zwei verschiedenen Heiz- bzw. Kuhlgeschwindigkeiten 
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Abb.6.13. Ausdehnungsverhalten der rein 
amorphen und der rein kristallinen Phase 
eines Polymeren, schema tisch 
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Abb.6.15. Spezifisches Volumen von HDPE 
bci der Heizgeschwindigkeit q, nach 
Blauberger [101] 
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Abb.6.16. Kristallisationsisothermen von HDPE nach Abschrecken aus der Schmelze, nach 
Blauberger [101] 

dargestellt. Die Hystereseschleife wird urn so ausgepriigter, je schneller die 
Temperaturiinderungen erfolgen. 
Abbildung 6.16 zeigt schliel3lich das spezifische Volumen eines teilkristallinen 
Polymeren, das im Dilatometer von der Temperatur To = 150°C schlagartig 
auf niedrigere Temperaturen abgekuhlt wurde. Der Kristallisationsvorgang 
manifestiert sich in einem Ubergang des spezifischen Volumens von den hohen 
Werten der Schmelze auf die niedrigeren Werte bei der entsprechenden 
Temperatur. Diese Kurven vermitteln ein MaB fur die Kristallisationsge
schwindigkeit des Polymeren bei diesen Temperaturen. Man sieht, daB die 
Kristallisationsgeschwindigkeit von HDPE mit abnehmender Temperatur 
stark ansteigt. Auf iihnliche Weise wurden die in Tabelle 5.8 angefiihrten 
Kristallisa tionsgeschwindigkei ten gemessen. 
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Teil II 
Technische Mechanik von Polymeren 

Schwerpunkte des zweiten Teiles bilden die Technische Mechanik der Kunst
stoffe, die Theorie des linearen, visko-elastischen Deformationsverhaltens und 
eine Zusammenfassung der Zeit- und Temperaturabhangigkeit des Deforma
tionsverhaltens der Polymeren und ihre molekulare Deutung. Es wurde keine 
Vollstandigkeit der Stoffauswahl angestrebt; hierfiir und fUr eine tiefergehen
de Behandlung sei auf die zitierte Literatur verwiesen: 

102. Nitsche R, Wolf KA (1962) Kunststoffe Bd. I Springer, Berlin Heidelberg New York 
103. Houwink R, Staverman AJ (1962) Chemie und Technologie der Kunststoffe Bd. I, 

Akad. Verlagsges. Geest & Portig, Leipzig 
104. Tobolsky A V (1967) Properties and Structure of Polymers, John Wiley, New York 
105. Eirich FR (1956)-(1969) Rheology Vol I-V, Academic, New York 
106. Ward 1M (1971) Mechanical properties of solid polymers, Wiley-Interscience, London 
107. Christensen RM (1971) Theory of viscoelasticity, Academic Press, New York 
108. Pipkin AC (1972) Lectures on viscoelasticity theory, Springer, Berlin Heidelberg New 

York 1 

109. Aklonis 11, MacKnight WJ, Shen M (1972). Introduction to polymer viscoelasticity, 
Wiley-Interscience, New York 

110. Treloar LRG (1975) The physics of rubber elasticity, Clarendon, Oxford 
111. Ferry JD (1980) Viscoelastic properties of polymers, John Wiley, New York 
112. Williams JG (1980) Stress analysis of polymers, Ellis Horwood, Chichester 1 

113. Tschoegl NW (1989) The phenomenological theory of linear viscoelastic behavior, 
Springer, Berlin Heidelberg New York 1 

1 schwerer, fUr weiterfUhrendes Studium. 



7 Das Zug-Dehnungs-Verhalten von Polymeren 

7.1 Der Zugversuch 

Man charakterisiert das Zug-Dehnungs-Verhalten von Werkstoffen mit Hilfe 
des Zugversuches. Ein Probes tab wird zwischen die Klemmbacken einer 
Zugpriifmaschine geklemmt; eine Klemme wird mit vorgeschriebener (z. B. 
konstanter) Geschwindigkeit bewegt, an der anderen Klemme wird die 
Reaktionskraft K gemessen. Der Probestab hat oft die in Abb. 7.1 angedeutete 
Form; bei den Klemmbacken ist er dicker, verjiingt sich dann iiber zwei 
Schultern in einen schlanken Teil mit konstantem Querschnitt. (Grund: 
Erzwingen der Bruchstelle bzw. der Einschniirung in einem Teil des Probesta
bes, der nicht yom Druck der Klemmbacken beeinfluBt wird). Die MeBHinge 10 
muB innerhalb des schlanken Teiles mit konstantem Querschnitt definiert 
werden, ebenso wie die Querschnittsflache Ao. 
Man miBt den Verlauf der Kraft K, der Me13lange 1 und der Querschnittsflache 
A im deformierten Zustand. Hieraus errechnet man die technologische 
Zugspannung (J, die wahre Zugspannung (Jw, die Dehnung e und das Dehnver
hiiltnis A: 

(J = KjAo 

(Jw = KjA 

(1) 

(2) 

(3) 

In vielen Fallen kann man die Querschnittsflache im deformierten Zustand 
nieht direkt bestimmen. Unter der Annahme, daB das Probenmaterial 
inkompressibel ist, laBt sich (Jw aus (J und A berechnen. Wegen 10Ao = 1 . A gilt 

(Jw = A(J = (1 + e) (J Probe inkompressibel! (4) 

Manchmal verzichtet man sogar auf die Bestimmung der Me13lange 1 im 
deformierten Zustand und begniigt sich mit der Messung des Klemmabstandes 
L wahrend des Versuches. Man berechnet dann eine "Dehnung aus dem 
Klemmabstand" e: 

(5) 

Die Annahme e ~ e ist jedoch oft fehlerhaft. Der genaue Zusammenhang 
zwischen e und e hangt ab von: 

der Form des Probestabes 
den mechanischen Eigenschaften des Probematerials 
einem eventuell auftretenden Verrutschen der Probe in den Klemm
backen 
der GroBe der Dehnung 
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Abb.7.1. Zur Definition des Zugversuches 

Zugversuche werden meistens mit konstanter Dehngeschwindigkeit ausge
fUhrt. Auch hier begnugt man sich oft damit, den Weg der Klemmbacken zu 

regeln: L = Lo . (1 + at) fUr t> ° (6) 

Die Konstante a (Einheit s - 1) bezeichnet man als Dehngeschwindigkeit, 
obwohl sie eigentlich die Geschwindigkeit von § darstellt. 

7.2 Zug-Dehnungs-Diagramm von Stahl 

Wir betrachten zum Vergleich das Zug-Dehnungs-Diagramm eines Baustahles 
Abb. 7.2. Dieses Diagramm besteht aus zwei Gebieten, in denen das mechani
sche Verhalten des Werkstoffes wesentliche Unterschiede aufweist. Bei kleinen 
Dehnungen und niederen Spannungen ist das Diagramm naherungsweise 
linear mit einem groBen Steigungswinkel fJ. Dort verhalt sich das Material 
elastisch, d.h. bei Entlasten des Probestabes wird das gleiche Zug-Dehnungs
Diagramm in entgegengesetzter Richtung durchlaufen und unter der Span
nung Null wird der ungedehnte Zustand wieder erreicht. In diesem (linear 
elastischen) Gebiet kann man den Zusammenhang zwischen Spannung und 
Dehnung daher einfach beschreiben: 

a=E·c 

der Elastizitatsmodul ist. 
Fur Stahl gilt angenahert 

wobei E = tanfJ 

E = 210000 N/mm2 = 2,1 . 1011 Pa 

as = 250 N/mm2 cs = 0,1 bis 0,2 % 



Zug-Dehnungs-Verhalten von Polymeren 125 

G' 

I 

I 
I 
I 

plastische Deformation .. bleibend 
(Abgleiten von Gitterebenen) 

Cs 

elastische Verformung ... reversi bel 
(Dehnung des Kristallgitters) 

G=E·£ 

-C 

Abb.7.2. Zug-Dehnungs-Diagramm von Stahl (schematisch) 

Bei Erreichen der Streckspannung as bzw. der Streckgrenze Cs iindert sich der 
Charakter der Deformation. Es bildet sich eine Einschniirung des Probes tabes 
und die Deformation erreicht unter nur miiJ3igem Anstieg der Spannung groJ3e 
Werte (plastisches Deformationsverhalten). Diese plastischen Deformationen 
bilden sich bei Entlasten des Probes tabes nicht mehr zuriick, sondern sind 
bleibend. Erreicht die plastische Deformation bestimmte Grenzwerte, so tritt 
Bruch auf. Die Werte der Bruchspannung ab bzw. Bruchdehnung cb hiingen von 
den Einzelheiten der Struktur und der Vorbehandlung des Stahles abo Typische 
Werte sind: 

ab = (400 bis 1400) Njmm 2 ; 

7.3 Zug-Dehnungs-Verhalten von Polymeren 

Bei Polymeren findet man drei verschiedene Formen von Zug-Dehnungs
Diagrammenje nach dem Aggregatzustand, in dem sich das Polymere befindet. 
Harte spr6de Kunststoffe zeigen ein Zug-Dehnungs-Verhalten, das schema
tisch in Abb. 7.3 angedeutet wurde. Dieses Verhalten finden wir im Glaszu
stand der amorphen Polymeren bei niedrigen Temperaturen und im harten 
Zustand der teilkristallinen Polymeren. Das Diagramm ist nur niiherungsweise 
linear; besonders in der Niihe des Bruchpunktes (ab , Cb) zeigt es negative 
Kriimmung. Doch liiJ3t sich auch hier aus der Anfangssteigung ein Elastizitiits
modul definieren. Dieser hiingt von Temperatur und Dehngeschwindigkeit ab; 
iibliche Werte sind: 

E = (3 bis 10) . 109 Pa; a b = (10 bis 200) Njmm 2 ; Cb = (0,2 bis 3) % 

Bei Entlasten des Probestabes vor Erreichen der Bruchspannung wird beim 
Riicklauf der Maschine ein Zug-Dehnungs-Diagramm durchlaufen, das nur 
geringfiigig unterhalb des urspriinglichen liegt. Die von den Diagrammen 
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Abb.7.3. Zug-Dehnungs-Diagramm harter, spri:ider Kunststoffe 

Tabelle 7.1. Festigkeiten und Moduli von Kunststoffen bei tie fen Temperaturen nach 
Hartwig [114]. Moduli und Spannungen in N/mm2, Dehnungen in %. 

Kunststoff T,K (J, G, (Jb Gb E 

PE 4 175 2,5 4,5 9700 
77 150 2,5 6 

EP 4 65 0,95 8000 
77 65 1.03 7000 

eingeschlossene Oberfliiche ist ein MaB fUr die wiihrend des Kreisprozesses in 
Wiirme umgewandelte mechanische Energie (Hysterese). Der GroBteil der 
Deformation ist reversibel. Einige Beispiele von MeBwerten bei sehr tiefen 
Temperaturen findet man in Tabelle 7.1. 
Das Zug-Dehnungs-Diagramm von Polymeren, die Kaltverstreckung zeigen 
(Abb.7.4), iihnelt dem des Stahles. Diesen Typ des Zug-Dehnungs-Diagram
mes findet man bei amorphen Polymeren im Temperaturbereich 
(Tg - 30 < T < Tg) und bei teilkristallinen Polymeren in einem ausgedehnteren 
Temperaturbereich, der den GroBteil des lederartigen Zustandes einschlieBt. 
Auch dieses Zug-Dehnungs-Diagramm zeigt eine Streckspannung as bzw. eine 
Streckgrenze Gs 1. U nterhalb der Streckgrenze ist das Deformationsverhalten 
niiherungsweise linear und elastisch: 

as ~ (10 bis 60) Njmm 2 Gs ~ (2 bis 5)% 

Bei der Streckgrenze tritt eine Einschniirung an einer Stelle des Probestabes 
auf. Dann wiichst die Dehnung ohne weitere Zunahme der technologischen 

1 Streckspannung und Streckgrenze bezeichnet man bei Kunststoffen auch manchmal als 
FlieBspannung bzw. FlieBgrenze. Den Verstreckungsvorgang nennt man auch plastisches 
FlieBen von Kunststoffen (wegen seiner Ahnlichkeit mit dem plastischen FlieBen der 
Metalle). 
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Abb.7.4. Das Zug-Dehnungs-Diagramm und die Form des Probestabes bei der Kaltver
streckung 

Spannung auf sehr groBe Werte an. Wah rend dieses V organges (Kaltver
streckung) bildet sich eine verstreckte Phase im Probestab, die auf Kosten der 
unverstreckten Phase wachst. Da die verstreckte Phase einen kleineren 
Querschnitt und eine groBere Lange aufweist als die unverstreckte, wachst 
wahrend dieses Vorganges die scheinbare Dehnung zwischen den Klemmen e 
stark an 1. 

Erst wenn die ganze Probe verstreckt ist, steigt die Spannung wieder an und es 
tritt kurz danach Bruch auf: 

Cb ~ (200 bis 500) % 

Unterbricht man den Vorgang der Verstreckung vor seinem Ende und laBt die 
Zugprufmaschine zurucklaufen, dann bildet sich bei Entlasten nur der 
elastische Deformationsanteil zuruck; die verstreckte Phase bleibt jedoch im 
verstreckten Zustand. Der GroBteil der scheinbaren Dehnung ist daher 
bleibend. Erst wenn die entlastete Probe auf hohere Temperaturen erwarmt 
wird (bei amorphen Polymeren auf T > Tg) bildet sich die verstreckte Phase 
spon tan in die unverstreckte zuruck (Thermoruckfederung). 
Der MolekularprozeB, der der Kaltverstreckung von amorphen Polymeren 
zugrunde liegt, ist das Orientieren der Kettenmolekule unter dem EinfluB der 
hohen mechanischen Spannung in Zugrichtung. Bei den teilkristallinen 

1 Man beachte, daB in diesem Fall die Dehnung E bzw. die wahre Spannung (Jw in beiden 
Phasen des Probestabes stark verschiedene Werte aufweisen. 
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Abb.7.S. Zug-Dehnungs-Verhalten im gummi-
-- € elastischen Zustand, schematisch 

Polymeren ist der MolekularprozeB komplizierter: Neben der Orientierung der 
Molekiile in den amorphen Bereichen tritt noch Orientierung der Kristallite 
bzw. Umkristallisation der Kristallite auf. 
Den dritten Typ des Zug-Dehnungs-Diagrammes, das gummi-elastische Deh
nungsverhalten, finden wir bei amorphen, vernetzten Polymeren bei Tempe
raturen oberhalb Tg und bei amorphen unvernetzten Polymeren im Tempera
turbereich des gummi-elastischen Plateaus. Dieses Zug-Dehnungsverhalten ist 
in Abb. 7.5 dargestellt. 
Das Zug-Dehnungs-Diagramm ist stark nichtlinear, es zeigt negative Kriim
mung im Bereich kleiner und mittlerer Deformationen und positive Kriim
mung im Bereich extrem hoher Deformationen. Definiert man trotzdem einen 
Elastizitatsmodul durch die Steigung des Diagrammes in der Umgebung des 
Nullpunktes, so findet man Werte, die 1000mal niedriger sind, als die im 
Glaszustand oder bei der Kaltverstreckung. Die Dehnung verlauft gleichmaBig 
iiber das ganze Probestiick und kann sehr hohe Werte erreichen 

E ~ (1 bis 10)· 106 Pa 

ab ~ (10 bis SO)N/mm2 Cb ~ (200 bis 1000)% 

Bei Entlasten vor Brucheintritt findet man reversible Riickfederung mit nur 
geringer Hysterese. Gummi-elastische, vernetzte Stoffe konnen daher als 
naherungsweise elastische, nichtlineare Werkstoffe angesehen werden. 
Der Molekularmechanismus, der dem Zug-Dehnungs-Verhalten zugrunde 
liegt, ist das Aufrollen und Orientieren der Knauel in Spannungsrichtung; der 
Mechanismus der Riickfederung bei Entlasten besteht aus der Wirkung der 
Brown'schen WarmestoBe der Nachbarmolekiile, die das Molekiil in seine 
wahrscheinlichste (Knauel-)Gestalt zuriicktreiben. Ein Teil der a-c Kurve laBt 
sich aus der statistischen Theorie der Kautschukelastizitat ableiten. Insbeson
dere ergibt sich die GroBe des Elastizitatsmoduls zu 

E = 3·G (7) 

wobei G der Schubmodul nach Gl. (5.6) ist. 
Fiir amorphe Polymere findet man mit steigender Temperatur aile drei Typen 
des Zug-Dehnungs-Verhaltens (Abb. 7.6). Bei tiefen Temperaturen findet man 
Sprodbruch (A), wobei mit steigender Temperatur der Elastizitatsmodul und 
die Bruchspannung etwas abnehmen, die Bruchdehnung etwas steigt. Bei etwa 
Tg - 30 erscheint das erste Anzeichen einer Verstreckung (B); mit steigender 



Deformationsverhalten 129 

a 
(Al Sprodbruch 

(B 1 Kaltverstreckung 

Tg 

-- £ 

Abb.7.6. Zug-Dehnungs-Verhalten eines amorphen, vernetzten Polymeren bei verschiedenen 
Temperaturen, schema tisch 

Temperatur sinkt die Streckspannung und steigt die Bruchdehnung stark. Bei 
Tg wird die Dehnung wieder homogen, der Modul wird viel niedriger (C). Der 
EinfluB steigender Temperatur auBert sich dann hauptsachlich in einer 
Abnahme der Bruchspannung und Bruchdehnung. Die Gestalt des durchlaufe
nen Teiles der Zug-Dehnungs-Kurve hangt bei vernetzten Kautschuken nur 
geringfugig von der Temperatur abo 
Neben der Temperatur hat auch die Dehngeschwindigkeit IY. einen EinfluB auf 
die Gestalt des Zug-Dehnungs-Diagrammes. Dabei hat eine Temperaturerho
hung einen ahnlichen Effekt wie eine Erniedrigung der Dehngeschwindigkeit. 

7.4 Beschreibung des Deformationsverhaltens von Polymeren 

Bei der Beschreibung des Deformationsverhaltens von Werkstoffen verwendet 
man verschiedene Postulate, urn die Problemstellung einfacher zu gestalten. 
Die drei wichtigsten sind: 

(I) Das Material ist linear; im einfachsten (elastischen) Fall: a = E . 8; fur 
visko-elastische Materiale gibt es eine Verallgemeinerung, das sogen. 
Superpositionsprinzip; dieses Prinzip bildet die Basis der technischen 
Mechanik der Kunststoffe. 

(II) Das Material ist elastisch; a = F (8) 
keine Energiedissipation; tan (j = 0 . 

(III)Die Deformationen sind infinitesimal 
8 ~ 1 deshalb 82 ~ O. 

Fur Werkstoffe, die keinem dieser einschrankenden Postulate gehorchen, ist es 
sehr schwer, eine allgemeine beschreibende Theorie des Deformationsverhal-
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tens aufzustellen. Einige bekannte Theorien, die auf oben genannten Postula
ten beruhen, sind folgende: 

1) Hookesche Elastizitiitstheorie (Grundlage der technischen Mechanik der 
klassischen Konstruktionsmateriale): 
(I), (II), (III) sind giiltig 
anwendbar fUr Metalle unterhalb der Streckgrenze, Glas, Keramik, Beton usw. 

2) Theorie der grojJen elastischen Deformationen 
(II) ist giiltig, (I) und (III) sind nicht giiltig 
anwendbar auf die Beschreibung des Deformationsverhaltens von vernetzten 
Kautschuken. 

3) Theorie des linearen visko-elastischen Deformationsverhaltens 
(I) ist giiltig in der Form des Superpositionsprinzipes, (III) ist giiltig 
(II) ist ungiiltig. 

anwendbar auf die naherungsweise Beschreibung des Deformationsverhaltens 
von polymeren Werkstoffen bei kleinen Deformationen und unter niedrigen 
Spannungen. Diese Theorie bildet die iiberaus wichtige Grundlage der 
technischen Mechanik der Kunststoffe. 

7.5 Literatur 

114. Hartwig G (1978) Prog Call and Pol Sci 64: 56 



8 Lineares visko-elastisches Deformationsverhalten 
der Polymere in einfacher Scherung 

8.1 Kriech- und Erholungsversuch; Spannungsrelaxation 

Die Theorie des linearen visko-elastischen Verhaltens beschreibt das Deforma
tionsverhalten aller Polymerer in allen Aggregatzushinden unter der einschriin
kenden Voraussetzung kleiner Deformationen und niedriger Spannungen. Die 
Grenzen der Giiltigkeit dieser Theorie sind daher gewisse Werte der Dehnung el 
(oder Scherung YI) und der Spannung 0'1' Man nennt diese Grenzen Linearitats
grenzen. Die Grundlage dieser Theorie ist das in 8.2 zu besprechende 
Superpositionsprinzip von Boltzmann [115]. 
Die Theorie liefert schlieBlich einen Zusammenhang zwischen einem dreidi
mensionalen Spannungszustand und einem dreidimensionalen Deformations
zustand. Vorliiufig betrachten wir jedoch den einfachen Scherversuch. Spiiter
in Kap. 10 - erfolgt die Verallgemeinerung auf drei Dimensionen. 
Zur Definition der einfachen Scherung verweisen wir auf Abb. 5.2. Ein kleiner 
Wiirfel des Materials liegt mit seinen Kanten parallel an die x, y, z-Achsen eines 
kartesischen rechtshiindigen Koordinatensystemes. Er wird durch eine Scher
kraft in ein Rhomboid verzerrt. Die Tangentialkriifte greifen an den beiden, 
urspriinglich zur y-Richtung senkrecht stehenden Oberfliichen an und sind zur 
x-Richtung parallel. Ihre GroBe pro Einheit der Oberfliiche, an der sie 
angreifen, heiBt Tangentialspannung (auch Scherspannung oder Schubspan
nung) O'xy. Der Wurfel wird zu einem Parallelepiped gleicher Hohe und Breite 
verzerrt, wonach die ursprunglich zur y-Richtung parallelen Kanten einen 
Winkel a mit der y-Richtung einschlieBen. Wir definieren als Scherdeformation 
oder Scherung: 

Yxy = tana (1) 

Wir untersuchen die Zusammenhiinge zwischen O'xy und Yxy und werden in 
diesem Abschnitt stets die Indizes x, y weglassen und einfach von Scherspan
nung 0' und Scherung Y sprechen. Wir werden vorliiufig auch den EinfluB der 
triigen Masse des Probekorpers vernachliissigen. 
Zur Erliiuterung der Begriffe elastisch, viskos und visko-elastisch betrachten 
wir den Kriech- und Erholungsversuch (in einfacher Scherung), wie er in 
Abb. 8.1 angedeutet wurde. Wir denken uns die Scherspannung als Funktion 
der Zeit folgendermaBen vorgeschrieben: 

0' = 0 fUr t < 0 
0' = konstant = 0'0 fUr 0 < t < to (2) 
0' = 0 fur t > to 
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Abb.8.1. Kriech- und Erholungsversuch eines elastischen, viskosen und viskoelastischen 
Materials 

Wir messen die Scherdeformation als Funktion der Zeit unter der konstanten 
Spannung ao (Kriechversuch) oder nach Entlasten der Probe zu einem 
Zeitpunkt t> to (Erholungsversuch). Elastisches Deformationsverhalten liegt 
vor, wenn die Deformation zu jedem Zeitpunkt eine eindeutige Funktion der 
Spannung zum selben Zeitpunkt ist, d. h. wenn 

y = F (a) (3) 

ist. Deshalb mul3 y zeitlich konstant sein, solange a zeitlich konstant ist und es 
mul3 y = 0 sein, wenn a = 0 ist. Ein elastisches Material zeigt daher kein 
Kriechen und volisUindige und sofortige Riickfederung im Erholungsversuch 
(Abb. 8.1 b). 
In dem Spezialfali, in dem der Zusammenhang (3) linear ist, spricht man von 
linear elastischem oder Hooke'schem Deformationsverhalten: 

y = a/Go = 10 . a (4) 

Go heil3t Schermodul (Schubmodul) und 10 = l/Go die Nachgiebigkeit bei 
Scherung (Scherkomplianz). Klassische Werkstoffe (Stahl, Glas, Keramik, 
Beton) verhalten sich bei niedrigen Spannungen niiherungsweise linear ela
stisch und werden mit Hilfe der klassischen Elastizitiitstheorie beschrieben. 
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Viskoses Fliej3en liegt vor, wenn die Deformationsgeschwindigkeit zu jedem 
Zeitpunkt eine eindeutige Funktion der Spannung zum gleichen Zeitpunkt ist, 
d.h. wenn dy 

-=Ji=F(O") 
dt 

(5) 

Aus 0" = konst. folgt dann Ji = konst. = a oder y = at + b. Deshalb zeigt ein 
viskoses Material im Kriechversuch eine lineare Zunahme der Deformation 
mit der Zeit und im Erholungsexperiment uberhaupt keine Ruckfederung. 
(Viskoses FlieBen ist ein vollsUindig irreversibler DeformationsprozeB. Siehe 
auch Abb. 8.2c.) 1m Spezialfall 

dy . / 
dt = Y = 0" 110 = CPo . 0" (6) 

spricht man von linear viskosem oder Newton'schem FlieBverhalten. Die 
Konstante 170 heiBt Viskositiit, ihre Reziproke CPo Fluiditiit. Niedermolekulare 
Flussigkeiten und Gase verhalten sich naherungsweise linear viskos und 
werden durch die klassische Str6mungsmechanik beschrieben. 
Das Verhalten der polymeren Substanzen laBt sich auch nicht naherungsweise 
durch das elastische oder viskose Stoffgesetz darstellen. Vielmehr zeigen die 
Polymeren visko-elastisches Deformationsverhalten (siehe Abb. 8.1 d). Unter 
konstanter Spannung tritt ein Teil der Deformation sofort auf, ein TeiI bildet 
sich erst aus, wenn das Material unter konstanter Spannung steht: Kriechen. 1m 
Erholungsexperiment federt ein Teil der Deformation sofort zuruck, ein 
anderer Teil der Deformation federt erst verz6gert im Laufe des Erholungsex
perimentes zuruck, ein dritter Teil kann bleibend sein. 
Liegt speziell linear visko-elastisches Deformationsverhalten vor, dann ist die 
B6he des Kurvenzuges in Abb. 8.1 d stets proportional zur B6he der wahrend 
des Kriechexperimentes angelegten Spannung 0"0' Insbesondere laBt sich das 
Deformationsverhalten im Kriechversuch dann auf einfache Weise darstellen: 

y (0"0 , t) = 0"0 • J (t) fUr t > 0 (7) 

wobei die Funktion J (t) nicht mehr von der H6he der angelegten Spannung 
abhangt. Die Kriechkurven eines linear visko-elastischen Materials sind also 
zu jedem Zeitpunkt der H6he der angelegten Spannung proportional (siehe 
Abb. 8.2). Kriechkurven unter verschiedenen Spannungen lassen sich zur 
Deckung bringen, indem man sie durch den Wert der angelegten Spannung 
teilt. Die so gefundene Funktion J (t) beschreibt das Verhalten des Stoffes im 
Kriechversuch vollstandig; sie heiJ3t Kriechfunktion oder zeitabhiingige Nach
giebigkeit. 
Die Kriechfunktion ist eine positive, monoton wachsende Funktion der Zeit 

J (t) > O} 
j (t) ~ 0 fUr aile 0 :( t < 00 

Der Grenzwert dieser Funktion fUr sehr kleine (positive) Zeiten wird mit 

Jo = lim J(t) 
t~+O 

(8) 
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• t 

o 
Abb.8.2. Kriechkurven unter den konstanten Spannungen 0"0, 20"0' 30"0 fUr linear visko
elastisches Verhalten 

bezeichnet und heiBt Momentanwert der Nachgiebigkeit. Aus mathematischen 
Grunden nehmen wir an, daB 10 stets groBer als Null ist 

10> 0 (9) 

d. h. wir schlie Ben Materiale, die unmittelbar nach Belasten unendlich starr 
sind, von unseren Betrachtungen aus. Dies ist keine Einschdinkung der 
Allgemeinheit, da fur alle Werkstoffe positive Werte von 10 gefunden werden. 
Es muB jedoch erwiihnt werden, daB Gl. (8) keine direkte experimentelle 
Methode zur Bestimmung von 10 liefert. Bis jetzt wurde die Rolle der triigen 
Masse des Probekorpers vernachliissigt, was im allgemeinen erlaubt ist. Gerade 
unmittelbar nach Anbringen einer konstanten Spannung ist dies jedoch nicht 

o 
Abb.8.3. Verlauf des Kriechexperimentes (-) und seine angenaherte Beschreibung durch 
Gl. (7) (---) 
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Abb. 8.4. Spannungsrelaxationsversuch, schema tisch 
o --t 

der Fall. Der Probekorper muB erst beschleunigt werden und fuhrt dann 
Schwingungen urn die Lage der Kriechkurve aus. Erst nachdem diese 
Schwingungen abgeklungen sind, ist die Beschreibung mit Hilfe von Gl. (7) 
zulassig. Urn den Wert von 10 aus dem Kriechexperiment zu bestimmen, ist 
man also auf eine Extrapolation angewiesen, die in den meisten Fallen nicht 
gelingt. (Siehe Abb. 8.3)! 
Das Gegenstuck zum Kriechversuch ist der Spannungsrelaxationsversuch, bei 
dem man den Ablauf der Deformation folgendermaBen vorschreibt: Dem 
spannungsfreien Probestuck wird zum Zeitpunkt t = 0 plotzlich eine Deforma
tion Yo aufgezwungen, die dann konstant gehalten wird 1: 

y(t) = 0 fUr t < 0 
y(t)=yo fur t>O 

(10) 

Die Spannung, die erforderlich ist, urn diesen Deformationsablaufzu erzielen, 
wird als Funktion der Zeit gemessen. Fur ein linear visko-elastisches Material 
ist diese Spannung das Produkt aus Yo mit einer zeitabhangigen Materialfunk
tion G(t): 

a(Ya, t) = Yo . G(t) fUr t> 0 (11) 

Die Funktion G (t) heiBt Relaxationsfunktion oder zeitabhiingiger Schermodul. 
Sie ist eine positive, monoton abnehmende Funktion der Zeit 

<?(t)~O} fur aile O~t<oo 
G(t) ~ 0 

1 Dieser Deformationsablauf ist nur denkbar, wenn der Einflu13 der tragen Masse des 
Probekorpers vernachlassigt wird. Ein wirkliches Spannungsrelaxationsexperiment wird 
deshalb in der Umgebung von t = 0 anders aussehen miissen, als das in Abb. 8.4 gezeigte, 
und es hochstens annahern konnen. 
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Ihr Grenzwert fUr kleine, positive Zeiten 

Go = lim G(t) 
t~+O 

(12) 

heiBt Momentanwert des Schermoduls. Ebensowenig wie Jo ist Go einer 
direkten experimentellen Bestimmung zugiinglich. 

Bemerkung: Es gilt nicht J (t) . G (t) = 1, sondern, wie wir spiiter beweisen 
werden, die Ungleichung J(t)· G(t) ~ 1. 1m Grenzwert t-+O giltjedoch 

(13) 

Es folgt dann aus dem Nichtverschwinden von J 0 auch das Endlichbleiben von 

Go· 

8.2 Das Superpositionsprinzip 

Den Grundpfeiler der Theorie des linearen visko-elastischen Verhaltens bildet 
das bereits in 1874 von Boltzmann [115] aufgestellte Superpositionsprinzip, das 
etwa folgendes aussagt: Es sei 0"1 (t) eine beliebige, von der Zeit abhiingige 
Spannung, die an der Probe die zeitabhiingige Deformation YI (t) hervorruft, 
und 0"2 (t) eine andere zeitabhiingige Spannung, die an der gleichen Probe die 
Deformation Y2 (t) erzeugt. Die Aussage des Superpositionsprinzipes lautet 
dann, daB die Summe der beiden Spannungen 0" 1 (t) + 0"2 (t) gerade die Summe 
der beiden Deformationen zur Folge hat. In symbolischer Schreibweise: 

Wenn 0"1 (t) -+ Yl (t) } 
und 0"2 (t) -+ Y2 (t) 

dann 0"1 (t) + 0"2 (t) -+ Yl (t) + Y2 (t) 

In mathematischer Fassung gestattet das Superpositionsprinzip, die Deforma
tion zum Zeitpunkt t zu bestimmen, wenn die Vorgeschichte des Spannungsab
laufes bekannt ist. Der Spannungsablauf sei im Intervall (- 00, t] durch die 
Funktion 

O"(~) fUr - 00 < ~ ~ t 

gegeben. Spannung und Deformation sollen beide zum Zeitpunkt - 00 

verschwinden. Weiter nehmen wir vorliiufig an, daB 0"(0 im ganzen Intervall 
stetig und stiickweise differenzierbar ist. Zur Ableitung des Superpositions
prinzipes denken wir uns den Spannungsablauf durch eine Treppenkurve mit 
der Stufenbreite Ll~ angeniihert (Abb. 8.5). Dann konnen wir die Fliiche unter 
der Spannungs-Zeitkurve aus schmalen, horizontalen Streifen aufbauen. Wir 
betrachten den schraffierten Streifen, der zum Zeitpunkt ~ beginnt; seine Rohe 
ist a(~)Ll~; seine Wirkung ist also die eines Kriechversuches unter der 
konstanten Spannung a(~) Ll~, der zum Zeitpunkt ~ einsetzt. Zum Zeitpunkt t 
ist die Deformation dann 
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- laufende Zeit 

Abb. 8.5. Zerlegung des Spannungsablaufes in horizontale Streifen 

Summation aller Beitrage zwischen - 00 und t und Ubergang zum Grenzwert 
Ll( --+ 0 ergibt folgenden Ausdruck fUr die Deformation 

yet) = J J(t-()o-(()d( (14) 
-00 

Der Punkt iiber der Funktion a deutet die Ableitung nach dem Argument an. 
Durch partielle Integration des Integrals in (14) findet man folgende Form des 
Superpositionsprinzipes 

y(t)=Joa(t)+ J j(t-()a(()d( (15) 
-00 

wobei j (t - () eine Abkiirzung fiir den Ausdruck 

[d~~)l=t_~ 
darstellt. In der Form der Gl. (15) kann das Superpositionsprinzip auch auf 
einen Spannungsablauf angewendet werden, der stiickweise differenzierbar ist 
und eine endliche Anzahl Sprungstellen endlicher GroBe besitzt. 
Die duale Fassung des Superpositionsprinzipes, in der die Deformation als 
"Stimulus" und die Spannung als "Respons" angesehen werden, gestattet auf 
ahnliche Weise die Berechnung der Spannung zum Zeitpunkt t, wenn die 
Vorgeschichte des Deformationsablaufes bekannt ist. Es sei y(() fUr 
- 00 < ( ~ t der Deformationsablauf. Dann ist die Spannung zum Zeitpunkt t 
durch das Integral 

a(t)= J G(t-()y(()d( (16) 
-00 
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gegeben, wenn y(~) stetig und stiickweise differenzierbar ist. Durch partielle 
Integration findet man 

a(t)=Goy(t)+ J G(t-~)y(~)d~ (17) 
-00 

In dieser Form kann das Superpositionsprinzip auch auf einen Deformations
ablauf angewendet werden, der stiickweise differenzierbar ist und eine endliche 
Anzahl Sprungstellen endlicher GroBe besitzt. 
Die Gin. (15) bzw. (17) enthalten alle wesentlichen Aussagen der Theorie des 
linearen visko-elastischen Verhaltens (in Scherung). Die beiden, in den 
Bereichen 0 < t < 00 definierten zeitabhangigen Funktionen J (t) und G (t) sind 
charakteristische Funktionen, die das gesamte visko-elastische Verhalten bei 
Scherung beschreiben. Man sieht, daB in die Berechnung der Deformation zum 
Zeitpunkt t die ganze Vorgeschichte der Spannung eingeht. Die Gestalt der 
Nachwirkungsfunktion J (t) bestimmt die Starke des Erinnerungsvermogens 
des Materials. 
Das Superpositionsprinzip in der Gestalt der Gin. (15) bzw. (17) bildet die 
Grundlage der technologischen Beschreibung des mechanischen Verhaltens 
der polymeren Substanzen. Es erhebt sich also die iiberaus wichtige Frage, 
innerhalb welcher Grenzen das Superpositionsprinzip fUr Polymere Giiltigkeit 
besitzt. Wir verfUgen heute noch nicht iiber ausreichendes experimentelles 
Material, urn diese Frage erschopfend zu beantworten. 1m allgemeinen nimmt 
man an, daB das Superpositionsprinzip eine richtige Beschreibung des 
Materialverhaltens liefert, solange die Spannungen nicht allzu hoch und die 
Deformationen nicht allzu groB sind, d. h. solange I a I < a 1 und bzw. oder 
I y I < YI gilt. 
Die Grenzen des Giiltigkeitsgebietes des Superpositionsprinzipes, al und YI' 
nennen wir die Linearitiitsgrenzen. Ihr Wert wird unter anderem von der 
Genauigkeit der MeBmethode abhangen. Die unten angegebenen Schatzungen 
beruhen auf einem experimentellen Fehler von etwa 3 %. Dies entspricht der 
Genauigkeit, mit der man heute die GroBen J und G bestimmen kann. Der 
Wert der Linearitatsgrenzen hangt auBerdem von der Spannungsgeometrie ab, 
die dem Versuch zugrunde liegt. Wir miissen erwarten, daB das Linearitatsge
biet bei einfacher Scherung ein anderes ist als bei einachsiger Dehnung oder 
isotroper Kompression. Die hier angefUhrten Daten beziehen sich auf einachsi
ge Dehnung. Die Linearitatsgrenzen bei einfacher Scherung sind wahrschein
lich groBenordnungsmaBig die gleichen. 
Der Ubergang yom linearen zum nichtlinearen Kriechverhalten unter einachsi
ger Zugspannung ist fUr PVC bei 60 DC in Abb. 8.6 gezeigt. Abbildung 8.6a 
zeigt die Kriechkurven unter verschiedenen konstanten Zugspannungen iiber 
einer logarithmischen Zeitachse, Abb.8.6b diesel ben Kriechkurven nach 
Division durch den Wert der konstanten Spannung. Bei linearem Kriechver
halten miiBten aile Kurven von Abb. 8.6b innerhalb der MeBgenauigkeit in 
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Abb.8.6. Nichtlineares Kriechverhalten von PVC bei 60°C unter verschiedenen Zugspan
nungen. a Kriechkurven e (t, ao); b Kriechnachgiebigkeiten e (t, ao)/ao 

eine einzige, zeitabhangige Funktion, die Nachgiebigkeit bei einachsiger 
Dehnung zusammenfallen. Dies ist lediglich fUr Zugspannungen bis zu 
6.7 Njmm 2 der Fall. Unter h6heren Spannungen verschiebt sich die Nachgie
bigkeitskurve systematisch zu kiirzeren Zeiten. Aus Abb. 8.6 miissen wir 
schlieBen, daB die Linearitatsgrenzen in diesem Fall bei etwa 10 Njmm 2 liegen. 
Das Bild vermittelt auch einen allgemein giiltigen Eindruck iiber die Richtung 
der Abweichungen yom linearen visko-elastischen Verhalten. Dispersionsstu
fen werden durch sehr hohe Spannungen zu kiirzeren Zeiten verschoben. 
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Abb. 8.7. Linearitiitsgrenzcn 171 und G 1 nach 100 sek, als Funktion von T - T g fur die amorphe 
Polymeren NR, PIB, PC, nach Yannas [116] 

Ein systematischer Oberblick iiber die Lage der Linearihitsgrenzen fUr 
amorphe Polymere wurde von Yannas [116] gegeben, der Kriech- und 
Relaxationsversuche unter Spannungen bzw. Deformationen verschiedener 
GroBe an Polycarbonat durchfiihrte. Die Nachgiebigkeit nach einer Kriechzeit 
von 100 s als Funktion der Spannung zeigt eine ziemlich scharfe Linearitats
grenze, wie auch der Relaxationsmodul nach einer Relaxationszeit von 100 s 
(siehe Abb. 8.7). 1m Glaszustand liegt die Linearitatsgrenze fur die Spannun
gen zwischen 10 und 20 N/mm2, und die Deformationsgrenze urn 1 %. 1m 
gummi-elastischen Zustand ist die Spannungsgrenze fUr vernetzte Polymere 
hoher als fiir unvernetzte. Die Deformationsgrenze liegt dort zwischen 50 und 
100%. 
Die in Abb. 8.7 dargestellten Grenzen wurden in TabeUe 8.1 zusammengefaBt. 
Dort wurden auch einige Linearitatsgrenzen teilkristalliner Polymere aus 
anderer QueUe aufgenommen. In einigen Fiillen wurde auBer der Spannungs
grenze des Linearitatsgebietes auch die Bruchspannung O"b' die nach 100 
Sekunden im Zeitstandversuch zu Bruch fiihrt, angegeben. Ein Vergleich von 
O"b mit 0", zeigt, daB nur ein Bruchteil des Deformationsgebietes der Polymeren 
einer Beschreibung mit Hilfe der linearen visko-elastischen Theorie zuganglich 
ist. 
So ist z.B. fUr PMMA 0"\ etwa ein Viertel von O"b' 
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Tabelle 8.1. Linearitiitsgrenzen a, und G, unter einachsiger Zugspannung im Kriech- oder 
Relaxationsversuch (t = 100 s) 

Amorphe Polymere Tg , DC T,oc a, in G, in a b in Lit. 
N/mm2 % N/mm2 

Naturkautschuk 35 4,7 150 [120] 
vernetzt -72 70 5,6 150 [120] 

100 1,5 100 [118][119] 
PIB 70 0,8 10 [122] 
unvernetzt - 70 45 0,4 50 [122] 

30 0,27 100 [121] 
PC 149 23 25 1,2 [116] 

65 22,7 1,2 [116] 
85 22,7 1,2 [116] 

100 17,7 1,1 [116] 
120 12,8 0,85 [116] 
130 10 0,80 [116] 
167 0,2 25 [123] 

PVC 80 20 15 0,5 54 [117] 

PMMA 105 20 17 0,6 74 [117] 

teilkristalline Polymere 

LDPE 20 2,0 1,0 11 [117] 

PP 20 4,9 0,4 32 [117] 

PA6.6 20 28 0,9 59 [117] 

POM 20 17 0,6 67 [117] 

8.3 Spektren 

Betrachtet man die Zeitabhangigkeit der Kriechfunktion und des Relaxations
moduls von Polymeren, so lassen sich zwei Faile unterscheiden: 
Fall A: Visko-elastisches Verhalten ohne FlieJ3en (Abb. 8.8 oben) und 
FalI B: Visko-elastisches Verhalten mit FlieJ3en (Abb. 8.8 unten). 

Die Kriechfunktion J (t) ist eine positive Funktion, die im ganzen Bereich 
mono ton ansteigt. Die Steigung von J (t) ist zum Zeitpunkt t = 0 maximal und 
nimmt mit zunehmender Zeit monoton abo Nach sehr langen MeJ3zeiten findet 
man, daJ3 J (t) entweder in eine Gerade mit konstanter positiver Steigung 
iibergeht (FalI B) oder einen endlichen Sattigungswert erreicht (Fall A). In 
beiden Fallen definieren wir die Steigung der Kriechkurve nach unendlich 
langer Zeit als Fluiditat CPo und ihren Kehrwert als Viskositat 170: 

lim jet) = CPo = 1/170 (18) 
t~C() 

Ahnlich wie bei der Definition der Momentanwerte Jo und Go stehen wir auch 
bei GI. (18) vor einer prinzipielIen Schwierigkeit: In vielen praktischen Fallen 
reicht die bei einer Kriechmessung zur Verfiigung stehende Zeit nicht aus, urn 
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Abb. S.S. Kriechfunktion und Relaxationsmodul Fall A oben, Fall Bunten 

den wirklichen Grenzwert zu bestimmen. In diesen Fallen findet man 
schein bare Werte von ({Jo, die aber von der Zeitdauer des Experimentes 
abhangen. 
Der Relaxationsmodul G (t) ist eine positive, monoton abnehmende Funktion 
der Zeit. Seine Steigung ist zum Zeitpunkt t = ° am starksten negativ und 
nimmt mit zunehmender Zeit mono ton zu, urn schliel3lich Null zu werden. 
Nach langen MeBzeiten relaxiert G(t) entweder auf den Wert Null (Fall B) 
oder auf einen endlichen positiven Grenzwert (Fall A); in beiden Fallen 
schreiben wir: 

(19) 

und nennen G<Xl den Gleichgewichtswert des Moduls. Fluiditat und Gleichge
wichtswert des Moduls sind miteinander verkniipft. Es gilt namlich fUr: 

Visko-elastisches Verhalten ohne FlieBen ({Jo = ° G <Xl > ° 
Visko-elastisches Verhalten mit FlieBen ({Jo > ° G <Xl = ° 
oder 

(20) 

Wir werden die Giiltigkeit dieser Gleichung spater aus dem Superpositions
prinzip beweisen. 
In Abb. 8.9 wurden fUr den Fall des visko-elastischen Verhaltens mit FlieBen 
auch die Ableitungen von Kriech- und Relaxationsfunktion schematisch 
angedeutet. Die erste Zeitableitung der Kriechfunktion ist eine positive, 
monoton abnehmende Funktion der Zeit. Die zweite Zeitableitung muB 
dementsprechend im gesamten Zeitbereich negativ sein und mit zunehmender 
Zeit gegen Null streben. Die dritte Zeitableitung ist wieder positiv usw. Man 
nimmt nun als Postulat an, daB diese Monotonie auch fUr die Ableitungen 
h6herer Ordnung giiltig bleibt, d. h. daB 

J(t»O, i(t) >0, ](t)<O, J(t»O, usw. 
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Abb.8.9. Kriechfunktion, Relaxationsmodul und ihre Zeitableitungen 

oder 
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(_It-1J(n)(t)~0 fUr O<t<oo und n=1,2,3, ... (21) 

Eine positive Funktion, deren Ableitungen mit der Ordnung von Vorzeichen 
wechseln, nennt man total monoton. Die Gin. (21) driicken also aus, daB jet) 
eine total monotone Funktion sein soil. 
Die erste Zeitableitung des Relaxationsmoduls ist eine negative, monoton 
zunehmende Funktion der Zeit und strebt fUr lange Zeiten gegen Null. Die 
zweite Zeitableitung ist positiv, monoton abnehmend usw. Wiederum postulie
ren wir die totale Monotonie, diesmal von G(t): 

G(t) > 0, G(t) < 0, G(t) > 0, d (t) < ° usw. 

oder 

(-ltG(n)(t) ~ ° fUr 0< t < 00 und n = 0,1,2,3,... (22) 

Wegen des Superpositionsprinzipes sind die beiden Postulate (21) und (22) 
nicht voneinander unabhangig. Aus der Giiltigkeit des einen folgt die des 
anderen. 
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Aus den Postulaten (21) und (22) lassen sich weitgehende SchluBfolgerungen 
iiber die mathematische Form der Funktionen 1 (t) und G (t) ziehen. Ein 
einfaches Beispiel einer total monotonen Funktion ist die Exponentialfunktion 

G(t) = a e- t/r 

mit posltlven Konstanten a und r. Ebenso ist eine endliche Summe von 
Exponentialfunktionen mit positiven Koeffizienten aj und positiven Zeitkon
stanten rj total monoton: 

n 

G(t) = Goo + L aje-t/ri 
j= 1 

(23) 

Eine weitere Verallgemeinerung ergibt sich, indem man von der Summendar
stellung zur Integraldarstellung iibergeht. 

G ( t) = Goo + f g ( r) e - t/r d r (24) 
o 

Hier ist r eine Integrationsvariable von der Dimension einer Zeit und heiBt 
Relaxationszeit. g( r) stellt eine willkiirliche, nicht negative Funktion von r dar, 
das Relaxationsspektrum. 
Umgekehrt wurde durch Bernstein [124] gezeigt, daB jede total monotone 
Funktion eine Darstellung der Form (23) oder (24) erlaubt, wobei das 
Spektrum eine nicht negative Funktion von r ist. 1m Faile der Darstellung (23) 
spricht man von einem Linienspektrum; r 1 ' r 2, ... , rn heiBen Relaxationszeiten, 
a l , a2 , ... , an Relaxationsstarken. 
Der Unterschied zwischen einem kontinuierlichen Spektrum (24) und einem 
Linienspektrum (23) ist eine mathematische FormaliUit. Aufgrund einer 
experimentell bestimmten Relaxationskurve liiBt sich nicht entscheiden, ob 
man es mit einem Linienspektrum oder mit einem kontinuierlichen Spektrum 
zu tun hat. Eine zu einem Linienspektrum gehorende Relaxationsfunktion liiBt 
sich stets mit beliebiger Genauigkeit durch ein stetiges Spektrum beschreiben 
und umgekehrt. 
Zur mathematischen Darstellung der Kriechnachgiebigkeit geht man von der 
Tatsache aus, daB jet) eine total monotone Funktion ist, deren Grenzwert fiir 
lange Zeiten durch f/Jo gegeben ist. Das Theorem von Bernstein ergibt die 
Darstellung 

j(t)=f/Jo+ f s(r)e-t/rdr 
o 

mit einer nicht negativen Funktion s(r). Integration dieser Gleichung nach t 
fiihrt zu der gesuchten Darstellung, wenn wir r s (r) mit f (r) bezeichnen: 

1 (t) = 10 + f fer) [1 - e- t/f] dr + t/17o (25) 
o 

Die Integrationsvariable r heiBt hier Retardationszeit, die nicht negative 
Funktion fer) das Retardationsspektrum. 1st das Retardationsspektrum ein 
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Linienspektrum, dann erhalten wir 

m 

J(t) = Jo + L b j [l-e- t/';]+t/lJo (26) 
j=1 

ii' i 2 , im sind die diskreten Retardationszeiten, b l , b 2 , ..• , bm die 
Retardationsstiirken. 
Die beiden Integraldarstellungen (24) und (25) sind, abgesehen yom Superposi
tionsprinzip, die wichtigsten Beziehungen der Theorie des linearen visko
elastischen VerhaItens. Die Postulate der totalen Monotonie der Funktionen 
J (t) und G (t) - oder, was dasselbe ist, die Existenz positiver Spektra - konnen 
natiirlich nicht in voller Allgemeinheit bewiesen werden. Man verfiigtjedoch in 
den Ergebnissen mechanischer Untersuchungen polymerer Substanzen iiber 
ein ausgiebiges Beweismaterial, das bisher keinerlei Anla13 zu einem Zweifel an 
der Giiltigkeit dieser Postulate gegeben hat. 
Kennt man die Form der Spektren geT) oder f(T), dann ist die Berechnung von 
G(t) bzw. J(t) mit Hilfe der GIn. (24) oder (25) relativ einfach ausfiihrbar 
(numerische Integration oder Tabellen der Laplacetransformation). Das 
umgekehrte Problem, namlich die Berechnung von geT) oder f(T), wenn G(t) 
oder J (t) experimentell gemessen wurden, ist mathematisch viel schwieriger. 
Wir werden deshalb auf die Berechnung von Spektren aus experimentellen 
Daten meistens verzichten. 
Gleichungen (25) oder (26) vermitteln eine Zerlegung der Kriechnachgiebigkeit 
in drei Komponenten, die sich in einem Kriech- und Erholungsexperiment 
unterschiedlich verhalten: 

J (t) = Jo + 'P(t) + t/lJo 
mit 

'P(t) = S f(T)[l - e- t/ t ] dT 
o 

Jo Momentanwert der Nachgiebigkeit, zeitunabhangig, 
mechanisch reversibel 

'P(t) verzogerte elastische Nachgiebigkeit, zeitabhangig, 
mechanisch reversibel 

t/lJo Fliel3en, zeitabhangig, mechanisch irreversibel. 

(27) 

(28) 

Wenn man die Kriechfunktion zur Ganze gemessen hat, d. h. wenn man sowohl 
den Momentanwert J 0, als auch die Viskositat 1J0 kennt, ist diese Zerlegung 
durchfiihrbar (Abb. 8.10). In der Praxis verfiigen wir jedoch bei der Messung 
von Polymeren in den meisten Fallen nicht iiber die erforderliche Information, 
um die verzogert elastische Komponente von den beiden anderen zu trennen. 
Man beschreibt das lineare visko-elastische Deformationsverhalten oft durch 
Ersatzschaltbilder, sog.lineare visko-elastische Modelle; diese sind aus linearen 
Federn und linearen Reibungskolben mittels starrer Verbindungen zusammen
gesetzt. Die Gesamtverlangerung des Modelles reprasentiert die Scherdefor
mati on y, die Kraft auf das Modell, die Scherspannung a. Abbildung 8.11 zeigt 
das sog. verallgemeinerte Maxwellmodell, das aus n parallel geschalteten 
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Abb.8.10. Zerlegung der Nachgiebigkeit 
--t 

Maxwellmodellen und einer dazu parallel geschalteten Feder aufgebaut ist. 
Jedes Maxwellmodell besteht aus einer Feder mit der Federkonstanten fj und 
einem Reibungskolben mit dem Reibungswiderstand ri , in Serie. 
Man sieht leicht, daB das Spannungsrelaxationsverhalten dieses Modelles 
durch die Spektraldarstellung (23) beschrieben wird, wobei die Modellkon
stanten den Relaxationszeiten und Relaxationsstiirken folgendermaBen zuzu
ordnen sind: 

Abbildung 8.12 zeigt das sog. verallgemeinerte Kelvinmodell; ein Kelvinelement 
besteht aus einer Feder, die mit einem Reibungskolben parallel geschaltet ist. 
Das verallgemeinerte Kelvinmodell ist eine Reihenschaltung von einer Feder, 
einem Reibungskolben und m Kelvinelementen. Das Kriechverhalten dieses 
Modelles wird durch die Spektralzerlegung (26) mit folgender Zuordnung 
beschrieben: 

Jo = lifo; 170 = fm+ 1 

~ii : ; :»J fUr i = 1, 2, ... , m 

Das Modell aus Abb. 8.11 beschreibt visko-elastisches Verhalten ohne FlieBen; 
durch Weglassen der letzten Feder (fn+ 1 = 0), erhiilt man ein Modell, das visko
elastisches Verhalten mit Flie13en zeigt. Das Modell aus Abb. 8.12 zeigt visko
elastisches Verhalten mit FlieBen; durch Weglassen des einzelnen Reibungskol
bens (fm+ 1 = 00), erhiilt man ein Modell fUr visko-elastisches Verhalten ohne 
Flie13en. 

Abb.8.11. Verallgemeinertes Maxwellmodell 
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Abb.8.12. Verallgemeinertes Kelvinmodell 

Das in Abb. 8.11 gezeigte Maxwellmodell verhalt sich unter Belastung genau
so wie ein verallgemeinertes Kelvinmodell ohne einzelnen Reibungskolben 
(r m + 1 = (0), vorausgesetzt, daB n = mist und daB zwischen den Parametern 
beider Modelle bestimmte Zusammenhange bestehen. Man nennt dann diese 
beiden Modelle mechanisch aquivalent. Ebenso gibt es zu jedem in Abb. 8.12 
gezeigten Kelvinmodell ein aquivalentes Maxwellmodell mit fn + 1 = 0 und 
n = m + 1. Fur eine ausfiihrliche Beschreibung dieser Zusammenhange verwei
sen wir auf [113], [125] und [126]. 

8.4 Das Kriecherholungsexperiment 

Abbildung 8.13 zeigt den Verlauf von Spannung und Deformation wahrend 
des Kriecherholungsexperimentes und definiert die Begriffe Kriechzeit to, 
Erholungszeit t', Ruckfederung r(to, t') und Restdeformation y(to, t'). Ein
setzen von (2) in Gl. (15) liefert die Deformation wahrend des Erholungs
experimentes: 

yet) = ao ' [J(t)-J(t-to)] 

o to t 
I--t'-----i Abb.8.13. Das Kriecherholungsexperiment 
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oder 
Y (to, t') = 0'0 . [J (to + t') - J (t')] 

r(to, t') = 0'0' [J(to)+J(t')-J(to+t')] 

(29) 

(30) 

Fiihren wir die Zerlegung (27) in diese Gleichungen ein, so ergeben sich 
folgende Ausdriicke: 

y(to, t') = 0'0 . ['P(to + t') - 'P(t') + to/flo] (31) 

r(to, t') = 0'0' [Jo + 'P(to) + 'P(t')- 'P(to+t')] (32) 

Die Restdeformation besteht also aus der Summe des Flie13anteiles 0'0 to/flo und 
der Differenz der verzogert elastischen Komponenten zweier Kriechexperi
mente, die zu den Zeitpunkten t = 0 und t = to einsetzen. Diese Konstruktion 
wurde in Abb. 8.14 angedeutet. Der verzogert elastische Deformationsanteil 
im Erholungsexperiment ist eine monoton abnehmende Funktion der Erho
lungszeit, die fUr lange Erholungszeiten gegen Null strebt 

lim ['P(to+t')- 'P(t')] = 0 
t' -+ OJ 

Deshalb strebt die Restdeformation im Erholungsexperiment fUr sehr lange 
Erholungszeiten gegen den Flie13anteil wiihrend der Kriechperiode 

lim [y(to, t')] = 0'0 to/flo 
t' -+ 00 

(33) 

o(t) 

t ----------------------------------------I ! t' 
: Cfo 
I 

o to I to+t' 
I 
I L __________________________ _ 

'6(1)/00 

t 

br-~~------~~--------_¥~--------

cr-L-------------J---------~----------
o 

Abb.8.14. a Das Erholungsexperiment als Summe zweier Kriechexperimente; b ZerJegung 
der Deformation nach (27); c Konstruktion des verzogert elastischen Deformationsanteils im 
Erholungsexperiment 
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Diese Gleichung liefert eine Methode zur Bestimmung der Viskositlt bzw. zur 
Abtrennung des irreversiblen Teiles der Kriechkurve. DaB diese Methode 
trotzdem in vielen praktischen Fallen nicht zum Ziel fUhrt, liegt daran, daB 
man oft den Erholungsversuch nicht lange genug ausdehnen kann, urn den 
Grenzwert (33) geniigend anzunahern. 
Die Riickfederung besteht aus der Summe des momentanen Deformationsan
teils ao Jo und einer verzogerten Riickfederung, die monoton mit der Erho
lungszeit und mit der Kriechzeit wachst. Dies sieht man, wenn man (28) in (32) 
einsetzt: 

Fiir sehr lange Kriechzeiten verschwindet die Exponentialfunktion in der 
ersten eckigen Klammer des Integrals und wir finden: 

(35) 

mit 
00 t 

JR (t) = J 0 + J f( r) [1 - e -tit] d r = J (t) --
o '10 

(36) 

1st die Kriechzeit der vorausgegangenen Kriechperiode ausreichend lange 
gewesen, dann ist die nachfolgende Riickfederungskurve das Spiegelbild der 
Kriechkurve ohne den FlieBanteil. Man nennt JR (t) auch die Kriecherholungs
nachgiebigkeit. 
Fiir sehr lange Kriech- und Erholungszeiten findet man fUr die maximal 
mogliche Riickfederung den Grenzwert: 

Die GroBe 
Je = lim JR(t) = Jo + J f(r)dr 

t-+oo 0 
(38) 

heiBt deshalb stationares Ruckstellvermogen; die Hohe des stationaren Riick
stellvermogens verschafft einen Einblick in den Verformungs- und Orientie
rungsgrad der Makromolekiile bei stationarer Stromung und steht in direktem 
Zusammenhang mit verschiedenen molekularen Theorien. 

8.5 Veri auf der Kriechfunktion fUr amorphe Polymere 

Wir fassen unsere Betrachtungen iiber die Zerlegung der Kriechfunktion und 
des Relaxationsmoduls folgendermaBen zusammen: Die GroBen Jo, Go, 
CPo = 11'10, Gao, Je und die Funktion 'P(t) lassen sich mathematisch durch 
Grenziibergange definieren. Sie sind jedoch, abgesehen von einigen giinstigen 
Ausnahmefiillen, im allgemeinen einer direkten experimentellen Bestimmung 
nicht zuganglich. 
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Die GroBen, die wir stets bestimmen konnen, sind Kriechfunktion und 
Relaxationsmodul als Funktion der Zeit uber einem endlichen Abschnitt der 
logarithmischen Zeitachse 

J (t), G(t) III tmin < t < tm3x 

wobei tmin die Zeitdifferenz zwischen "Anlegen der konstanten Spannung bzw. 
Deformation" und dem ersten signifikanten MeBpunkt bedeutet und tm3x von 
der Geduld des Experimentators und der Stabilitat der MeBinstrumente und 
des Materials abhangt. In gunstigen Fallen gilt fur Kriech- und Relaxationsex
perimente tmin~O,ls, tmax~l1ahr~3·107s. Obwohl dann mehr als 8% 
Zehnerpotenzen als experimentelles Fenster zur VerfUgung stehen, reicht dies 
nicht aus, urn aile Relaxationsvorgange eines amorphen Polymeren nacheinan
der bei einer Temperatur zu erfassen. 
Die Kriechfunktion andert sich bei Polymeren als Funktion der Zeit so stark 
und in einem so ausgedehnten Zeitbereich, daB eine ubersichtliche Darstellung 
in einem einzigen Bild nur in doppeJt logarithmischer Auftragung moglich ist. 
Eine schematische Darstellung der Nachgiebigkeitals Funktion der Zeit wurde 
fUr ein amorphes Polymer in Abb. 8.15 gegeben. Aus Grunden, die in Kurze in 
Erscheinung treten werden, haben wir darauf verzichtet, die Einteilung der 
logarithmischen Zeitachse genauer anzudeuten. 
In doppelt-logarithmischer Auftragung zeigt die Kriechfunktion eine Reihe 
von Dispersionsstufen. Jede Dispersionsstufe ist der Ausdruck einer Relaxa
tionserscheinung, die dem Auftauen eines molekularen Vorganges entspricht, 
der in dem Gebiet einen Beitrag zur Deformierbarkeit des Materials zu leisten 
beginnt. Wenn wir das Bild von links nach rechts durchlaufen, dann werden die 
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Kriechfunktion fur amorphe Polymere 
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Abb. S.lS. Verlauf der Kriechfunktion als Funktion der Kriechzeit in doppelt-logarithmi
scher Auftragung fiir amorphe, unvernetzte Poly mere (durchgezogen) und fiir amorphe, 
vernetzte Polymere (gestrichelt) 



Verlauf der Kriechfunktion fUr amorphe Polymere 151 

molekularen Einheiten, die an der entsprechenden Bewegung beteiligt sind, 
immer groBer. 
Bei sehr kurzen Zeiten ist die Nachgiebigkeit minimal und von der GroBenord
nung Jo ~ 3 bis 5 . 10- 10 Pa - 1. Dort werden bei Anlegen mechanischer Krafte 
lediglich Van der Waals-Bindungen, Valenzbindungen und Valenzwinkel 
verzerrt. Das Material verhalt sich dort starr, elastisch und sprode. Da Van der 
Waals-Bindungen viel "weicher" sind, als kovalente Bindungen, bestimmen 
die ersteren hauptsachlich die GroBe von Jo [127]. 
Nach etwas langeren Zeiten findet man Dispersionsstufen, die zu einer 
maBigen Erhohung der Nachgiebigkeit fUhren (die Nachgiebigkeiten wachsen 
in diesen Stufen auf das 1,5- bis 2fache). Diese Stufen sind stets mit Be
wegungen von kleinen Teilen der Polymermolekiile verkniipft: Drehungen 
oder Konformationsanderungen von Seitengruppen oder lokale Bewegungen 
kurzer Stiicke der Hauptkette. Man nennt diese Relaxationserscheinungen 
sekundiire Dispersionserscheinungen im Glaszustand. Das Material verhalt sich 
auch nach diesen Stufen noch hart und glasartig, obwohl es oft dort einen Teil 
seiner sproden Eigenschaften verliert. 
Dem Glaszustand folgt eine sehr starke Dispersionsstufe, das Erweichungs
gebiet oder der Glas-Kautschuk-Ubergang. Diese Dispersionsstufe erstreckt 
sich iiber 6 bis 8 Zehnerpotenzen der Zeitachse und fUhrt zu Werten der 
Nachgiebigkeit, die das 100- bis 10000fache der Werte im Glaszustand er
reichen konnen. Die Steigung der Kriechfunktion in doppelt - logarithmi
scher Auftragung ist dort naherungsweise konstant und erreicht Werte, die von 
Polymer zu Polymer verschieden sind, aber im allgemeinen zwischen den 
Grenzen 0,50 und 0,90 liegen. Eine Naherungsgleichung fUr Jim Erweichungs
gebiet ist also 

10gJ (t) ~ m . logt + Coder J (t) ~ C(tm mit 0,5 < m < 0,9 (39) 

Der molekulare V organg, der dem ErweichungsprozeB zugrunde liegt, ist die 
Anderung der Gestalt der Fadenmolekiile, die unter dem EinfluB der 
mechanischen Spannung im Laufe der Zeit entknauelt und orientiert werden. 
Dies fiihrt zu viel groBeren Verformungsmoglichkeiten und daher zu viel 
hoheren Werten der Nachgiebigkeit, als die Vorgange im Glaszustand. 
An das Erweichungsgebiet schlieBt sich der gummi-elastische Zustand (oder das 
gummi-elastische Plateau) an, in dem die Kriechfunktion (in doppelt-Ioga
rithmischer Auftragung) wieder angenahert horizontal verlauft. Dort gilt: 

J:::::::1j(nkT):::::::1O- 6 bis 1O- 5 Pa- 1 (40) 

Fiir vernetzte amorphe Polymere (unterbrochen gezeichnete Kurve) bleibt die 
Nachgiebigkeit naherungsweise konstant und ihr Wert steHt auch den Grenz
wert der Kriechkurve fUr sehr lange Zeiten dar J (00) = J e' da diese Stoffe kein 
FlieBen zeigen. Der molekulare Vorgang, der der Deformation im gummi
elastischen Zustand zugrunde liegt, ist die Gestaltsanderung der Fadenmolekii
Ie unter dem EinfluB der mechanischen Krafte. Die GroBe der Gestaltsande
rung wird durch die Entropiekrafte der WarmestoBe begrenzt, die die 
orientierten Molekiile in ihre isotrope Gestalt zuriickzutreiben suchen. Der 
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Wert der Nachgiebigkeit im gummi-elastischen Zustand liiBt sich mit Hilfe der 
Theorie der Kautschukelastizitat berechnen und erweist sich als umgekehrt 
proportional zur absoluten Temperatur, T und zur Anzahl der Vernetzungs
punkte pro Volumeneinheit, n. 
Auch unvernetzte amorphe Polymere mit einem ausreichend hohen Molekular
gewicht weisen ein gummielastisches Gebiet auf, das wir als gummi-elastisches 
Plateau bezeichnen. Der Grund liegt in der Anwesenheit von Verschlaufungen 
der Molekule, die vorubergehend denselben Effekt haben wie permanente 
Vernetzungspunkte. In diesem Fall gilt dort Gl. (40) mit n = ne = Anzahl der 
Verschlaufungspunkte pro V olumeneinheit. 
Nach einiger Zeit werdenjedoch die Verschlaufungen gel6st, und die Molekule 
werden unter dem EinfluB der Scherkriifte relativ zueinander verschoben. 
Deshalb schlieBt sich bei unvernetzten Polymeren an das gummi-elastische 
Plateau das FliejJgebiet (die Schmelze) an, wo die Nachgiebigkeit wiederum 
stark ansteigt. Am Ende des FlieBgebietes gilt die Niiherungsgleichung 

(41) 

so daB die Steigung in doppelt-logarithmischer Auftragung schliel3lich den 
Wert 1 erreicht. 
Das in Abb.8.15 gezeigte Bild stellt fur amorphe unvernetzte Polymere 
insofern eine Vereinfachung dar, als sich fur diese Stoffe zwischen dem gummi
elastischen Plateau und dem FlieBgebiet noch eine weitere Relaxationserschei
nung zeigt. Diese wird als Verschlaufungsiibergang bezeichnet, da sie mit einer 
Umlagerung der Verschlaufungen des temporiiren Netzwerkes in Zusammen
hang gebracht wird. Betrachtet man die Kriechnachgiebigkeit 1 (t), so wird der 
Verschlaufungsubergang von der bereits groBen additiven Komponente t/'1o 
maskiert; er wird jedoch in der Kriecherholungsnachgiebigkeit lR (t), die diesen 
FlieBterm nicht enthiilt, deutlich sichtbar. 
In Abb. 8.16 ist der Verlaufvon l(t) und lR(t) gegen t in doppelt-logarithmi
scher Darstellung yom Anfang des gummi-elastischen Plateaus bis zum 
stationiiren FlieBzustand, in dem Gl. (41) gilt, gezeigt. Die Kurven beziehen 
sich auf ein engverteiltes und ein breitverteiltes Polymer mit etwa dem gleichen 

log J(t) -

log JR (t) ---

enge Vert. 
_ breite Vert. 

j 
---~ 

/ Je 

-Iogt 

Abb.8.16. Kriechnachgiebigkeit (durchgezogen) und Kriecherholungsnachgiebigkeit (gestri
chelt) als Funktion der Zeit fUr Polymere mit enger und breiter Molekulargewichtsverteilung 
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Mittelwert Mw. Die Stufenhohe des Verschlaufungsuberganges hiingt von der 
Breite der Molekulargewichtsverteilung abo Wiihrend J (t) und JR (t) am Anfang 
des Plateaus den Wert I n besitzen, der yom Molekulargewicht und seiner 
Verteilung unabhiingig ist, wiichst der Wert von JR (t) bis zu seinem Grenzwert 
J e . Das Verhiiltnis Je zu In kann bei breitverteilten Polymeren einen Wert von 
10 bis 1000 erreichen, wiihrend es bei vielen engverteilten nur noch zwei bis drei 
ausmacht. In der Kriechkurve iiuJ3ert sich der Unterschied in der Verteilungs
breite in der Form des Uberganges yom Plateau zum FlieJ3zustand; dieser 
vollzieht sich bei breiten Verteilungen allmiihlicher als bei engen. Die 
Viskositiit ist bei breiten Verteilungen mit gleichem Mw hoher als bei engen. 
Die in Abb. 8.15 gezeigte Kurve beschreibt den Veri auf der Nachgiebigkeit bei 
einer Temperatuf. Der EinfluB einer Anderung der Temperatur besteht nun in 
groBen Zugen aus einer Verschiebung der Lage der Dispersionsgebiete in der 
Zeitachse, ohne daB die Hohe der Dispersionsstufen oder die Form der Kurven 
bei doppelt-logarithmischer Auftragung sich wesentlich iindern. Man nennt 
diese - empirisch gefundene - Tatsache die Zeit- Temperatur- Verschiebung. Eine 
Erhohung der Temperatur verschiebt aile Relaxationserscheinungen zu kurze
ren Zeiten. Die GroBe dieser Verschiebung in der logarithmischen Zeitachse ist 
fur das Erweichungsgebiet und fUr den Anfang des FlieBgebietes etwa gleich 
groB. Fur die sekundiiren Relaxationserscheinungen ist diese Verschiebung 
geringer. Abbildung 8.17 zeigt den EinfluB der Temperatur auf die Gestalt der 
Kriechfunktion eines unvernetzten, amorphen Polymeren. Da die Verschie
bung verschiedener Relaxationsprozesse verschieden stark ist, findet man, daB 
die Dispersionsstufen bei hoheren Temperaturen niiher zusammenrucken. In 
der Abbildung wurde auch die Breite des experimentellen Fensters [tmin , tmaxl 
angedeutet. Wie man sieht, uberdeckt dieses Fenster nur einen Bruchteil der 
gesamten Zeitachse. Es ist also unmoglich, die Kurve in Abb. 8.15 bei einer 
einzigen Temperatur zur Giinze zu bestimmen. Vielmehr miBt man verschiede
ne Ausschnitte aus dieser Kurve bei verschiedenen Temperaturen und 
konstruiert dann das Bild von Abb. 8.15 mit Hilfe der Zeit-Temperatur
Verschiebung. 

log Jlt,T) 

1 

, , , 
I 

t~QX_IOgt 

Abb.8.17. Verlauf der Kriechfunktion als Funktion der Kriechzeit fUr unvernetzte amorphe 
Polymere bei verschiedenen Temperaturen (T1 < T2 < T3 < T4 ) 
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Abb. S.lS. Scherkriechnachgiebigkeit fiir Polystyrol gegen die Kriechzeit bei verschiedenen 
Temperaturen, in doppelt-logarithmischer Darstellung 

Wir besprechen als Beispiel den Verlauf der Kriechfunktion von zwei 
amorphen unvernetzten, handelstiblichen Kunststoffen. Der erste ist ein 
Standardpolystyrol mit einer breiten Molekulargewichtsverteilung, die in 
Abb.2.2 diskutiert wurde. Abbildung 8.18 zeigt die Kriechnachgiebigkeit 
dieses Kunststoffes in doppelt-logarithmischer Darstellung in allen Aggregat
zusUinden von extrem tiefen Temperaturen bis zur Zersetzungsgrenze. Das 
Bild zeigt J tiber einer logarithmischen Zeitachse von 7 Zehnerpotenzen, wobei 
die Nachgiebigkeit selbst tiber 9 Zehnerpotenzen variiert. 
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Abb.8.19. Nachgiebigkeit als Funktion der Zeit, in einfach-logarithmischer Auftragung, fi.ir 
PS bei verschiedenen Temperaturen im Glaszustand 

Die Zeit- und Temperaturabhangigkeit der Kriechnachgiebigkeit ist in den 
verschiedenen Temperaturgebieten (Aggregatzustanden) sehr unterschiedlich. 
Das Kriechverhalten im Glaszustand ist in Abb. 8.19 noch einmal dargestellt. 
Urn die schwache Zeit- und Temperaturabhangigkeit in diesem Gebiet 
wiedergeben zu konnen, wurde fUr dieses Bild eine lineare Auftragung der 
Nachgiebigkeit gegen den Logarithmus der Kriechzeit gewahlt. Man sieht, daO 
von niedrigen Temperaturen ( -170 DC) bis zum Anfang des Glasiiberganges 
(80 DC) die Kriechfunktion nur wenig von der Temperatur und ganz schwach 
von der Zeit abhangt. Das PS laOt sich also in diesem Aggregatzustand 
naherungsweise als ein linear elastisches Material mit schwach temperaturab
hangigem Schermodul beschreiben. Dies ist daraufzuriickzufUhren, daO PS in 
diesem Temperaturgebiet keine nennenswerten Dispersionsgebiete aufweist. In 
Abb.8.19 wurde aueh der voraussiehtliehe Wert der Naehgiebigkeit bei 
- 268 DC, d. h. 5 K iiber dem absoluten NUllpunkt angedeutet [127]. 
Der Verlauf der Krieehfunktion im Erweichungsgebiet ist aus Abb. 8.18 gut 
ersiehtlich. Die gesamte Breite der Dispersionsstufe des Glas-Kautschuk
Uberganges erstreckt sieh hier iiber 7 Zehnerpotenzen der Zeitachse, die 
Stufenhohe betragt 3,6 Zehnerpotenzen der Nachgiebigkeit. Die Steigung der 
Krieehkurve in doppelt-logarithmiseher Auftragung erreieht einen Maximal
wert von etwa 0,89. Die Zeit-Temperatur-Versehiebung ist hier am starksten. 
Eine Temperaturanderung von 3 K versehiebt die Krieehkurven urn eine 
Zehnerpotenz in der Zeitaehse. In diesem Gebiet sind die meehanisehen 
Eigenschaften des Materials extrem von Temperatur und Kriechzeit abhangig. 
Das Krieehverhalten im gummi-elastischen Plateau und in der Schmelze ersieht 
man auch aus Abb. 8.18. Das gummi-eiastisehe Plateau ist bei diesem Polymer 
nur undeutlieh ausgebildet; insbesondere ist der Wert von log J (t) im Plateau 
nieht konstant, sondern steigt mit zunehmendem logt. Dies hangt - wie schon 
erwahnt - mit der breiten Molekulargewiehtsverteilung des Polymeren zusam
men. Bei nahezu monodispersen Polymeren findet man ein deutlieher ausge-
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Abb.8.20. J (t)/t gegen t in doppelt-logarithmischer Auftragung fUr PS im gummi-elastischen 
Plateau und in der Schmelze, nach Pfandl [128] 

priigtes gummi-elastisches Plateau, in dem log J gegen log t fast horizontal 
verliiuft. 
Bei hohen Temperaturen und nach langen Kriechzeiten geht das Polymere in 
den Zustand des stationiiren FlieBens uber. In diesem Zustand kann die 
Kriechkurve in doppelt-logarithmischer Darstellung durch eine Gerade mit 
der Steigung 1 beschrieben werden. In diesem Gebiet ist auch die Viskositiit aus 
dem Grenzubergang 

qJo = 1/'10 = lim j (t) = lim J (t)/t (42) 
t-oo t-oo 

zu bestimmen, wie in Abb. 8.20 angedeutet. In dieser Abbildung wurde das 
Verhiiltnis J (t)/t gegen tin doppelt-logarithmischer Darstellung aufgetragen. 
J (t)/t ist eine mit der Zeit monoton fallende Funktion, die schlie13lich ein 
absolutes Minimum erreicht und dann horizontal bleibt. Erst dann ist der 
stationiire FlieBzustand erreicht. Aus dem Wert des horizontalen Plateaus 
kann die reziproke Viskositiit ermittelt werden. Man sieht, daB im vorliegenden 
Fall die Viskositiit im Temperaturgebiet zwischen 140 und 290°C bestimmt 
werden kann. Allerdings muB zu der Bestimmung der Viskositiit bei 140°C die 
Kriechmessung 105 s = 30 h lang fortgesetzt werden! 
Aus Gl. (36) folgt, daB sich Kriecherholungsnachgiebigkeit und Kriechnach
giebigkeit nur durch den Viskositiitsterm t/'1o unterscheiden. Eine Abschiit
zung von t/'1o zeigt, daB bis zum Anfang des gummi-elastischen Plateaus JR (t) 
und J (t) ununterscheidbar sein mussen. Die Kriecherholungsnachgiebigkeit ist 
fUr das in Abb. 8.18 beschriebene Polymer in Abb. 8.21 in doppelt-logarithmi-
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10' 104 

Abb. 8.21. Kriecherholungsnachgiebigkeit fUr Polystyrol gegen die Kriechzeit bei verschiede
nen Temperaturen, in doppelt-Iogarithmischer Darstellung nach Link [129] 

scher Auftragung gezeigt [129]. Eine direkte Messung von JR (t) war erst von 
Temperaturen von 140°C an moglich. Fur die Temperatur von 126,7 °C wurde 
von der sogenannten Leaderman- Technik Gebrauch gemacht [130]: Oer 
stationiire FlieBzustand wurde durch Kriechen bei erhohter Temperatur 
(170°C) eingestellt, dann wurde auf die gewunschte Temperatur abgekuhlt und 
die Ruckfederung der entlasteten Probe gemessen. Oieser Technik liegt die 
Annahme zugrunde, daB der stationiire Zustand, der sich einmal bei einer 
hohen Temperatur eingestellt hat, auch nach dem Abkuhlen auf tiefere 
Temperaturen erhaIten bleibt, solange der Spannungszustand der Probe 
konstant gehalten wird. Wenn diese Hypothese stimmt, ist es moglich, 
stationiires FlieBen in vertretbarer experimenteller Zeit bei hoherer Tempera
tur zu erreichen und an schlie Bend sowohl die Viskositiit aus der Kriechge
schwindigkeit als auch die Erholungsnachgiebigkeit bei tieferen Temperaturen 
zu bestimmen. 
Abbildung 8.21 zeigt, daB JR (t) neben dem Glas-Kautschuk Ubergang noch 
eine weitere deutlich ausgepriigte Relaxationsstufe, den Verschlaufungsuber
gang aufweist. Oieser wird noch deutlicher, wenn man ihn in halb-Iogarithmi
scher Oarstellung betrachtet (Abb. 8.22). Aus dieser Abbildung ersieht man die 
uberaus groBe Stufenhohe dieses Uberganges; femer erkennt man, daB der 
Grenzwert JR (00) = Je von der Temperatur unabhiingig zu sein scheint. Oer 
vergroBerte Ausschnitt links oben zeigt den Anfang des Verschlaufungsuber
ganges und das Ende des Glas-Kautschuk-Uberganges. 
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Abb.8.22. Verschlaufungsubergang fUr PS in halb-logarithmischer Darstellung nach Link 
[129]; links oben: lO-fach vergroBerter Ausschnitt 

Die Wahl der Achseneinteilung beeinflul3t die Form von J (t) und JR (t) sehr 
stark, wie schon die Gegenuberstellung der Abb. 8.21 und 8.22 zeigte. Dies 
wird noch viel ausgesprochener, wenn man die Form der Kriechkurven in 
doppelt-logarithmischer Darstellung mit ihrer Form in doppelt-linearer Dar
stellung vergleicht. Wir haben dies fur einige Beispiele der in Abb. 8.18 
gezeigten Kriechkurven und der in Abb. 8.21 gezeigten Kriecherholungskur
yen getan. Das Resultat findet man in den nachfolgenden Abbildungen. 
Abbildung 8.23 zeigt die Kriechnachgiebigkeit im Glaszustand und im Anfang 
des Glas-Kautschuk-Oberganges. 1m Glaszustand haben die Kriechkurven die 
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Abb.8.23. Kriechfunktion ] (t) gegen 
t fur PS im Glaszustand und in der 
Glasflanke des Erweichungsgebietes 
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Abb.8.24. Kriechfunktion J (t) gegen t fUr 
PS im unteren Mittelteil des Glas-Kau
tsch uk -Uberganges 
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Gestalt emes rein elastischen Materials mit einem Momentanwert 
Jg ~ 10- 9 Pa -\ (also groJ3er als der Tieftemperaturmomentanwert Jo!) und 
bleiben dann konstant. Bei etwas hoheren Temperaturen sieht man den Anfang 
des Glas-Kautschuk-Uberganges als zusatzliche verzogert-elastische Kompo
nente, die sich mit zunehmender Temperatur schnell vergroJ3ert. 
Abbildung 8.24 zeigt einen Ausschnitt aus dem unteren Mittelteil des Glas
Kautschuk-Uberganges. Dabei wurden Nachgiebigkeitsachse und Zeitachseje 
urn einen Faktor 10 gestaucht. Hier erscheinen die Kriechkurven als Summe 
eines sehr kleinen Momentanwertes Jg und eines verzogert elastischen Teiles, 
der fast linear mit der Zeit wachst. Die kleine negative Krummung der Kurven 
ist nur zu erkennen, wenn man die Zeitachse weit genug dehnt. Das Polymer 
verhalt sich also in diesem Gebiet angenahert wie ein einzelnes Maxwell
Element. Doch ist die ganze Deformation dort im Prinzip noch reversibel. 
Allerdings ist es nicht moglich, im Ruckstellexperiment die vollstandige 
Kriecherholung abzuwarten, die urn viele GroJ3enordnungen der Zeit langer 
dauern wurde als das vorangegangene Kriechexperiment. Also erscheint auch 
im Ruckstellversuch die Deformation als scheinbar irreversibel. 
In Abb.8.25 ist die Nachgiebigkeitsachse urn einen weiteren Faktor 10 
gestaucht. Das Verhalten im oberen Mittelteil des Glas-Kautschuk-Ubergan
ges ahnelt dem aus Abb. 8.24. Der Momentanwert erscheint jedoch jetzt 
unmeBbar klein, die Krummung der Kriechkurven ist etwas deutlicher. 
Abbildung 8.26 zeigt das Nachgiebigkeitsverhalten am Ende des Glas-Kaut
schuk-Uberganges bzw. am Anfang des gummi-elastischen Plateaus. Ein 
unmeBbar kleiner Momentanwert wird von einem sehr stark gekrummten 
verzogert elastischen Teil gefolgt. Das Verhalten kann hier naherungsweise 
durch ein einzelnes Kelvinelement beschrieben werden. 
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Abb.8.2S. Kriechfunktion J (t) gegen t fUr 
PS im oberen Mittelteil des Glas-Kau
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Abb.8.26. Kriechfunktion J (t) gegen t fUr 
PS im Anfang des gummi-elastischen Pla
teaus 

Abbildung 8.27 zeigt das Nachgiebigkeitsverhalten im gummi-elastischen 
Plateau. Hier wurde erstmals fUr die Temperaturen von 150 und 160°C auch 
die Kriech-Erholungsnachgiebigkeit (gestrichelt) mit eingezeichnet. Die 
Kriechkurven erwecken den Anschein eines Momentanwertes in der Gr613en
ordnung zwischen 5 . 10 - 6 und 10- 5 Pa - 1, der jedoch schwer bestimmbar ist 
und bei Dehnen der Zeitachse kleiner wird. Zu diesem kommt ein verz6gert 



elastischer Anteil, der bereits den Verschlaufungsiibergang enthalt. Schliel3lich 
findet man hier einen signifikanten Beitrag des Flie13termes, wie man aus dem 
Unterschied der Kurven J (t) und JR (t) ersieht. 
Abbildung 8.28 und 8.29 zeigen schliel3lich die Kriechfunktion und die 
Kriecherholungsnachgiebigkeit im Anfang des Flief3gebietes. Die Kriechkur
yen sind naherungsweise Gerade mit verschiedener Steigung, die auf der 
Ordinate einen positiven Achsenabschnitt abschneiden. Die Steigung der 
Kriechkurven ist dort jedoch noch hoher als im stationaren Flie13zustand, der 
Achsenabschnitt ist noch kleiner als der Wert von Je ! Die Kriecherholungs
nachgiebigkeit ist in diesem Gebiet urn einen Faktor 100 niedriger und zeigt den 
verzogert elastischen Verlauf des Verschlaufungsiiberganges zu seinem hori
zontalen Grenzwert J e' 

Das Kriechverhalten von Polymethylmethacrylat ist in doppelt-logarithmi
scher Darstellung in Abb. 8.30 bei verschiedenen Temperaturen gezeigt. 
PMMA unterscheidet sich von PS durch ein stark ausgepragtes sekundares 
Dispersionsgebiet im Glaszustand. Man erkennt den entsprechenden Anstieg 
der Nachgiebigkeit im Temperaturbereich zwischen -40°C und + 50°C. Die 
doppelt-logarithmische Steigung der Kriechkurve in diesem sekundaren 
Dispersionsgebiet ist jedoch gering, etwa 0,03. Das Haupterweichungsgebiet 
liegt zwischen 100 und 130°C. Die Breite der Dispersionsstufe betriigt hier 7 bis 
8 Zehnerpotenzen der Zeitachse, die Stufenhohe etwa 2,8 Zehnerpotenzen der 
Nachgiebigkeit. Die doppelt-logarithmische Steigung der Kriechkurve erreicht 
einen Maximalwert von 0,65. Das gummi-elastische Plateau ist besser ausge
priigt als beim PS. Die Messungen erstreckten sich nicht bis in das Flief3gebiet. 
Uber das Kriechverhalten teilkristalliner Polymere ist viel weniger bekannt, als 
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Abb. 8.28. Kriechfunktion J (t) gegen t fur PS im Anfang des FlieI3gebietes 
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Abb.8.29. Kriechcrholungsnachgiebigkeit JR (t) gegen t fur PS im Anfang des FlieI3gebietes 

uber das der amorphen. Deshalb ist es auch noch nicht moglich, fur 
teilkristalline Polymere eine iihnlich systematische Dbersicht zu geben, wie dies 
oben fur die amorphen geschehen ist. Wir zeigen jedoch als Beispiel in 
Abb. 8.31 das Scherkriechverhalten von HDPE. U nterhalb der Schmelztempe
ratur, bei T ~ 129°C, wurde das Scherkriechverhalten im Torsionskriechap-
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Abb. 8.30. Scherkriechnachgiebigkeit fUr PMMA gegen die Kriechzeit bei verschiedenen 
Temperaturen, in doppelt-logarithmischer Darstellung 
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Abb.8.31. Scherkriechnachgiebigkeit fUr HDPE OF 4760 gegen die Kriechzeit bei verschie
denen Temperaturen, in doppelt-logarithmischer Darstellung 
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parat bestimmt (vg1. Abschn. 11.4), oberhalb 135 DC, wurde 1 (t) aus Daten 
berechnet, die mit dem dynamischen Viskosimeter bestimmt wurden. Das 
Loch zwischen dem Kriechverhalten im ungeschmolzenen und geschmolzenen 
Zustand ist in Wirklichkeit noch groBer, als es in Abb. 8.31 erscheint, da die 
Ordinate in dieser Abbildung unterbrochen wurde. 
Ein Vergleich von Abb. 8.18 mit 8.31 zeigt, daB teilkristalline Polymere keine 
ausgepragten Relaxationsstufen aufweisen. Der EinfluB der Temperatur 
auBert sich viel starker in einer vertikalen Verschiebung der Niveaus der 
Kriechkurven, als in einer horizontalen Verschiebung der Zeitiage von 
Relaxationsstufen. Die doppelt logarithmische Steigung der Kriechkurven ist 
im ganzen Gebiet unterhalb Tm sehr gering. 

8.6 Der Zusammenhang zwischen Kriechen und Relaxation 

Da die beiden Gleichungen des Superpositionsprinzipes (15) und (17) densel
ben Sachverhalt ausdrucken, namlich einen Zusammenhang zwischen dem 
Spannungsablauf und dem Deformationsablauf, konnen die beiden Funktio
nen G(t) und 1 (t) nicht voneinander unabhangig sein. Vielmehr sind sie durch 
eine Integralgleichung miteinander verknupft, die wir folgendermaBen ablei
ten: 
Wir berechnen mit Hilfe von (17) den zum Kriechexperiment zugeordneten 
Spannungsablauf, indem wir y(t)=O fur t<O und y(t)=1(t) fur t>O 
einsetzen; das Resultat ist fUr t> 0 die Gleichung 

t 

O'(t) = G 0 1(t) + S G(t-~)J(~)d~ 
o 

Wegen der Definition des Kriechexperimentes muB diese Spannung fUr aile 
positiven Werte von t gleich 1 sein. Dies liefert die gesuchte Gleichung: 

t 

1 = G 0 1(t) + SG(t-~)J(~)d~ (43) 
o 

Durch partie lie Integration erhalt man die dazu duale Gleichung 

t 

1=10 G(t)+ Sj(t-~)G(~)d~ (44) 
o 

Beide Gleichungen lassen sich einmal nach der Zeit t integrieren und erhalten 
dann die symmetrische Form: 

SG(t-~)J(~)d~= P(t-~)G(~)d~=t fUr O:(t<oo (45) 
o 0 

Differenziert man G1. (45) nach der Zeit t, so ergeben sich Gin. (43) und (44). 
Die vier Gin. (43) bis (45) sind also vollkommen aquivalent. Jede dieser 
Gleichungen stellt eine Integralgleichung dar, aus der sich die Kriechfunktion 
berechnen HiBt, wenn die Relaxationsfunktion gegeben ist oder umgekehrt. 
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1st die Kriechfunktion (Relaxationsmodul) in analytischer Form explizit 
bekannt, dann erlauben diese Gleichungen manchmal eine Berechnung des 
Relaxationsmoduls (Kriechfunktion). Natiirlich ist dies nur fUr mathematisch 
einfache Ausdriicke moglich. Zwei fUr die Praxis niitzliche Beispiele sollen 
spater behandelt werden. 
Vorerst ziehen wir einige allgemeine SchluBfolgerungen aus den Integralglei
chungen. Setzen wir in (43) t = 0, dann ergibt sich der bereits friiher erwahnte 
Zusammenhang zwischen den Momentanwerten der Kriechfunktion und des 
Relaxationsmoduls (13). 
Addieren wir zu Gl. (44) die folgende Identitat 

t 

-J(t)· G(t) = -Jo G(t) - J G(t) j(()d( 
o 

dann find en wir: 
t 

1-J(t)· G(t) = J j(()[G(t-()-G(t)] d( (46) 
o 

Da die Kriechfunktion eine mono ton wachsende, und die Spannungsrelaxa
tionsfunktion eine monoton abnehmende Funktion der Zeit ist, sind beide 
Faktoren unter dem Integral in (46) positiv fUr aile ( und daher muB das 
Integral groBer oder gleich Null sein. Hieraus ergibt sich die wichtige 
Ungleichung von Zener [131] fUr das Produkt von Kriechfunktion und 
Spannungsrelaxationsmodul: 

O<J(t)·G(t):S:l fiiralle t>O (47) 

Abweichungen dieses Produktes vom Werte 1 konnen also nur in einer 
Richtung auftreten. Wir werden sehen, daB solche Abweichungen im Bereich 
der Dispersionsstufen und im FlieBgebiet auftreten. 
Wir zeigen zwei Anwendungen der Gl. (45). Wenn sich die Kriechfunktion in 
einem wei ten Bereich der logarithmischen Zeitachse durch einen einfachen 
analytischen Ausdruck annahern laBt J (t) :~:::JN (t), dann kann man mit Hilfe 
von Gl. (45) einen analytischen Ausdruck G N (t) ableiten, der dann im gleichen 
Zeitbereich eine Naherung fiir die Relaxationsfunktion darstellen wird: 
G (t) ~ G N (t). 
So laBt sich die Kriechfunktion im Erweichungsbereich naherungsweise als 
Potenz der Zeit darstellen 

(48) 

wobei If. und m positive Konstante sind und m zwischen 0 und 1 liegt. Es laBt 
sich leicht zeigen, daB die zugehorige Spannungsrelaxationsfunktion durch 

(49) 

angenahert wird. Zum Beweis setzen wir (48) und (49) in (45) ein und finden 

1 

t = J IN(t - () GN(()d( = t . If. . fJ J y-m(1-y)mdy 
o 0 
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Das Integral ist ein Produkt von zwei T-Funktionen und gestattet die einfache 
Darstellung [132] 

1 

Sy-m(1-y)mdy = T(1 +m)· T(1-m) = . ~n ) 
o sm mn 

Die Integralgleichung (45) ist also erfullt, wenn wir IX • /3= [sin (mn)]j(mn) 
setzen. Damit ergibt sich fUr das "Zener"-Produkt 

im Erweichungsbereich J (t) . G (t) ~ sin (mn) 
mn 

(50) 

Fur die in der Praxis vorkommenden Werte von m = 0,5; 0,7; 0,9 ist obiges 
Produkt beispielsweise 0,64; 0,37; 0,11. 
Als Niiherung liiBt sich diese Gleichung auch in solchen Fiillen verwenden, in 
denen die Kriechfunktion nicht streng der Voraussetzung (48) gehorcht. Dann 
deuten wir m als die mittlere doppelt-logarithmische Steigung der Kriechkurve 
in einem gewissen Zeitbereich. 1st insbesondere diese Steigung gering, wie im 
Glaszustand, dann finden wir durch Reihenentwicklung der Sinusfunktion: 

in den sekundiiren 
Dispersionsgebieten 

n2 

J(t)· G(t) ~ 1-m2 • - = 1-1,6m2 

6 
(51) 

Hieraus folgt zum Beispiel, daB das Produkt J . G im Glaszustande nur sehr 
wenig von 1 abweichen kann [m ~ 0,1 --+ J . G ~ 0,98]. 
Ein anderer praktisch wichtiger Fall ist der Verlauf der Kriechfunktion im 
stationiiren FlieBgebiet eines unvernetzten amorphen Polymeren. Dort liiBt 
sich die Kriechfunktion durch den Ausdruck 

anniihern, wobei 

gesetzt wurde. Die zugehorige Spannungsrelaxationsfunktion ist durch 

1 
G(t) ~ GN(t) = - . e- t/re 

Je 

(41) 

(52) 

(53) 

gegeben, wie man sich durch Einsetzen von (41) und (53) in (45) leicht 
uberzeugt. Wiihrend im FlieBgebiet die doppelt-logarithmische Steigung der 
Kriechfunktion gegen den Grenzwert Eins strebt, fiillt die Spannungsrelaxa
tionsfunktion dort immer steiler gegen Null. Die doppelt-logarithmische 
Steigung von G (t) gegen t strebt schliemich gegen - 00. Das Produkt G . J wird 
daher im FlieBgebiet schnell verschwinden. 
Eine schematische Darstellung des Relaxationsmoduls als Funktion der Zeit 
wurde fUr amorphe Polymere in Abb. 8.32 gegeben. Die Spannungsrelaxa
tionskurve ist in doppelt-logarithmischer Auftragung naherungsweise das 
Spiegelbild der Kriechkurve (vgl. Abb. 8.15). Jeder Dispersionsstufe in der 
Kriechfunktion entspricht eine solche in der Relaxationsfunktion. In loga-
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Relaxationsmodul fur amorphe Polymere 

Erweichungsgebiet 
log G(t), Pa 

1 
Glaszustand 

-- unvernetzt 
---- vernetzt 

---.. ~ logt 

gummielastischer 
Zustand 

Abb.8.32. Verlauf der Spannungsrelaxationsfunktion als Funktion der Zeit in doppelt
logarithmischer Auftragung fUr amorphe, unvernetzte Polymere (ausgezogen) und fUr 
amorphe, vernetzte Poly mere (strichliert) 

rithmischer Auftragung sind dabei Stufenhohen und Lagen der Dispersions
stufen ungefahr dieselben. Bei sehr kurzen Zeiten (tiefen Temperaturen) ist der 
Modul konstant und von der Gro13enordnung Go ~ 2 bis 3· 109 Pa. Dann 
findet man im Glaszustand die den sekundaren Relaxationserscheinungen 
entsprechenden Dispersionsstufen. An den Glaszustand schliel3t sich das 
Erweichungsgebiet an, wo der Logarithmus des Moduls etwa linear mit dem 
Logarithmus der Zeit abnimmt. Nach GI. (48) und (49) ist in doppelt
logarithmischer Auftragung die Steigung des Moduls dort etwa gleich dem 
negativen Werte der Steigung der Kriechfunktion. Nach dem Erweichungsge
biet finden wir den gummi-elastischen Bereich, in dem der Modul wieder 
annahernd horizontal verlauft. Fur vernetzte, amorphe Polymere bleibt der 
Modul im gummi-elastischen Zustand naherungsweise konstant und erreicht 
den Grenzwert Goo = 1/1e' dessen Grol3e dem Vernetzungsgrad und dem Wert 
der absoluten Temperatur proportional ist. Fur amorphe, unvernetzte Polyme
re schliel3t sich an das gummi-elastische Plateau das Fliel3gebiet an. Dort hort 
die Symmetrie zwischen Kriech- und Relaxationsfunktion auf. Wahrend sich 
die doppelt-Iogarithmische Steigung der Kriechfunktion asymptotisch dem 
Wert Eins nahert und diesen nicht uberschreitet, nimmt die doppelt-loga
rithmische Steigung der Relaxationsfunktion fortwahrend weiter ab und strebt 
schliel3lich gegen - 00 . 

Aus unseren Betrachtungen folgt auch der Verlauf des Produktes von 
Kriechfunktion und Relaxationsmodul als Funktion der Zeit (siehe 
Abb. 8.33). Nach der Ungleichung von Zener ist dieses Produkt stets kleiner als 
oder hochstens gleich Eins. Bei sehr kurzen Zeiten ist G· 1 = 1. Bei den 
sekundaren Relaxationserscheinungen durchlauft es kleine Minima, die jedoch 



168 Linearcs visko-elastisches Deformationsverhalten der Polymerc 

o r-=~ ______ ;::: :=;~---,,-----------------------------"'------"'-'-::::---------

log (G(t)·J(t)] 

-1 

r Glaszustand 
gummielastischer 

Zustand 

E rweichungsgebiet 

log t -2~ ____________________________ ~ __________ __ 

Abb.8.33. Verlauf des Produktes von Relaxationsmodul und Kriechfunktion als Funktion 
der Zeit in doppelt-logarithmischer Auftragung fUr amorphe, unvernetzte Polymere (ausgezo
gen) und fUr amorphe, vernetzte Polymere (strichliert) 

h6chstens einige Prozente von 1 abweichen (Gl. (51)). Erst im Erweichungsge
biet wird G . J wesentlich kleiner als Eins. Es zeigt dort Minima, die von 
Polymer zu Polymer verschieden sind, aber im allgemeinen zwischen 0,1 und 
O,6Iiegen. Nach dem Erweichungsgebiet steigt G . J wiederum gegen den Wert 
Eins und bleibt fur vernetzte, amorphe Polymere sehr nahe an Eins. Fur 
unvernetzte, amorphe Polymere fallt G . J im Fliel3gebiet gegen Null. 

10 9 

E(tl,Pa 

10' 

10 2 

- t.h 

Abb. 8.34. Dehnrelaxationsmodul als Funktion der Zeit fUr PMMA nach [133] 
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Das experimentelle Fenster ist fur Relaxationsmessungen etwa gleieh groB wie 
fur Krieehmessungen. Es ist daher nieht moglieh, die Kurve aus Abb. 8.32 bei 
einer einzigen Temperatur zu bestimmen. Wiederum benutzt man die Zeit
Temperatur-Verschiebung, urn aus Messungen bei verschiedenen Temperatu
ren das Bild von Abb. 8.32 zu konstruieren. 
Relaxationsmessungen an Polymeren wurden von Tobolsky und Mitarbeitern 
in einachsiger Dehnung ausgefUhrt [133], [134], [135]. Der Relaxationsmodul in 
Dehnung, E (t) zeigt als Funktion der Zeit und Temperatur ein iihnliches 
Verhalten wie der Schubmodul G(t). Fur amorphe Polymere ist E(t) im 
Glaszustande etwa 2,5 bis 2,7 mal so groB wie G (t). 1m Erweichungsgebiet, im 
gummi-elastisehen Bereich und im FlieBgebiet hat E (t) genau den dreifaehen 
Wert von G(t). 
Der Dehnmodul fUr PMMA ist in Abb. 8.34 als Funktion der Zeit fUr 
verschiedene Temperaturen gezeigt [133]. In dieser Abbildung sind aile vier 
Gebiete des Polymeren, der Glaszustand, das Erweichungsgebiet, das gummi
elastische Gebiet und das FlieBgebiet erkennbar. Den Dehnmodul von 
hochmolekularem Polyisobutylen zeigt Abb. 8.35. Mit Hilfe der Zeit-Tempe
ratur-Verschiebung konstruierte Tobolsky hieraus den Veri auf des Spannungs
relaxationsmoduls E (t) in einem wei ten Zeitbereich bei 25°C. In Abb. 8.36 
wurden diese Daten in doppelt-logarithmischer Auftragung fur drei Polyisobu-

N.B.S. POLYISOBUTYLEN 

E(t). Po 

1 

~ao,a.( 
~-J6" 
~ ~ -74,1 

~ ~ '-706 

-49,6"-... ~ 65,4 
-40,1~ -58,8 

=~20'2 

25 

50 

- t,h 

Abb.8.35. Dehnrelaxationsmodul als Funktion der Zeit fUr PIB nach [134] 
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Eltl.Pa 

i 109 

(3) 

-14 -12 -10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 
_logt.h 

Abb.8.36. Dehnrelaxationsmodul nach Reduktion auf 25°C fUr drei Polyisobutylene 
verschiedenen Molekulargewichtes nach [135]. (1) Mv = 1,36· 106 , (2) Mv = 2,80 . 106 , (3) 
Mv = 6,60 . 106 g/mol 

tylene verschiedenen Molekulargewichtes wiedergegeben [135]. 1m Glaszu
stand und im Erweichungsbereich ist der Veri auf des Relaxationsmoduls yom 
Molekulargewicht unabhiingig, sobald dieses einen gewissen minimalen Wert 
iiberschritten hat. Die Breite des gummi-elastischen Gebietes wiichst jedoch 
sehr stark mit der Hahe des Molekulargewichtes. Die Ausdehnung des gummi
elastischen Plateaus in der logarithmischen Zeitachse ist proportional zu 
3,4 ·logM. 
Schliel3lich 1eiten wir noch eine Anzahl hiiufig verwendeter Zusammenhiinge 
ab, die die charakteristischen GraBen der Kriechfunktion mit denen des 
Relaxationsmoduls verbinden. Wir ersetzen in (45) 1 (t) und G (t) durch ihre 
Spektraldarstellungen (25) und (24), vertauschen die Reihenfolge der Integra
tionen und fiihren die Integration nach der Variablen ~ aus. Wir erhalten die 
folgende Gleichung: 

A(t) + B(t) + C(t) - D(t) + E(t) + F(t) + H(t) - K(t) = t (54) 

wobei folgende Abkiirzungen verwendet wurden: 
00 

A(t) = 10 . Goo . t B(t) = 10 f rg(r) [l-e- t/tjdr 

o 
00 00 

C(t) = Goo . t f f(e)de D(t) = G co f ef(e) [1 -e-t/ejde 

o o 
00 00 

E(t) = f dr f deg(r) fee) {r[l-e-t/t] + e~r [e-t/t_e-t/e]} 
o 0 

00 

H(t) = ~ f rg(r)dr 
IJo 0 

00 

K(t) = ~ f r2 g(r)[1 - e-t/t]dr 
IJo 0 
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Wir betrachten das Verhalten der Gl. (54), die identisch in t erfUllt sein muG, fUr 
groGe Werte von t. Der einzige Term in (54), der quadratisch mit t wiichst, ist 
F (t). Deshalb muG der Koeffizient von t2 in F (t) verschwinden. Dies beweist 
die bereits friiher erwiihnte Gleichung 

(20) 

Von den restlichen Termen der Gl. (54) strebt ein Teil mit groGem t linear mit t 
gegen Unendlich, wiihrend ein anderer Teil endlich bleibt. Ein Vergleich der 
Koeffizienten der zu t proportionalen Terme liefert daher die Bedingung: 

oder 

A(t) + e(t) + H(t) = t 

00 

Goo 1e + ~ f rg(r)dr = 1 
'10 0 

(55) 

Die Terme der Gl. (54), die beim Grenziibergang t --+ 00 endlich bleiben, 
miissen einander ebenfalls kompensieren: 

B(t) - D(t) + E(t) - K(t) = 0 

Wenn wir in dieser Gleichung den Grenziibergang t --+ 00 ausfUhren, finden wir 
die Bedingung: 

GO 00 00 

1e f rg(r)dr = Goo f rf(r)dr + ~ f r 2 g(r)dr (56) 
o 0 '10 0 

Die Gin. (20), (55) und (56) zerfallen aile in zwei Teile,je nachdem ob der Fall A 
oder der Fall B vorliegt: 

Fall A; Visko-elastisches Verhalten ohne FlieGen: 

'10 = 00 

1e J rg(r) dr = Goo J Qf(Q)dQ 
o 0 

Fall B; Visko-elastisches Verhalten mit FlieGen: 

1 
-#0 
'10 

'10 = J rg(r)dr 
o 

1e '1~ = J r 2 g(r)dr 
o 

(57) 

(58) 

(59) 

(60) 

Diese Gleichungen verbinden die ersten und zweiten Momente der Spektren 
miteinander. Das erste Moment des Relaxationsspektrums liefert die Viskosi
tiit. Das zweite Moment des Relaxationsspektrums liefert das stationiire 
Riickstellvermogen. 
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8.7 Schwingungsmessungen 

Es ist maglich, den zuganglichen Mef3bereich wesentlich zu vergraf3ern, wenn 
man neben Kriech- oder Relaxationsversuchen noch Schwingungsmessungen 
ausfiihrt. Die heute bekannten mechanischen Mef3methoden erstrecken sich, 
wie aus Abb. 8.37 ersichtlich ist, iiber 14 Zehnerpotenzen der Zeit bzw. der 
Frequenz. In dieser Abbildung wurde die Breite des experimentellen Fensters 
fiir die verschiedenen Mef3methoden iiber einer logarithmischen Zeitachse oder 
tiber einer logarithmischen Frequenzachse dargestellt. Der Zusammenhang 
zwischen der Zeit t (in Sekunden) bei einer Kriech- oder Relaxationsmessung 
und der Frequenz v (in Hertz) bei einer Schwingungsmessung wurde dabei in 
willkurlicher Weise durch die Gleichung 

ill = 2nv = l/t (61) 

definiert. Die Frequenz v deutet die Anzahl der Schwingungen pro Sekunde, 
die KreisJrequenz ill die Anzahl der Schwingungen in 2 n Sekunden an. Diese 
Zuordnung von Zeit- und Frequenzachse ist willkiirlich. Es wird sich jedoch 
spater herausstellen, daf3 sie zu einfachen Zusammenhangen fiihrt, wenn man 
die Resultate von Schwingungsmessungen mit denen von Kriech- oder 
Relaxationsversuchen vergleicht. 
Wir kannen vier verschiedene Typen der Schwingungsmessung unterscheiden, 
wenn wir das Verhiiltnis der Wellen lange der elastischen Wellen zu den 
Abmessungen des Probestiickes als Einteilungsprinzip zugrunde legen. Da 
Wellenlange und Frequenz der Schwingung in erster Niiherung zueinander 
reziproke Graf3en sind, ist diese Einteilung zugleich auch eine Einteilung nach 
der Frequenz der betrachteten Mef3technik. 
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Abb. 8.37. Die Lage und das experimentelle Fenster verschiedener mechanischer MeBmetho
den zur Bestimmung des visko-elastischen Verhaltes 
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Erzwungene Schwingungen unterhalb der ResonanzJrequenz: 
1st die Wellenlange der Schwingung groB gegen aile Abmessungen des 
Probestiickes, so stellt das Probestiick allein noch kein schwingungsfahiges 
System dar. Man kann jedoch das Verhalten des Materials unter dem EinfluB 
einer sinusformigen Kraft untersuchen, indem man die Probe zu Schwingun
gen unterhalb ihrer Resonanzfrequenz anregt. Man miBt die auftretende 
sinusformige Deformation und vergleicht sie nach Phase und Amplitude mit 
der Spannung. Bei diesem Experiment spielen Tragheitskrafte der Probe oder 
der bewegenden Teile des Apparates keine Rolle. 

Freie gedampJte Schwingung mit Zusatzmasse: 
Eine Zusatzmasse oder ein zusatzliches Tragheitsmoment wird an das 
Probestiick gekoppelt. Das gesamte System wird zu Anfang des Experimentes 
aus der Ruhelage gebracht und dann sich selbst iiberlassen. Es kehrt in 
gedampften Schwingungen in seine Ruhelage zuriick. Man miBt die EigenJre
quenz und das logarithmische Dekrement der Schwingung. Bei der Auswertung 
des Experimentes muB man neben den visko-elastischen Kraften des Probe
stiickes noch die TragheitskraJte der Zusatzmasse beriicksichtigen. 

Resonanz stehender Wellen: 
1st die Wellenlange der Schwingung so groB wie zumindest eine der Abmessun
gen des Probestiickes, so eriibrigt sich das Anbringen einer Zusatzmasse. Die 
Tragheitskrafte bei der Schwingung werden dann von der Masse des Probesta
bes geliefert. Man erregt das Probestiick zu einer Torsions-, Biege- oder 
Dehnschwingung, indem man es mit Hilfe eines Generators mit variabler 
Frequenz anstoBt, und miBt die GroBe der Amplitude der angeregten 
Schwingung. Durchlauft man dabei mit der Frequenz das Resonanzgebiet, 
dann findet man fUr die Amplitude als Funktion der Erregerfrequenz ein 
Maximum, die sog. Resonanzkurve. Man miBt die ResonanzJrequenz und die 
Halbwertsbreite der Resonanzkurve. 

Wellenausbreitung: 
1st die Wellenlange der angeregten Schwingung klein gegen alle Abmessungen 
des Probestiickes, so treten in der Probe fortschreitende elastische Wellen auf. 
Man mif3t in diesem Fall die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Welle und die 
raumliche DampJung ihrer Amplitude wah rend des Eindringens in das Probe
material. Bei der Auswertung dieses Experimentes benotigt man, ebenso wie im 
Faile der Resonanz stehender Wellen, den Wert der Dichte des untersuchten 
Stoffes. 
Beispiele fUr die technische DurchfUhrung der hier aufgezahlten Schwingungs
messungen sollen spater behandelt werden. Es sei jedoch erwahnt, daB die 
Auswertung all dieser Methoden auf die Bildung der wichtigen Begriffe des 
dynamischen Moduls, der dynamischen Nachgiebigkeit und der inneren 
Dampfung der Stoffe fiihrt. Diese Begriffe sollen nun am Beispiel der 
erzwungenen Schwingung unterhalb der Resonanzfrequenz erortert werden. 
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Einschwingvorgang unter aufgepragter harmonischer Spannung: 
Das Experiment der erzwungenen Schwingung liiJ3t sich folgendermaBen 
ausfiihren: Das spannungsfreie Material wird zum Zeitpunkt t = 0 platzlich 
mit einer harmonischen Spannung der Kreisfrequenz w (Frequenz v) und 
Amplitude (Jo belastet. Der vorgeschriebene Spannungsverlauf lautet dann: 

(J (t) = 0 fUr t < 0 } 
(J(t) = (Jo . cos(wt) fUr t> 0 (62) 

Wir erhalten die Deformation als Funktion der Zeit, indem wir (62) in das 
Superpositionsprinzip (15) einsetzen und die Kriechfunktion nach Gl. (27) 
zerlegen: 

yet) = (Jo [A' (w, t) cos (wt) + A" (w, t) sin (wt)] fUr t> 0 (63) 

wobei A' und A" Abkurzungen fur die folgenden Integrale darstellen: 
1 

A'(w, t) = Jo + f tp(f,) cos(wf,)df, (64) 
o 

1 1 

A"(w, t) = - + f tp(f,) sin(wf,)df, 
W110 0 

(65) 

Die Deformation (63) ist keine harmonische Funktion der Zeit, solange die 
GraBen A' und A" noch von der Zeit abhangen. Wartet manjedoch genugend 
lange, dann streben die Integrale in (64) und (65) gegen Grenzwerte, die von der 
Zeit unabhangig sind: 

00 

1'(w) = lim A'(w, t) = Jo + f tp(f,) cos(wf,)df, 
1-00 0 

(66) 

1 00. 

JII(W) = lim A"(w, t) = - + f 'P(f,) sin(wf,)df, 
1-00 W110 0 

(67) 

Die Existenz dieser Grenzwerte folgt aus der Tatsache, daB tfr(f,) eine mono ton 
abnehmende Funktion von f, ist, die im U nendlichen verschwindet. Sind diese 
Grenzwerte mit ausreichender Genauigkeit erreicht, dann sagt man, daB der 
Einschwingvorgang beendet ist, und daB sich der eingeschwungene Zustand 
eingestellt hat. In diesem Falle gilt dann: 

yet) = (Jo . [J'(w) . cos (wt) + 1"(w) . sin(wt)] (68) 

oder 
yet) = (Jo . Jd(w) . cos(wt - 6) (69) 

mit 
Jd (w) = {[J' (wW + [1" (wW} 1/2 (70) 

tan6(w) = J"(w)/1'(w) (71) 

l' ( w) = J d ( w) cos 6 (72) 

JII(W) = Jd(w) sin6 (73) 
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Die GraBen J'(w) und J"(w) nennt man die Speicherkomponente und die 
Verlustkomponente der dynamischen Nachgiebigkeit, die GroBe Jd(w) heiBt 
Absolutwert der dynamischen N achgiebigkeit und tan J (w) die (innere) Diimp
fungo All diese GraBen sind Funktionen des Wertes der Kreisfrequenz w der 
aufgepragten Spannung, aber unabhangig von ihrer Amplitude 0"0. 

Oocos wt 

ao Jd (w)cos (wt-6) 

18 1 --t 
----1wl-

I I 
I 
I 

2Jl: I 
i---- w I 

I 

OoJ'(w) cos wt 

aoJ"(w) sin wt 

-t 

Abb. 8.38. ZerJegung der Deformation im eingeschwungenen Zustand 

Die Deformation bei harmonischer Spannung im eingeschwungenen Zustand 
laBt sich also nach (69) als eine harmonische Schwingung derselben Kreisfre
quenz darstellen, die jedoch gegeniiber der Spannung urn einen Phasenwinkel J 
verzogert ist. Jd(w) stellt das Verhaltnis der Amplitude der Deformation zur 
Amplitude der Spannung dar. Nach (68) laBt sich die Deformation als Summe 
von zwei harmonischen Schwingungen derselben Frequenz auffassen, von 
denen eine mit der Spannung in Phase ist und die Amplitude 0"0 J' (w) besitzt, 
die andere 90 Grad hinter der Spannung zuriickbleibt und die Amplitude 
0"0 J" (w) besitzt. 
Man definiert manchmal auch eine komplexe GroBe, deren Realteil von der 
Speicherkomponente und deren Imaginarteil von der negativen Verlustkom
ponente der dynamischen Nachgiebigkeit gebildet werden und nennt sie 
komplexe dynamische Nachgiebigkeit. 

J*(w) = J'(w)-iJ"(w) = Jd(w)e- ib (74) 

Bei der oben beschriebenen Diskussion setzten wir voraus, daB die Messung 
der Deformation im eingeschwungenen Zustand durchgefiihrt wurde. Eine 
mathematische Analyse des Einschwingvorganges zeigt, daB nach 6 Ein
schwingungsperioden der relative Fehler in der Messung von Jd(w) bereits 
kleiner als 1 % und der absolute Fehler in der Bestimmung von J bereits kleiner 
als 0,01 Radial werden. 
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Wir betrachten nun den Einschwingvorgang unter aufgepragter harmonischer 
Deformation, der folgendermaBen definiert wird: 

y (t) = 0 fUr t < 0 
yet) = Yo . sin(wt) fUr t> 0 

(75) 

Wir erhalten die Spannung als Funktion der Zeit, indem wir (75) in das 
Superpositionsprinzip (17) einsetzen: 

aCt) = Yo [B'(w, t) sin (wt) + B"(w, t)cos(wt)] fur t> 0 (76) 

B' und B" sind Abkurzungen fUr die Integrale 

t 

B'(w, t) = Go + S G(~) cos(w~)d~ (77) 
o 

t 

B" (w, t) = - S G (~) sin (w~) d~ (78) 
o 

1m eingeschwungenen Zustande streben diese Ausdriicke gegen die zeitunab
hiingigen Grenzwerte 

if) 

G' (w) = lim B' (w, t) = Go + S G (~) cos (w~) d~ 
t-oo 0 

(79) 

if) 

G" (w) = lim B" (w, t) = - S G (~) sin (w~) d~ 
i-oo 0 

(80) 

Die Konvergenz dieser Integrale folgt aus der Tatsache, daB G (~) eine 
monoton wachsende, negative Funktion von ~ ist, die im Unendlichen 
verschwindet. Das Minuszeichen in der Definition von (80) sorgt dafur, daB 
G" (w) eine positive GroBe ist. 1m eingeschwungenen Zustand gilt also: 

aCt) = Yo . [G' (w) . sin (wt) + G" (w) . cos (wt)] (81) 
oder 

aCt) = Yo· Gd(w)· sin(wt+J) (82) 
mit 

G d (w) = {[G' (wW + [G" (w)F}1/2 (83) 
und 

tanJ(w) = G" (w)jG' (w) (84) 

G' (w) = Gd (w) cos J (85) 

G" (w) = Gd (w) sin J (86) 

Die GraBen G'(w) und G"(w) nennt man Speichermodul und Verlustmodul, die 
GroBe G d (w) heiBt Absolutwert des dynamischen Moduls. DaB die in (84) 
definierte GroBe mit der in (71) definierten Diimpfung identisch ist, wird spiiter 
gezeigt werden. 
Wird der Einschwingvorgang unter eingepriigter harmonischer Deformation 
vollzogen, dann liiJ3t sich die Spannung im eingeschwungenen Zustand als 
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harmonische Funktion auffassen. Diese hat dieselbe Kreisfrequenz wie die 
aufgepdigte Deformation, sie eilt jedoch der Deformation urn einen Phasen
winkel J voraus. G d (w) stellt das Amplitudenverhaltnis von Spannung zu 
Deformation dar. Die Spannung laBt sich in eine Summe zweier harmonischer 
Komponenten zerlegen. Eine Komponente ist mir der Deformation in Phase 
und hat die Amplitude Yo G' (w), die andere eilt der Deformation urn 90 Grad 
voraus und hat die Amplitude Yo Gil (w). 
Wir definieren einen komplexen dynamischen Modul durch die Gleichung: 

G* (w) = G' (w) + i Gil (w) = G d (w) e+ io (87) 

Der Zusammenhang zwischen den NachgiebigkeitsgroBen und den Modulgro
Ben bei erzwungenen Schwingungen ergibt sich am einfachsten durch folgende 
Oberlegung: Der eingeschwungene Zustand, der nach einem Einschwingvor
gang unter aufgepragter harmonischer Spannung erreicht wird, muB im 
wesentlichen der gleiche sein, wie der, der nach einem Einschwingvorgang 
unter aufgepragter harmonischer Deformation erreicht wird. Der Phasenwin
kel zwischen Spannung und Deformation ist in beiden Fallen der gleiche; 
deshalb muB die GroBe J in (84) dieselbe sein wie in (71): 

tanJ(w) = JII(W)/J'(w) = Gil (w)/G'(w) (88) 

Das Verhaltnis der Amplituden von Spannung und Deformation muB in 
beiden Fallen das gleiche sein; deshalb muB 

(89) 

Ein Vergleich von (74) mit (87) zeigt, daB die komplexe Nachgiebigkeit und der 
komplexe Modul zueinander reziprok sind 

J*(w)· G*(w) = 1 (90) 

Trennen wir diese komplexe Gleichung in Real- und Imaginarteil, dann finden 
wir folgende reelle Zusammenhange zwischen den Komponenten der dynami
schen charakteristischen Funktionen 

G' = J'/J~ (91) 

Gil = J"/J~ (92) 

J' =G'/G~ (93) 

J" = G"/G~ (94) 

Jd • G d = 1 (89) 

Die GIn. (70) bis (73) und (83) bis (86) erlauben eine einfache geometrische 
Deutung. In einem rechtwinkligen Dreieck, dessen Ankathete und Gegenka
thete J' (w) und J" (w) sind, bilden J den eingeschlossenen Winkel und J d (w) die 
Hypothenuse. Das Bild stellt gleichzeitig das komplexe Zeigerdiagramm des 
Vektors J* dar. Entsprechendes gilt fUr G*. 
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JmJ'" JmG'" 

! 
-ReJ'" 

G' -ReG'" 

J" 

Abb. 8.39. Darstellung von J* und G* im komplexen Zeigerdiagramm 

Der Zusammenhang zwischen dem Ergebnis eines Kriechexperimentes und 
dem eines Schwingungsexperimentes wird durch die Gin, (66) und (67) 
vermittelt. Durch diese Gleichungen wird die Speicherkomponente der dyna
mischen Nachgiebigkeit als Fourier-Cosinus-Transformation, die Verlust
komponente der dynamischen Nachgiebigkeit als Fourier-Sinus-Transforma
tion der Kriechgeschwindigkeit dargestellt. Ebenso vermitteln (79) und (80) 
den Zusammenhang zwischen dem Ergebnis eines Spannungsrelaxationsexpe
rimentes und dem eines Schwingungsexperimentes. Speichermodul und Ver
lustmodul sind Fourier-Cosinus- bzw. Fourier-Sinus-Transformation der 
Relaxationsgeschwindigkeit. 
Wenn sich die Kriechfunktion in einem wei ten Bereich der logarithmischen 
Zeitachse durch einen einfachen analytischen Ausdruck anniihern liiBt 

gultig in [ta < t < tb] 

dann kann man mit Hilfe von Gin. (66) und (67) analytische Ausdrucke J~(w) 
und J~(w) ableiten, die in einem gewissen Gebiet der Kreisfrequenzachse 
Niiherungen fur die Speicher- und Verlustnachgiebigkeit bilden. Das Gultig
keitsgebiet dieser Niiherungen liegt erfahrungsgemiiB innerhalb des Intervalles 

[l/tb < W < l/ta]. 

Die Beziehungen zwischen den charakteristischen Funktionen sind in den 
Abb. 8.40 und 8.41 qualitativ angedeutet. Abbildung 8.40 zeigt das Verhalten 
der Nachgiebigkeitsfunktionen in einem Gebiet der logarithmischen Zeit- bzw. 
Frequenzachse, in dem durch "Auftauen" eines Molekularprozesses ein 
Beitrag zur Deformierbarkeit geliefert wird. Dort findet man stets eine 
Dispersionsstufe der Kriechfunktion, der Speichernachgiebigkeit und des 
Absolutwertes der dynamischen Nachgiebigkeit. Bei kurzen Zeiten (hohen 
Frequenzen) ist die Molekularbewegung nicht imstande, der mechanischen 
Belastung zu folgen und gibt daher keinen Beitrag zur Deformierbarkeit. Die 
Werte von J(t), J'(w) und Jd(w) sind dort niedrig, gleich und niiherungsweise 
unabhiingig von log t bzw. log w. Die Energiedissipation ist dort gering (tan c5 
ist niedrig). Wird die Kriechzeit oder die Schwingungsdauer des Schwingungs
experimentes mit der molekularen Relaxationszeit vergleichbar, dann beginnt 
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Beitrag 
zur Oe
formier
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Abb. 8.40. Auftauen einer Molekularbewegung und Dispersionsstufe der Nachgiebigkeits
funktionen 

logw-

Abb.8.41. Auftauen einer Molekularbewegung und Dispersionsstufe der Modulfunktionen 

die Molekularbewegung einen Beitrag zur Deformierbarkeit zu !iefern, was 
sich in einer Dispersionsstufe der Nachgiebigkeitsfunktionen auf3ert. Diese ist 
fUr die Funktionen J(t), J'(w) und Jd(w) ahn!ich, wobei jedoch stets gilt: 

J'(w) ~ J(t) und 
weiterhin 

J'(w) ~ JR(t) ~ J(t) 

1m Ubergangsgebiet ist die Energiedissipation maximal, was sich in einem 
Maximum der Verlustnachgiebigkeit J" (w) und der inneren Dampfung 
tan J (w) auf3ert. Dabei !iegt das Maximum von tan J stets bei etwas kiirzeren 
Zeiten (hoheren Frequenzen), als das von J"(w). Bei langen Zeiten (niedrigen 
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Frequenzen) kann die Molekularbewegung der mechanischen Belastung 
muhelos folgen und gibt daher den vollen Beitrag zur Deformierbarkeit. Die 
Werte von J(t), J'(w) und Jd(w) sind dort hoch, gleich und naherungsweise 
unabhangig von logt bzw.logw. Die Energiedissipation ist wiederum niedrig. 
Abbildung 8.41 zeigt das Verhalten der Modulfunktionen bei Auftauen eines 
Molekularprozesses. Die Dispersionsstufe fiihrt dort von hohen zu niedrigen 
Werten; im Dispersionsgebiet gilt 

G(t) ~ G' (w) ~ Gd (w) 

Das Maximum des Verlustmoduls liegt bei kurzeren Zeiten (hoheren Frequen
zen) als das der Dampfung. Einzelheiten in der Rohe der Dispersionsstufe und 
der Form der Funktionen im Ubergangsgebiet konnen fur verschiedene 
Molekularprozesse sehr unterschiedlich sein. 
Ein Molekularprozel3, bei dem der Veri auf der charakteristischen Funktionen 
prinzipieU anders aussieht als in den Abb. 8.40 und 8.41 ist der Fliel3vorgang 
bei den unvernetzten, amorphen Polymeren. Dort gilt nach (41) und (53) 

Da diese Naherungsgleichungen nur einen zeitunabhangigen und einen 
Fliel3term enthalten, findet man aus (66) und (67) sofort 

J' (w) ~ Je J" (w) ~ l/(wy/o) 

und aus (70) und (71) 

tanb ~ l/(wre) Jd(w) ~ Je . [1 + 1/(wre)2]1/2 

Aus den Gin. (91) und (92) ergeben sich dann die Naherungen fur die Modul
funktionen 

1m Fliel3gebiet strebt also die Speichernachgiebigkeit mit abnehmender 
Kreisfrequenz gegen einen Grenzwert, der mit dem stationaren Riickstellver
mogen identisch ist. Die Verlustnachgiebigkeit und die Dampfung wachsen 
dort proportional mit der inversen Kreisfrequenz. Speichermodul und Verlust
modul fallen im Fliel3gebiet proportional mit der zweiten bzw. ersten Potenz 
der Kreisfrequenz. 
Schliel3lich wollen wir noch Speicher- und Verlustkomponente der dynami
schen Nachgiebigkeit als Integraltransformationen der Spektren darstellen. 
Wir differenzieren Gl. (28) nach t und setzen das Ergebnis in (66) und (67) ein. 
Vertauscht man die Reihenfolge der Integrationen nach ~ und r, und benutzt 
man die Formeln [136] 

00 

f cos(w~)e-~/rd~ = r 
1 +w2 r2 

o 
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dann erhiilt man das gewunschte Resultat 
GO 

J' (w) = Jo + f fer) 1 2 2 dr 
1 +w r 

(95) 

o 
GO f wr 1 

J" (w) = fer) 2 2 dr +-
1 + w r WlJo 

o 

(96) 

Urn die entsprechenden Formeln fUr Speicher- und Verlustmodul zu finden, 
differenzieren wir Gl. (24) und setzen in (79) und (80) ein; wir finden: 

00 

G' (w) = Go - f g (r) 1 2 2 d r 
1 +w r 

(97) 

o 
00 

G" (w) = f g(r) wr2 2 dr 
1 +w r 

(98) 

o 

Gl. (97) liiBt sich noch umformen. Wir setzen in Gl. (24) t = 0 und finden 
00 

Go - Goo = J g(r)dr (99) 
o 

dies setzen wir in (97) ein und erhalten: 
00 f w2r2 

G' (w) = G ex; + g ( r) 2 2 d r 
1 +w r 

(100) 

o 

In Abb. 8.42 geben wir eine schematische Ubersicht uber die Zusammenhiinge 
der linearen visko-elastischen Theorie. Charakteristische Funktionen (bei 

Speichernach
giebigkeit 
J' ("'), ">10 

Verlustnach
giebigkeit 
J"(",) , J o 

(74)~ ,r-(87) 

komplexe komplexer 
Nachgiebig- ~(90)~ Modul 
keit J*(c.» G*(",) 

(74)-1 

Abb.8.42. Struktur der linearen visko-elastischen Theorie 

Speicher
modul 
G' ("') 

Verlust
modul 

G" ("'), Go 
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Scherung) wurden in groBen Vierecken dargestellt. Die Beziehungen zwischen 
den charakteristischen Funktionen wurden durch Verbindungslinien angedeu
tet. Ein Hinweis auf die entsprechende Gleichungsnummer befindet sich 
entlang der Verbindungslinie. Fehlt diese Gleichungsnummer, dann existiert 
zwar eine entsprechende Beziehung, wurde jedoch in dieser Arbeit nicht 
besprochen. Fiir dies en Fall verweisen wir auf[126] und [137]. Die Abb. 8.42 
kann daher dazu dienen, urn schnell eine Beziehung der visko-elastischen 
Theorie aufzusuchen. 

8.8 Naherungsgleichungen zwischen me8baren charakteristischen 
Funktionen 

Die meisten der in Abb. 8.42 aufgezahlten Beziehungen zwischen den verschie
denen charakteristischen Funktionen lassen sich nur verwenden, wenn man 
iiber einen analytischen Ausdruck fUr die Ausgangsfunktionen verfUgt. In der 
Praxis muB man daher die Resultate einer Messung erst durch eine analytische 
Funktion annahern, bevor man die Umrechnung durchfiihren kann. Hier
durch wird die praktische Bedeutung dieser Gleichungen stark eingeschrankt. 
In vielen Fallen gelingt es namlich nicht, das Mel3ergebnis durch eine 
analytische Funktion darzustellen, die einerseits die Mel3punkte mit ausrei
chender Genauigkeit beschreibt und andererseits geniigend einfach gebaut ist, 
urn die DurchfUhrung der erforderlichen mathematischen Operationen zu 
gestatten. Es erhebt sich also die Frage, ob man fUr solehe Falle nicht direkte 
numerische Methoden entwickeln kann, die die Berechnung einiger Punkte 
einer mel3baren charakteristischen Funktion gestatten, wenn man einige 
Punkte einer anderen mel3baren charakteristischen Funktion kennt. 
Das einfachste System soleher Naherungsgleichungen wurde in Tabelle 8.2 
zusammengefal3t. Es handelt sich dabei urn sog. Zweipunktsnaherungen. Es 
werden stets zwei Punkte der Ausgangsfunktion, deren Argumente sich urn 
einen Faktor 2 in Zeit oder Kreisfrequenz unterscheiden, dazu verwendet, 
einen Punkt der gesuchten Funktion zu berechnen. Dieses System lal3t sich 
rekursiv anwenden und gestattet eine einfache und miihelose Umrechnung 
aller mel3baren viskoelastischen Funktionen ineinander. Geht man z.B. von n 
Mel3punkten der Kriechfunktion aus, die iiber der logarithmischen Zeitachse 

Tabelle 8.2. Einfache Niiherungen zur Umrechnung visko-elastischer Funktionen 

Niiherungsgleichung (w= l/t) 

J' (w) ~ J (t) - 0,86[J (2t) -1 (t)) 
1"(w) ~ 2,12[J(t)-J(t/2)) 
J (t) ~ 1'(w) + 0,571"(w/2) - 0,201" (w) 

G' (w) ~ G(t) + 0,86[G(t) - G(2t)) 
G" (w) ~ 2,12[G(t/2) - G(t)) 
G(t) ~ G'(w)-0,57G"(w/2)+0,20G"(w) 

Grenzen fUr den 
relativen Fehler, % 

±15 . tant> 
unzuverliissig 
±8 . tant>; ±7,6 
±15· tant> 
unzuverliissig 
± 8 . tant>/(l - tant» 

Formel 
Nr. 

(101.1 ) 
(102.1) 
(103.1) 
(104.1) 
(105.1) 
(106.1) 
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aquidistant verteilt sind, wobei aufeinanderfolgende Zeiten sich jeweils urn 
einen Faktor 2 unterscheiden, so findet man aus (101.1) n - 1 Punkte der 
Speichernachgiebigkeit und aus (102.1) n - 1 Punkte der Verlustnachgiebig
keit, die uber einer logarithmischen Frequenzachse aquidistant verteilt sind. 
Von diesen sind n - 2 Paare bei der gleichen Kreisfrequenz bekannt und 
gestatten die Berechnung von n - 2 Punkten des Speichermoduls und des 
Verlustmoduls mit Hilfe von (91) und (92). Hieraus erhalt man schlieI3lich n - 3 
aquidistante Punkte des Relaxationsmoduls. Das ganze System la13t sich also 
ohne eine einzige Interpolation direkt auf die MeBdaten anwenden. 
Durch Taylor-Entwicklung laBt sich zeigen, daB 

J(2t)-J(t) c:::: t. dJ = ~ = J. d(logJ) 
dt d(ln t) d (log t) 

ist. Setzt man das in das Naherungssystem aus Tabelle 8.2 ein, so findet man 

1'(w) c:::: J(t)· r1 - 0,86' d(logJ)] (lOU') 
d (logt) 

dJ dJ 
J" (w) c:::: 1,06 . -- = 0,46 . --

d(lnt) d(logt) 
(102.1') 

d(logJ) 
tan <:5 (w) c:::: 1,06 . ---

d(logt) 
(107) 

Hieraus ersieht man: 

1) l' (w) ist stets etwas niedriger als 1 (t); die Differenz J (t) - l' (w) wachst mit 
der doppelt-Iogarithmischen Steigung der Kriechkurve und ist in den 
Dispersionsgebieten maximal. 

2) 1" (w) ist def logarithmischen Steigung von J (t) proportional und durchlauft 
Maxima in den Dispersionsgebieten. 

3) tan <:5 (w) ist der doppelt-Iogarithmischen Steigung von J (t) gegen t propor-
tional und zeigt Maxima in den Dispersionsgebieten. 

Fur die Herleitung und Fehlerabgrenzung dieser Formeln verweisen wir auf die 
Originalliteratur [138]. Hier sei nur erwahnt, daB die Darstellung der MeBgri:i
Ben als Integraltransformationen der Spektren der Ausgangspunkt dieser 
Betrachtungen ist. Zur Ableitung def Naherung (101.1) schreibt man unter 
Verwendung der Abkurzung t/r = x die GIn. (25) und (95) folgendermaBen: 

fro X2 

1'(l/t)=Jo + f(r)dr--2 
l+x 

o 

UJ 

J(t)=10+ f f(r)dr[l-e-X]+~ 
o 110 

UJ 

J(2t)-J(t) = f f(r)dr e- X ' [1-e- X] + ~ 
o 110 
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Die Naherung (101.1) und ihre Fehlerabsehatzung ergibt sieh dann sofort aus 
der Naherung der entspreehenden Intensitatsfunktionen unter dem Integral 

x2 
~- ~ [1-e- X]-0,S6' e- X ' [l-e- X ] 

1 + x 2 

und der Tatsaehe, daB das Spektrum f(T) eine nieht-negative Funktion von T 
ist. Dieses Vorgehen bei der Ableitung von numerischen Umrechnungsformeln 
wurde zuerst von Ninomiya und Ferry [139] eingefUhrt. 
Trotz ihrer einfachen Bauweise ist die Naherungsforme! (101.1) in all den 
Fallen sehr nutzlich, in denen die Dampfung niedrig ist. 1st z. B. tan e> < 0,1 
(eine Bedingung, die im ganzen Glaszustand amorpher Polymerer und im 
ganzen gummi-elastisehen Zustand vernetzter Polymerer erfUllt ist), dann laBt 
sieh Formel (101.1) sieher anwenden, da ihr re!ativer Fehler zwischen den 
Schranken + 1,5 % und - 1,5 % liegen muB. Ahnliche Bemerkungen gelten 
aueh fUr die Naherungen (103.1), (104.1) und (106.1). 
1st tane> > 0,1, dann ist die Genauigkeit der Formel (101.1) nicht mehr 
ausreiehend. Man muB dann eine der komplizierteren Naherungsformeln aus 
Tabelle S.3 verwenden. 
Zur Berechnung der Speiehernachgiebigkeit aus dem Verlauf der Kriechfunk
tion lassen sich Formeln folgender Gestalt ableiten (t = l/w): 

J'(w)~J(t)-a[J(32t) - J(16t)]-b[J(16t)-J(St)] - c[J(St)-J(4t)] 

-d[J(4t)-J(2t)] - e[J(2t)-J(t)] - f[J(t)-J(t/2)] (101) 

- g[J(t/2) -J(t/4)] - h[J(t/4)-J(t/S)] 

a, b, e, d, e, f, g und h sind konstante Koeffizienten, die so gewahlt wurden, daB 
der Fehler der entspreehenden Forme! so klein wie moglieh wird [140]. Die 
Werte dieser Koeffizienten wurden in Tabelle S.3 zusammengefaBt. Diese 
Tabelle enthalt 7 verschiedene Naherungsformeln, die mit einer doppelt 
indizierten Formelnummer angedeutet wurden. Die letzte Spalte der Tabelle 
gibt obere und untere Sehranken fur den Wert des relativen Fehlers der Forme!' 
Gin. (101.1) und (101.2) haben nur Schranken, die vom Wert von tane> an der 
Stelle, an der J' (w) bereehnet werden soll, abhangen; die iibrigen Gleichungen 
haben Sehranken, die proportional dem Wert von tan e> sind, und solche, die 
unabhangig vom tan 15-Wert sind. In diesen Fallen ist natiirlieh die engere der 
beiden Schranken fUr die Absehatzung der Fehlergrenzen heranzuziehen. 
Formeln mit einer hoheren Formelnummer sind genauer, erfordern jedoeh 
aueh mehr experimentelle Information. 
Aus Tabelle S.3 folgt, daB es stets moglieh ist, cine Formel zu tinden, deren 
Fehlergrenzen innerhalb eines Prozentes liegen. Man kann daher feststellen, 
daB die Berechnung der Speiehernachgiebigkeit aus dem Verlauf der Krieeh
funktion ein leicht zu losendes Problem darstellt. Bei niedriger Dampfung ist 
diese Umreehnung besonders einfaeh und erfordert wenig experimentelle 
Information, bei hoher Dampfung ist sie noeh stets leieht durehfuhrbar. 
Sehlimmstenfalls ist ein experimentelles Fenster von t/S bis 32 t erforderlieh, 
urn eine Genauigkeit von einem Prozent zu garantieren. 
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Tabelle 8.3. Koeffizienten der Niiherungsformeln zur Berechnung der Speichernachgiebigkeit 
aus der Gestalt der Kriechfunktion nach Gl. (101) 

a b c d e f g h Grenzen fUr Formel 
den relativen Nr. 
Fehler, % 

0,855 
14,6 tanb 

(101.1) 
-14,6 tanb 

0,445 0,376 
7,8 tanb 

(101.2) -
-7,7 tanb 

-0,099 0,608 - 0,358 
7,5 tanb; 5,2 

(101.3) 
-7,5 tanb; -9,1 

-0,119 0,680 - 0,225 - 0,0429 
2,1 tanb; 5,9 

(101.4) 
-2,1 tanb; -2,0 

0,0108 -0,168 0,734 0,235 
8,8tanb; 1,5 

(101.5) -
-1,9tanb; -1,5 

0,0109 -0,169 0,739 0,214 0,0451 
2,3tanb; 1,6 

(101.6) - -
-2,3tanb; -1,6 

-0,000715 0,0185 -0,197 0,778 0,181 0,0494 
3,1 tanb; 0,8 

(101.7) - -
-3,1 tanb; -0,8 

Es gibt jedoch eine Situation, in der die genaue Formel (101.7) sich nur mit 
aul3erster Schwierigkeit anwenden lal3t. Dies ist im Fliel3gebiet amorpher 
unvemetzer Polymere der Fall, wo die doppelt-logarithmische Steigung der 
Kriechnachgiebigkeit sich dem Wert 1 nahert. Dann erfordert die Berechnung 
von J' (w) die Addition und Subtraktion einer Reihe von Termen gleicher 
Grol3enordnung, urn schliel3lich ein Ergebnis fUr J' zu liefem, das urn ein bis 
zwei Grol3enordnungen niedriger ist. In diesem Fall vereitelt der experimentelle 
Fehler die Anwendung der Naherungsgleichung. 
Gleichungen (101) und ihre Fehlergrenzen bleibenjedoch giiltig, wenn man die 
Kriechnachgiebigkeit jeweils durch die Kriecherholungsnachgiebigkeit JR (t) 
ersetzt. Dann lal3t sich die Berechnung von J' miihelos durchfiihren, vorausge
setzt, dal3 die Kriecherholungsnachgiebigkeit aus dem Experiment bekannt ist. 
Leider ist die Berechnung der Verlustnachgiebigkeit aus dem Verlauf der 
Kriechfunktion viel miihsamer. Verschiedene Formeln zur Berechnung von J" 
wurden in Tabelle S.4 zusammengefal3t [140]. Diese Formeln haben aile die 
Gestalt: 

J"(w)~d[J(4t)-J(2t)] + e[J(2t)-J(t)] + f[J(t)-J(tj2)] 

+g[J(tj2)-J(tj4)] + h[J(tj4)-J(tjS)] + j[J(tjS)-J(tj16)] 

+ I[J(tj32)-J(tj64)] + n[J(tj12S)-J(tj256)] + ... (102) 

d, e, f, g, h, j, 1, n sind konstante Koeffizienten, die wiederum optimal gewahlt 
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Tabelle 8.4. Koeffizienten der Niiherungsforrneln zur Berechnung der Verlustnachgiebigkeit aus der 
Gestalt der Kriechfunktion nach Gl. (102) 

d e f g h n Grenzen fUr Formel 
den relativen Nr. 
Fehler, % 

2,12 
8[1 + l/tanc5]; 26 

(102.1) 
- 8[1+ l/tanc5] 

-0,470 1,715 0,902 
0,7[1 + l/tanJ]; 2,3 

(102.2) 
-4,6/tanJ 

-0,505 1,807 0,745 0,158 
1,1 [1 + 1 /tan J]; 3,5 

(102.3) 
-1,3/tanJ 

-0,470 1,674 0,196 0,627 0,194 
0,7[1 + l/tanJ]; 1,3 

(102.4) 
-2,5[1 +0,5/tanJ] 

-0,470 1,674 0,197 0,621 0,011 0,172 0,0475 
0,7[1 + l/tanJ];2,3 

(102.5) 
-2,5[1 +0,12/tanJ] 

-0,470 1,674 0,198 0,620 0,012 0,172 0,0430 0,0122 
0,7[1 + l/tanc5]; 2,7 

(102.6) 
-2,5[1 +0,03/tanc5] 

-0,470 1,674 0,198 0,620 0,012 0,172 0,0433 0,0108 
0,7[1 +1/tanc5];2,7 

(102.7) 
-2,7; -2,7/tanJ 

wurden. Ihre Werte findet man in Tabelle 8.4 zusammen mit den Grenzen fUr 
den relativen Fehler der entsprechenden Formel und ihrer Nummer. 
Die einfachste Formel aus Tabelle 8.4 lautet: 

J"(w) ~ 2,12' [J(t)-J(t/2)] (102.1 ) 

Diese Formel vermittelt jedoch nur eine sehr grobe Abschiitzung von J" (w). 
Sogar bei hohen Werten der Diimpfung (z. B. bei tan J = 1), sind die Grenzen 
fUr den relativen Fehler dieser Niiherung sehr hoch, niimlich + 16 % und 
-16%. 
Urn hahere Genauigkeiten zu erzielen, mussen kompliziertere Formeln aus 
Tabelle 8.4 angewendet werden. Wenn wir Schranken von ± 3 % fUr den 
relativen Fehler fordern, kannen wir die Niiherung (102.2) im Gebiet 
[1,5 < tanJ < 00], die Niiherung (102.3) in [0,45 < tanJ < 00], die Niiherung 
(102.5) in [0,2 < tanJ < 00] und die Niiherung (102.6) in [0,075 < tanJ < 00] 
anwenden. 
Es gibt eine Niiherung fur J" (w), die unter allen Umstiinden (fur alle tanJ
Werte) sehr genau ist. Diese, in der Tabelle mit (102.7) angedeutete Niiherung 
ist eine unendliche Reihe. Nach dem Term mit dem Koeffizienten 0,Q1 08 folgen 
weitere Terme, deren Koeffizienten genau urn einen Faktor vier kleiner 
werden, und die stets urn einen Faktor vier zu kurzeren Zeiten verschoben sind. 
Hier wird also J"(w = l/t) von der logarithmischen Steigung der Kriechfunk
tion im ganzen Zeitintervalllinks von t bestimmt. Der Einflu13 der Terme, die 
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Abb.8.43. Verlauf der Kriechfunktion 
in der Umgebung einer Dispersionsstu
fe und Berechnung von 1" (w) 

weit vom Zeitpunkt t entfernt sind, nimmt nur schwach - namlich umgekehrt 
proportional- mit ihrem Abstand abo Die Naherung (102.7) hat einen relativen 
Fehler, der fUr aIle tanb-Werte durch -2,7% und +2,7% begrenzt wird. 
Es wird nicht immer notig sein, aIle Terme in der Gl. (102.7) mit groBer 
Genauigkeit zu kennen, wenn man die Forme! an wenden will. Vielmehr wird es 
oft genugen, obere Schranken fur den Wert der Ableitung der Kriechfunktion 
nach dem Logarithmus der Zeit im Kurzzeitgebiet zu kennen. Dann kann man 
den Teil des Kurzzeitbeitrages der Formel (102.7) weglassen, der innerhalb der 
gewunschten Genauigkeit keinen signifikanten Beitrag mehr liefern kann. 
Wieviel Terme aus der Entwicklung (102.7) fur die Berechnung berucksichtigt 
werden mussen, wird von der speziellen Situation abhangen. Dies solI in 
Abb. 8.43 darge!egt werden, in der der Verlauf der Kriechfunktion in der 
Umgebung einer Dispersionsstufe gezeigt ist. Zur Berechnung von J" (m) in der 
Mitte des Dispersionsgebietes (bei B) werden nur wenige Terme der Gleichung 
erforderlich sein. Die logarithmische Steigung der Kriechkurve im Punkte B -
und damit der Term [J (2t) - J (t)] - ist groB, wahrend die logarithmische 
Steigung der Kriechkurve im Kurzzeitgebiet (links von B) stets kleiner wird. 
Eine ahnliche Oberlegung gilt auch fUr die Berechnung von J" (m) im Punkte A, 
d. h. am Anfang einer Dispersionsstufe. Hingegen wird die Berechnung von 
J" (m) kurz nach einer Dispersionsstufe (bei C) besonders schwierig sein. Dort 
ist die logarithmische Steigung von J (t) und damit der Term [J (2t) - J (t)] 
niedrig, wahrend gerade der Kurzzeitbeitrag in das Dispersionsgebiet fallen 
und deshalb besonders groB sein wird. 
Wenn nicht genugend Information uber das Kurzzeitverhalten zur VerfUgung 
steht, kann die vollstandige Formel (102.7) nicht angewendet werden. Dann 
muB - abhangig von der Breite des zur VerfUgung stehenden experimentellen 
Fensters - eine der Formeln mit endlicher Anzahl Terme (102.1) bis (102.6) 
gewahlt werden. Da diese Forme!n durch Weglassen eines Teiles des Kurzzeit
beitrages von (102.7) entstanden sind (Verstumme!ung), versagen sie, sobald 
der Beitrag des weggelassenen Teiles die zulassige Fehlergrenze uberschreiten 
konnte. Deshalb strebt die untere Grenze fur den relativen Fehler bei allen 
F ormeln endlicher Lange bei einem bestimm ten Wert von tan b gegen - 100 %. 
AbschlieBend konnen wir feststellen, daB die Berechnung der Verlustkompo
nente der dynamischen Nachgiebigkeit aus dem Verlauf der Kriechfunktion 
ein schwieriges Problem darstelIt, das umso mehr experimentelle Information 
erfordert, je niedriger der Wert der Dampfung im Punkte der Berechnung ist. 
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Die einfache Formel (102.1) wird zwar im allgemeinen keine viel zu hohen 
Werte fUr J" (w) liefern, kann jedoch in ungunstigen Fiillen zu Abschiitzungen 
fUr 1" (w) fUhren, die viel zu niedrig sind. 
Die Berechnung des Kriechverhaltens aus dem Schwingverhalten stellt ein 
einfaches Problem dar. In Fiillen, in denen die einfache Formel (103.1) nicht 
genau genug ist, lassen sich Niiherungen folgender Form verwenden (w = l/t): 

J(t);~d'(w)+b' 1"(w/8)+c' J"(w/4)+d· J"(w/2) 

+e' J"(w)+f· J"(2w)+g· 1"(4w)+h' 1"(8w) (103) 

b, c, ... , h sind konstante Koeffizienten, die optimal gewiihlt wurden 
[140A] und deren Werte man zusammen mit den Fehlergrenzen in Tabelle 8.5 
findet. Wir sehen, daB es stets moglich ist, eine Formel zu finden, deren Fehler
grenzen urn ein Prozent liegen. Die Berechnung der Kriechfunktion aus dem 
Verlauf der Verlustkomponente und einem Wert der Speicherkomponente der 
Nachgiebigkeit ist daher ein leicht zu losendes Problem. Es wird besonders 
einfach bei niedrigen Werten der Diimpfung. Es ergeben sich keinerlei 
Probleme, weder hinsichtlich der Breite des experimentellen Fensters, noch 
hinsichtlich der Fehlerfortpflanzung. 
Eine einfache Formel sollte hier noch erwiihnt werden, die die Werte von 
Speicher und Verlustkomponente bei zwei Frequenzen benutzt und sehr genau 
ist [140A] (Grenzen fUr den relativen Fehler ±3%): 

J(t) c:d'(w) + 0,485 . J"(w/2)-0,200[J'(w/2)-J'(w)] (107) 

Diese Formel eignet sich besonders in Fiillen mit hoher Diimpfung. 
Die Modulfunktionen konnen auf iihnliche Weise wie die Nachgiebigkeits
funktionen als Integraltransformationen mit positiven Kernen dargestellt 
werden. Hieraus findet man entsprechende Niiherungen fUr die Modulfunktio
nen. 
Formeln zur Berechnung des Speichermoduls aus der Spannungsrelaxations
funktion haben die Gestalt: 

G'(w)~G(t)+a[G(4t)-G(8t)] + b[G(2t)-G(4t)] 

+ c[G(t) - G(2t)] + d[G(t/2) - G(t)] 

+ e[G(t/4) - G(t/2)] + f[G(t/8) - G(t/4)] 

+g[G(t/16)-G(t/8)] + k[G(t/64)-G(t/32)] 

(104) 

Die Koeffizienten mit den Schranken fUr den relativen Fehler wurden III 

Tabelle 8.6 zusammengefaBt [140 B]. 
Formel (104.1) ist dual zu (lOLl). Die anderen Niiherungen aus Tabelle 8.6 
sind nicht dual mit Niiherungen aus Tabelle 8.3 1. Bei der Ableitung der 

1 Wir bezeichnen zwei Formeln, Niiherungen oder Ungleichungen in der visko-elastischen 
Theorie als dual zueinander, wenn sie durch folgende gleichzeitig durchgefiihrte Substitu
tionen ineinander iibergefiihrt werden kiinnen: 

aCt) -> -yet); y(t)-> -aCt); J(t)-> -G(t); J'(w)-> -G'(w); J"(w)-> +G"(w). 
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Tabelle 8.5. Koeffizienten der Niiherungsformeln zur Berechnung der Kriechfunktion aus einem Punkt 
der Speichernachgiebigkeit und dem Veri auf der Verlustnachgiebigkeit nach GI. (103) 

b c d e f g h Grenzen fUr Formel 
den relativen Nr. 
Fehler, % 

0,446 
22,3tanb; 7,9 

(103.0) 
-10,8tanb; -11 

0,566 -0,203 
8,Otanb; 7.6 

(103.1) 
-7,9tanb; -7,0 

0,482 -0,0920 
8,2tanb; 8,7 

(103.2) 
- 8,2tanb; - 8,2 

0,0872 0,319 -0,0532 
7,5tanb; 3,9 

(103.3) 
- 7,5 tanb; - 3,9 

0,103 0,278 -0,0166 
3,5tanb; 3,6 

(103.4) 
- 3,5tanb; - 3,6 

0,0198 0,0375 0,339 -0,0122 -0,0152 
3,6tanb; 2,1 

(103.5) 
-3,6tanb; -2,1 

0,0509 -0,116 0,635 -0,254 0,0383 0,0547 -0,0404 
1,3tanb; 1,3 

(103.6) 
-1 ,3tanb; -1,3 

Tabelle 8.6. Koeffizienten der Niiherungsformeln zur Berechnung des Speichermoduls aus der Gestalt der 
Spannungsrelaxationsfunktion nach GI. (104) 

a b c d e f g k Grenzen fUr Formel 
den relativen Nr. 
Fehler, % 

0,855 
14,6tanb; 21 

(104.1 ) 
-14,6tanb 

0,444 0,378 
7,8tanb; 17,7 

(104.2) 
-7,8tanb 

-0,138 0,690 0,119 0,161 
3,2tanb; 26 

(104.3) 
-3,2tanb 

-0,142 0,718 0,044 0,102 0,101 0,00855 
1 ,Otanb; 6,4 

(104.4) 
-1,Otanb 

-0,142 0,717 0,046 0,099 0,103 0,001 0,00716 0,000451 
1 ,Otanb; 6,9 

(104.5) 
-1,Otanb; -6,9 
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Tabelle 8.7. Koeffizienten der Niiherungsformeln zur Berechnung der Spannungsrelaxationsfunktion aus 
einem Wert des Speichermoduls und aus der Frequenzabhiingigkeit des Verlustmoduls, nach Gl. (106) 

a b c d e f g h Grenzen fUr Formel 
absoluten Nr. 
Fehler, % 

0,400 
20'G" 

(106.0) 
-20·G" 

0,566 -0,203 
8·G" 

(106.1) 
-8·G" 

0,478 -0,0783 
8·G" 

(106.2) 
-8·G" 

0,528 -0,112 -0,0383 
8·G" 

(106.3) 
-8·G" 

0,0825 0,369 -0,169 0,167 -0,0828 
4·G" 

(106.4) 
-4·G" 

0,123 0,179 0,186 -0,168 0,0788 -0,0317 
3·G" 

(106.5) 
-3·G" 

l·G" 
0,00378 0,0309 -0,0677 0,564 -0,186 -0,0017 0,0677 -0,0428 

-l·G" 
(106.6) 

Naherungen (104.1) bis (104.4) wurde getrachtet, die zu tanJ proportionalen 
Schranken fUr den relativen Fehler so klein wie moglich zu machen. Bei diesen 
Formeln existiert keine, von tanJ unabhangige untere Schranke. Naherung 
(104.5) ist eine unendliche Reihe. Nach dem Term mit dem Koeffizienten k 
folgen weitere Terme, die jeweils urn einen Faktor 4 zu kurzeren Zeiten 
verschoben sind und deren Koeffizienten jeweils urn einen Faktor 16 kleiner 
werden. Diese Formel besitzt auGer den zu tan J proportionalen Schranken 
noch die absoluten Schranken ±6,9%. 
Die Berechnung des Speichermoduls aus dem Spannungsrelaxationsversuch ist 
also ein leicht losbares Problem. Die Berechnung des Verlustmoduls hingegen 
ist wiederum sehr muhsam. 
Die einzige Formel, fur welche Grenzen fur den relativen Fehler angegeben 
werden konnen, ist die zu (102.7) duale Gleichung [141]: 

G"(w)~ -0,470' [G(2t)-G(4t)] + 1,674· [G(t)-G(2t)] 
+0,198' [G(t/2)-G(t)] + 0,620' [G(t/4)-G(t/2)] 
+ 0,012 . [G (t/8) - G (t/4)] + 0,172 . [G (t/16) - G (t/8)] 
+ 0,0433 . [G(t/64) - G(t/32)] 
+ 0,0108 . [G(t/256) - G(t/128)] +... (105.7) 

Die Schranken fur den relativen Fehler dieser Naherung, die eine unendliche 
Reihe darstellt, sind wiederum ±2,7%. Fur die Anwendung dieser Formel 
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gelten die gleichen Bemerkungen im Zusammenhang mit dem Verstumme
lungsproblem wie bei der Diskussion von (102.7). 
Kennt man den Verlauf des Verlustmoduls als Funktion der Frequenz und den 
Wert des Speichermoduls bei einer Frequenz, dann ist es moglich, den 
Spannungsrelaxationsmodul zu berechnen. Die entsprechenden Formeln 
haben die Gestalt: (w = l/t) [141] 

G(t)~G'(w)-a' G"(w/16)-b' G"(w/8)-c· G"(w/4)-d' G"(w/2) 

-e' G"(w)-f· G"(2w)-g· G"(4w)-h· G"(8w) (106) 

Die konstanten Koeffizienten a, b, ... h sind in Tabelle 8.7 aufgelistet. Die 
vorletzte Spalte dieser Tabelle enthiilt obere und untere Schranken fUr den 
absoluten Fehler, ausgedruckt in Prozenten der GroBe G"(w). Es ist auch 
moglich, obere Schranken fUr das Verhiiltnis G" (w)/G(t) als Funktion von 
tanb abzuleiten. Dies fUhrt dann zu Schranken fUr den relativen Fehler der 
Niiherungen(106). Fur Einzelheiten verweisen wir auf [141]. 
Eine Diskussion der Fehlergrenzen der Niiherungen aus Tabelle 8.7 zeigt, daB 
die Berechnung des Relaxationsmoduls aus dem Resultat eines Schwingungs
experimentes fUr kleine Werte von tanb ein leicht losbares Problem darstellt, 
fUr gr6Bere (tan b) jedoch mit zunehmendem Wert von (tan b) immer schwieri
ger wird. Dies zeigt sich vor aHem, wenn man versucht, diese Formeln auf das 

Tabelle 8.8. Schwierigkeitsgrad bei der numerischen Umrechnung visko-elastischer Funk
tionen 

I J(t)-d'(w) 

I J(t)-d"(w) 

I J' (w), J" (w) -d (t) 

I G(t)-->G'(w) 

I G(t)--> G" (w) 

I G'(w), G" (w)--> G(t) 

einfach; etwas komplizierter bei haherer Diimpfung. 
Bei sehr hoher Diimpfung: groBe Probleme mit der 
Fortpflanzung des experimentellen Fehlers 
Lasung: Ersetze J (t) durch JR (t)! 
schwierig; viel Information des Kurzzeitverhaltens 
erforderlich. Lasung: Abschiitzung der GraBe des 
Kurzzeitteiles. 
Keine Probleme mit der Fortpflanzung des 
experimentellen Fehlers. 
leicht; wenig Information ist ausreichend fUr aile 
Diimpfungswerte; keine Probleme mit der 
Fehlerfortpflanzung. 

etwas schwieriger als J(t)-->J'(w); 
keine Probleme mit der Fortpflanzung des experimentellen 
Fehlers. 

sehr schwierig; der Kurzzeitteil von G(t) muB bekannt 
sein; 
Keine Schwierigkeiten mit der Fehlerfortpflanzung. 

leicht fUr niedrige Diimpfung; schwer bis undurchfUhrbar 
fUr hohe Diimpfung. 
GroBe Schwierigkeiten mit der Fehlerfortpflanzung bei 
hoher Diimpfung. 
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FlieBgebiet der Thermoplaste anzuwenden. Dort wird das Problem noch durch 
die Fortpflanzung des experimentellen Fehlers erschwert: Ein groBer Wert von 
G"(w) muB von einem groBen Wert von G'(w) abgezogen werden, urn einen 
kleinen Wert fUr G(t) zu berechnen. 
Der SpannungsrelaxationsmodulHiBt sich auch berechnen, wenn man nur tiber 
den Verlauf des Speichermoduls mit der Frequenz verftigt. Die entsprechenden 
Gleichungen wurden in [141] behandelt. 
Eine Zusammenfassung der Problematik bei der Umrechnung visko-elasti
scher Funktionen ineinander gibt Tabelle 8.8. Beispiele fUr diese Umrechnun
gen werden in den Abb. 9.6 bis 9.8 gezeigt. 

8.9 Das Scherverhalten von amorphen Polymeren 

Der Verlauf der verschiedenen charakteristischen Funktionen amorpher, 
vernetzter Polymerer ist schema tisch in den Abb. 8.44 und 8.45 dargestellt. 
Abbildung 8.44 zeigt, in doppelt-logarithmischer Auftragung die Kriechfunk-
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Abb.8.44. Verlauf der Kriechfunktion, der Speicher- und Verlustkomponente der dynami
schen Nachgiebigkeit und der Diimpfung als Funktion der Zeit oder Kreisfrequenz in 
doppelt-logarithmischer Auftragung fUr amorphe, vernetzte Polymere 
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tion als Funktion der Kriechzeit, Speicher- und Verlustkomponente der 
dynamischen Nachgiebigkeit und die Dampfung als Funktion der Kreisfre
quenz, bei konstanter Temperatur. Die Zuordnung zwischen Zeit t und 
Kreisfrequenz w wurde dabei durch Gl. (61) definiert. Die Kriechfunktion und 
die Speicherkomponente der dynamischen Nachgiebigkeit zeigen einen analo
gen Verlauf. Jeder Dispersionsstufe in J (t) entspricht eine Dispersionsstufe in 
J'(w). In den Gebieten auBerhalb der Dispersionsstufen fallen beide GraBen 
praktisch zusammen, in den Dispersionsstufen liegt J' (w) stets etwas unterhalb 
J (t). Der Grenzwert von J (t) fur t ---> ° ist der gleiche wie der Grenzwert von 
J'(w) fUr W-H:JJ, namlich Jo, der Momentanwert der Nachgiebigkeit. Der 
Grenzwert fur J (t) fur t ---> 00 ist endlich und ist der gleiche wie der Grenzwert 
von J' (w) fur w ---> 0, namlich Je , das stationare Ruckstellvermagen. Der 
Verlauf der absoluten, dynamischen Nachgiebigkeit, Jd(w) wurde nicht 
eingezeichnet. Jd(w) wurde noch naher an J(t) verlaufen als J'(w). Jeder 
Dispersionsstufe in J(t) oder J'(w) entspricht ein Maximum im Verlauf der 
Verlustkomponente der dynamischen Nachgiebigkeit, J"(w) und der Damp
fung, tanb(w). Zufolge der Naherungsgleichung (107) ist der Verlaufvon tanb 
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ungefahr proportional der Steigung von J (t) bzw. l' (w) in doppelt-logarithmi
scher Auftragung. In den Dispersionsstufen im Glaszustand unterscheiden sich 
J (t) und J' (w) nurum wenige Prozent, die Dampfungzeigtdort Maxima, deren 
Werte meistens zwischen 0,05 und 0,1 liegen. Die Halbwertsbreite dieser 
Dampfungsmaxima kann stark verschieden sein. Sie liegt zwischen 2 Zehner
potenzen in der Frequenzachse fUr einen sehr scharfen Prozel3 und 6 
Zehnerpotenzen fUr einen stark verschmierten. 1m Erweichungsgebiet kann 
J (t), abhangig vom Wert der doppelt-logarithmischen Steigung zwischen 60% 
und mehreren Hundert Prozent heher liegen als J' (w). Die Hehe des 
Dampfungsmaximums erreicht dort Werte zwischen 1 und 6. Die Halbwerts
breite des Dampfungsmaximums liegt zwischen 3 und 5 Zehnerpotenzen. 1m 
gummi-elastischen Zustand verlaufen J (t) und l' (w) beinahe horizontal und 
tant:> sinkt bis auf Werte der Grel3enordnung 0,001 herab. 
Die Modulfunktionen sind zusammen mit der Dampfung in Abb. 8.45 gezeigt. 
Wiederum ist der Verlauf des Spannungsrelaxationsmoduls, G (t), dem des 
Speichermoduls, G'(w), sehr ahnlich. Nur istjetzt in den Dispersionsgebieten 
G'(w) grel3er als G(t). In den sekundaren Dispersionsgebieten unterscheiden 
sich G' (w) und G (t) nur urn wenige Prozent. 1m Erweichungsgebiet ist der 
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relative Unterschied zwischen G'(w) und G(t) wesentlich geringer als der 
relative Unterschied zwischen J (t) und J' (w). Der Grenzwert fur G (t) fUr t ~ ° 
ist der gleiche wie der Grenzwert von G' (w) fUr w ~ 00, namlich Go. G (t) zeigt 
einen endlichen Grenzwert fur t ~ 00 und dies ist der gleiche wie der Grenzwert 
von G' (w) fUr w ~ 0, namlich Goo. 
Das Scherverhalten amorpher, unvernetzter Polymerer ist in den Abb. 8.46 
und 8.47 dargestellt. Es unterscheidet sich vom Verhalten vernetzter Polymerer 
durch eine grol3ere Ausdehnung des Erweichungsgebietes und durch die 
Anwesenheit eines FlieBgebietes. In der Fliel3zone steigt die Kriechfunktion 
wiederum stark an und wachst schlie13lich proportional mit der Kriechzeit nach 
Gl. (41). Die Speicherkomponente der Nachgiebigkeit, J'(w) strebt in der 
FlieBzone gegen ein horizontales Plateau mit dem Grenzwert J e' Zuvor zeigt 
jedoch J'(w) die Stufe des Verschlaufungsuberganges, ahnlich wie JR(t). 
(Vergleiche auch Abb. 8.16!). In Abb. 8.46 wurde angenommen, daB diese 
Stufe sehr klein ist, d. h. daB wir es mit einem engverteilten Polymer zu tun 
haben. Die Verlustkomponente der Nachgiebigkeit, J" (w) verlauft vom 
Anfang des gummi-elastischen Plateaus an unterhalb der Kriechfunktion. In 
der Fliel3zone steigt J" (w) stark an und nahert sich dort asymptotisch der 
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Abb.8.47. Verlaufdes Spannungsrelaxationsmoduls, des Speicher- und Verlustmoduls und 
der Dampfung als Funktion der Zeit oder Kreisfrequenz in doppelt-logarithmischer 
Auftragung fUr amorphe, unvernetzte Polymere 
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Kriechfunktion. 1m Grenzwert groBer t bzw. kleiner w wird die Differenz 
J(t)-J"(w), namlich Je , klein im Vergleich zu J(t) oder J"(w) selbst. Die 
Dampfung, tan 6, zeigt im gummi-elastischen Plateau ein Minimum, dessen 
tiefster Wert mit der Ausdehnung des gummi-elastischen Plateaus und daher 
mit dem Molekulargewicht und der Molekulargewichtsverteilung verknupft 
ist. Hiernach steigt die Dampfung zugleich mit J (t) und 1" (w) an und strebt 
schliel3lich wie 1 Iw gegen unendlich. In der Praxis werden Werte hoher als etwa 
100 nicht erreicht, da dann chemische Zersetzung unter dem EinfluB hoher 
Temperaturen auftritt. 
Der Verlauf der Modulfunktionen ist in Abb.8.47 gezeigt. 1m gummi
elastischen Plateau liegt der Verlustmodul Gn (w) unterhalb des Speichermo
duls G' (w) und des Relaxationsmoduls G (t). Gegen Ende des gummi
elastischen Plateaus fallenjedoch die beiden letzteren Funktionen so stark, daB 
sich der Verlaufvon G"(w) mit dem von G'(w) und dem von G(t) kreuzt. 1m 
Grenzwert groBer t bzw. kleiner w fallt schliel3lich der Verlustmodul proportio
nal mit w, der Speichermodul quadratisch mit w, und der Relaxationsmodul 
fallt exponentiell mit - t. Hieraus folgt auch, daB im FlieBgebiet 
G'(w)/[G"(wW gegen den Grenzwert Je strebt. 
Ais Beispiel einer Relaxationserscheinung im Glaszustand sind in Abb. 8.48 
Speicher- und Verlustmodul von Polycyclohexylmethacrylat (PCHMA) als 
Funktion der Frequenz in doppelt-Iogarithmischer Auftragung nach Heijboer 
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Abb.8.48. Speicher und Verlustmodul von PCHMA als Funktion der reduzierten Frequenz 
bei -80°C nach Heijboer [142] 
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Abb.8.49. Speichermodul als Funktion der Kreisfrequenz fUr PIB nach [143) 

gezeigt [142]. Es handelt sich dabei urn eine Dispersionsstufe, die mit dem 
Umklappen des Cyclohexylringes von einem Stuhlstand in den entgegengesetz
ten Stuhlstand verknupft ist. Dies ist die schiirfste der heute bei Polymeren 
bekannten Relaxationserscheinungen. Trotzdem kann sie noch nicht mit Hilfe 
einer einzigen Relaxationszeit beschrieben werden. Dies zeigt Abb. 8.48, in der 
die linierte Kurve den Veri auf des Verlustmoduls eines vollkommen scharfen 
Relaxationsprozesses mit einer einzigen Relaxationszeit darstellt. Die Halb
wertsbreite des G"-Maximums betriigt etwa 2 Zehnerpotenzen in der Fre
quenzachse. Die Stufenhohe des Dispersionsprozesses in der G'-Kurve ent
spricht einem Faktor 2. 
Als Beispiel einer Messung im Erweichungsbereich zeigen wir Resultate von 
Fitzgerald, Grandine und Ferry [143] an Polyisobutylen (PIB) in den Abb. 8.49 
und 8.50. Abb. 8.49 zeigt den Speichermodul, Abb. 8.50 den Verlustmodul in 
doppelt-Iogarithmischer Auftragung gegen die Frequenz fur verschiedene 
Temperaturen. Beim Vergleich dieser Abbildungen mit der zusammenfassen
den Darstellung in Abb. 8.47 muB man bedenken, daB die Richtung der 
logarithmischen Frequenzachse in den beiden Bildern entgegengesetzt orien-
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Abb.8.50. Verlustmodul als Funktion der Kreisfrequenz fUr PIB nach [143] 

tiert ist. Das Polyisobutylen zeigt im Olasiibergang eine maximale doppelt
logarithmische Steigung von etwa 0,64 in Of und in Off. Der Maximalwert der 
Diimpfung betragt 2,00. 
Ais Beispiel einer Messung im gummi-elastischen Plateau und im Flie13gebiet 
sei in den Abb. 8.51 und 8.52 das dynamische Verhalten der Schmelze des 
schon friiher besprochenen technischen Polystyrols gezeigt. 1m Orenzwert 
niedriger Frequenzen streben die Kurven von Off und Of in doppelt
logarithmischer Auftragung gegen Oerade mit dem Steigungswinkel1 bzw. 2, 
wie dies nach den auf Seite 180 dargestellten Naherungsgleichungen im 
Flie13gebiet erwartet werden mu13. Die in den Abb. 8.51 und 8.52 dargestellten 
Me13ergebnisse erstrecken sich bis in die Nahe der Zersetzungsgrenze des 
Kunststoffes. 
Aus den in Abb. 8.51 und 8.52 gezeigten Mel3werten wurde der Verlauf der 
Speichernachgiebigkeit berechnet und in Abb. 8.53 dargestellt. Die Speicher
nachgiebigkeit sollte im Orenzwert niedriger Frequenzen gegen den Satti
gungswert J e streben, der aber aus den experimentellen Daten nur schwer 
bestimmbar ist. Wah rend in der Darstellung von Off und Of der Verschlau-
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Abb.8.51. Speichermodul als Funktion der Kreisfrequenz fiir PS N7000 im gummi-elasti
schen Plateau und im Fliel3gebiet nach Lampel [143 A) 
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fungsiibergang durch den Einflu13 des Flie13termes maskiert und dehalb nicht 
erkennbar ist, enthiilt J' den Flie13term nicht (vgl. 01. (66)!). Deshalb erscheint 
der Verschlaufungsiibergang in Abb. 8.53 als deutlich ausgepriigte Disper
sionsstufe zwischen dem Anfang des gummi-elastischen Plateaus und dem 
Siittigungswert bei niedrigen Frequenzen. Es handclt sich also in Abb. 8.53 urn 
die gleiche Erscheinung, die in den Abb. 8.21 und 8.22 in der Kriecherholungs
nachgiebigkeit aufgetreten ist. 
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9 Zeit-Temperaturverschiebung der mechanischen 
Eigenschaften 

9.1 Das Zeit-Temperatur-Verschiebungsprinzip 

Bis jetzt wurden nur Messungen bei konstanter Temperatur betrachtet. 
Wiederholt man eine Messung am gleichen Material bei einer anderen 
Temperatur, dann erscheinen die Dispersionsgebiete bei Temperaturerh6hung 
zu kiirzeren Zeiten (h6heren Frequenzen) zu verschoben. Einige Beispiele 
wurden in den Abb. 8.49, 8.50, 8.51, 8.52 bereits deutlich. Die Erfahrung lehrt 
die Giiltigkeit des 

Zeit- Temperatur- Verschiebungsprinzipes: 

Durch Temperaturerh6hung verschieben sich die Lagen der Dispersionsge
biete von Polymeren zu kiirzeren Zeiten bzw. h6heren Frequenzen. Dabei 
bleibt in erster Wiherung die Form der Kurve J (t) vs log t, bzw. J' (w) vs. 
logw, bzw. J"(w) vs. logw erhalten. Es handelt sich also urn eine 
Parallelverschiebung in Richtung der logarithmischen Zeitachse bzw. 
logarithmischen Frequenzachse. 

Die mathematische Fassung dieses sehr wichtigen Prinzipes eriiiutern wir unter 
Hinweis auf Abb. 9.1. Diese zeigt zwei Kriechkurven bei den Temperaturen To 
und T als Funktion des Logarithmus der Kriechzeit. Die Tatsache der 
Parallelverschiebung der Kurven liil3t sich durch die Gleichung 

J (t, T) = J (x, To) 

J (I,T) 

! 

T. 
-log I 

log x log I 

Abb.9.1. Zur mathematischen Fassung der Zeit-Temperaturverschiebung 
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ausdrucken, wobei der Abstand log a zwischen den Punkten log t und log x 
nicht von der Wahl der Zeit t abhangen darf. Man nennt To die Bezugstempera
tur, a (T, To) den Zeit- Temperatur- Verschiebungsfaktor, log a (T, To) die Zeit
Temperatur- Verschiebungsfunktion und x die reduzierte Zeit. Aus Abb. 9.1 
sehen wir sofort: 

x = t/a (T, To) 

log a (T, To) = logt - logx (1) 

Das Vorzeichen der Verschiebung in der logarithmischen Zeitachse wird durch 
das Vorzeichen der Temperaturdifferenz To - T bestimmt. Fur T> To gilt 
t < x, a < 1 und log a < O. Urn das Verschiebungsgesetz der Schwingungsgro
Ben ausdrucken zu konnen, definieren wir analog eine reduzierte Kreisfrequenz 

y=a(T,To)'w (2) 

Die mathematische Fassung des Zeit-Temperatur-Verschiebungsprinzipes 
lautet dann: 

J (t, T) = J (x, To) = JTo (x) = JTo (t/a) G (t, T) = G To (x) = G To (t/a) 

J' (w, T) = J~o (y) = J~o (a' w) 

J"(w, T) = r~o(Y) = J~o(a' w) 

G'(w, T) = G~o(Y) = G~o(a' w) 

G" (w, T) = G~o (y) = G~o (a' w) (3) 

Hier wurde der Verlauf der Kriechkurve bei der Bezugstemperatur mit ho (x) 
bezeichnet, wobei x die Kriechzeit bei der Temperatur To bedeutet. Die 
Funktion JTo (x) heiBt reduzierte Kriechfunktion, GTo (x) reduzierter Relaxa
tionsmodul, G~o (y) reduzierter Speichermodul usw. 
Mit Hilfe des Zeit-Temperatur-Verschiebungsprinzipes wird die Beschreibung 
des Scherverhaltens wesentlich vereinfacht: An Stelle einer Funktion J (t, T), 
die von zwei unabhangigen Variabeln t, T abhangt, braucht manjetzt nur noch 
zwei Funktionen zu bestimmen, die beide nur von einer unabhangigen 
Variabeln abhangen, namlich: 

die reduzierte Kriechfunktion JTo (x) und 
die Zeit-Temperatur-Verschiebungsfunktion log a (T, To) 

Wenn das Gesetz der Zeit-Temperatur-Verschiebung fur irgendeine der 
Nachgiebigkeitsfunktionen oder Modulfunktionen aus (3) gilt, gilt es auch fUr 
aIle anderen dort aufgezahlten charakteristischen Funktionen. Dies folgt aus 
dem Superpositionsprinzip. 
Das Zeit-Temperatur-Verschiebungsprinzip gilt fUr Polymere nur naherungs
weise; diese Naherung ist jedoch fUr Ingenieurszwecke im allgemeinen 
ausreichend. Es ist jedoch zu beachten, daB fur verschiedene Dispersionspro
zesse unterschiedliche Verschiebungsgesetze gefunden werden. Das Prinzip 
darf also jeweils nur auf die Umgebung eines Dispersionsprozesses angewendet 
werden. 1st das Zeit-Temperatur-Verschiebungsprinzip anwendbar, so spricht 
man von thermo-rheologisch einfachem Verhalten [144]. 
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Abb.9.2. Anwendung des Zeit-Temperatur-Verschiebungsprinzipes 

Die Anwendung des Zeit-Temperatur-Verschiebungsprinzipes wurde in 
Abb. 9.2 angedeutet. Innerhalb des experimentellen Fensters seien Kriechkur
yen bei verschiedenen Temperaturen gemessen. Man wahlt eine der Kurven in 
der Mitte des MeBgebietes als Standardkurve und die zugeh6rige Temperatur 
als Bezugstemperatur To. Dann verschiebt man die anderen Kurven, bis sie 
sich an die Standardkurve glatt anschmiegen. Aus der Verschiebung erhalt 
man die Funktion loga(T, To) und aus der Form der zusammengesetzten 
Kurve die Gestalt der reduzierten Kriechfunktion ho (x) in einem erweiterten 
Zeitbereich. 
Kennt man aus unabhangiger Quelle die Form der Verschiebungsfunktion, 
dann kann man die MeBdaten direkt uber der reduzierten Zeit x auftragen und 
erhalt JTo (x). 
Es kommt haufig vor, daB man die Zeit-Temperatur-Verschiebungsfunktion 
eines Prozesses, bezogen auf eine Bezugstemperatur To kennt, aber die Daten 
auf eine andere Bezugstemperatur 10 reduzieren will. Man erkennt leicht die 
Gultigkeit der Gleichung: 

(4) 

9.2 Zeit-Temperatur-Verschiebung fUr den Glas-Kautschuk-Ubergang 

Der Verlauf der Kriechfunktion im Glas-Kautschuk-Ubergang wurde fUr PS 
und PMMA in den Abb. 8.18 und 8.30 gezeigt. Abbildung 9.3 zeigt die 
entsprechenden Daten fur einen vernetzten Polyurethan-Kautschuk. Der 
starke EinfluB von Zeit und Temperatur auf den Wert der Nachgiebigkeit ist in 
allen Fallen deutlich. Eine Temperaturerh6hung von 3 K erh6ht die Nachgie
bigkeit bei PS auf das 9-fache oder verschiebt sie urn eine Zehnerpotenz zu 
kurzeren Zeiten. Man findet jedoch signifikante Unterschiede im Wert der 
maximalen doppelt-logarithmischen Steigung m = d logJ (t)/d logt oder im 
Wert der Stufenh6he H des Glas-Kautschuk-Uberganges zwischen verschiede
nen amorphen Polymeren, wie dies in Tabelle 9.1 gezeigt ist. 
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Po/yurethan - Kautschuk 

---... t,Sek 

Abb.9.3. Kriechfunktion in Scherung als Funktion der Zeit in doppelt-logarithmischer 
Auftragung fur einen vernetzten Polyurethan-Kautschuk (PU) bei verschiedenen Temperatu
ren im Glas-Kautschuk-Dbcrgang 

Aile Daten gestatten eine Zeit-Temperatur-Verschiebung mit einer Verschie
bungsfunktion folgender Gestalt 

c 1 (T - To) 
log a (T, To) = - (5) 

c2 + T - To 

Diese Gesetzmal3igkeit wurde erstmals von Williams, Landel und Ferry [145] 
erkannt und heil3t deshalb WL.F.- Verschiebung!>formel. To ist eine willkurliche 
Bezugstemperatur und c 1 und C2 sind zwei materialspezifische Konstante, 
deren Werte jedoch noch von der Wahl der Bezugstemperatur abhangen 
mussen. Wah It man eine andere Bezugstemperatur fo, so behalt die Funktion 
log a (T, fo) die gleiche Form wie (5), jedoch mit zwei anderen Konstanten c1 

und c2 , die mit c 1 und c2 wie folgt verknupft sind: 

(6) 

(7) 

Man nennt diese beiden Kombinationen, die von der Wahl der Bezugstempera
tur unabhangig sind, die Invarianten der WL.F-Gleichung. 
Wir wahlen die Bezugstemperatur so, dal3 sie zugleich eine stoffspezifische 
Konstante darstellt, die die Lage des Glas-Kautschuk-Uberganges des betref
fenden Polymeren charakterisiert. Zu diesem Zwecke tragen wir die Nachgie
bigkeit nach einer festen Kriechzeit von 16 Sekunden als Funktion der 
Temperatur auf (Abb. 9.4). Fur aile Polymere erscheint der Glasubergang als 
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60 80 100 120 140 

-~17.00~~~~---6~O-----~40----~-2~0----~0-
--- T,oC 

Abb. 9.4. N achgiebigkeit nach 16 s als Funktion der Temperatur fUr sechs amorphe Polymere 
im Glasiibergang 

eine mehr oder weniger gut ausgebildete Stufe. Wir definieren den Mittelpunkt 
des Uberganges durch die Temperatur Ts' bei der die Nachgiebigkeit gerade die 
halbe logarithmische Stufenhohe erreicht. Die Temperatur Ts nennen wir 
Erweichungstemperatur des betreffenden Polymeren. Sie wurde in Abb.9.4 
durch Pfeile angedeutet und in Tabelle 9.1 aufgelistet. Diese Tabelle enthiilt 
auch die logarithmische Stufenhohe des Glasuberganges, H, in Dekaden und 
den Maximalwert der doppelt-Iogarithmischen Steigung m, der Kriechkurven. 
Wir wiihlen Ts als Bezugstemperatur fUr die Zeit-Temperatur-Verschiebung; 
die Daten aller 6 Polymere lassen sich mit Hilfe der WLF -Gleichung reduzieren 
und die zugehorigen Konstanten c~ und c~ wurden in Tabelle 9.1 aufgelistet, 
wie auch die beiden Invarianten C 1 • c2 und Too. Fur einige Polymere wurde 

Tabelle 9.1. Charakteristische Eigenschaften des Glasiiberganges einiger amorpher Poly-
mere 

Polymer H m T,.°C CS 
I c~,K C I . C2 Too,oC Tg,oC Lit. 

PS 3,6 0,88 105 9,8 41 403 64 94,8 [146] 
PMMA 2,8 0,65 123,5 8,0 36 288 87,5 102,8 [147] 
PVC 2,4 0,53 73,5 11,2 34,6 388 40 71,0 [147] 
PC 2,7 0,70 146 12,7 44,S 566 101,5 140,7 [146] 
PAr 2,7 0,80 210 10,3 33 340 177 [148] 

PU 3,1 0,48 -45 12,5 42,5 531 -87,5 [147] 
NR 3,0 0,72 -62 11,4 37,8 431 -99,8 [147] 
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auch die dilatometrische Glastemperatur, Tg , gemessen unter einer Kiihlge
schwindigkeit von 1 K/min, aufgelistet [96]. In der Tabelle finden sich auch 
Daten iiber einen der neuen temperaturbestandigen Kunststoffe, Polyamid
imid (PAl). 
Fiir die Daten des PS aus Abb. 8.18 wurde die Zeit-Temperatur-Verschiebung 
des Glasiiberganges in Abb. 9.5 gezeigt. Experimentell ermittelte Verschie
bungswerte sind durch Dreiecke angedeutet. Die durchgezogene Linie stellt die 
WLF-Gleichung mit den besten Parameterwerten c~ und c~ dar. Die Bestim
mung von c~ und c~ gelingt, wenn (T - Ts)/log a (T, T.) gegen T - Ts aufgetra
gen und durch die Punkte eine Gerade gelegt wird. 
Die Abbildung zeigt auch die Bedeutung der beiden Parameter der WLF
Gleichung, die eine Hyperbel darstellt. Ihre vertikale Asymptote liegt bei der 
Temperatur Too und hat den Abstand c~ von der Ordinate; ihre horizon tale 
Asymptote hat den Abstand c~ von der Abszisse. Die Invariante c1 . c2 ist ein 
MaJ3 fUr ihren Kriimmungsradius. 
Mit Hilfe von (5) laJ3t sich nicht nur die Verschiebung des Glasiiberganges, 
sondern auch seine Temperaturlage beschreiben. Bezeichnen wir mit tg die 
Kriechzeit, die zum logarithmischen Mittelpunkt des Glasiiberganges fUhrt, 
gemessen in Sekunden, dann gilt nach unserer Definition der Erweichungstem
peratur Ts 

log ts (T.) = log(16) = 1,20 

Deshalb ist die Position des logarithmischen Mittelpunktes des Glasiibergan
ges bei beliebiger Temperatur gegeben durch 

c1 C 2 
log tg (T) = 1,20 + log a (T, Ts) = Co + ... in Sek (8) 

T - Too 

mit Co = 1,20 - c~ 
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Die Anwendung dieser sehr nutzlichen Faustregel erfordert nur die Kenntnis 
der WLF-Konstanten. Die Gl. (8) wurde unabhangig voneinander von Vogel 
[149], Fulcher [150] sowie von Tammann und Hesse [151] fur die Beschreibung 
der Viskositat niedermolekularer Flussigkeiten vorgeschlagen und heiSt 
deshalb auch v.F. T.H.-Gleichung. Die Temperatur T UJ heiSt Vogel-Tempera
fur. Die VFTH-Gleichung kann ebenfalls als Ausgangspunkt zur Bestimmung 
der WLF-Konstanten dienen. Man miSt den logarithmischen Mittelpunkt des 
Glasuberganges als Funktion der Temperatur und bestimmt die Parameter co, 
T UJ und c1 . c2 durch eine Methode der kleinsten Fehlerquadrate. 
Die halbe logarithmische Stufenh6he der Nachgiebigkeit J (t, T) und das 
Dampfungsmaximum tan J (m, T) liegen fur den Glasubergang bei der gleichen 
Temperatur, wenn man m = l/t setzt. Deshalb ergibt sich aus (8) die Lage des 
Dampfungsmaximums des Glasuberganges in Hertz zu: 

(log v)tano,max = - 2,00 - log a (T, Ts) (in Hz) (9) 

Mit Hilfe der Zeit-Temperatur-Verschiebung wurde aus den in Abb.3.18 
dargestellten Daten die reduzierte Kriechfunktion von PS im Glasubergang 
konstruiert und in Abb.9.6 gezeigt. Die reduzierte Kriechfunktion wurde 
geglattet, und es wurden die Nachgiebigkeitswerte in logarithmisch aquidistan
ten Abstanden ermittelt (Kreise in Abb. 9.6). Auf diese Werte wurden die in 
Abschn. 8.8 beschriebenen numerischen Umrechnungsverfahren angewendet 
und so die anderen charakteristischen Funktionen im Glasubergang bestimmt. 
Abbildung 9.6 zeigt den Verlauf der Nachgiebigkeitsfunktionen, Abb. 9.7 den 
der Modulfunktionen und Abb. 9.8 den Verlauf des "Zener"-Produktes und 
des Produktes J' (m) . G' (m). 
Die Kriechfunktion zeigt den vertrauten Verlauf des Glas-Kautschuk-Ober
ganges mit einem Maximalwert der doppelt-logarithmischen Steigung von 

J(tlol,J'(ow),J"(ow), Po-1 PS N-7000 

10-6 I 

-.- J(tlo) 
-.- J(ow) 
-.- J"(ow) 
-,- ton d' 

102 
ton d' 

- tlo, 1!ow, 5 

Abb.9.6. Doppelt-logarithmische Darstellung der gegliitteten reduzierten Kriechfunktion 
von PS im Glasiibergang; berechneter Verlauf der Speichernachgiebigkeit, der Verlustnach
giebigkeit und der Diimpfung 
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0,88. Der Verlauf von l' (w) gegen w = 1 /t unterscheidet sich betdichtlich von 
dem vonJ (t). Der Anstiegvon l' (w) mit steigendem t setzt wesentlich spater ein 
und ist wesentlich steiler als der von J (t). J' (w) zeigt einen Maximalwert der 
doppelt-logarithmischen Steigung (gegen t) von 1,28. In der Glasflanke des 
Uberganges ist J' (w) viel niedriger als J (t). Bei t = lOs finden wir z. B. 
J (t) ~ 6,5 . l' (w)! J" (w) schmiegt sich in der Mitte des Uberganges nahe an 
J (t) an und zeigt ein flaches Minimum im Plateaugebiet. Die Dampfung zeigt 
ein Maximum von 6,2 im Glas-Kautschuk-Obergang und ein Minimum von 0,3 
im Plateaugebiet. Das Maximum in tan 6 liegt dort, wo die Stufe in J (t) ihre 
halbe logarithmische Mitte erreicht (bei t = tg ) und dort, wo die doppelt
logarithmische Steigung von J (t) maximal ist. 
Die Moduli sind in Abb.9.7 gezeigt. Durch die Umrechnung geht Breite 
des experimentellen Fensters verloren; deshalb ist der logarithmische Zeitbe
reich, tiber dem die Modulfunktionen bekannt sind, wesentlich geringer als der 
der ursprtinglichen Messung in J (t). Umrechnungen, die mit Hilfe von 
einfachen, aber weniger verIaf3lichen Naherungsgleichungen durchgefUhrt 
wurden, wurden in Abb. 9.6 durch unterbrochene LinienfUhrung angedeutet. 
Dieser Teil der Kurven wurde nicht zur weiteren Berechnung von Moduli 
verwendet. Der Veri auf von G (t) unterscheidet sich von dem von G' (w) viel 
weniger, als der von J (t) von dem von J' (w). Die doppelt-logarithmische 
Steigung gegen t erreicht fUr G (t) einen Minimalwert von - 1,4, fUr G' (w) von 
-1,3 und fUr G" (w) von - 0,90. Der Abfall der Modulfunktionen verlauft also 
steiler als der Anstieg der Nachgiebigkeitsfunktionen. 
In Abb. 9.8 wurde der Verlaufder Dampfung mit dem der Produkte J (t) . G (t) 
und J' (w) . G' (w) verglichen. J (t) . G (t) durchHiuft ein tiefes Minimum mit 
einem Wert von 0,10 in der Nahe des Maximalwertes von tan 6. Dies zeigt, daB 
die "elastische" Naherung G (t) ~ l/J (t) in diesem Fall urn eine GroBen-

PS N-7000 tan rf 103 

- tia,1/aw, 5 

Abb.9.7. Doppelt-logarithmische Darstellung des Relaxationsmoduls, des Speichermoduls, 
des Verlustmoduls und der Diimpfung fiir PS im Glasiibergang 
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PS N-7000 

tio,1Iow, 5 
10~~---.-------.-------.-------.-------.--------

10-1 100 101 102 103 

Abb.9.S. Doppelt-logarithmische Darstellung der Produkle J (I) . G (I). l' (w)· G' (w) und der 
Diimpfung fUr PS im Glasiibergang 
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ein H6henmodell der Kriechfunklion, parallel zur logarilhmischen Zeilachse, bzw. parallel 
zur Temperaturachse 
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ordnung falsch ware! Das Minimum in J' (w) . G' (w) ist noch tiefer, namlich 
0,025. 
Wir haben bis jetzt die Form der charakteristischen Funktionen im Glasiiber
gang bei konstanter Temperatur betrachtet und gesehen, daB diese Form als 
Funktion des Logarithmus der Zeit oder der Frequenz von der Temperatur 
unabhangig ist. Betrachtet man den Glasiibergang als Funktion der Tempera
tur bei konstanter Zeit (oder konstanter Frequenz), dann kann die Form der 
charakteristischen Funktionen nicht unabhangig von der Wahl der Zeit 
(Frequenz) sein. Dies verdeutlicht Abb. 9.9. 
Diese Abbildung zeigt im oberen Teil die Lage des Glasiiberganges iiber der 
Zeit-Temperaturebene. Uber dieser Ebene denkt man sich den Logarithmus 
der Kriechfunktion aufgetragen, so daB ein dreidimensionales Hahenmodell 
entsteht. Dann zeigt sich der Glasiibergang als eine Steilstufe vom hohen 
gummi-elastischen Niveau (rechts oben) zum niedrigen Niveau des Glaszu
standes (links unten). 
Die Lage der logarithmischen Mitte des Glasiiberganges wird durch die 
VFTH-Gleichung (8) gegeben. Fiir die Temperaturlagen von Anfang und Ende 
des Glasiiberganges findet man Kurven, die durch Parallelverschiebung von (8) 
entiang der logarithmischen Zeitachse entstehen. 
Schnitte durch den Glasiibergangsbereich dieses Modelles parallel zur loga
rithmischen Zeitachse sind aile gleich lang und erzeugen die gleiche Form der 
Kurven J (t) vs. log t (Zeit-Temperatur-Verschiebungsgesetz). Schnitte durch 
den Glasiibergangsbereich parallel zur Temperaturachse sind wegen der 
Kriimmung in der Gl. (8) nicht gleich lang. Deshalb mul3 der Anstieg von J (T) 
im Glasiibergang desto steiler verlaufen, je langer die gewahlte Zeit (je niedriger 
die gewahlte Frequenz) ist. Dies wurde im rechten unteren Teil von Abb 9.9 
schema tisch angedeutet. 

9.3 Zeit-Temperatur-Verschiebung fUr den Flie8vorgang 

Die Zeit-Temperatur-Verschiebung der charakteristischen Funktionen im 
FlieBgebiet amorpher unvernetzter Polymerer unterscheidet sich von der des 
Glasiiberganges. Es sind nicht die Kriechfunktion J (t) oder der Spannungsre
laxationsmodul G (t), die sich mit Temperaturanderung in Richtung der 
logarithmischen Zeitachse parallel verschieben, sondern die GraBen (2 . T . J (t) 
bzw. G (t)/((2 . T), wobei T die absolute Temperatur und (2 die Dichte des 
Polymeren bei der Temperatur T darstellen. Anstelle des Verschiebungsgeset-
zes 

J (t, T) = J (x, To) bzw. G(t, T) = G(x, To) 

gilt im Fliel3gebiet ein Verschiebungsgesetz der Form 

(2. T . J (t, To) = (20 . To . J (x, To) 
bzw. 

G (t, T)/((2 . T) = G (x, To)/((2o . To) 
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Als reduzierte charakteristische GroBen definiert man zweckmaJ3ig 

J.(t, T) = (eTleo To)' J (t, T) bzw. 

Gr(t, T) = (eo ToleT) . G(t, T) usw. (10) 

Das Zeit-Temperatur-Verschiebungsprinzip fur den FlieBvorgang laBt sich 
dann wie folgt schreiben: 

Jr (t, T) == (eT leo To) J (t, T) = JTo (x) = JTo (t/a) 

J~(w,T) == (eTleo To) J'(w,T) = J~o(Y) = J~o(a' w) 

J~(w,T) == (eTleo To) J"(w,T) = J~o(Y) = J~o(a' w) 

Gr (t, T) == (eo T oleT) G (t, T) = G To (x) = G To (t/a) (11) 

G~ (w, T) == (eo To/eT) G' (w, T) = G~o (y) = G~o (a' w) 

G~ (w, T) == (eo ToleT) G" (w, T) = G~o (y) = G~o (a' w) 

tanb(w,T) = tan bTo(Y) = tan bTo(a' w) 

Der Faktor eT/eo To, durch den sich das Verschiebungsprinzip (11) von (3) 
unterscheidet, ist nicht unerheblich. Fur PS erstreckt sich das experimentelle 
Fenster, in dem die FlieBeigenschaften meBbar sind, von etwa 140°C bis 290°C, 
und in diesem Temperaturgebiet andert sich der Faktor von 0,89 auf 1,11, also 
urn mehr als 20% 1. 

Das Verschiebungsprinzip in der Form (11) ist auch besser im Einklang mit den 
Forderungen der statistischen Theorie der Gummielastizitat. Nach dieser 
Theorie sollten die Beitrage der Konfigurationsentropie der Makromolekiile 
zu den Moduli proportional zu eT und zu den Nachgiebigkeiten proportional 
zu l/(eT ) sein 2. 

Zwischen reduzierter Zeit und Zeit gilt wieder Gl. (1). Fur die Zeit-Temperatur
Verschiebungsfunktion findet man fUr amorphe unvernetzte Polymere wieder 
die WLF-Gleichung 

d 1 (T - To) d 1 (T - To) 
log aCT, To) = - = - f (12) 

d 2 + T - To T - Too 

Die Parameter dieser Gleichung stimmen jedoch nicht notwendigerweise mit 
den Parametern der Verschiebungsgleichung fUr den Glasubergang (5) uberein, 
auch nicht, wenn man in beiden Fallen die gleiche Temperatur als Bezugstem
peratur wahlt. Wir haben deshalb die Parameter in (12) mit anderen 
Buchstaben bezeichnet (T~ = To - d 2 ). 

Zwischen der Zeit-Temperatur-Verschiebung fUr den Fliel3ubergang und der 
Temperaturabhangigkeit von Viskositat und stationarem Ruckstellvermogen 

1 Fur die Beschreibung des Glas-Kautschuk-Uberganges ist dieser Faktor nicht von 
wesentlicher Bedeutung. Der Glas-Kautschuk -Ubergang ist fUr das gleiche PS von 90 DC bis 
120°C rneBbar. In diesern Gebiet andert sich der Faktor von 0,97 auf 1 ,03, also urn nur 6%. 

2 Vergleiche Forrneln (5.4) und (5.6). 
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bestehen Zusammenhange, die man findet, wenn man Gl. (8.41) in (11) 
einsetzt: 

und 
170 (T)/170 (To) = (eT leo To) . a (T, To) 

Je (T)/J e (To) = (eo ToleT) 

(13) 

(14) 

Man kann also die Zeit-Temperatur-Verschiebung im FlieBgebiet auch aus 
Messungen der Temperaturabhangigkeit der Viskositat ableiten. 
Wir betrachten als Beispiel das Kriechverhalten des technischen Polystyrols, 
das in Abb. 8.18 dargestellt war. Wenn wir aus diesen Daten die reduzierte 
Kriechfunktion im FlieBgebiet berechnen, ergibt sich Abb. 9.10. 
Die Daten von Abb. 9.10 lassen sich durch Parallelverschiebung entlang der 
logarithmischen Zeitachse zur Deckung bringen und ergeben die reduzierte 
Nachgiebigkeit bei der Bezugstemperatur To = 210°C uber 7 Zehnerpotenzen 
der reduzierten Zeit (Abb. 9.11, s.S. 215). Aus Grunden der Platzersparnis 
wurde die reduzierte Kurve in zwei Teilabschnitten gezeigt: links das gummi
elastische Plateau und rechts das FlieBgebiet. Die im FlieBgebiet vollstandig 
zur Deckung gebrachten Kriechkurven fachern im gummi-elastischen Plateau 
etwas auseinander. Der Grund hierfiir ist, daB im gummi-elastischen Plateau 

-4 
10 

-6 
10 

PS N 7000 190 T,O( 

150 

-t,s 

Abb.9.10. Reduzierte Nachgiebigkeit, J,(t, T), als Funktion der Zeit, in doppelt-Iogarithmi
scher Auftragung, fUr PS bei verschiedenen Temperaturen im gummielastischen und im 
FlieBgebiet, nach Pfandl [128] 
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Abb, 9.11. Reduzierte Nachgiebigkeit, l,(x), von PS gegen die reduzierte Kriechzeit x, in 
doppelt-logarithmischer Auftragung, im gummi-elastischen Plateau (links) und im Flie13-
gebiet (rechts), nach [128] 

wegen des dort auftretenden Verschlaufungsiiberganges, der eine etwas andere 
Temperaturverschiebung zeigt als der Fliel3anteil, das Verschiebungsgesetz aus 
dem Fliel3gebiet nicht mehr streng giiltig ist. 
Die fiir die Reduktion der Kurven im Flie13gebiet erforderliche Parallelver
schiebung log a (T, To) la13t sich ausgezeichnet durch eine W.L.F.-Gleichung 
beschreiben. Die Konstanten d , und d2 sind in Tabelle 9.2 aufgeiistet, 
zusammen mit den invarianten Kombinationen d, . d 2 und T~ = To - d 2 • Sie 
entsprechen nicht den Werten der W.L.F.-Gleichung fUr den Glasiibergang 
desseiben Polymeren, wie man sich durch Vergleichen der Invarianten mit 
c, . C2 und Too aus Tabelle 9.1 iiberzeugt. 
In Tabelle 9.2 sind aul3erdem noch einige Daten aus der Literatur iiber die 
Werte der Zeit-Temperatur-Verschiebung und der charakteristischen Funktio
nen im Fliel3gebiet amorpher unvernetzter Polymerer aufgelistet. In einigen 
Fallen wurde auch der Zusammenhang zwischen Viskositat und Molekularge
wicht aufgefUhrt. 

9.4 Zeit-Temperatur-Verschiebung sekundarer Relaxationsprozesse 
im Glaszustand 

Auch die im Glaszustande amorpher Polymerer auftretenden Relaxationspro
zesse verschieben sich mit Temperaturerh6hung zu kiirzeren Zeiten. Eine 
quantitative Beschreibung der Zeit-Temperatur-Verschiebung der charakteri
stischen Funktionen gelingt jedoch hier nur naherungsweise, und zwar auf 
Grundlage der Gleichung (3). Bei der Zeit-Temperatur-Verschiebung dieser 
Prozesse bleibt die Form der Kurve J (t) vs. log t namlich nicht genau erhalten; 



216 Zeit-Temperaturverschiebung der mechanischen Eigenschaften 

vielmehr werden die Dispersionsstufen bei hoheren Temperaturen zu kiirzeren 
Zeiten verschoben und werden zugleich scharfer. 
Die GroBe der Zeit-Temperatur-Verschiebung der Dampfungsmaxima oder 
der Mittelpunkte der Dispersionsstufen laBt sich mit Hilfe einer Zeit
Temperatur-Verschiebungsfunktion a (T, To) beschreiben, die nicht die Gestalt 
der WLF-Gleichung hat. 
An Stelle von Gl. (9) gilt fUr die Lage der Dampfungsmaxima sekundarer 
Dispersionsgebiete die Gleichung 

E . 
(logv),an~,max = logvo - 0,43 RT ... 1ll Hz (15) 

Hier ist R die Gaskonstante, T die absolute Temperatur und E eine fUr den 
betrachteten MolekularprozeB charakteristische Konstante, die sog. "Aktivie
rungsenergie" des Prozesses. Vo ist eine Frequenz, deren Wert fUr aile 
verschiedenen sekundaren Dispersionserscheinungen dieselbe GroBenordnung 
auf weist. Man findet 

logvo = 13,5 ± 1,0 (16) 

Vo stellt also naherungsweise eine universelle Konstante dar. Gl. (15) ist 
aquivalent mit der Arrheniusgleichung fUr die Frequenzlage des Dampfungs-
maximums: 

(v),an~,max = Vo . e- E/RT (15') 

Aus (15) ergibt sich auch die Temperaturiage des Mittelpunktes der Disper
sionsstufe im Kriechverhalten 

E 
(log t)NE = - O,SO - log Vo + 0,43 R T ... in Sek (17) 

Die Form der Zeit-Temperatur-Verschiebungsfunktion findet man aus (17) zu 

0,43 E [1 1 ] 
log a (T,To) = ~. T - To (1S) 

Gl. (15) driickt aus, daB die Lage der Dampfungsmaxima sekundarer 
Relaxationserscheinungen in einem log v - 1 IT Diagramm durch gerade 
Linien beschrieben wird. DaB dies mit groBer Genauigkeit der Fall ist, wurde 
vor all em von Heijboer gezeigt. Die genauesten Daten hieriiber liegen fUr 
Polycyclohexylmethacrylat (PCHMA) vor. Dieses Polymer zeigt im Glaszu
stand einen ausgepragten sekundaren RelaxationsprozeB (hier y-ProzeB ge
nannt), der durch Heijboer [142] ausfiihrlich untersucht und molekular gedeutet 
wurde. Abbildung 9.12 zeigt den Speichermodul und die Dampfung dieses 
Polymers als Funktion der Temperatur bei verschiedenen konstanten Frequen
zen, von 10- 4 Hz (Kriechversuche) bis 106 Hz (Ausbreitung elastischer 
Wellen). Man erkennt deutlich die Frequenz-Temperatur-Verschiebung der 
Dispersionsstufe des Moduls und des Maximums in der Dampfung. Die 
Frequenzlage des Dampfungsmaximums ist in Abb. 9.13 als Funktion der 
reziproken absoluten Temperatur aufgetragen. Diese Abbildung beweist die 
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Abb.9.12. Speichermodul und Diimpfung fur PCHMA bei 6 Frequenzen als Funktion der 
Temperatur, nach Heijboer [142] 

Gultigkeit der Verschiebungsgleichung (15) fUr diesen Prozel3 innerhalb eines 
experimentellen Fensters von 10 Zehnerpotenzen der Frequenzachse! Aus der 
Steigung findet man eine Aktivierungsenergie von 47 kJ Imo!. Der Molekular
prozel3 des y-Maximus von PCHMA ist das Umklappen des Cyclohexylringes 
der Seitengruppe von einer Sesselform in die andere (vg!. Abb. 9.15c). 
Fur die anderen sekundiiren Relaxationserscheinungen ist die Frequenz
Temperaturlage nicht in einem so weiten experimentellen Fenster bestimmt wie 
fUr PCHMA. Trotzdem ist auch hier erwiesen, dal3 die G!. (15) mit grol3er 
Genauigkeit angewendet werden kann. Abbildung 9.14 zeigt eine Ubersicht 
nach Heijboer [157], in der die Frequenz-Temperaturlagen der wichtigsten 
sekundiiren Relaxationsprozesse amorpher Polymerer zusammengefal3t sind. 
Zur Nomenklatur ist zu erwiihnen, dal3 man bei amorphen Polymeren den 
Glasubergang im allgemeinen als IX-ProzeJ3 bezeichnet und dann die sekundii
ren Relaxationsprozesse eines jeden Polymeren nach dem griechischen Alpha
bet, gemiil3 ihrer Reihenfolge mit abnehmender Temperatur, numeriert. Die 
dick ausgezogenen Linien geben die gemessenen Werte der Frequenz-Tempe-
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Abb.9.13. Frequenzlage des Diimpfungsmaximus fur den y-Proze13 des PCHMA nach [142] 
und [157] 

raturlage an, wahrend die dunnen Linien die extrapolierten Geraden darstel
len. Aus Abb. 9.14 schlieBen wir: 

1) fur aile gezeigten sekundaren Relaxationsprozesse gilt OJ. (15); 
2) zur Bestimmung des Wertes von Vo ist eine Extrapolation der MeBdaten 

uber viele Zehnerpotenzen der Frequenz erforderlich; 
3) 1m Hinblick auf die durch 2) bewirkte Unsicherheit in der Bestimmung von 

Vo stellt OJ. (16) eine angemessene Naherung fur aile sekundaren Relaxa
tionsprozesse dar. 

Oehen wir davon aus, daB log Vo in (15) fur aile sekundaren Relaxationsprozes
se durch den Wert 13,5 ersetzt werden darf, dann ist die Zeit-Temperatur-Lage 
eines sekundaren Relaxationsprozesses durch eine einzige Konstante, namlich 
seine Aktivierungsenergie, E, festgelegt. Insbesondere ergibt sich ein Zusam
men hang zwischen E und der Temperaturlage des Dampfungsmaximus bei 
einer festen Frequenz. Nennen wir T J Hz die (absolute) Temperaturlage des 
Dampfungsmaximums eines Sekundarprozesses bei 1 Hz, dann finden wir 
durch Einsetzen in GJ. (15) 

E :::::: 0,26 . TJ Hz in kJ Imol (19) 

Kennt man also die Lage des Dampfungsmaximums bei 1 Hz, so ist seine 
Aktivierungsenergie und damit auch seine Lage bei allen anderen Frequenzen 
naherungsweise bekannt. Diese wichtige Faustregel stammt ebenfalls von 
Heijboer [157]. Aus (19) folgt, daB die Aktivierungsenergien von Sekundarpro
zessen mit abnehmender Temperaturlage abnehmen mussen. 
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Abb_ 9_14_ Arrhenius Diagramm verschiedener sekundiirer Relaxationsprozesse, nach 
Heijboer [157] 

Tabelle 9.3. Beispiele sekundiirer Relaxationsprozesse im Glaszustand 

Proze13 T1Hz,oC (tan b)max E, kllmol Lit. 

p-Maximum von PMMA 40 0,09 75 [157] 
p-Maximum von PVC - 60 0,03 59 [157] 
p-Maximum von PC -110 0,Q3 [158] 
y-Maximum von Polycyclo- - 81 0,1 47 [142] 

hexylmethacrylat 
y-Maximum von Polynormal- -180 0,06 23 [159] 

butylmethacrylat 
y-Maximum von Polynormal- -188 0,06 22 [159] 

propylmethacrylat 
p-Maximum von PS -233 0,007 10 [127] 

In Tabelle 9.3 sind die Daten einiger sekundarer Relaxationsprozesse zusam
mengefaI3t. Tabelliert sind die Temperaturiage des Dampfungsmaximums bei 
1 Hz, die angenaherte Hohe des Dampfungsmaximums bei 1 Hz und die 
gemessene Aktivierungsenergie. 
Fur drei Falle ist die Deutung der zugehorigen molekularen Bewegung in 
Abb. 9.15 skizziert. So handelt es sich beim p-Maximum des PMMA urn eine 
Drehung der Methylesterseitengruppe urn die Kohlenstoff-Kohlenstoffbin
dung, die die Seitengruppe mit der Hauptkette verbindet. Polynormalbutylme
thacrylat (PnBuMA) zeigt auI3er dem p-Maximum (Drehung der ganzen 
Butylesterseitengruppe) noch ein y-Maximum bei -180 DC. Dieses hangt mit 
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0) PMMA B-Maximum b) Pn BuMA '6- Maximum cl PCHMA )'-Maximum 

Abb.9.15. Zur molekularen Deutung einiger sekundiirer Relaxationsprozesse im Glaszu
stand 

Drehbewegungen innerhalb des veresterten Alkylrestes zusammen. Die /1-
Maxima von PVC und PC mlissen einer Bewegung von kurzen Stiicken der 
Hauptkette zugeschrieben werden. 
Der Verlauf der Dampfung im Glaszustand bei etwa 1 Hz ist als Funktion der 
Temperatur fUr vier technisch wichtige amorphe, unvernetzte Polymere in 
Abb. 9.16 gezeigt. 1m Tieftemperaturgebiet (zwischen 4 K und 200 K) wurden 
zur Konstruktion dieses Bildes Daten von Hartwig [127] verwendet, die bei 
zwischen 5 und 8 Hz verlaufender Frequenz aufgenommen wurden. Diese 
schliel3en gut bei Mel3ergebnissen aus unserem Institut im Bereich zwischen 
200 K und 400 K an, die bei einer Frequenz von 0,64 Hz ermittelt wurden. (1m 
Tieftemperaturgebiet ist wegen der relativ niedrigen Aktivierungsenergien die 
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Abb.9.16. Verlauf der Diimpfung bei etwa 1 Hz als Funktion der absoluten Temperatur fUr 
vier amorphe Polymere 
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Temperaturverschiebung bei einer Frequenzanderung um eine Zehnerpotenz 
nur gering). 
PS zeigt im Glaszustand eine niedrige Dampfung, die nur bei sehr tiefen 
Temperaturen ein ausgesprochenes Maximum aufweist. Dieses wird mit 
Bewegungen des Phenylringes in Zusammenhang gebracht. Die anderen drei 
Polymere zeigen aBe ein sehr ausgepragtes, breites sekundares Dampfungs
maximum. 
Diesen sekundaren Dampfungsmaxima kommt eine interessante technische 
Bedeutung zu: Polymere mit sekundaren Dampfungsmaxima zeigen oft (nicht 
immer) gute Schlagzahigkeitseigenschaften, wahrend Polymere ohne sekunda
re Dampfungsmaxima fast immer sprode sind (siehe auch [160]). 
Abbildung 9.17 zeigt den Verlauf der Schlagzahigkeit in logarithmischer 
Auftragung als Funktion der Temperatur fUr die in Abb. 9.16 beschriebenen 
Polymere und fUr schlagzahes Polystyrol. Aufgetragen wurde die gemessene 
Bruchenergie genormter, ungekerbter Biegeschlagstabe. Die Kurve fUr PC 
wurde nicht gemessen, sondern aus Daten von Heijboer [160] auf die oben 
verwendeten Dimensionen umgerechnet. 
Die Schlagzahigkeit von unmodifiziertem Polystyrol ist im ganzen Glaszu
stand aul3erst niedrig, was sich in der besonderen Sprodigkeit dieses Kunststof
fes niederschlagt. Um die Schlagzahigkeit von Polystyrol zu verbessern, 
modifiziert man dieses durch Pfropfpolymerisation mit einem Butadien
Kautschuk. Man erhalt dann schlagzahes Polys tyro 1 (HIPS), das bei etwa 
-75°C einen scharfen Obergang yom sproden zum schlagzahen Verhalten 
zeigt. Die Schlagzahigkeit weist dort eine deutliche Stufe aufund steigt auf das 
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Abb.9.17. Schlagziihigkeit von 5 amorphen Kunststoffen als Funktion der Temperatur 
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Fiinffache. Diesem Ubergang entspricht ein durch die Kautschuk-Komponen
te verursachtes Dampfungsmaximum bei -90°C und 1 Hz [161]. 
Die anderen Kunststoffe (PMMA, PVC und PC) zeigen alle wesentlich h6here 
Schlagzahigkeiten als das PS, aber keine so scharflokalisierten Ubergange wie 
das HIPS. Eine Korrelation mit der Temperaturlage der entsprechenden 
Dampfungsmaxima im Glaszustand ist bei PMMA und PC nicht leicht 
erkennbar. Bei PVC ist der Anfang eines Uberganges bei Temperaturen, die in 
der Nahe des sekundaren Maximums liegen, erkennbar. Der Wert der 
Schlagzahigkeit steigt in der Reihenfolge PMMA, PVC, Pc. Interessanterwei
se ist dies die umgekehrte Reihenfolge der Temperaturlagen der entsprechen
den Dampfungsmaxima. 

9.5 Lage der Aggregatzustiinde amorpher Polymerer im 
Zeit-Temperatur-Diagramm 

Nachdem die Dispersionsgebiete ihrer Lage nach im Zeit-Temperatur-Dia
gramm bzw. im Frequenz-Temperatur-Diagramm bekannt sind, k6nnen alle 
Aggregatzustande fUr amorphe Polymere als Funktion von Zeit und Tempera
tur beschrieben werden. Dies wurde fUr einen hypothetischen Fall eines 
amorphen unvernetzten Polymeren mit zwei sekundaren Dispersionsgebieten 
im Glaszustand in Abb. 9.18 angedeutet. 
Der rechte Teil der Abbildung stellt ein sog. Arrhenius-Diagramm dar, in dem 
als Abszisse der Logarithmus der Frequenz und als Ordinate die reziproke 
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absolute Temperatur (multipliziert mit einem Faktor) aufgetragen sind. In 
diesem Diagramm wurde das im allgemeinen fiir mechanische Messungen 
zugangliche experimentelle Fenster durch strichpunktierte Linien angedeutet. 
In Richtung der logarithmischen Frequenzachse wird dieses Fenster durch die 
Kurzzeitgrenze von etwa 106 Hz und die Langzeitgrenze von etwa 10- 6 Hz 
begrenzt. Das zugangliche Temperaturgebiet erstreckt sich von der Zerset
zungsgrenze (die fUr die meisten technischen Polymeren zwischen 200 und 
300°C liegt) bis zum Siedepunkt des fliissigen Stickstoffes. Sekundare Relaxa
tionserscheinungen (hier als p und y angedeutet) erscheinen in diesem Bild als 
Gerade, die sich auf der Abszisse etwa im Punkte 13,5 schneiden. Der Glas
Kautschuk-Ubergang - als (1. bezeichnet - wurde in der Form der WLF
Gleichung angenommen. Er stellt sich im Arrhenius-Diagramm als eine 
negativ gekriimmte Kurve dar, die bei sehr niedrigen Frequenzen eine 
horizontale Asymptote und bei sehr hohen Frequenzen (hoher Temperatur) 
eine vertikale Asymptote hat. Diese liegt bei logvrnax = c~ + 2,0. Der FlieJ3-
iibergang zeigt eine dem Glasiibergang ahnliche Form; seine Lage ist 
gegeniiber dem Glasiibergang zu h6heren Frequenzen zu verschoben. 
Ubertragt man dieses Bild in ein Diagramm, in dem der Logarithmus der Zeit 
als Abszisse, die Temperatur als Ordinate aufgetragen sind, dann erhait man 
Abb. 9.18a. In dieser Darstellung zeigen die Lagen aller Relaxationserschei
nungen positive Kriimmung. 
Bei teilkristallinen Polymeren reicht der gegenwartige Stand der Kenntnis noch 
nicht aus, urn ein Bild der Aggregatzustande in voller Allgemeinheit zu 
skizzieren. 
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10 Lineares visko-elastisches Verhalten isotroper Stoffe 
unter dreidimensionalen Spannungszustanden 

10.1 Komponenten des Spannungstensors und Gleichgewichtsbedingungen 

Bis jetzt wurde das linear viskoelastische Verhalten von Polymeren in einfacher 
Scherung betrachtet. Diese Ergebnisse sollen jetzt auf dreidimensionale 
Spannungszustiinde verallgemeinert werden. Hierzu benotigen wir die Begriffe 
des Spannungstensors und des Deformationstensors, die hier kurz erkliirt 
werden sollen. Fiir ausfiihrliche Ableitungen dieser Begriffe und der nachfol
genden Gleichungen verweisen wir auf Lehrbiicher der technischen Mechanik 
[162], [163]. 
Die Komponenten des Spannungstensors in einem rechtwinkligen, kartesi
schen Koordinatensystem definieren wir unter Hinweis auf Abb. 10.1. Wir 
denken uns einen kleinen Wiirfel in dem untersuchten Material angezeichnet. 
Die Kanten des Wiirfe\s seien parallel zu den Achsen eines kartesischen, 
rechtshiindigen Koordinatensystems. 1m belasteten Zustand werden im Probe
korper Kriifte auftreten, die von einem Teil des Probekorpers auf den 
benachbarten Teil wirken und die fiir die Formiinderungen verantwortlich 
sind. Diese Kriifte werden jeweils iiber Trennfliichen yom Material auf der 
einen Seite der Trennfliiche auf das Material auf der anderen Seite der 
Trennfliiche ausgeiibt. Diese Kriifte, geteilt durch die GroBe der Trennfliiche, 
heiBen Spannungen. Es sei nun Sl die Spannung, die auf die x-Fliiche des 
infinitesimalen Wiirfels aus Abb. 10.1 wirkt und es seien aU' ayx, a zx ihre x, y, z
Komponenten. Ahnlich definieren wir die Spannungen auf die y- und z
Fliichen: 

Spannung auf die x-Fliiche Sl 
y-Fliiche S2 
z-Fliiche S3 

Komponenten 

Die neun GroBen axx , axy usw. heiBen die kartesischen Komponenten des 
Spannungstensors. Sie werden mit a ik abgekiirzt, wobei die Indizes i und k die 
Werte 1 bis 3 durchlaufen konnen (1 = x, 2 = y, 3 = z). 
Sind die neun Komponenten des Spannungstensors an einer Stelle bekannt, 
dann liiBt sich auch die Spannung auf eine beliebig orientierte Fliiche im 
gleichen Punkt ausrechnen (Abb. 10.2). Es sei eine Fliiche durch ihre Fliichen-
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Abb. 10.1. Zur Definition der Komponenten 
des Spannungstensors 

Abb. 10.2. Spannung auf eine beliebig 
orientierte Fliiche 

normale Q mit den Komponenten nx, ny, nz gegeben. Die Spannung auf diese 
Fliiche sei S und ihre Komponenten seien SX' SY' Sz; dann gilt: 

S x = (j xx nx + (j xy ny + (j xz nz 

Sy = (jyx nx + (jyy ny + (jyz nz 

Sz = (jzxnx + (jzyny + (jzzn z 

(1) 

wobei (jxX' (jxY' ... die kartesischen Komponenten des Spannungstensors sind. 
Das Gleichungssystem (1) liiBt sich mit Hilfe der Tensorschreibweise abkiirzen: 

(1') 

Hier ist i ein freier Index, der wahlweise 1, 2 oder 3 gesetzt werden kann und k 
ein Summationsindex, iiber den von 1 bis 3 summiert wird 1. SI' S2' S3 sind die 
Komponenten der Spannung S, n l , nz, n3 die der Fliichennormalen Q, (jik die 
des Spannungstensors. 
1m belasteten Zustand werden die (jik im allgemeinen Funktionen des Ortes sein 
(jik = (jik (x, y, z); ist der Belastungszustand zeitabhiingig, dann hiingen die (jik 
von Ort und Zeit ab: (jik = (jik (x, y, z; t). 
Die Komponenten des Spannungstensors konnen jedoch nicht willkiirlich von 
Ort und Zeit abhiingen. Sie miissen den Bedingungen des Kriiftegleichgewichts 
der Newtonschen Mechanik gehorchen. Diese driicken sich folgendermaBen 
aus: 

(2) 

1 Nach der Summationskonvention der Tensorrechnung wird tiber doppelt vorkommende 
Indizes stets summiert. 
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In diesem System partieller Differentialgleichungen bedeuten e die Dichte und 
bx , by, bz die Komponenten der Beschleunigung des materiellen Teilchens, das 
sich zum Zeitpunkt t gerade an der Stelle (x, y, z) befindet. Fx , Fy, Fz sind die 
Komponenten der Volumenkrafte auf ein Teilchen an dieser Stelle (Beispiel: 
Die Schwerkraft). 
In dem oft vorkommenden Fall eines statischen Kraftegleichgewichtes ohne 
Einwirkung von Volumenkrii.Jten vereinfacht sich das System zu: 

oaxx oayX oazx 
-+-+-=0 ox oy OZ 
oaXY oayy oaZy 
-+-+-=0 ox oy oz 

(3) 

oaxz oayZ oazz 
-+-+-=0 ox oy OZ 

Die Tensorschreibweise erlaubt fUr (2) die abgekurzte Form 

oa·k -' + Fk = ebk (2') oXi 

wobei Xl = x, X2 = y, X3 = z bedeuten, Fk die Komponenten der Volumenkraf
te und bk die Komponenten der Beschleunigung bezeichnen. 
Die Bedingungen (2) bzw. (3) mussen stets erfUllt sein, welches auch die 
Konsistenz der betrachteten Stoffe ist: Gase, Flussigkeiten, Festkarper, 
Polymere. Die Abhangigkeit von der Konsistenz kommt erst im Zusammen
hang zwischen Deformation und Spannung zum Ausdruck. 
Neben den Bedingungen des Kraftegleichgewichtes mussen noch die Bedin
gungen des Momentengleichgewichtes erfullt sein; diese lief ern fur die groBe 
Mehrheit aller technisch interessanten Stoffe die Aussage, daB der Spannungs
tensor ein symmetrischer Tensor sein muB: 

a xy = a yx 

ayz = azy (4) 

(lzx = (lxz 

oder 
aik = a ki (4') 

Die Symmetriebedingung fur den Spannungstensor (4) ist fur die meisten 
Stoffe erfUllt. Es sind jedoch Materialien denkbar (die sog. Cosserat-Medien) 
[164], fUr die die Bedingungen des Momentengleichgewichtes eine viel kompli
ziertere Gestalt annehmen. Glucklicherweise spielen die Cosserat-Medien nur 
eine untergeordnete Rolle, so daB wir sie hier nicht zu berucksichtigen 
brauchen. 
In der technischen Mechanik ist es oft von Vorteil, Probleme statt in 
kartesischen, in krummlinigen Koordinaten zu lasen. Am haufigsten ist dabei 
die Verwendung eines Zylinderkoordinatensystems (r, 9, z): 

x = rcos9 y = rsin.9 z=z (5) 
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z 

z-FlCiche 

r-Flache 

'------- -3-Flache 

Abb. 10.3. Volumenelement in einem Zylinderkoordinatensystem 

In diesem Fall wird das Volumenelement durch die r, 8, z-Koordinatenflachen 
gebildet (siehe Abb. 10.3). Auf die r-Flachen wirkt eine Spannung, deren 
Komponenten wir mit (Jrr' (J[j" (Jzr bezeichnen, auf die 8-Flache eine Spannung 
mit den Komponenten (Jr[j, (J[j[j, (Jz[j und auf die z-Flache eine Spannung mit den 
Komponenten (Jrz, (J[jz, (Jzz. Diese neun Gro13en definieren die Komponenten 
des Spannungstensors. 
Die Bedingungen des Kraftegleichgewichts werden in diesem Faile durch das 
Differentialgleichungssystem 

o(Jrr 1 o(J[jr oazr 1 -;)- + - --;-9 + -;)- + - [arr - a[j[j] + Fr = Qbr ()r r (), ()z r 

(6) 

oarz ~ o(J[jz oazz ~ (J F - b 
or + r 08 + oz + r rz + z - Q z 

gebildet. b" b[j, bz und F" F[j, Fz sind die entsprechenden Komponenten der 
Beschleunigung und der Volumenkrafte. Die Bedingungen des Momenten
gleichgewichtes liefem wieder die Symmetrie des Spannungstensors (ar[j = a[j" 

usw.). 
1m FaIle eines Polarkoordinatensystems (r, 8, rp): 

x = r sin 8 cos rp 

y = r sin 8 sin rp 

z = rcos8 

(7) 
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Abb.10.4. Volumenelement in einem Polarkoordinatensystem 

wird das Volumenelement durch die r, 9, cp-Koordinatenflachen gebildet, wie in 
Abb. 10.4 angedeutet. Auf die r-Flache wirkt eine Spannung, deren Kompo
nenten mit a rn a9n acpr bezeichnet werden, usw. 
Die Bedingungen des Kraftegleichgewichtes lauten in diesem Faile: 

00' rr 1 00' 9r 1 00' cpr -+--+----
or r 09 r sin 9 ocp 

1 + - [2a rr - 0'99 - acpcp + a9r · cos 9] + Fr = ebr 
r 

oar9 1 00'99 1 00' cp9 
Tr + ~ T9 + r sin 9 ----a;p 

00' rcp 1 00' 9cp 1 00' cpcp -+--+----
or r 09 rsin9 ocp 

1 
+ -[3tTrcp +2tT9cp ·cot9] + Fcp = ebcp 

r 

10.2 Der Deformationstensor (fUr kleine Deformationen) 

(8) 

Zur Beschreibung des Deformationszustandes verwendet man den Begriff des 
Deformationstensors, zu dem wir folgendermal3en gelangen: Es sei ein 
raumfestes, kartesisches Koordinatensystem gegeben, in dem wir die Lage aller 
Teilchen des betrachteten Probekorpers beschreiben. Ein bestimmtes Partikel 
des Probekorpers befindet sich zum Zeitpunkt to im undeformierten Zustande 
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im Punkt P (xo, Yo, zo) des Raumes; dieses Teilchen gelangt durch den 
DeformationsprozeB zum Zeitpunkt t im deformierten Zustande an eine andere 
Stelle des Raumes, namlich nach P' (x, y, z). Die neuen Koordinaten des 
Teilchens seien als Funktionen der urspriinglichen Koordinaten gegeben: 

x = fl (xo, Yo, Zo; t) = Xo + u(xo, Yo, Zo; t) 

y = f2(xO, Yo, Zo; t) = Yo + v(xo, Yo, Zo; t) 

z = f3 (xo, Yo, Zo; t) = Zo + w(xo, Yo, Zo; t) 

(9) 

Sind diese Funktionen fUr aile Teilchen des Korpers (d.h. fUr aIle xo, Yo, zo) 
bekannt, dann ist die gesamte Kinematik der Bewegung als Funktion der Zeit t 
gegeben. u, v und w bilden die Komponenten des Verschiebungsvektors 
]J = (Differenz zwischen dem Ortsvektor von P' und dem Ortsvektor von P). 
Wir betrachten nun zwei Partikel des Korpers, PI und P2, die vor der 
Deformation infinitesimal benachbart sind und einen Abstand dso (= PI P2) 
besitzen: 

PI = (xo, Yo, zo) 

P2 = (xo + dxo, Yo + dyo, Zo + dzo) 

(dSO)2 = (dXO)2 + (dYO)2 + (dZO)2 

Wir berechnen den Abstand, ds, dieser beiden Partikel im deformierten 
Zustande 

(10) 

und finden nach Einsetzen von (9) in (10) und Taylorentwicklung nach dxo, 
dyo, dzo den Ausdruck: 

(11) 

mit 
(12) 

(11) und (12) wurden in Tensorschreibweise ausgedriickt, wobei dx? = dxo, 
dx~ = dyo, dx~ = dzo bedeuten. In (11) muB iiber die beiden Indizes i und k 
summiert werden. In (12) sind i und kfreie Indizes und mist ein Summationsin
dex. Die GroBen Cik bilden die neun Komponenten eines symmetrischen 
Tensors, des Cauchy-Greenschen Deformationstensors. Da (9) als gegeben 
betrachtet wird, konnen die Cik durch Differentiation sofort ausgerechnet 
werden. Sie werden im allgemeinen yom Ort (xo, Yo, zo) und von der Zeit t 
abhangen: Cik = Cik(X?, x~, x~; t). Wenn die Cik bekannt sind, dann sind aIle 
Abstandsanderungen benachbarter Punkte durch den DeformationsprozeB 
bekannt. Da der Spannungszustand nur von diesen Abstandsanderungen 
abhangen sollte, nehmen wir an, daB zwischen dem Deformationstensor Cik 
und dem Spannungstensor O"ik eindeutige Zusammenhange bestehen. Diese 
Zusammenhange, die auch die Form einer Differential- oder Integralgleichung 
haben konnen, bezeichnet man als Rheologische Zustandsgleichung. 
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Wir drucken die Cik noch durch die Komponenten des Verschiebungsvektors 
aus, wobei u = u l , V = u 2 , W = U 3 gesetzt werden und finden 

aUi aUk aUm aUm 
Cik = 6ik + -;-0 + -;-0 + -0 . --0 

uXk uXi aXi aXk 
(13) 

Hier ist 6ik das sogenannte Kroneckersymbol: 

{1 fUr i = k} 
6· = 

lk 0 fUr i * k 
(14) 

Wann ist eine Bewegung eines Korpers starr, d.h. wann ist eine Bewegung mit 
keinerlei Abstandsanderungen verbunden? Dies ist dann und nur dann der 
Fall, wenn 

(ds? = (dso? , fUr aIle dxf und fur aIle 

oder wenn 
(15) 

ist. Wir definieren deshalb einen Deformationstensor eik , dessen Komponen
ten bei einer starren Bewegung aIle verschwinden, indem wir 6ik von C ik 

abziehen: 
(16) 

und finden 

(17) 

Statt (11) gilt jetzt die Gleichung 

(dS)2 - (dSO)2 = 2 eik dxf dx~ (18) 

eik heiBt Deformationstensor von Green - St. Venant. 
1m Speziaifall kleiner Deformationen, auf den man sich in der technischen 
Mechanik meistens beschrankt, sind die Gradienten des Verschiebungsvektors 
aIle klein gegen Eins: 

au 
-~1 
axo ' 

au 
-~1 azo 

usw. 

und die quadratischen Terme in (17) durfen vernachlassigt werden. Dann 
ergibt sich der in der technischen Mechanik bekannte Deformationstensor fur 
kleine Deformationen zu 

(19) 
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oder in Komponenten ausgeschrieben: 

exx = ::0 exy = ~ . [:~ + ::J = eyx 

ov 
eyy = oYo 

ow 
ezz = oZo 

eyz = ~ . [:z: + ~~J = ezy 

ezx = ~ . [~~ + :~J = exz 

(19) 

Komponenten des Deformationstensors mit zwei gleichen Indizes heiBen 
Dehnungen, Komponenten mit zwei verschiedenen Indizes heiBen Scher
Deformationen. Man beachte, daB die in Abb. 5.2 definierte Scherung y das 
Doppelte der entsprechenden Tensorkomponente betragt. Fur einfache Sche-
rung gilt namlich 1 

exy = exy = 2 Y (20) 

Der technischen Mechanik der Kunststoffe legen wir den Deformationstensor 
fUr kleine Deformationen (19) zugrunde. Auch hier ist es oft erforderlich, in 
krummlinigen Koordinaten zu arbeiten. So definieren wir im FaIle von 
Zylinderkoordinaten die Verschiebungskomponenten in der r, 8 und z 
Richtung durch 

r = ro + UTerO, 80 , Zo; t) 

1 
8 = 80 + - u~(ro, 80 , Zo; t) 

ro 
z = Zo + uz(ro, 80 , Zo; t) 

(21) 

wobei ro, 80 , Zo die Zylinderkoordinaten eines materiellen Punktes im 
undeformierten Zustande und r, 8, z die im deformierten Zustande sind. 
Die Komponenten des Deformationstensors (fUr kleine Deformationen) 
berechnen sich dann nach den Gleichungen: 

10.3 Zustandsgleichungen fUr isotrope, linear elastische Stoffe 
bei kleinen Deformationen (Hookesche Theorie) 

(22) 

Die Grundlagen der technischen Mechanik klassischer Konstruktionsmateri
ale (Stahl und Metalle unterhalb der Streckgrenze, Glas, Keramik, Beton, Holz) 
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ist die Hookesche Elastizitiitstheorie. In ihr werden die Komponenten des 
Spannungstensors als lineare Funktionen der Komponenten des Deforma
tionstensors angesetzt. 1st das Material isotrop, dann vereinfacht sich dieser 
Ansatz zu dem Zusammenhang (in kartesischen Koordinaten): (Siehe z. B.: 
[46], S. 164) 

a xy = 2 G cxy , ••• 

(23) 

Das Gleichungssystem (23) besteht aus 6 Gleichungen, von denen nur zwei 
angeschrieben wurden; die weiteren 4 Gleichungen entstehen durch zyklische 
Vertauschung der Indizes (x --+ y, y --+ z, Z --+ x). 
Das Gleichungssystem enthalt zwei Konstante, den Schermodul G und den 
Kompressionsmodul K, die fUr klassische Konstruktionsmateriale auch weitge
hend von der Temperatur unabhangig sind. Wir definieren die Kehrwerte 
dieser beiden Konstanten als 

J = 1/G ... Nachgiebigkeit bei Scherung 
B = 11K . .. Kompressibilitat 

Dnter Verwendung dieser GraBen laBt sich das Gleichungssystem (23) sofort 
nach den Komponenten des Deformationstensors auf1asen: 

Cxx =! J a xx + 1- . l-t B -! J] . (axx + a yy + azz) , ... 
(24) 

Zur Beschreibung des Deformationsverhaltens isotroper linear elastischer 
Stoffe bei kleinen Deformationen genugen zwei elastische Konstante, z. B. G 
und K; alle anderen Moduli mussen aus G und K auszurechnen sein. Als 
weitere elastische Konstante benutzt man haufig den Elastizitiitsmodul E und 
das Querkontraktionsverhiiltnis (Poissonverhiiltnis) /1; ihr Zusammenhang mit 
G und K wird in Tabelle 10.1 wiedergegeben. 

Tabelle 10.1. Die vier elastischen Konstanten E, G, K, fl als Funktionen von je zwei anderen 
elastischen Konstanten 

(G, E) (G, K) (E, K) (G, fl) (E, fl) (K, fl) 

Elastizi tiits- 9G·K 
2G'(1+fl) 3K·(1-2fl) modul E 3K+G 

Schermodul G 
3E·K E 3K· (1-2fl) 
9K-E 2(1 + fl) 2 (1+ fl) 

Kompressions- E·G G· 2(1+fl) E 
modul K 9G-3E 3(1- 2fl) 3(1-2fl) 

Poisson- E 3K-2G 
! ~-~J Verhiiltnis fl 

--1 
2(3K+G) 2G 2 3K 
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10.4 Zustandsgleichung fUr isotrope, linear visko-elastische Stoffe 
bei kleinen Deformationen 

Vergleicht man die zweite der Gleichungen (23) mit dem Superpositionsprinzip 
(8.17), dann ergibt sich sofort die Verallgemeinerung des Systems (23) fUr linear 
visko-elastische, isotrope Stoffe [165]: 

t 

(lxx (t) = 2 Go exx (t) + 2 J G (t - ~) exx (~) d~ 
-00 

+ [Ko - ~ Go] . [exx (t) + eyy (t) + ezz (t)] 
t 

+ J [K(t -~) - ~ G(t - ~)] . [exx(~) + eyy(~) + ezz(~)] . d~ 
-00 

t 

(lXy(t) = 2 Go eXy(t) + 2 J G(t -~) eXY(~) d~ 
-00 

(25) 

Auch dieses Gleichungssystem besteht aus sechs Gleichungen, von denen nur 
zwei angeschrieben wurden; die ubrigen vier ergeben sich durch zyklische 
Vertauschung der Indizes. G und K sind jetzt keine Konstanten, sondern von 
der Zeit abhiingige charakteristische Funktionen, die das visko-elastische 
Verhalten vollstiindig charakterisieren. G (t) ist der bereits definierte zeitabhiin
gige Schermodul, K (t) der zeitabhangige Kompressionsmodul. Go und Ko sind 
die entsprechenden Grenzwerte dieser Funktionen fur t -4 + O. 
Zur Umkehrung des Gleichungssystems (25) definieren wir die zeitabhangige 
Nachgiebigkeit bei Scherung, J (t), und die zeitabhiingige Nachgiebigkeit unter 
allseitiger Kompression, B (t); letztere heif3t auch zeitabhiingige Kompressibili
tat; Jo und Bo seien die entsprechenden Momentanwerte. Dann lautet das 
Umkehrsystem von Gl. (25) 

t 

exx (t) = 1 Jo (lxx (t) + 1 J j (t - ~) (lxx (~) d~ 
-00 

+ H1 Bo -1 Jo] . [(lxx (t) + (lyy(t) + (lzz(t)] 
t 

+ 1 J [1 13 (t - ~) -1 j (t - ~)] . [(lxx (~) + (ly/~) + (lzz (~)] . d~ 
-00 

t 

eXy(t) = 1 Jo (lXy(t) + 1 J j (t -~) (lxy (~) d~ 
-00 

(26) 

GIn. (25) und (26) sind zueinander dual, d. h. aus dem einen System folgt das 
andere und umgekehrt. Dabei wird uber den Zusammenhang der charakteristi
schen Funktionen J (t) und G (t) bzw. B (t) und K (t) noch zu berichten sein. Die 
Voraussetzungen fUr die Gultigkeit dieses Gleichungssystemes sind 
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1) Das Superpositionsprinzip in allgemeiner Fassung; d. h. es sollen sich nicht 
nur zwei verschiedene Scherspannungen ungestort superponieren, sondern 
auch eine Scherspannung und ein hydrostatischer Druck; insbesondere darf 
der zeitabhangige Schermodul nicht von einem zusatzlichen hydrostati
schen Druck beinfluBt werden. 

2) Die Deformationen sollen infinitesimal sein, da sonst die Verwendung des 
Deformationstensors (19) nicht gerechtfertigt ware. 

3) Das Material ist isotrop, d. h. die mechanischen Eigenschaften des Probe
stuckes durfen nicht davon abhangen, in welcher Richtung dieses aus dem 
Material herausgeschnitten wurde. Diese Bedingung wird also verletzt sein, 
wenn ein Kunststoff durch die Verarbeitung innere Spannungen aufweist. 

Das Anwendungsgebiet der GIn. (25) und (26) ist die technische Mechanik der 
Kunststoffe im Glaszustand oder im harten Zustand, aber auch teilweise im 
Erweichungsbereich. Die Anwendung im gummi-elastischen Zustand und in 
der Schmelze ist problematisch, wei I dann sicher die Bedingung 2), aber 
manchmal auch die Bedingung 1) nicht erfUllt ist. 1 Fur Kunststoffe, die durch 
die Verarbeitungstechnik in anisotroper Form vorliegen, IaBt sich eine 
Verallgemeinerung des Superpositionsprinzipes fUr anisotrope, linear visko
elastische Stoffe aufstellen; diese enthalt aber dann mehr ais 2 unabhangige 
charakteristische Funktionen. Die Anzahl der charakteristischen Funktionen 
hangt von den Symmetrieeigenschaften der betreffenden StoffkIasse abo Fur 
eine mathematische Betrachtung dieser Theorie verweisen wir auf[166], [167], 
[168]. 
Das Gleichungssystem (25) und (26) geht in dem speziellen Fall, in dem G und 
K von der Zeit unabhangig sind, in die Gieichungen der Hookeschen 
Elastizitatstheorie uber. 
In Tensorschreibweise sehen die GIn. (25) und (26) folgendermal3en aus: 

O"jj (t) = 2 Go [Cjj (t) - t 6jj L Ckk (t)] + Ko 6jj L Ckk (t) 
k k 

t 

+2 J G(t-~)[Cjj(~)-tJij l>kd~)]d~ (25') 
-00 k 

t 

+ J jj J K(t -~) L Ckk(~) d~ 
-a) k 

bzw.: 

t 

+! J j (t - ~) [O"ij (~) - t J jj L O"kk (~)] d~ (26') 
-00 k 

t 

+ ~ 6jj J B(t -~) L O"kd~) d~ 
-00 k 

1 Eine Modifizierung der Theorie auf den Fall, daB die Deformationen nicht mehr 
infinitesimal, sondern endlich sind, ist moglich, aber mathematisch ziemlich aufwendig. Sie 
wird in Abschnitt 17.2 besprochen werden. 
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10.5 Einfache Scherung 

Der Fall der einfachen Scherung wurde bereits in Abb. 5.2 angedeutet. Die zur 
y-Richtung senkrechten Fliichen werden in der x-Richtung geschert. Die 
kartesischen Komponenten des Verschiebungsvektors sind in diesem Fall 

u = y' Yo v=w=O (27) 

wobei y der Tangens des Verzerrungswinkels IX ist. y kann eine willkurlich von 
der Zeit abhiingige Funktion sein, darf jedoch nicht yom Ort abhiingen. Aus 
(27) findet man fur die Komponenten des Deformationstensors 

Einsetzen in Gl. (25) liefert fur die Komponenten des Spannungstensors 

r7 xx = r7 yy = r7 zz = r7 yz = r7 zx = 0 
t 

r7Xy (t) = r7yx (t) = Goy(t) + J O(t -~) y(~) d~ 
-00 

(28) 

(29) 

Einsetzen in Gl. (26) liefert fiir die von Null verschiedenen Komponenten des 
Deformationstensors 

t 

2cxy(t)=2cyx(t)=y(t)=Jor7Xy(t)+ J j(t-~)r7xy(~)d~ (30) 
-00 

Die Gleichungssysteme (25) und (26) enthalten also als Spezialfall die einfache 
Scherung. Aus Abschn. 8.6 wissen wir, daB zur gleichzeitigen Gultigkeit von 
(29) und (30) der Zusammenhang (8.45) zwischen Scher-Relaxationsmodul 
und Scher-Kriechfunktion gelten muB. 
Der Versuch der einfachen Scherung erfiillt die Gleichgewichtsbedingungen, 
wenn keine Volumenkriifte wirksam sind und wenn die Triigheitskriifte 
vernachliissigt werden durfen. Onter diesen Bedingungen vereinfachen sich die 
Differentialgleichungen (2) zu 

und die dritte Gleichung ist identisch erfiillt. Obige Gleichgewichtsbedingun
gen sind aber erfiillt, da y ortsunabhiingig angenommen wurde. Zugleich sieht 
man hieraus, daB (27) nur dann eine zuliissige Lasung der visko-elastischen 
Gleichungen darstellt, wenn y (t) zeitlich so langsam veriinderlich ist, daB die 
Triigheitskriifte in (2) vernachliissigt werden durfen. 

10.6 Isotrope Kompression 

Wir betrachten einen Wurfel der Kantenliingen a, der unter allseitigem 
hydrostatischen Druck p steht (vgl. Abb. 5.3); aufjede Fliiche des Wurfels wirkt 
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dann eine Normalkraft - paz und die Komponenten des Spannungstensors 
werden 

(31) 

Durch den hydrostatischen Druck wird der Wiirfel allseitig zusammenge
driickt; seine KantenHingen werden auf das (1 - b)fache verkiirzt. Legen wir 
das Koordinatensystem in den Mittelpunkt des Wiirfels, dann sind die 
Komponenten des Verschiebungsvektors 

u = - bxo v = - byo w = - bzo (32) 

und das Volumen des Wiirfels andert sich yom urspriinglichen Wert Vo = a3 
auf den Wert (b ~ 1) 

V= (a-ab)3 =Vo(1-b? ~Vo(1- 3b) 

Die relative Volumenkontraktion A wird daher 

A = - AV/Vo = 3 b 

und fUr die Komponenten des Deformationstensors finden wir 

Gxx = Gyy = Gzz = - b = - 11/3 

Gxy = Gyz = Gzx = 0 

(33) 

(34) 

Das Spannungssystem (31) erfUllt die Gleichgewichtsbedingungen, da die 
Spannungen als yom Ort unabhangig angenommen wurden. Einsetzen in (25) 
und (26) liefert 

t 

pet) = KoA(t) + J K(t - () A«() d( (35) 
-00 

und 
t 

l1(t) = Bo pet) + J B(t - () p«() d( (36) 
-00 

Diese Gleichungen stellen das Superpositionsprinzip fUr den Fall der isotropen 
Kompression dar und sind in allen Konsequenzen analog zu den Gleichungen 
(29) und (30). Alle Definitionen und SchluBfolgerungen, die fUr einfache 
Scherung abgeleitet wurden, lassen sich sofort sinngemaB auf die isotrope 
Kompression iibertragen. An die Stelle des zeitabhangigen Schermoduls tritt 
der zeitabhiingige Kompressionsmodul K (t), an die Stelle der Kriechfunktion 
bei Scherung tritt die Kriechfunktion bei isotroper Kompression, B (t), auch 
zeitabhiingige Kompressibilitiit genannt. Insbesondere gilt ein der G1. (3.45) 
analoger Zusammenhang zwischen diesen dualen Funktionen 

J K (t - () B «() d( = t fUr alle t ~ 0 (37) 
o 

K (t) bestimmt man durch ein Spannungsrelaxationsexperiment in isotroper 
Kompression, B (t) durch ein Kriechexperiment in isotroper Kompression. 
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10.7 Einachsige Dehnspannung (der Zugversuch) 

Der Spannungszustand der einachsigen Dehnspannung tritt zum Beispiel im 
schlanken Teil des Probestabes beim Zugversuch auf (vgl. Abb. 10.5). Wir 
nehmen an, daB dort nur auf die "x-Flachen" Krafte wirken und daB diese 
reine Normalkrafte sind. Wenn K die - zeitabhangige - Zugkraft auf den 
Probestab, Ao seine Querschnittsflache im undeformierten Zustande ist, gilt in 
diesem Fall 

(Jxx = K/Ao 
(38) 

Dieses Spannungssystem gehorcht den Gleichgewichtsbedingungen (keine 
Ortsabhangigkeit des Spannungstensors). 

6.1/2 6. b/2 bo 

Kjl IJ ~ 
Yo 

I+-K )-xo 

I' 10 ' I Zo 

Abb. 10.5. Deformation unter einachsiger Dehnspannung 

Die Zugspannung bewirkt eine Vcrliingerung des Probestabcs in der x
Richtung und eine Verkiirzung seiner Dimensionen in der y- und z-Richtung. 
Es sei ~I/Io die (relative) longitudinale Dehnung und ~b/bo die (relative) 
Querkontraktion. 
Dann sind die Komponenten des Verschiebungsvektors: 

~l 
U=-Xo 

10 

und des Deformationstensors: 

~b 
v = -- Yo 

bo 

~b 
w = --Zo 

bo 
(39) 

(40) 

Setzt man die Komponenten des Spannungstensors in die visko-elastischen 
Gin. (26) ein, und definiert man folgende Funktion 

F (t) = ! B (t) + 1 J (t) (41) 

dann findet man fUr den Zusammenhang zwischen longitudinaler Dehnung 
und Zugspannung folgende Gleichung 

t 

8xx (t) = Fo (Jxx (t) + J F (t - ~) (Jxx (~) d~ (42) 
-00 

Diese Gleichung hat wieder die Form des Superpositionsprinzipes und F (t) hat 
infolgedessen die Bedeutung der Kriechfunktion unter einachsiger Dehnspan
nung (Dehn-Kriechfunktion). Aus (41) sieht man, daB diese aufeinfache Weise 
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mit der Scher-Kriechfunktion und der zeitabhiingigen Kompressibilitiit additiv 
zusammenhiingt. 
Die zu (42) duale Gleichung lautet naturlich 

t 

U xx (t) = Eo "xx (t) + J E (t - () "xx «() d( (43) 
-00 

wobei die Funktion E (t) der Spannungsrelaxationsmodul unter einachsiger 
Dehnspannung (Dehnmodul) und Eo sein Grenzwert fUr t ~ 0 sind. 
Zwischen F (t) und E (t) gilt wieder die zu (3.45) analoge Gleichung 

t 

J E (t - () F «() d( = t fur aile t ~ 0 (44) 
o 

Es existiert kein zu (41) analoger einfacher Zusammenhang zwischen den 
Moduli E (t), G (t) und K (t). Der Zusammenhang, der sich mit Hilfe von (25) 
und (26) ableiten liiBt, hat die Form einer komplizierten Integralgleichung 
[165]. 
Durch den Zugversuch wird fUr linear elastische Stoffe neb en dem Dehnmodul 
auch die Querkontraktionszahl (das Poisson-Verhiiltnis) 110 definiert: 

Eine entsprechende Verallgemeinerung dieser Definition liiBt sich fUr linear 
visko-elastische Stoffe durch EinfUhrung einer zeitabhiingigen Querkontrak
tionsfunktion, 11 (t), geben. Diese wird dadurch definiert, daB unter einachsiger 
Dehnspannung folgender Zusammenhang zwischen Querkontraktion und 
Liingsdilatation gefordert wird: 

t 

- "zz (t) = - "yy (t) = 110 "xx (t) + J j1 (t - () "xx «() d( (45) 
-00 

Die physikalische Bedeutung der Funktion E (t) und 11 (t) ergibt sich durch 
Betrachtung eines Relaxationsexperimentes unter einachsiger Dehnspannung. 
Fur dieses Experiment gilt 

"xx (t) = 0 

= "0 
und 

fUr 

fUr 

Aus (42) und (45) findet man 

und 

uxx (t) = "0 E (t) 

- "yy (t) = "011 (t) 

t<O 

t> 0 

(46) 

Die Querkontraktionsfunktion bestimmt man also durch das Verhiiltnis von 
Querkontraktion zu Liingsdehnung in einem Spannungsrelaxationsexperi
ment unter einachsiger Zugspannung. 
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Abb. 10.6. Zur Definition von E (t) und fl (t) 

Uber die Zeitabhangigkeit von fl (t) lassen sich keine theoretischen Aussagen 
machen; aus der bescheidenen experimentellen Erfahrung, die heute zur 
Verfiigung steht, ist es wahrscheinlich, daB fl (t) die Untergrenze Null und die 
Obergrenze 1/2 besitzt und eine mono ton steigende Funktion der Zeit ist: 1 

0<fl(t)~1/2; .u(t)~O (47) 

Zusammenfassend stellen wir fest: Das Deformationsverhalten eines isotro
pen, linear visko-elastischen Stoffes bei kleinen Deformationen ist vollstandig 
bestimmt, wenn zwei unabhangige charakteristische Funktionen, wie z. B. der 
Scher-Relaxationsmodul G (t) und der Kompressionsmodul K (t) bekannt 
sind. Aile anderen charakteristischen Funktionen lassen sich dann im Prinzip 
berechnen, wenn auch nicht immer auf einfache Weise. 
Tabelle 10.2 gibt eine Ubersicht iiber die verschiedenen charakteristischen 
Funktionen, die sich dadurch definieren lassen, daB man die fiir einfache 
Scherung durchgefiihrten Betrachtungen sinngemaB auf die Faile von isotro
per Kompression und einachsiger Dehnspannung iibertragt. Die Verbindungs
gleichungen zwischen den GraBen der ersten Spalte wurden ausfiihrlich 
besprochen und in der Abb. 8.42 oder in den Tabellen 8.2 bis 8.8 zusammenge
faBt. Die Verbindungsgleichungen zwischen den GraBen einer anderen Spalte 
findet man, indem man diesel ben Gleichungen verwendet und nur sinngemaB 
die Symbole andert. Dazu ist zu bemerken, daB fl (t) weder eine ModulgraBe 
noch eine NachgiebigkeitsgraBe darstellt (f1(t) ist dimensionslos]. Wegen der 
Annahme .u (1) ~ 0 wurden die Definitionsgleichungen von flf, fl" und fl* 
analog zu denen der NachgiebigkeitsgraBen aufgestellt. Man darf dann 
erwarten, daB z.B. fl" (m) eine positive Funktion ist. 

1 Aussagen tiber totale Monotonie, wie sie fiir die Moduli G (t), E (t) und K (t) und die 
Kriechgeschwindigkeiten j (t), F (t) und 13 (t) moglich sind, konnen fiir it (t) nicht gemacht 
werden. 
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Tabelle 10.2. Charakteristische Funktionen fUr visko-elastische, isotrope Stoffe 

Experiment Scherung Isotrope Zugversuch 
Kompression 

Relaxationsmodul G(t) K(t) E (t) 
Kriechnachgiebigkeit J (t) B(t) F (t) ~(t) 
Speichermodul G'(w) K'(w) E'(w) 
Verlustmodul G"(w) K"(w) E"(w) 
Dampfung (tan J)s (tan J)k (tan J). (tanJ)~ 
Speichernachgiebigkeit r(w) B'(w) F' (w) ~'(w) 
Verlustnachgiebigkeit J" (w) B"(w) F"(w) ~"(w) 
komplexer Modul G* = G' +iG" K* =K' +iK" E* = E' +iE" 
komplexe Nachgiebigkeit J* = r - iJ" B* = B' -iB" F* =F'-iF" ~* =~' -i~" 

Die Zusammenhange zwischen GraBen in verschiedenen Spalten der Tabel
Ie 10.2 sind im allgemeinen viel komplizierter. Der einfachste Zusammenhang 
dieser Art ist die G1. (41) zwischen den Kriechfunktionen J (t), B (t) und F (t). 
Ein entsprechender Zusammenhang gilt naturlich auch fUr J' (w), B' (w) und 
F(w), fUr JII(W), B"(w) und F"(W), sowie fUr J*(w), B*(w) und F*(w). Die 
anderen Zusammenhange sind im allgemeinen Integralgleichungen zwischen 
den verschiedenen charakteristischen Funktionen und sollen hier nicht bespro
chen werden [165]. 
Es gibt jedoch eine einfache Methode, urn die charakteristischen Funktionen 
verschiedener Spalten zueinander in Beziehung zu setzen. Fur die in Tabel
Ie 10.2 definierten komplexen Moduli G*, K *, E * und das komplexe Poisson
verhaltnis fl* gel ten dieselben Gleichungen, wie fUr die entsprechenden 
elastischen Konstanten fUr elastische, isotrope Stoffe. Die Zusammenhange 
aus Tabelle 10.1 lassen sich also sofort aufvisko-elastische Stoffe ubertragen, 
wenn man die entsprechenden GraBen mit einem Stern versieht. Jede solche 
Beziehung liefert dann zwei reelle Gleichungen. Wir finden z. B. aus 

E* = 2 . G* (1 + fl*) 

nach Trennung in Real- und Imaginarteil 

E' = 2 [G'(l + fl') + Gil fl"] = 20'(1 + fl') [1 + 1 ~'fl' (tan<5)/l . (tan<5)s] (48) 

E" = 2 [Gil (1 + fl') - G' fl"] = 2 Gil (1 + fl') [1 -~ . (tan<5)/l] (49) 
1 + fl' (tan c5)s 

woraus wir ableiten 

[ fl" ]/[ fl' (tan <5) ] 
(tan c5)e = (tan <5)s - 1 + fl' 1 + 1 + fl' . (tan c5): 

Da fl" positiv ist, folgt hieraus die U ngleichung 

(tan <5)e ::::; (tan <5)s . 

(50) 

(51) 
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Wegen fl" ~ 1 ist im allgemeinen der Unterschied zwischen (tan c5)e und (tan c5)s 
sehr gering. Dariiber hinaus gilt in allen Gebieten, in denen die Diimpfung bei 
Scherung klein gegen eins ist: 

E' ~ 2 G' (1 + fl') wenn (tan c5)s ~ 1 (52) 

Dies ist der fUr elastische Materiale giiltige Zusammenhang zwischen E, G 
und fl. 

10.8 Veriauf der visko-elastischen Funktionen fUr amorphe, 
unvernetzte Polymere 

Man findet im allgemeinen, daB K (t) [K' (w), (tan c5)d und G (t) [G' (w), 
(tan c5)s] in den gleichen Zeit- und Temperaturgebieten Dispersionserscheinun
gen zeigen. Dies ist verstiindlich, da die gleiche Molekularbewegung einmal 
einen Beitrag zur Formiinderung und einmal einen Beitrag zur Volumeniinde
rung liefern kann. Die Dispersionsstufen in K (t) bzw. K' (w) sindjedoch stets 
viel weniger ausgepriigt als die Dispersionsstufen in G (t) bzw. G' (w); 
dementsprechend sind die Diimpfungsmaxima in (tan c5)k niedriger als die 
entsprechenden Diimpfungsmaxima in (tan c5)s. Ein FlieBen unter hydrostati
schem Druck tritt nicht auf. 1m Gegensatz zu E und G zeigen K (t) und K' (w) 
keinen Steilabfall mit der Temperatur in der Schmelze, sondern bleiben dort 
niiherungsweise konstant. 
Der Verlauf der visko-elastischen Funktionen bei konstanter Frequenz mit der 
Temperatur wurde in Abb. 10.7 fUr ein unvernetztes amorphes Polymer 
angedeutet. Der oberste Teil der Abb. zeigt den Verlauf der drei Moduli G', E', 
K'. 1m Glaszustand ist das Verhiiltnis E'jG' etwa 2,6 bis 2,7. Mit G' zeigt auch 
E' die Dispersionsstufen der sekundiiren Relaxationserscheinungen. Bei der 
Glastemperatur steigt das Verhiiltnis E'jG' plotzlich auf 3,0 und bleibt bei 
weiterer Temperaturerhohung konstant. Das Verhiiltnis E' jK' ist im Glaszu
stand zwischen 0,9 und 1,2 und sinkt bei jeder Relaxationserscheinung, da die 
Dispersionsstufen in E' ausgepriigter sind als die in K'. 1m Glas-Kautschuk
Ubergangsgebiet zeigen G' und E' sehr stark ausgepdigte Dispersionsstufen (3 
oder mehr Zehnerpotenzen), wiihrend die Dispersionsstufe in K' nur etwa 
einen Faktor 2 bis 3 betriigt. Dementsprechend sinkt das Verhiiltnis E' jK' bei 
der Glastemperatur sehr plotzlich auf sehr niedrige Werte. 
Der Verlauf der Diimpfungen (tan c5)s und (tan c5)e ist sehr iihnlich; die 
Diimpfungsmaxima in (tan c5)k' die bei etwa denselben Temperaturen auftre
ten, sindjedoch viel niedriger. In der Schmelze steigen die Diimpfungen (tan c5)e 
und (tan c5)s mit zunehmender Temperatur stark an, die Diimpfung (tan c5)k 
bleibt jedoch niedrig. 
Das Poisson-Verhiiltnis fl' (oder auch fl (t» hat im Glaszustand der meisten 
Polymere Werte zwischen 0,30 und 0,35. Es steigt mit steigender Temperatur 
schwach an, urn bei der Glastemperatur sehr plotzlich den Wert 0,50 zu 
erreichen. 
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Abb.l0.7. Temperaturabhangigkeit der charakteristischen Funktionen fiir ein amorphes, 
unvernetztes Polymer 

Die Gl. (41) gilt fUr aBe Aggregatzustande. Wendet man diese Gleichung auf 
die Schmelze an, dann werden die Hauptbeitrage zu den Nachgiebigkeiten 
durch die FlieBterme bestimmt. Es muB also gelten 

1 1 1 1 1 
-=--+-
'7e 9 '7k 3 '7s 

(53) 

wobei '7s die Scherviskositiit, '7e die Dehnviskositiit und '7k die Volumenviskositiit 
bedeuten. Da es jedoch erfahrungsgemaB m isotroper Kompression kein 
FlieBen gibt, muB 

und damit '7e = 3 '7s (54) 

sem. 
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11 Die Torsion von Staben 

Als einfaches Beispiel eines Pro blems der technischen Mechanik der Kunststof
fe besprechen wir die Torsion von SHiben. Andere Probleme der technischen 
Mechanik werden durch analoge Uberlegungen ge1ost. Man findet eine 
ausfiihrliche Darstellung in [112]. Wir behandeln zuerst das entsprechende 
Problem fiir linear elastische Stoffe, urn die Beziehung zwischen elastischen 
und visko-e1astischen Problemstellungen zu durchleuchten. 

11.1 Elastischer, kreiszylindrischer Stab 

Wir betrachten einen zylindrischen Stab aus linear elastischem Material, 
dessen Querschnittsflache ein Kreis yom Halbmesser R ist und der zwischen 
einer festen unteren und einer beweglichen oberen Klemme im Abstand 1 
eingeklemmt ist (Abb. 11.1). Auf die obere Klemme wirkt ein mechanisches 
Drehmoment M, das eine Winke1verdrehung (fJ der oberen Klemme zur Folge 
hat. Wir fragen nach dem Zusammenhang zwischen M und (fJ. 

Bei der Torsion eines kreiszylindrischen Stabes bleiben die Querschnittsflachen 
eben, werden jedoch gegeneinander urn die Zentralachse verdreht (vgl. 

Abb. 11.1. Das Torsionsexperiment 
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Abb. 11.2. Torsion 

Abb. 11.2). Diese Verdrehung ist proportional ihrem Abstand Zo yom Rand 
der unteren Klemme. Wir beschreiben die Deformation in einem Zylinderkoor
dinatensystem (r, 8, z), dessen z-Achse mit der Zentralachse zusammenf:Ult, 
wobei Zo = 0 den Rand der unteren Klemme und Zo = 1 den Rand der oberen 
Klemme darstellen. Die Deformation wird dann durch (5.22) beschrieben, 
wobei die Verschiebungskomponenten folgende Form haben 

Us = rx . Zo . r 0 (1 ) 

Die Winkelverdrehung an der unteren Klemme ist somit 0, die an der oberen 
Klemme ist rx . 1; hieraus ergibt sich die GroBe der Verdrillung (Winkelverdre
hung pro Uingeneinheit des tordierten Stabes): 

rx = rp/l (3) 

Durch Einsetzen in (10.22) findet man fur die Komponenten des Deforma
tionstensors in Zylinderkoordinaten: 

Crr = C99 = Czz = 0 

Crz = Cr 9 = 0 

C9z =! rxro 

(3) 

Der Zusammenhang zwischen den Komponenten des Deformationstensors 
und den Komponenten des Spannungstensors fUr linear elastische Stoffe hat in 
Zylinderkoordinaten genau die Form (10.23), wobei die Indizes x, y, z durch 
r, 8, z zu ersetzen sind. Infolgedessen finden wir 

(J 9z = 2 G cSz = rx . G . r 0 = rx G r (4) 

Dieses Spannungssystem gehorcht den Gleichgewichtsbedingungen in Zylin
derkoordinaten (10.6), die sich fur diesen Fall folgendermaBen vereinfachen: 

0=0 
O(J 9z 
-=0 oz 
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Die freien OberfUichen des Zylinders miissen spannungsfrei sein, was durch 

(Jrr = (JSr = (Jzr = 0 

gewahrleistet ist. Die Stirnflachen sind nieht spannungsfrei, da iiber sie das 
Drehmoment M iibertragen wird. 
Auf die Stirnflachen (z-Flachen) wirken Krafte in der 8-Richtung, die pro 
Flacheninhalt durch (J Sz gegeben sind. Das gesamte auf die Stirnflache 
iibertragene Drehmoment M wird somit 

R R 

M = J (Jsz (2nrdr)· r = 2nIXG J r 3 dr oder M = g . G . IX (5) 
o 0 

wobei g ein von der Querschnittsform des tordierten Zylinders abhangiger 
geometrischer Faktor ist. Fiir kreiszylindrische Stabe gilt 

(6) 

Schreiben wir noch: 
Mig = P (7) 

dann wird der gesuchte Zusammenhang zwischen Drehmoment und Winkel
verdrehung: 

P=G·IX (8) 

Diese Gleichung hat die Form des elastischen Gesetzes; sie verbindet die 
"SpannungsgroBe" P von der Dimension Kraft/Oberflache mit der dimen
sionslosen "DeformationsgroBe" IX iiber den Schermodul. In dieser Form laBt 
sich das Ergebnis sofort auf visko-elastische Stoffe iibertragen. Man braucht 
nur die Gl. (8) durch das Superpositionsprinzip zwischen P und IX zu ersetzen. 

11.2 Visko-elastischer, kreiszylindrischer Stab 

Zum Beweis obiger Behauptung betrachten wir die Torsion eines visko
elastischen Stabes. Die Deformation ist die gleiche wie im elastischen Fall, so 
daB hier die Gl. (1), (2) und (3) giiltig bleiben. Der Drehwinkel rp bzw. die 
Verdrillung IX konnen zeitabhangig sein. An Stelle der Gl. (10.23) geltenjetzt die 
visko-elastischen Spannungs-Dehnungsbeziehungen (10.25), aus denen wir 
folgende Spannungen finden: 

(Jrr = (Jss = (Jzz = (Jrz = (JrS = 0 
t 

(Jsz t) = 2 Go csz(t) + 2 J G(t -~) cSz(~) d~ = 
t - 00 

=r[Goct(t)+ J G(t-~)ct(~)d~] 
-00 

(9) 

Auch dieses Spannungssystem gehorcht den Gleichgewichtsbedingungen, da 
seine Ortsabhangigkeit die gleiche ist wie im elastischen Fall (keine Tragheitsef-
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fekte!). Die freien Oberflachen sind spannungsfrei und das Drehmoment auf 
die Stirnflache ergibt sich zu 

t 

M(t)=g'[GolX(t)+ S G(t-~)IX(~)d~] 
-00 

was gleichbedeutend ist mit unserer Behauptung: 
t 

P(t)=GolX(t)+ S G(t-~)IX(~)d~ (10) 
-00 

11.3 Torsion von rechteckigen Staben 

Die Berechnung der Torsion von rechteckigen, elastischen Staben erfolgt 
ahnlich wie unter 11.1, wird jedoch in kartesischen Koordinaten ausgefUhrt 
und ist etwas komplizierter 1. Die Querschnitte bleiben hier nicht eben, sondern 
werden verwolbt, wie in Abb. 11.3 angedeutet. 

M 
I---~-b----I ,.,.. 

Abb. 11.3. Querschnittsverwolbung eines rechteckigen Stabes unter Torsion 
+ VerwOlbung nach oben; - Verwolbung nach unten; o Stelle der maximalen Scherspan
nung 

Das Resultat der Berechnung ist wiederum Gl. (5) fUr elastische und Gl. (10) 
fur visko-elastische Stabe. Lediglich der geometrische Faktor hat jetzt eine 
andere Form. Bezeichnen wir mit b die groBere und mit a die kleinere 
Rechteckseite, so daB stets b ~ a gilt, dann ist der geometrische Faktor 

(11 ) 

wobei feb/a) eine von der Rechteckform abhangige Funktion ist, die in 
Tabelle 11.1 aufgelistet wurde. Die Stelle, an der die Scherspannung maximal 
ist, wurde in Abb. 11.3 angedeutet; ihr Wert ist: 

1 siehe z. B. [163], Seite 309. 

M 
(o-xy)max = a 2bfl (b/a) (12) 
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Tabelle 11.1. Die Funktionen fund f1 

b/a 1,0 1,2 1,5 2,0 2,5 3,0 5,0 CIJ 

feb/a) 0,1406 0,166 0,196 0,229 0,249 0,263 0,291 0,333 
f1 (b/a) 0,208 0,219 0,231 0,246 0,258 0,267 0,291 0,333 

Fassen wir zusammen, dann ergibt sich fiir die Torsion von elastischen bzw. 
visko-elastischen Stiiben das Gleichungssystem: 

tp (t) = I . aCt) M (t) = g . p (t) 
elastischer Fall: visko-elastischer Fall: 

t 

p= Ga pet) = Goa(t) + S G (t - ~) a ( ~) d~ (13) 
-00 

1 t 

a =-p aCt) = loP(t) + S j (t -~) P(~)d~ (14) 
G -00 

Querschnitt: kreisformig rechteckig 

g=!·nR4 g = a 3b feb/a) 

Auf iihnliche Weise kann man auch andere Probleme der technischen 
Mechanik losen. Man lost zuerst das elastische Problem und schreibt das 
Resultat als eine Gleichung zwischen einer SpannungsgroBe und einer 
DeformationsgroBe, die beide durch einen Modul in Zusammenhang gebracht 
werden konnen; dann ersetzt man die Gleichung durch ein entsprechendes 
Superpositionsprinzip. Dies ist immer dann moglich, wenn die Ortsabhiingig
keit des Spannungstensors und Deformationstensors im elastischen und visko
elastischen Fall die gleiche ist und die heiden Fiille sich nur durch die 
Zeitabhiingigkeit voneinander unterscheiden. Notwendigerweise miissen sich 
dann die Orts- und Zeitabhiingigkeit der Tensorkomponenten faktorisieren 
lassen, d. h. 

a ik (x, y, z; t) = Aik (x, y, z) . B (t) 

In Fiillen, in denen sich die elastische Losung nicht durch einen Modul 
ausdriicken liiBt, sondern die Verwendung zweier Moduli erfordert, z. B. E und 
/1, ist Vorsicht geboten. Dann ist diese einfache Losungsmethode nicht mehr 
zuliissig und das visko-elastische Problem muB als solches gelost werden. Das 
fiihrt dann meistens zu sehr komplizierten mathematischen Formeln. 
Fiille, fiir die der einfache Losungsweg gelingt, sind die Torsion von 
prismatischen Stiiben, die Biegung von Balken, die Deformation von Rohren 
und Kugelschalen unter innerem Druck. 
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11.4 Das Torsions-Kriech-Experiment 

Eine wichtige meBtechnische Anwendung von Gl. (14) bildet das mit Hilfe des 
Torsionspendels durchgefuhrte Torsions-Kriech-Experiment [169] (siehe 
Abb. 11.4). Eine rechteckige Probe wird zwischen einer festen unteren und 
einer beweglichen oberen Klemme eingeklemmt. Die obere Klemme wird uber 
eine Seilrolle durch ein Gewicht auf Torsion belastet. Der Torsionswinkel wird 
durch ein elektromagnetisches Winkelme13system bestimmt. Letzteres ist im 
Wesen ein mit einer Triigerfrequenz von 1000Hz betriebener Transformator, 
dessen Ubertragungsverhiiltnis seiner Winkelstellung proportional ist. Dieses 
System erlaubt die Bestimmung von Winkeln bis zu 45° und hat eine 
Empfindlichkeit von 0,01 Grad oder besser. 

Gegengewicht 

Torsionsdraht -----{ 

elektromagnetische 
Winkelmessung 

Gaslager ----C~~[:::J 

Klemme 

Probe 

Klemme 

I 

~ 
t 

~L 
-logt 

Abb. 11.4. Torsions-Kriechapparat nach [169] 

Obere Klemme und Winkelme13system sind an einem dunnen Torsionsdraht an 
einem Waagebalken aufgehiingt, wodurch das Gewicht dieser Teile des 
Apparates durch ein Gegengewicht ausgeglichen werden kann. Dies ist wichtig, 
urn die Probe frei von Zug oder Druckspannungen zu halten und urn die freie 
thermische Ausdehnung der Probe zu erm6glichen. 
Das elektrische Signal aus dem Winkelme13system wird nach Gleichrichten zu 
vorprogrammierten Kriechzeiten gedruckt und/oder in einem Transientenre
corder gespeichert. Das Ausdrucken der Winkelstellung erfolgt 1, 2, 4, 8, 
16, ... 2k Sekunden nach Aufbringen der Belastung, wodurch direkt die Werte 
der Kriechkurve erhalten werden, die zur weiteren Umrechnung der charakte-
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ristischen Funktionen (Tabelle 8.2 bis 8.7) erforderlich sind. Den Anfang der 
Kriechkurve bestimmt man mit Vorteil mit Hilfe des Transientenrecorders, 
wodurch das Kriechverhalten im Bereich kurzer Zeiten genauer festgelegt und 
die Bestimmung des Zeitpunktes der Belastung der Probe (t = O!) ermoglicht 
wird. Bei Anbringen eines konstanten Drehmomentes Mo zum Zeitpunkt t = 0 
wird nach Gl. (14) der Torsionswinkel 

Mol 
rp(t) = -' J(t) 

g 
(15) 

Die Thermostatisierung der Probe erfolgt mit Hilfe eines Gasthermostaten 
[170], dessen Prinzip in Abb. 11.5 dargestellt ist. Aus einem gro13en Vorratsge
ni13 wird fliissiger Stick stoff in ein kleineres GefaB gepumpt. Das Niveau an 
fliissigem Stickstoffwird dort naherungsweise durch ein Regelsystem konstant 
gehalten. Mit Hilfe einer Verdampferspirale wird ein konstanter Strom von 
gasformigem Stickstoff erzeugt, der durch ein anderes Heizelement auf die 
erforderliche Temperatur gebracht und dann in den Thermostatraum geleitet 
wird. Dort wird mit Hilfe eines Platinwiderstandes die Temperatur des Gases 
gemessen und mit der digital eingestellten Solltemperatur in einer Wheatstone
briicke verglichen. Das Differenzsignal der Briicke wird nach Verstarkung zur 
Regelung des Heizstromes des Heizelementes verwendet. Dieser Gasthermo
stat arbeitet sehr genau, reproduzierbar und erlaubt iiberdies ein schnelles 
Kiihlen (Einfrieren von Spannungen) oder die Aufpragung einer programmier
ten Temperaturvorgeschichte. Er wird deshalb bei vielen unserer physik ali
schen Me13methoden eingesetzt. Sein Nachteil ist ein gro13er Verbrauch an 
fliissigem Stickstoff. 

Gas Thermostat 

Nz Zufuhr 

Pumpe 

Abb. 11.5. Schema des Durchlauf-Gasthermostaten nach [170] 
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Aus diesem Grunde wurde spiiter ein Gasthermostat entwickelt [171], der als 
Rundlaufthermostat einen viel geringeren Verbrauch an fliissigem Stickstoff 
aufweist. Er ist schematisch in Abb. 11.6 dargestellt. Das verdampfte Stick
stoffgas wird durch ein Radialgebliise angesaugt und durch das ZufluBrohr 
iiber eine Heizwendel in die Thermostatkammer gedriickt, wo sich der PT 100 
zur Steuerung der Heizungsregelung befindet. Der RiickfluB des Gases aus der 
moglichst gut isolierten Kammer kann durch eine Drosselklappe behindert 
werden, wodurch ein Teil des Gases durch das DewargefiiB zuriickgeleitet, dort 
bis in die Niihe des Stickstoffsiedepunktes abgekiihlt und schlief3lich wieder 
dem Thermostatisierkreislauf zugefiihrt wird. 
Dieser Gasthermostat ist ebenso genau und stabil wie der in Abb 11.5 
beschriebene Durchlaufthermostat; er ist jedoch weniger geeignet, urn schnelle 
Abkiihlvorgiinge durchzufUhren oder langzeitig bei sehr tiefen Temperaturen 
zu arbeiten. Das Temperaturgebiet, in dem die Stickstoffgasthermostaten 
zufriedenstellend arbeiten, liegt zwischen -180°C und + 300 °C, ihre Repro
duzierbarkeit und Langzeitstabilitiit in der GroBenordnung von 0,1 K. Die 
Temperaturverteilung in der Thermostatkammer hiingt jedoch wesentlich von 
der Konstruktion der Kammer und von den thermischen Eigenschaften des 
sich darin befindlichen MeBgeriites abo 
Die in den Abb.8.18, 8.30 und 8.31 gezeigten Resultate fUr die Scher
Kriechnachgiebigkeit J (t) im Bereich zwischen 10 - 10 Pa -1 und 10 - 5 Pa - 1 

wurden mit Hilfe des Torsionskriechapparates in Kombination mit einem 
Gasthermostaten ermittelt. 
Sind die Schernachgiebigkeiten des zu untersuchenden Materials hoher als 
10 - 5 Pa - 1 (die Moduli niedriger als 105 Pa), dann konnen Probestiibe keine 
Verwendung finden, da diese unter dem EinfluB der Schwer kraft ihre Form 
iindern wiirden. Fiir diese Fiille verwendet man Viskosimeter-iihnliche Anord
nungen. Ein Kriechapparat von herausragender Qualitiit wurde von Plazek 

Temperaturregelung 

..+-~;--_ Heizelement 

GebHise t DrosselkIappe 

I I 

N 2 Gas--1H-
I----i 

Verdampferspule 

Abb.l1.6. Rundlauf-Gasthermostat [171] 
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Abb. 11.7. Magnetisch gelagerter Torsionskriechapparat nach [129] 

entwickelt und beschrieben [172]. Ein Gedit, das nach dem gleichen Prinzip 
arbeitet, wurde an unserem Laboratorium gebaut [129], [173], [174] und ist in 
Abb. 11.7 schematisch dargestellt. 
Die zylindrische Probe (Durchmesser etwa 10 mm, Hohe etwa 2 mm) befindet 
sich zwischen zwei parallelen Platten, von denen die untere fest, die obere 
beweglich ist. Die obere Platte ist ein Teil des Rotors, der durch ein 
magnetisches Lager beruhrungslos in der Schwebe gehalten wird. Die radiale 
Zentrierung des Rotors ist durch die Feldgeometrie gewiihrleistet. Die axiale 
Position des Rotors unterhalb des Elektromagneten wird uber einen indukti
ven Wegaufnehmer und eine Hilfsspule des Elektromagneten geregelt; die 
Spaltbreite betriigt etwa 1 bis 2 mm. Durch diese Lagerung kann sich der Rotor 
beinahe reibungsfrei bewegen. Das Drehmoment wird durch einen Dreh
stromasynchronmotor ubertragen, dessen Aluminiumliiufer einen Teil des 
Rotors bildet. Die Verdrillung der Probe wird mit Hilfe eines in den Rotor 
integrierten Spiegels, eines Laser-Strahls und eines elektro-optischen Aufneh
mersystems registriert. Hiermit liiBt sich die relative Winkelposition der oberen 
Platte bis auf 0,0005° genau ablesen. Gleichzeitig konnen jedoch auch groBe 
Verdrillungen gemessen werden. Die Thermostatisierung der Probe erfolgt 
mittels Strahlungsheizung. Mit diesem Geriit wurden die in Abb. 8.21, 8.22, 
8.27 und 8.28 gezeigten Resultate erhalten. 
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11.5 Freie gedampfte Torsionsschwingung (Torsionspendel) 

Der Torsionskriechapparat HiJ3t sich zu einem Torsionspendel umriisten, in 
dem die freie gedampfte Torsionsschwingung der Probe gemessen werden kann 
[175], [176], [177]. Zu diesem Zweck ersetzt man die Seilrolle durch einen 
Tragheitsarm, der verschiedene Gewichte tragen kann (Abb. 11.8). Wechsel 
dieser Gewichte ermoglicht es, den Probenstab mit verschiedenen Rotations
tragheitsmomenten zu koppeln. Man gibt dem System zum Zeitpunkt t = 0 
eine Auslenkung aus der Ruhelage und registriert die periodisch gedampfte 
Riickschwingung. 

Gegengewicht 

Torsionsdraht oder 
extra Steifheit -------1 

elektromagnetische 
Winkelmessung o 0 
Gaslager -----E,:H1[:=J 

tragheitsmoment 

Klemme -----¥ffB-..j0:/;1 

Probe 

Klemme -----ff;77k-EZ9.ZI 

l~'~ 
-Zeit 

Abb.11.8. Torsionspendel nach [176] 

Die Bewegungsgleichung des Systems finden wir, wenn wir zu dem Drehmo
ment, das die visko-elastischen Krafte der Probe auf die obere Klemme 
ausiiben 

g t 

Ml (t) = g. /let) = T· [Go tp(t) + J 6(t -~) tp(~)d~] -00 
das Drehmoment addieren, das durch das Massentragheitsmoment ausgeiibt 
wird. Bezeichnen wir den Wert des Massentragheitsmomentes mit I, dann gilt 
also im kraftefreien Fall: 

t 

I qi(t) + T . [Go tp(t) + )00 6(t - 0 tp(~)d~] = 0 (15) 
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Diese Bewegungsgleichung des Torsionspendels wurde von Struik [178] 
untersucht und ge16st. Seine Ergebnisse sind im Wesentlichen folgende: Die 
freie gedampfte Schwingung wahrend des Riickschwingungsvorganges (t > 0) 
besteht aus zwei Komponenten 

!pet) = !p'(t) + q/'(t) (16) 

Die erste Komponente ist eine exponentiell gedampfte harmonische Schwin
gung mit der EigenJrequenz v und dem logarithmischen Dekrement A(w = 2n v): 

!p' (t) = !Po e - Av(t -to) cos [w (t - to)] (17) 

A und v hangen von dem Massentragheitsmoment und den visko-elastischen 
Eigenschaften der Probe ab, nicht aber von den Einzelheiten des Vorganges der 
Auslenkung der Probe aus der Ruhelage. Die zweite Komponente!p" (t) ist eine 
Summe von zeitlich abklingenden Exponentialfunktionen und hangt auBer 
von den Eigenschaften der Probe und dem Tragheitsmoment noch davon ab, 
wie die Auslenkung der Probe zustande gebracht wurde (d.h. vom Verhalten 
des Systems fUr t < 0). 
Das Experiment laBt sich nur dann mit Erfolg auswerten, wenn der Term!p' (t) 
soweit iiberwiegt, daB die darin vorkommenden Konstanten A und v bestimmt 
werden k6nnen. Dies ist meistens dann der Fall, wenn die Dampfung des 
Systems nicht allzugroB ist. 
Abbildung 11.9 zeigt eine experimentell aufgenommene Riickschwingungskur
ve, die sich mit ausreichender Oenauigkeit durch die 01. (17) beschreiben laBt. 
Aus den Abstanden der Extremwerte der gedampft harmonischen Komponen
te !p' findet man die Eigenfrequenz, aus dem Verhaltnis zweier aufeinanderfol
gender Schwingungsamplituden das logarithmische Dekrement: 

4 

3 
2 

<1>' (tl 

t 
<1>0 

e - A = !pd!Po = !PZ/!Pl = ... 

[ 

I 
I 
I 
I 
I 
I 

---I---1/y.--t-1 .~-1/~ 
I y I 

--t.s 

Abb. 11.9. Riickschwingungskurve und Definition des logarithmischen Dekrementes und der 
Eigenfrequenz 
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Den Zusammenhang zwischen den MeBgroBen A und v und den visko
elastischen Eigenschaften der Probe findet man dadurch, daB die Komponente 
tp' (t) der Gl. (15) geniigen muB. Wir schreiben die Schwingung in komplexer 
Form 

(18) 

mit PI = -Av 

und stellen fest, daB q/ (t) der Realteil von if; ist. Wenn if; der Gl. (15) gehorcht, 
gilt dies auch fUr tp' (t). Wir setzen (18) in (15) ein und finden als Losungsbedin-
gung: 

p2 I + ~ [Go + 7 G(¢) e-P;d¢] = ° 
1 0 

Der Ausdruck in eckigen Klammern ist eine komplexe Funktion der komple
xen Variablen p und heiBt RelaxanzJunktion: 

00 

G (p) = Go + J G (¢) e - P; d¢ (19) 
o 

Die Relaxanzfunktion ist bekannt, wenn G (t) bekannt ist. Sie ist analytisch 
tiber der ganzen p-Ebene mit Ausnahme von Teilen der negativen reellen 
Achse. Die Losungsbedingung lautet also: 

(20) 

Dies ist eine komplexe Gleichung, aus der wir zwei reelle Gleichungen ableiten 
konnen. Es seien G t (p) und G 2 (p) Real- und Imaginarteil der Relaxanzfunk
tion 

(21) 

mit 
ro 

G t (p)=GI (PI,P2)=GO + J G(¢)e-P1;coS(P2¢)d¢ (22) 
o 

00 

G 2(p) = Gz(Pt,Pz) = - J G(¢) e- P1 ; sin(p2¢)d¢ (23) 
o 

Hieraus sieht man, daB die Relaxanzfunktion entlang der positiven imaginaren 
Achse mit dem komplexen Schermodul identisch ist: 

GI(O,w) = G'(w) G 2 (O,w) = G"(w) (24) 

Die Losungsbedingung wird, wenn wir noch die Werte von PI und P2 einsetzen 

(4n:2 -A2)Iv2 =~ G1(-Av,w) 
1 

g 
4 n: v2 I A = 1 G 2 ( - A v, w) 

(25) 



256 Die Torsion von Stiiben 

Abb. 11.10. Die komplexe Ebene und die Lage des Me3punktes der Relaxanzfunktion 

Aus der gemessenen Eigenfrequenz und dem logarithmischen Dekrement 
folgen die Werte des Real- und Imaginarteiles der Relaxanzfunktion in einem 
Punkt der komplexen Ebene. Die Lage dieses Punktes ist in Abb 11.10 
angedeutet. Er liegt links von der imaginaren Achse und hat die Koordinaten 
(-Av,w). Der Tangens des Winkels 1jI, den sein Verbindungsvektor vom 
Nullpunkt mit der imaginaren Achse einschlieSt, ist gleich - Av/w = - A/2n. 
Der Punkt, an dem wir die Relaxanzfunktion gern erhalten wiirden, wurde mit 
einem Kreuz angedeutet; dort ware der Wert der Relaxanzfunktion gleich 
G(O,w) = G*(w). 

Auswertung des Schwingungsexperimentes bei kleiner Damp[ung A ~ 2n 

Wenn die Dampfung des Systems gering ist, d.h. wenn A ~ 2n ist, dann wird 
die Auswertung des Schwingungsexperimentes besonders einfach. In diesem 
Fall ist der Winkelljl klein und der Punkt (PI' pz) liegt nahe bei der imaginaren 
Achse. Dann darf G (PI, pz) durch G (0, w) ersetzt werden und wir erhalten, 
wenn wir in (25) noch A Z gegen 4nz vernachlassigen: 

1 
G' (w)::::::: ~ Iwz 

g 

1 A 
Gil (w) ::::::: ~ I W Z -

g n 

tan 6 ::::::: A/n 

(26) 

(27) 

(28) 

Aus der Eigenfrequenz und dem Tragheitsmoment ergibt sich der Speichermo
dul, aus dem logarithmischen Dekrement die Dampfung. 
Da der Schermodul temperaturabhangig ist, andert sich die Resonanzfrequenz 
mit der Temperatur, wenn man die Probengeometrie und das Tragheitsmo
ment unverandert laSt. Will man G' und tan 6 als Funktion der Temperatur bei 
einer festen Frequenz bestimmen, dann miSt man bei jeder Temperatur mit vier 
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log G' 

t 

1Hz 

Abb. 11.11. Torsionspendelmessung bei vier Triigheitsmomenten 

verschiedenen Tragheitsmomenten 11 ,12 ,13 und 14 , Man erhalt dann pro 
Temperatur vier Messungen mit den Resultaten 

Ai' Vi --+ G' (Wi)' tan J (Wi) 

A 2 , V2 --+ G' (W 2 ), tan J (W 2 ) 

A 3, V3 --+ G' (W3)' tan J (W3) 

A4 ,V4 --+G'(w4 ), tan J (W4 ) 

Man tragt z. B. den Logarithmus von G' (oder log tan J) gegen den log V bei 
verschiedenen konstanten Temperaturen auf, verbindet die vier MeJ3punkte 
durch glatte Kurven und bestimmt den Wert von G' bei z. B. 1 Hz durch 
Interpolation. Dies wurde schematisch in Abb. 11.11 angedeutet. 1m iibrigen 
sollte man bei der Auswertung nach (26) und (27) die Anderung des 
geometrischen Faktors gil durch thermische Ausdehnung beriicksichtigen. 

DurchjUhrung des Schwingungsexperimentes bei hoher Dampfung 

Die oben beschriebene Methode liefert gute Resultate, solange die Dampfung 
des Probenmaterials den Wert (tan J) ~ 0,1 nicht iiberschreitet. Fiir Werte von 
(tan J) > 0,3 wird die Riickbewegung des Systems nach einer Auslenkung im 
allgemeinen aperiodisch, d.h. es tritt iiberhaupt keine Schwingung mehr auf. 
Man kann in diesen Fallen das System jedoch durch einen Kunstgriff wieder 
schwingungsfahig machen. Man ersetzt hierzu den weichen Torsionsdraht, der 
die obere Klemme mit dem Waagebalken verbindet, durch einen dicken 
Torsionsdraht von bekannter Torsions-Steifheit S. Dann muJ3 der Beitrag des 
Torsionsdrahtes zum Momentengleichgewicht beriicksichtigt werden, und wir 
erhalten an Stelle von Gl. (15) als Bewegungsgleichung des Torsionspendels 
mit Zusatzsteifheit S: 

1¢i(t)+S(fJ(t)+T'[Go(fJ(t)+ J G(t-~)(fJ(~)d~]=O (29) 
-C1) 
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Die Auswertung verUiuft genau wie oben, wobei man nur G I (PI' P2) durch 
GI (PI' P2) + I S/g zu ersetzen hat. Aus Eigenfrequenz und logarithmischem 
Dekrement erhalt man wieder Real- und Imaginarteil der Relaxanzfunktion: 

g 
(4n2-A2)v21=S+ IGI(-Av,w) 

g 
4nv2 AI=IG2 (-Av,w) 

(30) 

Bei geeigneter Wahl von S kann es vorkommen, daB trotz hohen Wertes der 
Dampfung der Probe (tan J) die Dampfung des Gesamtsystemes gering ist, 
d.h., daB A ~ 2n ist. In diesem Fall wird die Auswertung von (30) wieder 
einfach und man erhalt an Stelle von (26) bis (28): 

I 
G' (w) ~ - . [I w 2 - S] 

g 

G' (w) ~ ~ . I w 2 • ~ 
g n 

A 1 
tan J (w) ~-. -----;:

n 1 - S/Iw2 

(31) 

(32) 

(33) 

Man iiberlegt sich leicht, daB durch Verwendung einer Zusatzsteifheit das 
System zwar schwingungsfahig gemacht werden kann, die Genauigkeit der 
Bestimmung von G' jedoch erheblich vermindert wird. 
In dem Fall, in dem A gegen 2n nicht vernachlassigt werden kann, gelten die 
GIn. (30). Man muB dann versuchen, aus den GraBen G 1 (-Av, w) und 
G2 (-Av, w) die Werte von G' (w) und G" (w) zu berechnen. Dies gelingt durch 
eine Taylorentwicklung der Funktion G (p) in der Umgebung des Punktes 
P = 0 + i w und Verwendung der Cauchy-Riemann'schen Differentialglei
chungen fUr die in obi gem Punkte analytische Funktion G (p). Man erhalt 
folgende Naherungsgleichungen: 

A 
G 1 ( - Av, w) ~ G' (w) - - . m" G" (w) 

2n 

A 
G 2 ( - Av, w) ~ G" (w) + - . m' G' (w) 

2n 

m' und m" sind die doppelt logarithmischen Steigungen von Speicher- und 
Verlustmodul 

8IogG'(w) 
m'=----

8logw 

8IogG"(w) 
m"=----

8logw 
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Aus obigem System erhalt man 

G'(w) ~ [ G 1 (-Av,w) + :n m"· G 2 ( -Av,W)];A 

G"(w) ~ [G2 (-AV,W) - ;:m" G 1 (-Av,W)}A (34) 

A = 1 + m'm" (Aj2n)2 

Zur Bereehnung von G' und G" benotigt man also noeh die Steigungen m' und 
m", die noeh nieht bekannt sind. Man setzt Sehatzwerte fUr m' und m" in (34) 
ein, bereehnet dann G' und G" fUr versehiedene Werte von w (versehiedene 
Tragheitsmomente) und erhalt daraus eine verbesserte Sehatzung von m' und 
m". Dann wird das Verfahren iteriert. 
AbsehlieBend kann man sagen, daB die experimentelle Bestimmung und die 
Auswertung der freien gedampften Sehwingung fUr Materiale mit hoher 
innerer Dampfung sehr miihsam sind. Eine viel bessere Methode zur Bestim
mung von G' und G" liefert in diesen Fallen die erzwungene Sehwingung 
(vgl. Absehn. 8.7). 
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Teil III 
Thermische Eigenschaften von Polymeren 

12 Spezifiscbes Volumen von Polymeren 

12.1 Druck- und Temperaturabhangigkeit des spezifischen Volumens 

Das Ausdehnungsverhalten von makromolekularen Stoffen unter atmosphari
schem Druck wurde bereits in Kapitel 6 behandelt. Dort wurden auch die 
MeBmethoden beschrieben. Hier sollen einige Erganzungen und das Verhalten 
unter erh6htem Druck besprochen werden. Die Messung des spezifischen 
V olumens unter erh6htem Druck erfordert vie! meBtechnischen Aufwand. Wir 
verzichten hier auf eine Beschreibung der Apparaturen und verweisen auf die 
Originalliteratur [179], [180], [181], [182]. 
Urn maBhaltig fertigen zu k6nnen, muB man beim Urformen die Formen unter 
Oberdruck fiillen, urn die Schwindung durch Abkiihlung bzw. Kristallisation 
auszugleichen. Dies erfordert die Kenntnis des spezifischen Volumens des 
Polymeren als Funktion von Druck und Temperatur v = veT, p). 
Abbildung 12.1 und 12.2 zeigen den schematischen Veri auf des spezifischen 
V olumens eines amorphen und eines teilkristallinen Polymeren als Funktion 
der Temperatur T unter verschiedenen hydrostatischen Drucken p. Man sieht 
aus Abb. 12.1, daB die Volumen-Temperaturkurven unter erh6htem Druck 
eine ahnliche Form aufweisen, wie die v-T-Kurven unter atmospharischem 
Druck. ledoch verschiebt sich die Glastemperatur Tg mit steigendem Druck zu 
h6heren Temperaturen. Es gilt z. B. fiir PS: 

dTg/dp::::; 3 . 10- 2 K/bar (1) 

Der Ausdehnungskoeffizient im Glaszustand ist naherungsweise unabhangig 
vom Druck, der Ausdehnungskoeffizient im gummi-elastischen Zustand (bzw. 
in der Schmelze) nimmt mit steigendem Druck abo Bei Temperaturen oberhalb 
Tg (p) ist das spezifische Volumen v eine eindeutige Funktion des Momentan
wertes von Druck und Temperatur (Das Polymer befindet sich im thermodyna
mischen Gleichgewicht). Bei Temperaturen unterhalb Tg ist dies nicht der Fall: 
Der Wert des spezifischen Volumens hangt wesentlich von der Druck- und 
Temperaturvorgeschichte des Polymeren abo Das Bild von Abb. 12.1 erhalt 
man, wenn man - ausgehend von einem Gleichgewichtszustand in der 
Schmelze - das Polymer mit konstanter Kiihlgeschwindigkeit und unter 
konstant gehaltenem hydrostatischen Druck abkiihlt. Dabei hangt, wie 
bekannt, die Glastemperatur auch noch von der gewahlten Kiihlgeschwindig-
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Abb.12.1. Spezifisches Volumen eines amorphen Polymeren als Funktion von Druck und 
Temperatur (schematisch) 
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Abb.12.2. Spezifisches Volumen eines teilkristallinen Polymeren als Funktion von Druck 
und Temperatur (schematisch) 

keit ab (vgl. Ol. (6.2)). Mel3resultate wie in 12.1 abgebildet findet man z.B. fUr 
PS bei [181], [182] und [183], woraus wir Abb. 12.3 entnehmen. 
Die in Abb. 12.2 gezeigten Volumen-Temperaturkurven verlaufen ahnlich wie 
die v-T Diagramme eines teilkristallinen Polymeren unter atmospharischem 
Druck. Fur teilkristalline Polymere ist das spezifische V olumen nur bei 
Temperaturen oberhalb der Schmelztemperatur Tm eine eindeutige Funktion 
des Druckes und cler Temperatur. Unterhalb Tm hangt clas spezifische Volumen 
von der Druck- und Temperatur-Vorgeschichte abo Das Bild von Abb. 12.2 
bezieht sich auf Experimente unter konstanter Heizgeschwindigkeit und 
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Abb.12.3. Spez. Volumen von anionischem PS. M = 20 kg/mol unter verschiedenen Druk
ken nach [182] 

konstantem Druck. In diesem Fall mi13t man beim Schnabelpunkt die 
Schmelztemperatur, die vom Druck abhiingig ist. Es gilt z. B. fUr HDPE: 

dTm/dp ~ 2 . 10- 2 K/bar (2) 

Der Ausdehnungskoeffizient in der Schmelze nimmt wieder mit steigendem 
Druck abo Mi13t man unter konstanter Kiihlgeschwindigkeit und konstantem 
Druck, dann ergibt sich ein iihnliches Bild wie in Abb. 12.2. Die Schnabelpunk
te treten dannjedoch bei den Kristallisationstemperaturen Tk auf, die ebenfalls 
vom Druck abhiingen, aber bei wesentlich tieferen Temperaturen liegen [184], 
[185]. 
Tabellen der Werte des spezifischen Volumens als Funktion von Druck und 
Temperatur findet man fUr eine Reihe technischer amorpher und teilkristalli
ner Kunststoffe in [186]. 
1m Temperaturbereich oberhalb Tg bzw. Tm ist das spezifische Volumen eine 
eindeutige Funktion von p und T. Dort hat sich folgende empirische Gleichung 
(die sog. Tait-Gleichung) bewiihrt [181]: 

v(T, p) = v(T)· {1 - C ·In [1 + :1 eT/b2]} (3) 
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Tabelle 12.1. Werte der Konstanten der Tait-Gleichung fUr einige Polymere; (T in 0c) 

Polymer C, in 10- 2 b'J, in 103 bar b2 , in °C Lit. 

LDPE 9,70 1,99 196 [187] 
LDPE 8,94 1,93 213 [188] 
PP 8,94 1,52 239 [189] 
PET 8,94 3,77 241 [190] 
PIB 8,71 1,91 241 [187] 
PS 8,94 2,44 242 [191] 
PVC 8,94 3,52 177 [191] 
PMMA 8,94 3,85 149 [191] 
PC 8,94 3,16 245 [192] 
PVAC 10,5 2,23 292 [193] 
PDMS 10,1 1,04 171 [187] 

In dieser Gleichung ist p der hydrostatische Uberdruck (p = 0 ist der 
atmospharische Druck), T die absolute Temperatur, v (T, p) das spezifische 
Volumen bei Druck p und Temperatur T und v (T) das spezifische Volumen bei 
atmospharischem Druck. C, b l und bz sind materialspezifische, von Druck 
und Temperatur unabhangige Konstante. Setzt man, wie manchmal ublich, die 
Temperatur in °C ein, dann gilt dieselbe Gleichung, jedoch mit der Konstanten 

(4) 

Die Werte der Konstanten wurden fUr einige Polymere in Tabelle 12.1 
zusammengefaJ3t, die aus [5] ubernommen und mit weiteren Literaturdaten 
erganzt wurde. 
Aus der Tait-Gleichung lassen sich Ausdrucke fUr den Volumenausdehnungs
koeffizienten bei konstantem Druck p 

1 (aV(T, p)) 
a (T, p) = v (T, p) . aT p 

(5) 

und fUr die Kompressibilitat 

- 1 (av (T, p)) 
x(T p) = . 

, veT, p) ap T 
(6) 

der Schmelze herleiten. Wir finden durch Differentiation von (3) nach T und 
teilen durch veT, p) 

~. ~. eT/b2 
bz b l 1 

a (T) - a (T, p) =. (7) 

[1 + :1 eT/b2] {1 - C . In [1 + :1 eT/b2]} 

wobei a (T) der Volumenausdehnungskoeffizient unter atmospharischem 
Druck ist; durch Differentiation von (3) nach p und teilen durch v (T, p) find en 
Wlr: 
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Die Ausdriicke in den geschweiften Klammern haben in der Praxis Werte 
zwischen 1 und 0,8 und konnen fiir grobe Abschatzungen durch 1 ersetzt 
werden. Ein Vergleich von (7) mit (8) liefert einen Zusammenhang zwischen 
den Ausdehnungskoeffizienten und der Kompressibilitat 

P 
IX (T) - IX (T, p) = - )( (T, p) 

b2 
(9) 

Die Kompressibilitat unter atmospharischem Druck wird 

C )( (T) = - . eT /b2 

b l 
(10) 

Aus der Druckabhangigkeit der Ausdehnungskoeffizienten und der Kompres
sibilitat folgt nach (9) die Konstante b2 . Aus der Kompressibilitat findet man 
die Kombination C/b l . Und aus dem Verhaltnis der spezifischen Volumina 
v (T, p)/v (T) bei einer Temperatur und einem Druck ergibt sich die Konstante 
C. 
Die Tait-Gleichung bestimmt nur das Verhaltnis der spezifischen Volumina 
v (T, p)/v (T), sagt jedoch nichts iiber den Verlauf des spezifischen Volumens 
unter atmospharischem Druck mit der Temperatur. 
Simha und Mitarbeiter haben in einer Reihe theoretischer [194], [195], [196], 
[197] und experimenteller [198], [199], [200] Arbeiten das Ausdehnungsverhal
ten von Polymeren im thermodynamischen Gleichgewicht untersucht. Sie 
finden aus einer statistischen Oberlegung unter Einbeziehung des freien 
Volumens eine Zustandsgleichung, die fUr das spezifische Volumen unter 
konstantem atmospharischem Druck folgende einfache Naherung gestattet: 

In [v (T)/vo)] = b T3 / 2 (11) 

wobei Vo und b zwei materialspezifische Konstante darstellen. Daraus ergibt 
sich folgender, von der Temperatur abhangige, Volumenausdehnungskoeffi-
zient: 

(12) 

Der Ausdruck IXI (Tg) steht fUr den Volumenausdehnungskoeffizienten im 
Gleichgewicht bei der Glastemperatur Tg. 
Der in (12) dargestellte Volumenausdehnungskoeffizient sollte mit dem 
Ausdehnungskoeffizienten der amorphen Polymere im gummi-elastischen 
Zustand und dem Ausdehnungskoeffizienten der Schmelze von teilkristallinen 
Polymeren iibereinstimmen. Wir haben diese in Kap. 6 mit IXI bezeichnet und 
ihre Temperaturabhangigkeit vernachlassigt. 
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Der Temperaturbereich, in dem man (J(l bestimmen kann, (zwischen Tg und der 
Zersetzungstemperatur Tz fur amorphe Polymere und zwischen Tm und Tz fUr 
teilkristalline) ist im allgemeinen nicht sehr groB; deshalb bildet die Annahme 

(J(l ~ konstant (13) 

oft eine zuliissige Niiherung. 
Bei genauer Messung uber einen wei ten Temperaturbereich beschreibt jedoch 
der Ausdruck (12) die Daten signifikant besser als die Niiherung (13). Dies 
haben vor allem Simha und Havlik [200] an PE, PS und PDMS experimentell 
bewiesen. 
Die Gleichungen (11) und (12) konnen schlieBlich auch dazu benutzt werden 
[201], [202], das freie Volumen eines amorphen Polymeren im Gleichgewichts
zustand (fUr T > Tg) zu definieren, wie auch den Gleichgewichtswert des freien 
Volumens im Temperaturbereich unterhalb der Glastemperatur. 

12.2 Eigenspannungen in Polymeren 

Wir kennen zwei Arten von Eigenspannungen, Abkuhlungseigenspannungen 
und Orientierungseigenspannungen. Erstere entstehen durch inhomogenes 
Kuhlen, letztere durch Kuhlen im deformierten Zustande. 
Abkuhlungseigenspannungen: Fur diese Art der Eigenspannungen gibt es eine 
wichtige Faustregel: 

Die zuletzt abgekuhlte Zone hat Zugeigenspannungen 

Dies kann man sich anhand des ersten Beispie1s folgendermaBen klarmachen: 
Von aufJen symmetrisch gekuhlte extrudierte Platte: 
Man denke an die Extrusion einer Platte, die von auBen nach innen von beiden 
Seiten gleichmiiBig gekuhlt wird (siehe Abb. 12.4). 1m stationiiren Zustand 
wird die Temperatur an jeder Stelle zeitlich konstant sein. Sie wird von auBen 
nach innen bis zur Mitte zunehmen und von links nach rechts abnehmen. Die 
Grenze, bei der Erstarrung eintritt, T = Tb wird etwa so verlaufen wie in 
Abb. 12.4 angedeutet. Beim Erstarren und weiteren Abkuhlen zieht sich das 
Extrudat in Liingsrichtung zusammen. Wiihrend die AuBenhaut erstarrt, 
werden Druckspannungen auf den Kern im Inneren ausgeiibt. Das Material im 

T = Tk 

W@~_ 

~~-

Abb. 12.4. Extrusion einer Platte bei gleichmaBiger Kiihlung von au Ben 
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Abb.12.5a. Verteilung der Normalspan
nungen in einer von auJ3en gekiihlten, 
extrudierten Platte 
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b 

Abb. 12.Sb. F orman de rung der Schnittflii
che nach Aufschneiden des Querschnittes 

Inneren kann jedoch nachgeben, da es noch fliissig ist; es bleiben keine 
Restspannungen zuriick. Erstarrt jedoch der inn ere Kern, dann wird er 
Druckspannungen auf die Aul3enhaut ausiiben, die schon erstarrt ist und daher 
diese Spannungen elastisch speichert. Nach Erstarren des Kerns bleiben dann 
Druckspannungen in der Aul3enhaut und Zugspannungen im Kern iibrig. 
Die Zugspannungsverteilung iiber dem Querschnitt konnte dann, stark 
vereinfacht, so aussehen, wie in Abb. 12.5a angedeutet. Druckeigenspannun
gen sind mit einem - Zeichen, Zugeigenspannungen mit einem + Zeichen 
angedeutet. Schneidet man den Querschnitt auf, dann bewirken die inneren 
Spannungen eine Verformung der SchnittfUichen, wie aus Abb. 12.5b ersicht
lich. WoHte man diese beiden Ralften wieder verleimen, dann miil3ten die 
Stirnflachen erst durch Anwendung des Systemes der inneren Spannungen 
eben gemacht werden. 

Einseitig gekilhlte Platte: 
Erfolgt die Kiihlung nach der Extrusion nur von einer Seite, dann wird diese 
Seite nach Erstarren Druckspannungen, die gegeniiberliegende Seite Zugspan
nungen tragen. Diese Spannungen halten sich nicht im Gleichgewicht, sondern 
fiihren zu einer Biegung der Platte in die nicht gekiihlte Richtung. 

Von innen bzw. von aufJen gekilhltes Rohr: 
In einem von innen gekiihlten Rohr werden aul3en Zug- und innen Druckspan
nungen in der Umfangsrichtung eingefroren (Abb. 12.6). Schneidet man dieses 
Rohr in Langsrichtung auf, dann wird es aufspringen. In einem von aul3en 
gekiihlten Rohr findet man aul3en Druck- und innen Zugspannungen. Bei 
Aufschneiden wird dieses Rohr in sich zusammenschnappen. 

Eigenspannungen bei GFK: 
Bei glasfaserverstarkten Kunststoffen treten Einbettungseigenspannungen und 
thermische Spannungen auf. Die Kunststoffmatrix kontrahiert beim Aushar
ten, wahrend sie am Glas haftet; obendrein ist der Ausdehnungskoeffizient des 
Kunststoffes grol3er als der des Glases, was beim Abkiihlen zu einem 
zusatzlichen Effekt fiihrt. Beide Effekte bewirken ein System von Zugeigen
spannungen im Kunststoff und Druckeigenspannungen in der Glasfaser in 
axialer Richtung, wie in Abb.12.7 angedeutet. Aul3erdem treten radiale, 
tangentiale und Schub-Eigenspannungen auf. 
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KLihlung 

innen 

au Ben 

Abb. 12.6. Eingefrorene Spannungen in einem von innen bzw. von auJ3en gekiihlten Rohr 
und Verhalten nach Aufschneiden in Liingsrichtung 

Abb.12.7. Axiale Eigenspannungcn in GFK 

Orientierungseigenspannungen: 

Beim Verarbeitungsproze13 werden die Makromolekiile durch die Stromung 
der Kunststoffschmelze in Stromungsrichtung orientiert. Ein Teil dieser 
Orientierung wird bei Abkiihlung auf T < Tg (bzw. T < Tm) eingefroren. 
Dieser Effekt ist umso ausgepragter, je hoher die Deformationsgeschwindig
keiten oder Stromungsgradienten der Stromung sind und je schneller die 
Abkiihlung erfolgt. Es ist deshalb die eingefrorene Orientierung bei Spritzgu13 
gro13er als bei Extrusion, bei Extrusion gro13er als beim Pressen. Es ist sehr 
schwer makromolekulare Proben herzustellen, die iiberhaupt keine Orientie
rungseigenspannungen aufweisen. Am ehesten gelingt dies durch Aufschmel
zen von Granulat unter Vakuum. 
Der Unterschied im molekularen Bild zwischen orientiertem und nicht
orientiertem Zustand eines amorphen Polymeren wurde bereits in Abb. (5.5) 
angedeutet. Die Orientierung der Makromolekiile verursacht Orientierungsei
genspannungen. 1m Glaszustand machen sich diese kaum bemerkbar; sie sind 
jedoch im polarisierten Licht durch die von ihnen erzeugte Doppelbrechung 
nachzuweisen oder durch ihren Einflu13 auf verschiedene physikalische 
Eigenschaften (vgl. nachste Seite). Bei Erhitzen iiber Tg werden die Molekiile 
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Original 

Abb.12.8. Der Effekt von Tempern auf die Form cines PS-Spritzlings 

durch die Mikrobrown'sche Bewegung in ihren isotropen Zustand zuruckge
trieben. 1m Faile der extrudierten Platte bewirkt dies eine Verkurzung in der 
Extrusionsrichtung und eine Verdickung senkrecht zur Extrusionsrichtung. 
Die starken eingefrorenen Orientierungseigenspannungen beim SpritzguB 
mage Abb. 12.8 illustrieren, wo ein gespritzter Probekarper im ursprunglichen 
Zustand und nach 10 Minuten Tempern auf verschiedenen Temperaturen 
oberhalb der Glastemperatur gezeigt ist. 
Durch die eingefrorenen Orientierungseigenspannungen werden viele physika
lische Eigenschaften der Polymere beeinfluBt; manche physikalische GraBen 
nehmen durch Orientierung zu, andere ab: 

Zunahme durch Orientierung: 

Zugfestigkeit 
Elastizitiitsmodul (Dehnmodul) 
Wiirmeleitfiihigkeit 
Elektrische Leitfiihigkeit 

Abnahme durch Orientierung: 

Bruchdehnung 
Ii nearer Wiirmeausdehnungskoeffizient 

So nimmt z. B. die thermische Ausdehnung stark mit eingefrorener Orientie
rung abo Wenn PI der lineare Ausdehnungskoeffizient in Richtung der 
Orientierung, PI der lineare Ausdehnungskoeffizient senkrecht auf die Rich
tung der Orientierung und IY. der Volumenausdehnungskoeffizient des nicht
orientierten Materials sind, dann gilt: 

und (14) 

Dabei sind die Unterschiede zwischen PI - 1Y./3 und 1Y./3 - PI umso graBer, je 
stiirker der Grad der Orientierung ist. Es ist sogar maglich, durch sehr starke 
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Orientierung makromolekulare Proben mit negativem linearen Ausdehnungs
koeffizienten herzustellen [203]. 
Der lineare Ausdehnungskoeffizient in einer Richtung, die gegen die Orientie
rungsrichtung willktirlich geneigt ist, liiJ3t sich berechnen indem man 13 als 
Tensor zweiter Stufe auffaJ3t. Dieser Ausdehnungskoeffizient ist dann durch 
die Werte von PI und PI bestimmt. 
Die oben beschriebene Orientierung spielt sich bei Temperaturen tiber der 
Glastemperatur ab und wird durch schnelles Ktihlen teilweise eingefroren 
(Warmverstreckung). Einen ahnlichen Endzustand kann man auch erreichen, 
wenn man im Temperaturgebiet Tg - 30 < T < Tg die Probe durch Anwen
dung von erh6hten Zugspannungen orientiert (Kaltverstreckung). Eine kalt
verstreckte Probe zieht sich ebenfalls bei Temperaturen tiber Tg wieder 
zusammen (Thermoruckfederung). 
Auch bei teilkristallinen Polymeren treten Orientierungseigenspannungen auf. 
Die Verhaltnisse liegen hier jedoch komplizierter, da hierbei verschiedene 
molekulare Vorgange eine Rolle spielen: 

1) Orientierung der Kristallite 
2) Umkristallisation der Kristallite 
3) Orientierung der Fadenmolekiile in den amorphen Gebieten 
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13.1 Spezifiscbe Wiirme von Polymeren 

Es sei W (T, To) die Wiirmeenergie, die zum Aufheizen eines Polymeren der 
Masse m von der Temperatur To auf die Temperatur T unter konstantem 
Druck erforderlich ist, und es sei 

T 

W (T, To) = m J cp (T) dT = m H (T, To) (bei p = konstant) (1) 
To 

dann heiBt cp (T) die speziJische Wiirme unter konstantem Druck; wiihlt man als 
untere Integrationsgrenze den absoluten NUIlpunkt (To = 0 K), dann heiBt die 
Funktion H (T, 0) = h (T) die speziJische Enthalpie oder der Wiirmeinhalt des 
Polymeren, pro Masseneinheit. Hiilt man wiihrend der Erwiirmung das 
Volumen konstant, dann ergibt eine entsprechende Gleichung 

T 

WeT, To) = m J cv(T) dT = m U(T, To) (bei V = konstant) (2) 
To 

als Definition die GroBe CV (T), die spez!fische Wiirme unter konstantem 
Volumen. Die Funktion U (T, 0) = u (T) heiBt dann die speziJische innere 
Energie. 
Es gilt stets cp ~ cv. Fur Gase ist der Unterschied zwischen den beiden 
spezifischen Wiirmen betriichtlich. Fur Festkorper und Flussigkeiten ist diese 
Differenz im allgemeinen urn eine GroBenordnung kleiner als die spezifische 
Wiirme selbst. Es gilt niimlich nach den Gesetzen der Thermodynamik 
folgender Zusammenhang [204]: 

cp - Cv = T rJ.2j«(! . x) (3) 

wobei T die absolute Temperatur, rJ. der Volumenausdehnungskoeffizient, (! die 
spezifische Masse und x die Kompressibilitiit, aIle bei atmosphiirischem Druck, 
bedeuten. Setzen wir fUr PS die Werte in SI-Einheiten ein: T = 300 K, 
rJ. ~ 2 .10- 4 K- 1, (! ~ 103 kgjm 3 und x ~ 10- 10 Pa-t, dann ergibt sich fUr 
cp - Cv ~ 120 JjkgK, wiihrend cp fUr PS bei Raumtemperaturetwa 1200 JjkgK 
betriigt: 

(4) 

Fur Abschiitzungen brauchen wir zwischen cp und Cv nicht zu unterscheiden. 
Die spezifische Wiirme einiger Werkstoffe bei Raumtemperatur ist in Tabel-
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Ie 14.1 zusammengefaBt (siehe Seite 280). Neben der GraBe cP ' die den 
Warmeinhalt pro Masseneinheit bestimmt, sind in der Tabelle auch die Werte 
des Produktes Q . cp aufgefUhrt, das den Warmeinhalt pro Volumen bestimmt. 
Man sieht, daB die spezifische Warme fUr Kunststoffe und fur Metalle von 
derselben GraBenordnung ist. 
Die Kenntnis der spezifischen Warme benotigt man z. B. zur Berechnung der 
Zeit, die erforderlich ist, ein Werkzeug vom kalten Zustand bis auf eine 
Arbeitstemperatur aufzuheizen. Wir nehmen an, daB m die Masse des 
Werkzeuges, cp seine spezifische Warme und F die Oberflache ist, durch die es 
mit der Umgebung im Warmeaustausch steht. Dieser Warmeaustausch wird 
durch einen WiirmeubertragungskoeJJizienten h charakterisiert, der durch die 
Gleichung 

Q = F· h(T-TJ (5) 

definiert ist. In dieser Gleichung ist Q die vom Werkzeug pro Zeiteinheit an die 
Umgebung abgegebene thermische Energie, T die Temperatur des Werkzeuges 
und Tu die der Umgebung (T ~ Tu)' Der Wert des Warmeubertragungskoeffi
zienten fUr stillstehende Luft ist etwa 5,2 W/m2 K. Der Aufheizvorgang des 
Werkzeuges wird durch folgende Differentialgleichung beschrieben: 

dT 
mcp dt + Fh (T - Tu) = L (6) 

List die (konstante) Heizleistung, mit der das Werkzeug bestuckt ist. Die 
gleiche Differentialgleichung beschreibt auch den Abkiihlvorgang des Werk
zeuges fUr den Fall L = 0. 
Diese Differentialgleichung dient auch zur Berechnung der Zeit, die erforder
lich ist, urn eine Probe in einer Versuchseinrichtung mit Hilfe eines warme
ubertragenden Mediums zu thermostatisieren. Dabei ist in (6) L gleich Null zu 
setzen, Tu = Too ist die Temperatur des thermostatisierenden Mediums, die 
gleich der gewiinschten Endtemperatur der Probe sein solI. Die Lasung der 
Gl. (6) mit L = ° hat die Form 

mit 

T = To + (Too - To) . (1 - e- t / t ) (7) 

mcp 
T=--

Fh 
(8) 

T ist die charakteristische Zeit fur die Einstellung des Temperaturgleichgewich
tes durch Warmeubertragung. Nach der Zeit t = T, 2 T, 3 T, 5 T betragt die 
Abweichung der Probentemperatur von ihrer Endtemperatur noch 37 %, 
13,6 %, 5 %,0,7 % der Abweichung zu Anfang des Thermostatisiervorganges. 
1st das Warmeubertragungsmedium langsam stramendes 01 (laminare Stro
mung mit der Geschwindigkeit von 0,06 m/s), dann ist h = 130 W/m2 K 
einzusetzen, ist das Warmeubertragungsmedium Stickstoffgas, das in turbu
!enter Stramung mit 4,8 m/s rundgepumpt wird, gilt h = 22 W/m2 K. Die 
charakteristische Zeit fur die Warmeiibertragung ergibt sich fUr das Torsions
pendel (vgl. Abschn. 11.5) bei Thermostatisieren mit Stickstoffgas fur PS zu 
etwa 65s, fUr das dynamische Viskosimeter (vgl. Abschn.18.2) bei Thermosta-
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PI1DD 

Regelung auf Tp 
durch Heizslrom 

<'1T 

PI 1DD 

Regelung auf Tp -10K 
durch Veranderung des 
SlickSloffdurchflusses 

NiCr - Ni - Thermosaule 

Abb. 13.1 Schematische Darstcllung eines DT A-Analysegeriites 1 

tlSleren mit zyklisehgepumptem 01 zu etwa 36 s, und bei der Queeksilber
Dilatometrie (vgl. Absehn. 6.1) (Warmeubertragungskoeffizient fUr den kom
binierten Dbergang: stillstehendes 01 -+ Glas -+ Queeksilber -+ Probe; 
h = 40W/m 2 K) zu 52 s. 
Kuhlt man das Olbad mit konstanter Kuhlgesehwindigkeit a, dann wird die 
Temperatur der sieh darin befindliehen Probe naeh langerer Zeit ebenfalls mit 
der Gesehwindigkeit a abnehmen. Wegen des Verzogerungseffektes von 
Warmekapazitat und Warmeubergang wird jedoeh die Probentemperatur TPr 
hinter der Thermostat-Temperatur TTh urn einen konstanten Wert zuruekblei
ben, der sieh naeh GI. (6) mit L = 0, Tu = To - at wie folgt ergibt: 

(9) 

Fur Queeksilberdilatometrie an PS-Proben bedeutet dies, daB bei einer 
Kuhlgesehwindigkeit von 0,1 K/s ein Temperaturuntersehied von 5 K auftritt! 
Die spezifisehe Warme wird mit Hilfe von absoluten Kalorimetern genau 
bestimmt. Wir gehen auf diese - komplizierteren - Gerate nieht ein, sondern 
verweisen auf die Orginalliteratur [204], [205]. Eine Methode, die haufig zur 
angenaherten Bestimmung der Warmekapazitat verwendet wird, ist die 
differentiale thermische Analyse (DT A). Das Prinzip dieser Methode ist in 
Abb. 13.1 dargestellt. Man heizt zwei identische Tiegel im gleichen Of en auf; 
ein Tiegel enthait die Probe, der andere ist leer. Beim Aufheizen mit konstanter 
Heizgesehwindigkeit stellt sieh ein Temperaturuntersehied zwischen den 
beiden Tiegeln ein, der der Masse der Probe und ihrer spezifisehen Warme 
proportional ist. Die beiden Tiegel mussen sieh naturlieh in genau symmetri-

1 Mettler DT A 2000 mit geiinderter Probenhalterung. 
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scher Position zur Ofenmitte befinden; sie werden in dieser Position durch eine 
Konstruktion festgehalten, die fUr guten thermischen Kontakt zwischen Tiegel 
und Unterlage sorgt und zugleich die beiden Tiegel thermisch voneinander 
trennt. Unterhalb der Tiegel sind in die Unterlage je vier NiCr-Ni Thermo
paare als Thermokette eingelassen, die die Temperaturdifferenz messen. 
Ein Silberofen, in dem sich die Tiegel befinden, und der mit Stickstoff-Gas 
durchspiilt oder evakuiert werden kann, wird elektrisch mit Hilfe eines Platin
widerstandes auf die Temperatur Tp geregelt. Um dies zu erleichtern, befindet 
sich der Innenofen in einem iiuBeren Thermostat, der mit Hilfe von N 2 -

Kiihlgas auf Tp -10 K geregelt wird. Die Ofentemperatur wird programmiert 
und wiihrend der Aufueizperiode mit konstanter Heizgeschwindigkeit dTp/dt 
wird die Temperaturdifferenz AT = Tr - Ts gemessen (Ts: Temperatur des 
Probentiegels, Tr: Temperatur des Refenztiegels). Diese ist dann 

dT 
AT=mc -p. R 

p dt (10) 

wobei m und cp Masse und spezifische Wiirme der Probe sind. R ist eine 
Apparatkonstante der Einheit [R] = K/W, die durch Eichmessung bestimmt 
werden muB; sie hiingt mit dem Wiirmeiibergangswiderstand Of en ----+ Tiegel 
zusammen und ist temperaturabhiingig. Es sollte beachtet werden, daB auch 
die Empfindlichkeit der NiCr-Ni Thermopaare temperaturabhiingig ist und 
geeicht werden mull. 
Der Verlauf der spezifischen Wiirme mit der Temperatur ist fUr amorphe 
Polymere in Abb. 13.2 schematisch dargestellt. Der linke Teil dieser Abbildung 
zeigt das Verhalten bei tiefen Temperaturen in doppelt-logarithmischer 
DarsteUung. 1m Tieftemperaturgebiet fiiUt cp sehr steil (etwa mit T3 ) mit 
faUender Temperatur abo Dies liiBt sich im Rahmen der Debye'schen Theorie 
der spezifischen Wiirme verstehen [114], [127], [204]. Bei tiefen Temperaturen 
werden Schwingungen der Molekiilteile im Van der Waals-Potential der 
Zwischenkettenwechselwirkung angeregt, bei h6heren Temperaturen Schwin
gungen der Molekiilteile im kovalenten Bindungspotential der intramolekula-
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Abb. 13.2. Spezifische Wiirme amorpher Polymerer, schematisch; links Tieftemperaturaus
schnitt in doppelt-logarithmischer Darstellung; rechts Gesamtiibersicht in doppelt-linearer 
Darstellung 
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ren Wechselwirkung. Der rechte Teil der Abbildung zeigt cp als Funktion der 
absoluten Temperatur in linearer Darstellung. Oberhalb etwa 40 K steigt cp mit 
steigender Temperatur im Glaszustand nur noch allmahlich an, urn bei der 
Glastemperatur Tg einen Sprung aufzuweisen, der bei allen amorphen Polyme
ren etwa ,1cp ::::: 0,4 kJjkgK betragt. Die molekulare Bedeutung dieses zusatzli
chen Beitrages ,1cp ergibt sich aus der Leerstellentheorie: Fur Temperaturen 
T < Tg ist die Anzahl der Leerstellen etwa konstant (eingefroren), wah rend fUr 
T > Tg die Anzahl der Leerstellen mit der Temperatur wachst. Diese Zunahme 
ergibt einen zusatzlichen Beitrag zu cp, weil jede neue Leerstelle zusatzliche 
Oberf1achenenergie erfordert. AuBerdem tauen bei Tg die Rotationsfreiheits
grade urn die C-C-Bindungen der Hauptkette auf, die ebenfalls einen 
zusatzlichen Beitrag zu cp geben mussen. Einen Knick der cp-Kurve beim 
Ubergang vom gummi-elastischen Plateau in die Schmelze zeigen nicht alle 
amorphen Polymere. 
Bei sehr hohen Temperaturen sollten fur alle kondensierten Stoffe (Festkorper 
und Flussigkeiten) nach dem Boltzmann'schen Gleichverteilungssatz alle Frei
heitsgrade einen gleichen, temperaturunabhangigen Beitrag kj2 zur spezifi
schen Warme Cv geben. Cv und voraussichtlich auch cp sollte dann einen 
temperaturunabhangigen oberen Grenzwert erreichen (Gesetz von Dulong
Petit). Wie man aus den Abb.13.2, 13.3 und 13.7 ersieht, wird dieser 
Grenzwert auch bei Temperaturen, bei denen thermische Zersetzung der 
Schmelze droht, bei Polymeren noch nicht erreicht. 
Beispiele fUr den Verlauf von cp mit der Temperatur fur einige amorphe 
Polymere zeigt Abb. 13.3, in der MeBresultate aus [204] mit solchen von [206] 
kombiniert wurden. Man erkennt deutlich die Stufe in cp bei den Glastempera
turen der vier Kunststoffe und der zwei Kautschuke. 
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Abb. 13.3. Spezifische Wiirme als Funktion der Temperatur fUr amorphe Polymere nach 
[204] und [206] 
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Abb. 13.4. EinfluBgriiBen bei der Bestimmung 
der spezifischen Warme 

Das Verhalten in der Umgebung der Glastemperatur ist, wie zu erwarten, von 
der thermischen V orgeschichte abhangig. Die einfache Stufe von Abb. 13.2 
findet man nur, wenn man cp bei konstanter Kiihlgeschwindigkeit miBt. Die 
verschiedenen Parameter, die den Verlauf von cp in der Umgebung von Tg 
bestimmen, wurden in Abb. 13.4 angedeutet. Die Probe werde zuerst aus dem 
Gleichgewichtszustand der Schmelze (T > Tg) mit konstanter Kiihlgeschwin
digkeit fJ in den Glaszustand abgekiihlt, dort eine Zeit, ta' auf konstanter 
Temperatur gehalten und schlieI31ich wieder mit konstanter Heizgeschwindig
keit q erwarmt. Abbildung 13.5 zeigt den Unterschied des Verlaufes von cp bei 
Messen in der Kiihl- und Heizphase. MiBt man kiihlend, dann findet man eine 
einfache Stufe, deren Temperaturlage jedoch von der Kiihlgeschwindigkeit 
abhangt. Der Zusammenhang zwischen Tg und der Kiihlgeschwindigkeit fJ ist 
ahnlich wie fUr das Ausdehnungsverhalten (vgl. GI. (6.2)). 

-T 

Abb. 13.5. Unterschied im Veri auf von cp bei 
Kiihlen und Heizen; EinfluB der Heizgeschwindig
keit q (ql < q2 < q3) auf das Uberschwingverhal
ten [206] 

MiBt man wahrend der Heizphase, dann findet man an Stelle einer Stufe ein 
Oberschwingen, das sich als Maximum in cp darstellt. Die Temperaturlage 
dieses Maximums und seine H6he wachsen mit zunehmender Heizgeschwin
digkeit. 
Der EinfluB der Kiihlgeschwindigkeit auf das Oberschwingverhalten beim 
Messen wahrend der Heizperiode ist in Abb. 13.6 dargestellt. Mit zunehmen
der Abkiihlgeschwindigkeit in den Glaszustand wird das Maximum in cp 

niedriger, andertjedoch seine Temperaturlage nicht. Den gleichen EinfluB wie 
eine Erh6hung der Abkiihlgeschwindigkeit hat eine Verkiirzung der Alterungs
zeit ta' Beide Effekte lassen sich durch die Volumenrelaxation erklaren. Durch 
schnelleres Abkiihlen (Verkiirzung der Alterungszeit) wird der eingefrorene 
Anteil an freiem Volumen im Glaszustand gr6Ber und daher der Unterschied 



-T 

Spezifische Wiirme von Polymeren 277 

Abb. 13.6. Einflu13 von Kiihlgeschwindigkeit /1 
(/11 > /12 > /13) oder Alterungszeit ta auf das Uber
schwingverhalten [206,207] 

im freien Volumen zwischen Glaszustand und Schmelze geringer, was zu einer 
Verringerung des thermischen Effektes fiihren muB. 
Die DT A wird oft als einfache Bestimmungsmethode der Glasiibergangstem
peratur verwendet. Wegen obiger EinfluBgroBen muB man hierbei Vorsicht 
walten lassen. Es sei erwahnt, daB der EinfluB der Parameter Kiihlgeschwindig
keit, Haltezeit und Heizgeschwindigkeit auf das thermische Ausdehnungsver
halten in der Umgebung der Glastemperatur ein ganz ahnlicher ist, wie auf die 
spezifische Warme. Die Abbn. 13.5 und 13.6 bleiben qualitativ richtig, wenn 
man an den Ordinatenachsen cp durch den Volumenausdehnungskoeffizienten 
rt. ersetzt [208]. 
Der Verlauf der spezifischen Warme mit der Temperatur ist fUr teilkristalline 
Polymere schematisch in Abb. 13.7 dargestellt. Wie bei amorphen Polymeren 
rallt auch hier cp im Tieftemperaturgebiet steil ab (etwa mit T3). Die Werte von 
cp liegen dort jedoch fur teilkristalline Polymere 2 bis 3-mal niedriger als fur 
amorphe [127]. Bei der Glastemperatur der amorphen Phase ergibt sich nur 
eine geringe, vom Kristallisationsgrad abhangige Stufe. MiBt man heizend, 
dann findet man ein scharfes, hohes Maximum bei der Schmelztemperatur Tm; 
miBt man kuhlend, dann erhalt man ein entsprechendes Maximum, das der 
Kristallisationswarme entspricht und bei tieferen Temperaturen liegt. Seine 
Temperaturlage hangt von der Kuhlgeschwindigkeit abo 
Abbildung 13.8 zeigt die Enthalpie (das Oberflachenintegral unter cp). Charak
teristisch ist der sprungahnliche Anstieg bei Tm, dessen Hohe AHm der 
Schmelzwarme (oder Schmelzenthalpie) der teilkristallinen Probe entspricht 

Cp 

I 

I 
I 

I 

: Schmelze 

Tm -T 
Abb.13.7. Spezifische Wiirme teilkristalliner Polyme
rer (heizend gemessen) 
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H 

I 

-T Abb. 13.8. Enthalpie teilkristalliner Polymerer 

und ein MaG fUr den Kristallinitiitsgrad des Polymeren bildet. Urn den 
kalorimetrischen Kristallinitatsgrad zu ermitteln, vergleicht man den gemesse
nen Sprung ~Hm mit dem Wert, der fUr die 100% kristalline Substanz durch 
Extrapolation ermittelt wurde. Diese Werte wurden in Tabelle 5.8 aufgefiihrt. 
Man erhiilt auf diese Weise einen kalorimetrischen Kristallisationsgrad, der 
mit dem volumetrischen und dem rontgenographischen niiherungsweise 
iibereinstimmt. 

13.2 Literatur 

204. Wunderlich B, Baur H (1970) Adv Polymer Sci 7:151 
205. Sturtevant JM (1959) In: Weissberger A (Ed.) Technique of organic chemistry, 3rd edn, 

vol 1, Chapter X, Interscience, New York 
206. Pfandl W (1977) Diplomarb. Erlangen WW V 
207. Stoffel A (1982) Diplomarb. Erlangen WW V 
208. Greiner R, Schwarzl FR (1989) Coll Pol Sci 267:39 



14 Warmeleitung 

14.1 Wiirmeleitnihigkeit von Polymeren 

Wir betrachten einen kleinen Quader der Abmessungen d, b, I (Abb. 14.1); 
seine beiden von d und b begrenzten Seitenfliichen werden auf den Temperatu
ren T und T + Ll T gehalten, wiihrend die anderen vier Fliichen gut wiirmeiso
liert sind. Dann flieBt pro Zeiteinheit eine Wiirmemenge Q von rechts nach 
links, die der (kleinen) Temperaturdifferenz Ll T und der Querschnittsfliiche 
b . d proportional und dem Abstand I der beiden Fliichen umgekehrt 
proportional ist: 

db 
Q = A· - LlT 

I 
(1) 

Der Proportionalitiitsfaktor A ist eine (eventuell temperaturabhiingige) Mate
rialgroBe, die Wiirmeleitfiihigkeit. Ihre Einheit ist W /mK. 
Ein Geriit, das es gestattet, die Wiirmeleitfiihigkeit von Kunststoffen zu 
bestimmen, ist in Abb. 14.2 schematisch dargestellt. Die zylindersymmetrische 
Apparatur ist auch in axialer Richtung symmetrisch aufgebaut. In der Mitte 
befindet sich die vom Heizdraht durchzogene Heizplatte aus Kupfer, kon
zentrisch umgeben von einem eben falls heizbaren Schutzring; dieser wird 
so geheizt, daB zwischen Heizplatte und Schutzring keine Temperaturdifferenz 
besteht, um radiale Wiirmeverluste zu vermeiden. Ober- und unterhalb der 
Heizplatte befinden sich zwei identische zylindrische Probenplatten, die 
wiederum von zwei Kiihlplatten begrenzt werden. Die Kiihlplatten aus Kupfer 
werden mit 01 gekiihlt und auf die Temperatur T = T4 geregelt. Die ganze 
Apparatur ist nach auBen hin thermisch gut isoliert. Man regeJt die Heizung so, 
daB die Temperatur der Heizplatte 5 bis 10K iiber T 4 liegt. Die hierzu 
erforderliche elektrische Energie liefert, zusammen mit der Probengeometrie, 
die Wiirmeleitfiihigkeit des Probenmaterials. Die gesamte Apparatur wird 

d 

b 

T T+ In Abb.14.1. Zur Definition der Warmeleitfiihigkeit 
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Abb.14.2. Schematische Darstellung eines Geriites zur Messung der Wiirmeleitfiihigkeit 
nach [209] 

dureh Federspannung zusammengehalten, d.h. die Kiihlplatten werden mit 
Federn fest gegen Probe und Heizplatten angedriiekt, urn Warmeiibergangswi
derstande auszusehalten. Diese Apparatur eignet sieh gut zur Messung der 
Warmeleitfahigkeit von nieht gesehmolzenen Polymeren, in einem Tempera
turbereieh, der mit Hilfe des Olthermostaten iiberstriehen werden kann. 
Die Warmeleitfahigkeit einiger Werkstoffe bei Raumtemperatur wurde, 
geordnet naeh ihrer GroBe, in Tabelle 14.1 zusammengefaBt. Die gleiehe 
Tabelle enthalt aueh die Werte der Diehte, der spezifisehen Warme und der in 
Gl. (7) definierten Temperaturleitfahigkeit a. 

Tabelle 14.1. Wiirmeleitfiihigkeit, spezifische Wiirme bei konstantem Druck, Dichte und 
Temperaturleitfiihigkeit einiger Werkstoffe bei 20°C nach [5] und [210]. 

Werkstoff )., (l, cp ' QCp , a, 
W/mK 103 kg/m 3 kl/kgK MJ/m3 K 10- 7 m 2/s 

Ag 418 10,5 0,23 2,5 1670 
Cu 350 8,9 0,38 3,4 1029 
Stahl 52 7,8 0,461 3,6 145 
V2A-Stahl 15 7,8 0,461 3,6 42 
Glas 0,72 2,5 0,84 2,1 3,4 
H2O 0,55 1,0 4,19 4,19 1,3 
HOPE 0,55 0,95 1,5 1,43 3,86 
PMMA 0,19 1,17 1,5 1,77 1,08 
PS 0,14 1,05 1,17 1,23 1,14 
Styropor (Hostyren FM) 0,Q35 0,02 
stillstehende Luft 0,026 
Glaswolle-Luft-Gemisch 0,04 
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AngefUhrt wird die Tabelle von den sehr gut leitenden Metallen Silber und 
Kupfer, gefolgt von Stahl. Bei Konstruktionen, bei denen etwas bessere 
Warmeisolation erforderlich ist, verwendet man oft V 2 A-Stahl, dessen 
Warmeleitfahigkeit etwa einen Faktor 3,5 niedriger ist als die von gewohnli
chern Stahl. Unter den Kunststoffen sind verstandlicherweise die teilkristalli
nen die besseren Warmeleiter, da die Warmeleitung vorzugsweise iiber die 
Kristallite stattfindet. Die Warmeleitfahigkeit von amorphen Kunststoffen 
(und Kunststoffschmelzen) liegt zwischen 0,10 und 0,20, ist also etwa 200- bis 
400-mal niedriger als die von Stahl: 

AStahl ~ 200- bis 400-mal )'Kunststoffe 

Dies hat groBe Konsequenzen fUr die Temperaturverteilung und Temperatur
messung in Kunststoffschmelzen in Verarbeitungsmaschinen. In der Nahe von 
Metallteilen dominiert stets die Temperatur der Metallkonstruktion. Auch bei 
gut geregelten Temperaturverhaltnissen in den Metallteilen der Maschine 
konnen in der Kunststoffschmelze groBe Temperaturgradienten auftreten, 
ohne daB dies deutlich wird. Die Schmelztemperatur kann sehr inhomogen sein 
und stark von der Maschinentemperatur abweichen. 
Will man noch bessere Warme-Isolation erreichen, dann bietet sich ein 
Kunststoffschaum an, der 4 mal besser isoliert als kompaktes PS und zugleich 
ein viel niedrigeres spezifisches Gewicht hat. Stillstehende Luft (Luftspalt 
kleiner als etwa 9 mm, urn Zirkulation zu unterdriicken) isoliert noch etwas 
besser. Haufig verwendet man auch ein Gemisch von Glaswolle und Luft zur 
Isolation von Thermostatkammern. Die Glaswolle dient hauptsachlich dazu, 
Zirkulationsstromungen in der Luft zu unterdriicken. 
Die Warmedurchlassigkeit einer Wandkonstruktion wird durch den sog. K
Wert festgelegt. Dieser ist definiert als der Energieverlust durch die Wand pro 
Sek, m2 und K Temperaturdifferenz; seine Einheit ist W/m2 K. Fiir ein 
homogenes Wandmaterial der Dicke d gilt: 

K = A/d (2) 

Der Verlauf der Warmeleitfahigkeit amorpher Polymerer ist in Abb. 14.3 
schematisch dargestellt. Der linke Teil der Abbildung bezieht sich auf das 
Tieftemperaturverhalten. Dort fallt A mit fallender Temperatur etwa mit T2 ab, 
so daB das Verhaltnis von Warmeleitfahigkeit zu spezifischer Warme dort etwa 
wie T- 1 verlauft. Auch dies ist aus der Gittertheorie der Festkorper zu 
begriinden [127]. Der rechte Teil der Abbildung zeigt A als Funktion der 
Temperatur in linearer Darstellung. Die Warmeleitfahigkeit zeigt ein flaches 
Maximum in der Nahe der Glastemperatur und sinkt in der Schmelze mit 
zunehmender Temperatur etwas abo 
Der Verlauf der Warmeleitfahigkeit teilkristalliner Polymerer ist in Abb. 14.4 
schematisch gezeigt. Bei tiefen Temperaturen steigt A ebenfalls proportional 
mit T2, liegt jedoch niedriger, als die Warmeleitfahigkeit amorpher Polymerer 
im gleichen Gebiet. Der Grund liegt in dem zusatzlichen Warmewiderstand der 
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Abb. 14.3. Wiirmeleitfiihigkeit amorpher Polymerer, schematisch: Links Tieftemperaturaus· 
schnitt in doppelt-logarithmischer Darstellung; rechts Gesamtiibersicht in doppelt-linearer 
Darstellung 
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Abb. 14.4. Wiirmeleitfiihigkeit teilkristalliner Polymerer in doppelt-linearer Darstellung 
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Abb. 14.5, Wiirmeleitfiihigkeit einiger Kunststoffe, nach Puta [211] 
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GrenzfHichen zwischen Kristalliten und amorphen Gebieten, der bei tiefen 
Temperaturen iiberwiegt. Bei hoheren Temperaturen ist die Wiirmeleitfiihig
keit teilkristalliner Polymerer hoher als die der amorphen. Ein flaches 
Maximum bei Tg wird von einem Abfall bei Tm gefolgt. 
Abbildung 14.5 zeigt die Wiirmeleitfiihigkeit einiger Kunststoffe im Tempera
turgebiet zwischen Raumtemperatur und 120 DC [211]. Die Wiirmeleitfiihigkeit 
des RDPE ist etwa doppelt so hoch, wie die der amorphen Kunststoffe. Die 
Wiirmeleitfiihigkeit des LDPE liegt etwa in der Mitte zwischen RDPE und den 
amorphen Kunststoffen. Wiihrend die Leitfiihigkeit der teilkristallinen Poly
mere mit zunehmender Temperatur abnimmt, nimmt die der amorphen 
Polymere schwach zu. 

14.2 Warmeleitung im ruhenden Medium 

Zur Ableitung der Differentialgleichung der Wiirmeleitung definiert man ein 
TemperaturJeld T = T (x, y, z; t), das die Temperatur am Ort (x, y, z) zum 
Zeitpunkt t beschreibt. 1st die Temperatur nicht iiberall gleich, dann flieBt ein 
Wiirmestrom, der nach Richtung und GroBe durch das Produkt von Wiirme
leitfiihigkeit und negativem Gradienten des Temperaturfeldes gegeben ist. 
Grenzen wir in einem ruhenden Medium ein V olumen V ab, dann betriigt die 
diesem Volumen pro Zeiteinheit zugefUhrte Wiirmemenge nach Gl. (13.2) 

dW = r (2C aT dr 
dt J at ' (3) 

wobei c die spezifische Wiirme bei konstantem Volumen darste11t, und das 
Integral tiber das Volumen V zu erstrecken ist; dr ist das Volumenelement. Die 
Zufuhr dieser Wiirmemenge so11 durch Wiirmeleitung bewirkt werden, also 
durch die durch die Oberfliiche hindurchtretende Wiirmestromdichte - A 
(grad T): 

dW 
- = t A (grad T) . df = J div (A grad T) dr , 
dt 0 v 

(4) 

wobei das erste Integral tiber die Oberfliiche 0 des betrachteten Volumens zu 
erstrecken ist und df das Oberfliichenelement darstellt. Der Punkt . deutet die 
skalare Multiplikation der beiden Vektoren (grad T) und df an. Die rechte 
Riilfte dieser Gleichung erhiilt man durch Anwendung des Satzes von GauB 1. 

Gleichsetzen der beiden Ausdrticke (3) und (4) ergibt eine Bilanz, die fUr 

1 Der Satz von GauB erlaubt es, ein Oberfliichenintegral in ein Volumenintegral zu 
verwandeln. Es sei ~ = ~ (x, y, z) ein beliebiges Vektorfeld, Vein festes Volumen, welches 
von der Oberfliiche 0 begrenzt wird; dann gilt: 

f (~ . gf) = S div (~) d, 
o 

Beweis Z.B. in [46] S. 19. 
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beliebige Volumina gel ten muB. Deshalb mussen auch die Integranden der 
beiden Volumenintegrale in (3) und (4) gleieh sein: 

{!e ~~ = div (A grad T) (5) 

Die Dichte {!, die spezifische Wiirme c und die WiirmeleitUihigkeit A sind im 
Prinzip temperaturabhiingig und kannen deshalb uber die lokale Temperatur 
aueh yom Ort (x, y, z) und der Zeit t abhiingen. Wenn wir diese Abhangigkeiten 
als unerheblieh vernaehlassigen (d. h. (!, e und A als Konstante behandeln), 
erhalten wir die Wiirmeleitungsgleichung im ruhenden Medium in ihrer iibliehen, 
einfaehen Form: 

aT 
- = a div(grad T), 
at 

wobei die Konstante a eine Abkiirzung fUr 

A 
a=-

{!e 

(6) 

(7) 

ist. Die GraBe a heiBt Temperaturleitfiihigkeit; ihre Einheit ist m 2 Is; Werte von 
a fUr versehiedene Werkstoffe bei Raumtemperatur wurden in Tabelle 14.1 
aufgelistet. 
Die reehte Seite der Differentialgleichung (6) lautet in versehiedenen Koordi
natensystemen ausgesehrieben: 

kartesische Koordinaten: 
a 2T a 2T a 2T 

div (grad T) = L1 = - + - + -
a x2 oy2 OZ2 

(8) 

Zylinderkoordinaten: 

. 1 a (aT) 1 a (1 aT) a 2T dlV (grad T) = - - r - + - - - - +-
r or or r ot9 r ot9 OZ2 

(9) 

raumliehe Polarkoordinaten: 

div (grad T) = ~ i (r2 aT) + _1_ ~ (Sin 9 aT) 
r2 or or r sin 9 09 r 09 

1 o2T 
+ -

(r sin 9)2 Orp2 
(10) 

Gl. (6) verwendet man zur Bereehnung von Temperaturverteilungen im 
Inneren eines homogenen, ruhenden Karpers. Dabei sind auBerdem die 
Randbedingungen zu erfUllen (entweder die Temperaturverteilung am Rand 
oder der Warmestrom uber den Rand mussen vorgesehrieben werden), und es 
muB die Anfangsbedingung bekannt sein. 
Handelt es sich urn ein inhomogenes Medium, dann muB in jeder der 
getrennten Ph as en die Differentialgleiehung (6) mit dem entsprechenden Wert 
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von a erfiillt sein, wie auch Rand- und Anfangsbedingungen. AuBerdem muB 
der Wiirmestrom tiber die Phasengrenzen stetig verlaufen, wie auch die 
Temperatur selbst: 

und (11 ) 

Der Index auBerhalb der Klammern deutet auf die entsprechende GroBe an der 
Stelle des Randes von Phase 1 bzw. 2. 
Probleme in der Verarbeitungstechnik der Kunststoffe, die mit Hilfe der 
Wiirmeleitungsgleichung behandelt werden konnen, sind z. B.: 

1) Temperaturverteilungen in Maschinenteilen. 
2) Temperaturverteilungen in GieBharzen beim GieBprozeB. 
3) Temperaturverteilungen wiihrend der Massenpolymerisation. 

Die Losung vieler Wiirmeleitungsprobleme findet man in einem Lehrbuch von 
Carslaw und Jaeger [212]. Wir wollen uns hier auf die Besprechung eines ganz 
einfachen Problemes beschriinken, urn die Losungsmethode zu verdeutlichen. 
Allerdings ist dieses Problem von groBer Bedeutung in der Experimentiertech
nik. 

I t = 0 

Tro----~~--~,-~~----
-x 

o d 

Abb. 14.6. Zur Berechnung der Temperaturverteilung in einer zweifach unendlich ausge
dehnten Platte 

Wir betrachten die Temperaturverteilung in einer zweifach unendlich ausge
dehnten Platte der Dicke d, die zu Anfang eine von der Umgebung verschiede
ne Temperatur besitzt und dann im Laufe der Zeit durch Wiirmeleitung die 
Umgebungstemperatur annimmt. Abbildung 14.6 zeigt einen Schnitt durch 
diese Platte und die Temperaturverteilungen zu Anfang (t = 0) und zu 
verschiedenen Zeiten tl < t2 < t3 im Laufe des Experimentes. Die Anfangs
temperatur der Probe sei To, die Temperatur der Umgebung sei Too; die 
Umgebung sei mit einem so groBen Thermostaten verbunden, daB sich ihre 
Temperatur durch Eintauchen der Probe nicht mehr iindert. Da die Platte in 
zwei Richtungen unendlich ausgedehnt ist, ist keine Abhiingigkeit von den y
und z-Koordinaten zu erwarten und die Wiirmeleitungsgleichung lautet: 

aT a2T 
-=a--at a x2 

mit der Anfangsbedingung 

T(x; 0) = To III O<x<d 



286 Wiirmeleitung 

und den Randbedingungen 

T(O; t) = T(d; t) = Too 

Die Trennung der Variablen gelingt dureh den Losungsansatz 

T(x; t) = Too + e- ac2t sin (ex) , 

wobei e eine beliebige Konstante darstellt; aus der Randbedingung folgt 

e = nn/d mit n = 1, 2, 3, 4, ... 

und die allgemeine Losung des Problemes hat die Gestalt: 

mit 

(12) 

(13) 

wobei die Konstanten kn noeh beliebig gewahlt werden konnen. Die Tempera
turverteilung (12) stellt die Losung fUr eine beliebige Anfangsbedingung dar. 
Es sei T (x; 0) = Too + F (x) eine beliebige Anfangsbedingung, dann folgt aus 
dem Satz von Fourier, daB (12) mit 

2 d (nn ) kn = - J F (x) sin - x dx 
dod 

(14) 

die Anfangsbedingung erfullt. In unserem speziellen Fall ist F (x) = To - Too 
und deshalb 

fUr n gerade und 

(15) 
fUr n ungerade. 

nn 

Die Temperatur in der Mitte der Platte (x = d/2) wird als Funktion der Zeit: 

4(T - T ) 
T(d/2;t) = Too + 0 00 (e-t/<_1e-9t/<+!e-Z5t/<_ ... ) (16) 

n 

Die in Gl. (13) definierte Zeit r ist die charaktcristische ZeitJilr die Einstellung 
des Temperaturgleichgewichtes in einem Material durch Warmeleitung. Diese 
Zeit waehst quadratiseh mit der kleinsten Abmessung der Probe. Naeh der Zeit 
t = r, 2r, 3r, 5r und 7r betragt die Abweiehung der Probentemperatur in der 
Mitte noeh 47 %,17 %,6 %,0,86 % und 0,1 % der Abweiehung zu Anfang des 
Thermostiervorganges. Zur Bereehnung von T (d/2; t) fur Zeiten t> r gibt 
bereits der zweite Term in der unendliehen Reihe keinen signifikanten Beitrag 
mehr. 
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1st die Probe nicht eine unendlich ausgedehnte Platte, sondern ein Probestab 
groBer Lange mit rechteckigem Querschnitt der Breite b und der Dicke d, dann 
ergibt eine ganz ahnliche Rechnung fUr die charakteristische Zeit r den Wert: 

1 [1 1J-1 
r = an2 d2 + b2 (17) 

Die charakteristische Zeit fUr die Einstellung des Temperaturgleichgewichtes 
eines Probestabes aus PS im Torsionspendel (mit b = 10 mm und d = 7 mm) 
betragt r = 30 s. Man sieht, daB diese Zeit von der gleichen GroBenordnung 
ist, wie die charakteristische Zeit fUr die Warmeiibertragung im gleichen Fall 
(vgl. Gl. (13.8)). 

14.3 WarmeleituDg uDd WarmetraDsport im stromenden Medium 

Zur Berechnung von Temperaturverteilungen im ruhenden Medium haben wir 
Gl. (6) abgeleitet. Zur Berechnung von Temperaturverteilungen im stromen
den Medium dient eine ahnliche Differentialgleichung. Man muB lediglich in 
(6) den Term oT/ot, der die lokale zeitliche Anderung des Temperaturfeldes 
darstellt, durch die konvektive zeitliche Ableitung DT /Dt ersetzen, die die 
zeitliche Anderung der Temperatur des materiellen Teilchens des stromenden 
Mediums beschreibt, das sich zum Zeitpunkt t gerade an der Stelle (x, y, z) 
befindet. Wir werden spater (in Abscho. 15.1) zeigen, daB die konvektive und 
die lokale Zeitableitung folgendermaBen zusammenhangen: 

DT oT oT ox oT oy oT oz 
-=~+~~+~~+~~ 

Dt ot ox ot oy ot oz ot 
oT oT oT oT 
=~+v~+v~+v~ ot x ox Y oy Z oz (18) 

Dabei ist ~ das Geschwindigkeitsfeld des stromenden Mediums. Die Differen
tialgleichung fUr Warmeleitung und Warmetransport im stromenden Medium 
erhalt daher die Gestalt: 

oT . at = - (~ . grad T) + a dlV (grad T) 

Der Term (~ . grad T) wird in den verschiedenen Koordinatensystemen: 

kartesische Koordinaten: 
oT oT aT 

v . grad T = v ~ + v ~ + v ~ 
- x Ox Y oy Z az 

Zylinderkoordinaten: 
oT vI) oT oT 

v . grad T = v ~ + ~ ~ + v ~ 
- r Or r 08 Z oz 

(19) 

(20) 

(21) 
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Raumliche Polarkoordinaten: 

aT vI} aT V<p aT 
V· gradT=vr -a + -- + --
- r r a9 r sin 9 acp (22) 

Der erste Term auf der rechten Seite von (19) beschreibt den Warmetransport 
durch die Stromung, der zweite Term die Temperaturanderung durch Warme
leitung. Dabei wurde angenommen, daB die Warmeleitfahigkeit durch die 
Stromung nicht beeinfluBt wird (daB die Warmeleitfahigkeit parallel zur 
Stromungsrichtung die gleiche ist, wie senkrecht zur Stromungsrichtung). 
Die GroBe a bestimmt den relativen EinfluB von Warmeleitung zu Warme
transport. 1st a groB, dann iiberwiegt die Warmeleitung auch bei groBen 
Stromungsgeschwindigkeiten. Dies ist z. B. bei geschmolzenen Metallen der 
Fall. 1st a hingegen klein, wie bei Polymerschmelzen, dann iiberwiegt der 
Warmetransport in Richtung der Stromung. Senkrecht zur Stromungsrichtung 
findet der Temperaturausgleich nur durch Warme1eitung statt. 
Gleichung (19) wendet man z. B. an zur Berechnung von 
1) Temperaturverteilungen in der stromenden Schmelze in Kanalen und in der 
Schnecke. 
2) Abkiihlvorgangen wahrend des Spritzgusses. 
3) der Temperaturerhohung der stromenden Schmelze durch die mnere 
Reibung. 
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Teil IV 
Das Verhalten der Elastomere und der 
Polymerschmelzen bei groBen Deformationen 

1m vierten Teil dieses Buches werden die Theorien des Deformationsverhaltens 
der Elastomere sowie die Rheologie der Polymerschmelzen besprochen. 
Wieder wird fUr eine tiefergehende Behandlung auf die im folgenden zitierte 
Literatur verwiesen. 
Mit der Diskussion der thermischen Eigenschaften der Polymere und der 
Rheologie der Kunststoffschmelzen sind die Grundlagen fUr eine Behandlung 
der theoretischen Aspekte der Kunststoffverarbeitung bereits gegeben. Trotz
dem wurde auf eine Darstellung dieses Gebietes verzichtet, da diese den 
vorgegebenen Rahmen des Buches sprengen wiirde. Es wird jedoch im 
folgenden eine kurze Literaturauswahl fUr das Gebiet der Kunststoffverarbei
tung gegeben. 

Literatur zur Kunststoffverarbeitung: 

213. Ebeling FW (1974) Extrudieren von Kunststoffen, Vogel, Wiirzburg 
214. Salhofer (1974) Kunststoffverarbeitung, Vogel, Wiirzburg 
215. Domininghaus H (1973), Kunststoffe III Spritzgief3en, Extrudieren, Blasformen, VOl 

Verlag, Diisseldorf 
216. Liipke G (1974) Spritzgief3en von Kunststoffen, Vogel, Wiirzburg 
217. Menges G (1975) EinfUhrung in die Kunststoffverarbeitung, Hanser, Miinchen 
218. Mink W (1973) Grundziige der Extrudertechnik, Zechner & Hiithig, Speyer 
219. Jacobi HR (1960) Grundlagen der Extrudertechnik, Hanser, Miinchen 
220. Schenkel G (1963) Kunststoff Extruder Technik, Hanser, Miinchen 1 
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Miinchen 

222. McKelvey JM (1962) Polymer Processing, John Wiley, New York 1 
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Viehweg R und Braun 0, Hrs., Hanser, Miinchen 

224. Pearson JRA, Richardson SM, (1983) Computational Analysis of Polymer Processing, 
Applied Science Pub!., London 1 

225. Manzione L T (1987) Applications of computer aided engineering in injection molding, 
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Literatur zur Rheologie der Kunststoffschmelzen: 
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227. Lodge AS (1974) Body tensor fields in continuum mechanics, Academic, New York 1 

1 schwerer, fUr weiterfUhrendes Studium. 
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15 Die Grundlagen der Theorie der gro8en Deformationen 

15.1 Kinematik der gro6en Deformationen 

In der Verarbeitungstechnik treffen wir die makromolekularen Stoffe mei
stens in geschmolzener Form an (T> Tg bzw. T> T m). Die dabei auftre
tenden Deformationen und Deformationsgeschwindigkeiten sind im all
gemeinen groB. Ebenso konnen gummi-elastische Substanzen groBe 
Deformationen aufweisen, bevor Bruch auftritt. Deshalb muB fUr die 
Beschreibung des Deformationsverhaltens der Polymerschmelzen und der 
vernetzten Kautschuke die Kinematik der groBen Deformationen behan
delt werden. 
Wir betrachten die Bewegung der materiellen Punkte eines Korpers in einem 
raunifesten, kartesischen Koordinatensystem 1 mit dem Ursprung O. Ein 
bestimmter Punkt (Teilchen) befinde sich zum Zeitpunkt to am Ort ~o mit den 
kartesischen Koordinaten x~, x~, X~ 2. to sei z.B. der Anfangszeitpunkt des 
Experimentes und ~o die Lage des materiellen Teilchens im undeformierten 
Zustand. Das gleiche Teilchen sei zu einem spateren Zeitpunkt t (im 
deformierten Zustand) an einem Ort angelangt, den wir mit ~, und dessen 
kartesischen Koordinaten x~, x~, x~ 2. to sei z. B. der Anfangszeitpunkt des 
des Teilchens zu allen Zeiten t ;;:: to an, d.h. die Funktionen Xi = fi (t) mit 
i = 1,2,3, dann liegt hiermit die Bahn des Teilchens als Funktion der Zeit fest. 
(Siehe Abb. 15.1). 

Bahn 

~ = .f.( ~o; t) 

o Abb. 15.1. Zur Definition der Bahngleiehungen 

1 Eine sehr elegante Einfiihrung in die Kinematik der groBen Deformationen in krummlini
gen Koordinatensystemen findet man in [233]. 

2 Wir werden im folgenden Skalare, Vektoren und Tensoren zweiter Stufe kennzeiehnen, 
indem wir diese nieht, einmal, bzw. zweimal unterstreiehen. Die kartesisehen Komponenten 
eines (Orts-) Vektors l> bezeichnen wir mit Xi (i = 1,2,3), die kartesisehen Komponenten 
eines Tensors zweiter Stufe f mit Fik (i, k = 1,2,3). 
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Das Teilchen selbst bezeichnen wir als "Teilchen ~o", d.h. wir verwenden seine 
Position zum Referenzzeitpunkt to als Name. ~ = f(~o; t) ist dann die Bahn des 
Teilchens ~o als Funktion der Zeit. Geben wir die Bahnen von allen Teilchen 
des Karpers als Funktion der Zeit an, d.h. die drei Funktionen der vier 
unabhangigen Variablen x?, x~, x~ und t: 

dann ist hiermit die gesamte Kinematik der Stramung bekannt. Das Glei
chungssystem (1) werden wir als die Bahngleichungen bezeichnen und als 
gegeben betrachten. Wenn keine Gefahr einer Verwechslung besteht, bezeich
net man die Funktionen fj oft mit demselben Zeichen, wie die Funktionswerte 
Xj, wie dies im zweiten Teil von G1. (1) angedeutet wurde. 
Wir nennen den Vektor 

(2) 

den Verschiebungsvektor. Seine Komponenten sind: 

(3) 

Das Gleichungssystem (1) muf3 in den Ortskoordinaten eindeutig sein. Wenn 
dies nicht der Fall ware, wiirden einem Punkt ~o zu irgend einer Zeit zwei 
verschiedene Orte ~ zugeordnet sein, d.h. das materielle Teilchen wiirde sich zu 
einem spateren Zeitpunkt an zwei verschiedenen Orten zugleich befinden. Das 
wiirde aber das Auftreten von Bruchflachen voraussetzen, ein Fall, den wir hier 
ausschlief3en wollen. 
Das Gleichungssystem (1) laf3t sich bei einemfesten Wert von t umkehren; die 
Umkehrgleichungen seien: 

xf = gj (Xl 'X 2 'X3; t) = xf (Xl' X2 'X3; t) fUr i = 1,2,3 (4) 

Die Funktionen gj geben den Ort an, an dem sich das Teilchen zum 
Referenzzeitpunkt to befunden hat, welches sich zum Zeitpunkt t gerade in ~ 
befindet. Auch dieses Gleichungssystem muB eindeutig sein; andernfalls wiirde 
sich ein Teilchen im deformierten Zustande an zwei verschiedenen Orten im 
undeformierten Zustande befunden haben. Dies kannte nur der Fall sein, wenn 
man wah rend des Deformationsprozesses Bruchflachen zusammengeleimt 
hatte. Wir nennen die Gin. (4) die Umkehrgleichungen der Bahngleichungen 
oder die Gleichungen fUr die Lagrange-Koordinaten. 
Die Koordinaten Xl' x2 , X3 heif3en Euler-Koordinaten oder ortsfeste Koordina
ten (auf englisch: space coordinates). Die GraBen x?, x~, x~ bezeichnet man als 
Lagrange-Koordinaten oder korperfeste Koordinaten (englisch: body coordina
tes). Halt man die Euler-Koordinaten fest, dann betrachtet man einen festen 
Ort, der im Laufe der Zeit von verschiedenen materiellen Teilchen durchlaufen 
wird. Halt man die Lagrange-Koordinaten fest, dann betrachtet man ein 
bestimmtes Teilchen, das sich im Laufe der Zeit an verschiedenen Orten 
befindet. Die Lagrange-Koordinaten sind die Koordinaten in einem, auf den 
Karper gezeichneten Koordinatennetz, das sich mit dem Karper bewegt und 
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deformiert. Dieses Koordinatennetz verandert seine Metrik wahrend der 
Deformation. 
Ein Beispiel aus dem taglichen Leben ist eine Autobahn, auf der sich eine Reihe 
Fahrzeuge bewegt. Die Euler-Koordinaten sind die Kilometersteine am 
StraBenrand, die Lagrange-Koordinaten sind die Nummernschilder der Fahr
zeuge. 
Die Geschwindigkeit des Teilchens ~o, das sich zum Zeitpunkt t in ~ befindet, 
ist zu diesem Zeitpunkt gegeben durch 

(ax) rp- --= 
- at ~o 

und seine Beschleunigung durch 

(arp) (a2~) fJ- -=- --- - at ~o - atz ~o' 

wobei bei der Differentiation nach t die Lagrange-Koordinaten x?, x~, xg 
konstant zu halten sind. Man erhalt also aus (1) durch einmalige, bzw. 
zweimalige partielle Differentiation nach der Zeit 

o 0 o. _ afi(x?,x~,xg;t) rp i (x I , X 2 , X 3 , t) - ----'-"---,a-=t '-----'--- (5) 

(6) 

das Geschwindigkeitsfeld in der Darstellung von Lagrange, bzw. das Beschleuni
gungsfeld in der Darstellung von Lagrange. rp (~O; t) gibt die Geschwindigkeit des 
Teilchens ~o zu verschiedenen Zeiten; -dieses Teilchen befindet sich zu 
verschiedenen Zeitpunkten an verschiedenen Stellen. 
Man kann auch nach der Geschwindigkeit (Beschleunigung) des Teilchens 
fragen, das sich zu einem gegebenen Zeitpunkt gerade an einer festen Stelle ~ 
befindet. Zu diesem Zweck setzt man die Umkehrgleichung (4) in die 
Argumente von (5) und (6) ein und erhalt nach Umordnen nach den neuen 
unabhangigen Variablen Xl' X2, X3; t zwei neue Funktionen, die wir mit Vi und 
bi bezeichnen: 

Vi (Xl ,X2, X3; t) == rpi [gl (Xl' X2, X3; t), g2 (Xl' X2, X3; t), 

bi (Xl' X2, X3; t) == fJdgl (Xl' X2, X3; t), g2 (Xl' X2, X3; t), 

g3 (Xl' X2, X3; t); t] 

(7) 

(8) 

y = y (~; t) und b = b(~; t) heiBen Geschwindigkeits- und Beschleunigungsfeld in 
der Darstellung von Euler. 
Das Geschwindigkeitsfeld in der Darstellung nach Euler ist in Abb. 15.2 
eriautert. Wir betrachten einen festen Punkt des Raumes ~. Zu drei aufeinan-
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Bahn des Teilchens .£l. ( ~ ; t 3 ) 

o 

Abb. 15.2. Illustration des Geschwindigkeitsfeldes in der Euler-Darstellung 

derfolgenden Zeiten tl < t2 < t3 durchlaufen diesen Punkt drei materielle 
Teilchen (im allgemeinen auf verschiedenen Bahnen). Die Ausgangslagen 
dieser Teilchen zum Referenzzeitpunkt to waren g (2i:; t l ), g (2i:; t 2), g (2i:; t3)' Die 
Geschwindigkeitsvektoren Y (2i:; t l), Y (2i:; t2), Y (2i:; t3) sind parallel den Tangen
ten an die drei Bahnkurven am Ort 2i:. 
Urn auf das Beispiel der Autobahn zuriickzukommen: Das Geschwindigkeits
feld in der Lagrange-Darstellung sind die an den Tachometern der Fahrzeuge 
abgelesenen Geschwindigkeiten. Das Geschwindigkeitsfeld in der Euler
Darstellung miJ3t die Polizei am StraJ3enrand mitte1s einer Radarfalle an den 
vorbeikommenden Fahrzeugen. 
1st das Geschwindigkeitsfeld in der Darstellung von Euler gegeben, dann erhalt 
man durch Einsetzen der Bahngleichungen das Geschwindigkeitsfe1d in der 
Lagrange-Darstellung, durch Differenzieren und Einsetzen der Umkehrglei
chungen schliel31ich das Beschleunigungsfeld in der Euler-Darstellung. Es 
erhebt sich die Frage, ob man nicht direkt aus dem Geschwindigkeitsfe1d in der 
Euler-Darstellung das Beschleunigungsfeld in der Euler-Darstellung ableiten 
kann. 
Dies gelingt, indem man in Gl. (7) die Lagrange-Koordinaten als unabhangige 
Varia ble einfiihrt: 

9'ii (x?, x~, x~; t) 

= Vi [fl (x?, x~, x~; t), f2 (x?, x~, x~; t), f3 (x?, x~, x~; t); tl, 

diese Gleichung nach t bei festgehaltenen x?, x~, x~ differenziert und die 
Kettenregel anwendet: 

b i = (09'ii) = oVi (Ofl (x?,x~,x~,t») + ... + (OVi) 
at ~o ax I at at ~ 

oder wegen (5) 

b . _OVi (X I ,X2 ,X 3 ;t) ~ . OVi (X I ,X2 ,X3 ;t) 
i (XI' x2 , x 3 , t) - + L., Vk (XI' X2 , X3 , t) ----''-----'---:---=------''----'-at k=1 oXk 

Machen wir noch von der Summationskonvention der Tensorrechnung Ge
brauch, nach der iiber einen doppelt vorkommenden Index summiert wird, 
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dann lautet diese Gleichung 

b . _ oV j (~; t) . oV j (~; t) 
j (~, t) - :1 + vk (~, t) ---':1--

ut uXk 
(9) 

Ahnlich findet man den Zusammenhang zwischen der lokalen und der 
konvektiven Zeitableitung des Temperaturfeldes eines stromenden Mediums. 
Es sei e=e(x?,x~,x~;t)=e(~O;t) die Temperatur des Teilchens ~o zum 
Zeitpunkt t (das Temperaturfeld in der Lagrange-Darstellung) und 
T = T (Xl' XZ , X3 , t) = T (~; t) die Temperatur des Teilchens, das sich zum 
Zeitpunkt t gerade in ~ befindet (das Temperaturfeld in der Euler-Darstellung). 
Dann gilt: 

(10) 

und 

DT :1Q(xo·t) oT(x·t) oT(x·t) oT 
_=UI7_, = -, +v(x·t) -, =-+v·(radT) (11) 
Dt ot ot k -, oXk ot - g 

wobei die Gradientenbildung durch Differentiation nach den Euler-Koordina
ten erfolgt. Diese Gleichung hatten wir bereits im Vorgriff bei der Ableitung 
von Gl. (14.19) benutzt. 
Gleichung (9) driickt die Beschleunigungskomponenten in kartesischen Euler
Koordinaten durch das Geschwindigkeitsfeld in kartesischen Euler-Koordina
ten aus. Ohne Beweis geben wir noch die entsprechenden Gleichungen fUr 
Zylinder und Polarkoordinaten [230]: 

oVr ov, v[) oVr v~ ov, 
br =-+v -+- ---+v -

ot r or r 09 r z OZ 

ov [) ov [) V [) ov [) V r V [) ov [) 
b[) = at + v, Tr + -;:- a9 + -r- + Vz iii." (12) 

OVr oVr V[) oVr vip oVr v~ + v~ 
br =-+V -+- -+-- -----'-

ot r or r 09 r sin 9 orp r 

OV [) OV [) V [) OV [) vip OV [) V r V [) v~ cot 9 
b[) =-+vr -+- -+-- --+-- (13) 

ot or r 09 r sin 9 0 rp r r 

OV ip ov ip V [) ov ip vip ov ip v ip V r V [) v'" 
b",=-+v -+--+---+--+--cot9 

ot r or r 09 r sin 9 orp r r 

15.2 Deformationsgradient ond Deformationstensoren 

Wir betrachten die Bahnen zweier Teilchen, die zum Zeitpunkt to infinitesimal 
benachbart waren, und deshalb auch zum Zeitpunkt t noch infinitesimal 
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o Abb. 15.3. Zur Einfiihrung der Deformationstensoren 

benachbart sind. (Siehe Abb. 15.3). Ihr Abstandsvektor sei d,s° (dx?, dx~, dxg) 
zum Zeitpunkt to und d~ (dXl' dx2 , dx 3) zum Zeitpunkt 1. Wir erhalten durch 
Differenzieren von (1) 

mit 

und durch Differenzieren von (4) 

mit 
8g (x' t) p,- 1 ( . t) = i -, 

lk~' 8 
Xk 

(14) 

(15) 

(16) 

(17) 

Fik sind die Komponenten eines Tensors zweiter Stufe, den wir mit :p 
bezeichnen; er heiBt Deformationsgradient. Fik 1 sind die Komponenten eines 
Tensors, der zu E invers ist. Dieser Tensor wird mit E- 1 bezeichnet und heiBt 
inverser Deformationsgradient. 
In koordinatenfreier Schreibweise lauten die Gin. (14) und (16) 

und 

und 

wobei E der Einheitstensor mit den Komponenten 

fur i = k 
fur i -=1= k 

(14') 

(16') 

(18) 

(19) 

ist. Die GraBen 6ik bezeichnet man als Kroneckersymbol. In den Gin. (14') und 
(16') bedeutet der Punkt die einfache Verjungung des Tensors mit dem 
nachfolgenden Vektor. Die Komponentendarstellung erhalt man, indem man 
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d~ und d~o als Spaltenvektoren und E als Matrix auffaJ3t und die Regeln der 
Matrixmultiplikation anwendet. 
Der Abstand der beiden benachbarten Punkte sei dso im undeformierten 
Zustand und ds im defomierten Zustand. Dann gilt: 

und 

wobei d~o vor dem Tensor E als Zeilenvektor mit den Komponenten dx? 
aufzufassen ist und die Tilde uber dem Buchstaben Eden transponierten 
Tensor andeutet. Wir erhalten somit folgende Darstellung fUr (dS)2: 

(20) 

Cik sind die Komponenten eines symmetrischen Tensors 

oder (21) 

C heiJ3t der Cauchy'sche Deformationstensor. Mit seiner Hilfe druckt man das 
Abstandsquadrat zweier benachbarter Punkte im deformierten Zustand durch 
die Lagrangekoordinaten dieser Punkte aus. Fur die Differenz (dS)2 - (dSO)2 
findet man die Darstellung: 

Umgekehrt liiJ3t sich (dSO)2 durch den Abstandsvektor im deformierten 
Zustand und durch die Euler-Koordinaten ausdrucken: 

oder 

(23) 

wobei Aik die Komponenten eines symmetrischen Tensors, des Deformations
tensors von Pio/a, sind: 

oder (24) 

Der Deformationstensor von Piola beschreibt das Abstandsquadrat zweier 
benachbarter Punkte im undeformierten Zustand durch die Euler-Koordina
ten dieser Punkte. Fur die Differenz (dS)2 - (dSO)2 ergibt sich jetzt: 
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Neben den Deformationstensoren von Cauchy und Piola werden noch zwei 
weitere verwendet, die zu ~ und C inversen Tensoren: 

~ = ~ - 1 = E . f' oder 

und 

ti = C- I = E- I . f'-I oder H . = F.-I F- I = ogj Ogk (27) 
Ik 1m km :"l :"l 

UXm UXm 

~ ist der Deformationstensor von Green, ti der Deformationstensor von Finger. 
In einem elastischen Festkorper wird der Spannungszustand von den momenta
nen Abstanden benachbarter Teilchen bestimmt. Da diese durch die Deforma
tionstensoren festgelegt sind, erwarten wir einen eindeutigen Zusammenhang 
zwischen dem Spannungstensor und dem Deformationstensor. Je nachdem, ob 
man den Spannungstensor in Lagrange-Koordinaten oder in Euler-Koordina
ten darstellt, stehen zwei M6glichkeiten zur Verfiigung: 
In einem elastischen Festk6rper ist der Spannungstensor in Lagrange
Koordinaten eine eindeutige Funktion des Tensors Coder des Tensors ti. 
In einem elastischen Festk6rper ist der Spannungstensor in Euler-Koordinaten 
eine eindeutige Funktion des Tensors ~ oder des Tensors ~. 
Da spater die Euler-Koordinaten das bevorzugte Koordinatensystem bilden 
werden, in dem wir die elastischen (und visko-elastischen) Probleme formulie
ren werden, wird vorzugsweise zur Beschreibung der rheologischen Zustands
gleichung elastischer Festk6rper der Deformationstensor von Green ~ oder der 
von Piola ~ herangezogen. (Ob man den Tensor ~ oder ~ verwendet, ist 
natiirlich gleichgiiltig.) 
Die Gin. (14) und (16) beschreiben die Anderung des Linienelementes durch die 
Deformation. Ais Nachstes wollen wir die Anderung von Volumenelementen 
und von Flachenelementen besprechen. 
Wir betrachten die Volumenanderung eines materiellen infinitesimalen Qua
ders, dessen Seiten im undeformierten Zustand parallel zu den X-, y-, z-

dxO _b 

Abb.15.4. Zur Transformation von Volumenelementen 

d~b 
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d~ 

Abb. 15.5. Zur Transformation von Fliichenelementen 

Richtungen sind und die Liingen dsa, dsb, dsc besitzen. (Siehe Abb. 15.4). Er 
wird von den folgenden Linienelementen d~~, d~g, d~~ gebildet: 

Sein Volumen ist dVo = dSa dSb dsc. 1m deformierten Zustand geht der Quader 
in ein infinitesimales Parallelepiped uber, das von den Linienelementen d~a' 
d~b' d~c gebildet wird. Es gilt: 

(
Fll) 

d~a = E' d~~ = F21 dsa, 

F31 

usw. 

Das Volumen des Parallelepipeds im deformierten Zustand ist gleich dem 
Spatprodukt 1 der Vektoren d~a' d~b' d~c' d.h. 

FllF21 F31 
dV = (d~a x d~b) . d~c = F12 F22 F32 dsadsbdsc = I E I dVo = 1121 dVo 

F13 F23 F33 

Die Anderung eines Volumenelementes durch die Deformation ist also 

dV = det(E) dVo = Vdet(6) dVo = Vdet(C) dVo (28) 

Hieraus folgt, daB det (E) immer positiv sein muB. Fur die Dichte gilt 
edV = dm, und da stets dm = dmo sein muB, 

e = eo/det (E) (29) 

Wir wenden uns nun der Anderung von Fliichenelementen durch die Deforma
tion zu. Zu diesem Zweck betrachten wir das infinitesimale Volumen eines 
schiefen Zylinders, der aus einer infinitesimalen Grundfliiche und einem 
Linienelement gebildet wird (siehe Abb. 15.5). 1m undeformierten Zustand sei 

1 mit!! x 12 wird das Vektorprodukt der beiden Vektoren !! und 12 angedeutet; mit I A I oder 
det (A) bzw. det (6) bezeichnen wir die Determinante der Matrix A bzw. des Tensors 6. 
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die GrundfHiche durch ihren Flachenvektor d~ ° und das Linienelement d;So 
bestimmt, im deformierten Zustand durch d~ und d;S. Das Volumen des 
Zylinders im undeformierten Zustand: 

dVo = d~ ° . d;So geht tiber in: 

dV = d~ . d;S = det (E) dVo = det(E)d~O . d;so = det(E)d~O . E- 1 • d;s 

woraus folgt: 

d~ = det(E) r- 1 . d~o (30) 

15.3 Deformationsgeschwindigkeitstensoren 

Der Spannungszustand in einer rein viskosen (nicht elastischen) Fliissigkeit 
hangt nicht von den Abstanden benachbarter Punkte, sondern von den 
Unterschieden ihrer Geschwindigkeiten abo Wir betrachten deshalb zur 
Beschreibung viskoser Fliissigkeiten die Geschwindigkeit, mit der sich der 
Abstand zweier benachbarter Teilchen andert. Ein MaG fUr diese GroGe 
erhalten wir durch Differentiation von (dS)2 nach der Zeit bei festgehaltenen 
Lagrange-Koordinaten, die sog. konvektive Zeitableitung von (dS)2. Diese 
wird: 

wegen 

laGt sich dieser Ausdruck umformen zu 

mit 

D (dS)2 0 0 0 0 
--- = 2Aik dXi dXk = 2d;S ·4· d;s 

Dt 

A'k = ~ (O((Jm oXm + o((Jm OXm) 
I 2 ox? ox~ ox~ ox? 

(31) 

(32) 

Durch (31) wird die konvektive Zeitableitung von (dS)2 durch die Lagrange
Koordinaten des Linienelementes ausgedriickt. Die Aik bilden die Komponen
ten eines symmetrischen Tensors 4, des Deformationsgeschwindigkeitstensors 
in Lagrange-Darstellung. Dieser Tensor findet im allgemeinen keine Verwen
dung. 
Wir wollen jedoch jetzt die konvektive Zeitableitung von (dS)2 in Euler
Koordinaten ausdriicken, indem wir mit Hilfe der Kettenregel 

° ox? dx· =-dx 
I oXr r 
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die Differentiale in Euler-Koordinaten einfiihren und finden wegen 

D(ds)2 ax? ox~ 
--- = 2Aik - - dxrdxs 

Dt oXr oXs 

= (Orpm ax? OXm OX~ + orpm OX~ OXm ax?) dx dx 
ax? OXr OX~ OXs OXk OXs ax? OXr r s 

die bekannte Darstellung 

D(ds)2 
--- = 2d·k dx.dxk = 2dx . D . dx Dt 1 1 - ~ -

(33) 

mit 

(34) 

Die d ik bilden die Komponenten eines symmetrischen Tensors 12, des 
Deformationsgeschwindigkeitstensors in Euler- Koordinaten. 
In einer rein viskosen Flussigkeit ist der Spannungstensor in Euler-Koordina
ten eine eindeutige Funktion des Tensors Q. 
Der Deformationsgeschwindigkeitstensor in Euler-Koordinaten hat in einem 
Zylinderkoordinatensystem die Form ([234]): 

OVr oVz 
2d =-+-

rz oz or 
OVI) VI) 1 oVr 

2dl)=---+--
r or r r 09 

OVI) 1 oVz 
2d =-+--I)z OZ r 09 

(35) 

und in einem Polarkoordinatensystem: 

OV'I' 1 oVr v'I' 
2d =-+------

r'l' or r sin 9 orp r 

2dl) = ~ oV'I' + _1_ OVI) _ cot9 v 
'I' r 09 r sin 9 orp r 'I' 

(36) 

d = _1_ oV'I' + vr + cot9 vI) 
'1''1' r sin 9 orp r r 
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15.4 Einfache Deformations- und Stromungstypen 

Einige wichtige einfache Beispiele haufig verwendeter Deformationstypen 
seien kurz genannt: 

Zeitabhiingige einfache Scherung: 
1m Faile der zeitabhangigen einfachen Scherung werden ebene, zur x-Richtung 
senkrecht stehende Schichten des Materials geradlinig in der x-Richtung 
bewegt; die GroBe der Verschiebung ist proportional der y-Koordinate. Die 
Bahngleichungen lauten: 

Xl = x~ + x~ y (t) (37) 

y (t) darf eine beliebige stiickweise differenzierbare Funktion der Zeit sein, die 
der Bedingung gehorcht, daB 

y (t) = 0 fUr t ::( to 

sein muB. y heiBt die zeitabhiingige Scherung. Aus (37) findet man fUr das 
Geschwindigkeitsfeld und das Beschleunigungsfeld 

({JI = x~ yet) VI = X 2 yet) PI = x~ yet) b l = X 2 yet) 

Deformationsgradient und Deformationstensoren werden: c y(t) 0) -, c -y(t) 0) c;·~G 
y 

D Fik = 0 1 0 Fik = 0 t 0 t +y2 
001 o 0 1 0 

C -y 0) CY' r 0) 
H;. ~ c~;' Aik = - Y 1 + y2 0 Bik = Y 1 0 

001 o 0 1 

Die Deformationsgeschwindigkeitstensoren haben die Form: 

dik = Dik = - Y (t) 1 0 0 
1 (0 1 0) 
2 0 0 0 

Aik=-y(t) 1 2y 0 1 (0 1 0) 
2 0 0 0 

Wenn speziell yet) eine linear mit der Zeit wachsende Funktion ist 

y (t) = q (t - to) fur t ~ to 

-y 

D 1 
0 

(38) 

ist die Deformation beschleunigungsfrei (fJI = bl = 0). Diesen Spezialfall 
bezeichnet man als die einfache, nicht beschleunigte Scherstromung. q heiBt 
dann der Stromungsgradient. 

Einfache lineare inkompressible Dehnung: 
Bei dieser Deformation, die z. B. beim Zugversuch mit groBen Deformationen 
realisiert ist, wird das Material homogen in der x-Richtung gedehnt und in den 
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dazu senkrechten Richtungen so gestaucht, daB keine Volumenanderung 
erfolgt. Die Bahngleichungen lauten: 

1 0 

X2 = VA(t) X2 
(39) 

A (t) darf eine beliebige, stiickweise differenzierbare Funktion der Zeit sein, 
wobei 

A (t) = 1 fUr t ~ to 

sein muB. A heiBt Dehnverhiiltnis, 

e(t)=A(t)-1 (40) 

heiBt die Dehnung und 

eH (t) = In A (t) (41) 

heiBt das Hencky'sche Dehnmafi (die Hencky-Dehnung). 
Der Deformationsgradient und die Deformationstensoren werden: 

COO ) C' 00) Fik = 0 A - 1/2 0 Fik 1 = ~ A 1/2 0 
o 0 A -1/2 o A 1/2 

COO ) C' 
0 

D~H" Cik = 0 rio = Bik Aik = ~ A 
o 0 A-I 0 

Geschwindigkeitsfeld und Beschleunigungsfeld werden: 

({JI = x? ~(t) ({J2 = -!x~ ~(t)/A3/2 ({J3 = -!x~ ~(t)/A3/2 

VI = XI~(t)/A = XISH(t) V2 = -!X2~(t)/A = -!X2 SH(t) 

PI = x? X(t) P2 = -!x~[X(t)_!~2(t)/A(t)]/A3/2 ... 

b l = xIX(t)/A(t) b2 = -!X2[X(t)_!~2(t)/A(t)]/A(t) ... 

die Deformationsgeschwindigkeitstensoren werden: 

(1 0 0) 
dik = Dik = SH(t) 0 -1/2 0 

o 0 -1/2 

~ (t) (A 3 0 0) 
L1ik = A2 (t) 00 -1/2 0 

o -1/2 

Lineare homogene Deformation: 
Ein Wiirfel, dessen Kanten parallel den Koordinatenachsen orientiert sind, 
wird in den drei Koordinatenrichtungen gedehnt oder gestaucht. Die Bahnglei
chungen lauten: 

XI = AI (t) x? X2 = A2 (t) x~ X3 = A3 (t) x~ (42) 
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die Ai (t) durfen beliebige, stuckweise differenzierbare Funktionen der Zeit sein, 
die der Bedingung 

gehorchen. Die Ai heiBen Dehnverhiiltnisse. Geschwindigkeits- und Beschleuni
gungsfe1d werden 

({J1 = ~I (t) x? 
VI = X1~1 (t)/A1 (t) 

fJI = XI (t) x? 
b 1 = Xl (t)/A1 (t) 

({J2 = ~2 (t) x~ 

v 2 = x 2 ~2 (t)/A2 (t) 
.• 0 

fJ2 = A2 (t) x 2 

b2 = X2 (t)/ A2 (t) 

({J3 = ~3 (t) x~ 

V3 = X3~3(t)/A3(t) 

fJ3 = X3(t)X~ 

b3 = X3 (t)/ A3 (t) 

Deformationsgradient und Deformationstensoren sind 

C-
O 

D C' 0 

An Fik = ~ A2 Fik 1 = ~ Az 1 

0 0 

C' 
0 

~) ~ B" C" 
0 

~ ) ~ H" Cik = ~1 A~ Aik = ~ A- 2 
2 

0 A~ 0 A3 2 

und die Deformationsgeschwindigkeitstensoren: 

15.5 Dynamik deformierbarer Medien; die ErhaItungssiitze 

Die hiernach zu besprechenden Gesetze (die Grundgesetze der Dynamik 
deformierbarer Medien) gel ten fur alle deformierbaren Stoffe unabhangig von 
ihrer Konsistenz (also fUr Flussigkeiten, Gase, Festkorper, polymere Substan
zen im festen und geschmolzenen Zustand). Es handelt sich bei diesen Gesetzen 
urn die Erhaltungssatze von Masse, Impuls, Drehimpuls, Energie usw. Eine 
sehr elegante Darstellung dieser Materie, in der aile Erhaltungssatze abgeleitet 
werden, findet der Leser in [235]. Wir folgen dieser Darstellung, allerdings in 
sehr verkurzter Form. 
Wir betrachten ein Zustandsfeld a (~; t), das eine Dichte einer extensiven GroBe 
A darstellt. Dann gilt fur die Menge A dieser extensiven GroBe in einem 
raumfesten Volumen V 

A = S a(~; t)dr 
v 
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wobei dr das Volumenelement (in Euler-Koordinaten) ist. Die Anderung von 
A pro Zeiteinheit setzt sich aus der Menge deA/dt, die iiber den Rand von V pro 
Zeiteinheit ausgetauscht wird, und der pro Zeiteinheit in V erzeugten (oder 
vernichteten) Menge d j A/dt zusammen. Es sei qa (~; t) die lokale Quellstarke 
von A, dann gilt: 

Es sei weiter ja (~; t) die Stromdichte der GroBe A, definiert durch die 
Bedingung, daB 

die Menge von A ist, die pro Zeiteinheit durch das FUichenelement dfvon innen 
nach auBen hindurchtritt. Dann gilt 

wobei das Integral iiber die Oberflache 0 des Volumens V zu erstrecken ist. 
Wir setzen 

dA deA djA 
-=--+-
dt dt dt 

Das Minuszeichen im ersten Term rechts sorgt dafiir, daB der Term positiv ist, 
wenn ja antiparallel zu df ist, d. h. wenn die Quantitat A in V hineinstromt. 
Anwendung des GauB'schen Satzes und Obergang zu beliebig kleinen 
Volumina ergibt schlief31ich den Erhaltungssatz for A: 

aa(~;t) . at +E·la(~;t)=qa(~;t) (43) 

E ist der Nabla-Operator. Gl. (43) ist der Erhaltungssatz fUr die volumenspezi
fische Dichte a (~; t) der extensiven GroBe A. 
Man kann auch eine auf die Masseneinheit bezogene Dichte der extensiven 
GroBe A definieren durch die Gleichung 

a (~; t) = a (~; t)/e (~; t), (44) 

wobei e (~; t) die Dichte des Mediums darstellt, das sich zum Zeitpunkt t gerade 
in ~ befindet. Urn einen Erhaltungssatz fur die massenspezifische Dichte von A 
abzuleiten, fuhrt man zuerst die substantielle Ableitung von A ein: 

Da(~; t) = aa(~; t) + vex. t) . Va(x· t) 
Dt at - -, - -, (45) 

Die substantielle Ableitung von a (auch konvektive Ableitung von A) gibt die 
Anderung von a, wenn man die Entwicklung von a fur das zur Zeit tam Ort ~ 
beobachtete Massenelement studiert (d. h. die Zeitableitung von a bei konstant 
gehaitenen Lagrange-Koordinaten bildet). Zwei Beispiele solcher substantiel
len Ableitungen haben wir in den Gin. (14.18) und (15.9) bzw. (15.11) bereits 
kennengelernt. 
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Onter Verwendung der substantiellen Ableitung erhalt man [235], die Bilanz
gleichung der massenspezifischen Dichte a: 

Da(x; t) 
e D~ + 1:: ·li.(~;t) - a(~;t) y(~;t)] = q.(~;t) (46) 

Der zweite Ausdruck auf der linken Seite ist die Divergenz der konduktiven 
Stromdichte von A 

(47) 

d.h. der Stromdichte von A relativ zu y, also die Menge von A, die pro 
Zeiteinheit durch eine mitbewegte Flache, senkrecht zu J., hindurchtritt. 
Wir werden nun die Bilanzgleichungen (43) oder (46) auf verschiedene 
extensive GroBen anwenden. Dabei werden wir uns auf den Fall beschranken, 
daB das stromende Medium nur eine einzige Stoffkomponente enthalt. 

Die Kontinuitatsgleichung (Erhaltung der Masse): 
Es sei a (~; t) die Massendichte e (~; t). Dann ist die zugehorige extensive GroBe 
die gesamte Masse M, die Stromdichte j. = ey und die lokale Quellstarke ist 
Null. GI. (43) ergibt die Kontinuitatsgletchung. 

ae - + V . (nv) = 0 at - ,,- (48) 

oder, unter Verwendung von (45), in der Form der substantiellen Dichteande-
rung 

De . 
Dt + ed1V(Y) = 0 

Fuhrt man das spezifische Volumen 

v = lie 

ein, dann wird die substantielle Anderung des spezifischen Volumens 

1 Dv 
- - = div(v) v Dt - , 

(49) 

(50) 

(51) 

woraus man ersieht, daB die Divergenz des Geschwindigkeitsfeldes die relative 
substantielle zeitliche Anderung des spezifischen Volumens beschreibt. 
Fur uns ist besonders der Spezialfall interessant, daB das Medium inkompressi
bel is! (e = konstant). Dann wird die Kontinuitatsgleichung 

I div(y) = 0 I 

Diese Gleichung lautet fUr ein kartesisches Koordinatensystem: 

avo 
_1=0 
aX j 

(52) 

(53) 
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fUr ein Zylinderkoordinatensystem: 

1 o(rvr) 1 oVI1 oVz 

~~+~a9+az-=0 (54) 

und fUr ein raumliches Polarkoordinatensystem: 

1 a 2 1 O. 1 OV <p 
- - (r v) + -- - (v sm 9) + -- -- = 0 
r2 or r r sin 9 09 11 r sin 9 orp (55) 

Die Bewegungsgleichungen (Erhaltung des Impulses): 
Es sei a (~; t) die i-te Komponente der Impulsdichte des Massenelementes, d. h. 
a = QVi . Die konduktive Stromdichte der i-ten Impulskomponente habe die 
drei Komponenten -ail' -ai2 , -ai3 , d.h. es sei: 

und 

Den Quellterm von A bezeichnen wir mit Fi . Dann erhalten wir aus der 
Bilanzgleichung in der Form (46) die Beziehung 

Dv· 
n -' - Vk a'k = F 
~ Dt ' , 

Eine analoge Gleichung gilt auch fUr die beiden anderen Komponenten der 
Impulsdichte, so daB man aile drei Gleichungen vektoriell zusammenfassen 
kann: 

(56) 

Dies sind die Bewegungsgleichungen in Euler-Koordinaten in invarianter 
Form. Sie sind der Ausdruck der Erhaltung des Impulses. Die a ik bilden die 
kartesischen Komponenten eines Tensors ~, den man als Spannungstensor 
bezeichnet 1. E ist das Vektorfeld der an der Materie direkt angreifenden 
Volumenkrafte. Ein Beispiel ware die Schwerkraft oder die Zentrifugalkraft in 
einem rotierenden System. Dy/Dt bzw. 12 sind die in (9) dargestellten 
Beschleunigungen. In kartesischen Koordinaten lauten die Bewegungsglei
chungen 

(57) 

die Darstellung der Bewegungsgleichungen in Zylinderkoordinaten und in 
Polarkoordinaten wurde bereits in Gl. (10.6) und (10.8) gegeben. 

1 Der in [235] eingefUhrte Spannungstensor I ist mit dem transponierten Tensor ~ identisch. 
Wir haben die Definition des Spannungste-nsors so gewahit, daB die Transformationsgiei
chung fUr die Spannungen mogiichst einfach wird (G\. (58». 
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Die GroBe a ik gibt den FluB der i-ten Impulskomponente pro Zeiteinheit und 
pro FUieheneinheit dureh eine FHiehe normal zur k-Riehtung an. Dies ist aber 
gerade die i-te Komponente der Kraft pro FHieheneinheit (d.h. der Spannung) 
auf eine Flaehe normal zur k-Riehtung. Die Spannung ~ auf eine Flaehe mit 
dem Normalenvektor n ist dann gegeben dureh: 

~= S' n oder in Komponenten (58) 

wobei ni die Komponenten des Normalenvektors !! sind. 

Symmetrie des Spannungstensors (Erhaltung des Drehimpulses): 
Es sei a (~; t) die i-te Komponente der Drehimpulsdiehte des Massenelementes 
d.h. 1 

a (~; t) = Ii = {! (~ X Y)i = {!cijk Xj Vk 

Die konduktive Stromdiehte von Ii ist dann ein Vektor mit den Komponenten 
(mil' mil' m i3 ) mit 

Der Quellterm sei M i; dann findet man fUr die Erhaltungsgleiehung von Ii aus 
Gl. (46): 

oaks DVk 
c"kak' + c"kX, -- + M, = nC"kX' -- = nC1'J'kXJ' bk (59) IJ J IJ J oXs 1 '" IJ J Dt '" 

Dies ist die i-te Komponente einer invarianten Gleichung, die die Erhaltung des 
Drehimpulses ausdriiekt. ~ ist dabei das Vektorfeld des an der Materie direkt 
angreifenden Drehimpulses, In dieser Form wird das Erhaltungsgesetz jedoeh 
fast nie angewendet, da man fUr die groBte Zahl aller Stoffe annehmen darf, 
daB der Spannungstensor symmetriseh ist. 
Wenn die Massenelemente keinen inneren Drehimpuls tragen konnen, d.h. 
wenn Momente nieht iiber groBe Abstande dureh das Material iibertragen 
werden konnen, muB das Moment der Krafte, die auf ein einzelnes Volumen
element wirken, versehwinden, d. h. es muB der Spannungstensor symmetrisch 
sem: 

a ik = a ki fUr aIle i, k (60) 

Diese Bedingung gilt aueh fiir die gemisehten Komponenten des Spannungs
tensors in krummlinigen Koordinatensystemen. Diese Gleiehung tritt dann an 
die Stelle von (59) fUr die Erhaltung des Drehimpulses. In diesem Fall wird das 
Vektorfeld des an der Materie angreifenden Drehimpulses nur yom Vektorfeld 
der an der Materie direkt angreifenden Volumenkrafte erzeugt. 

1 Diese Schreibweise ist eine Abkiirzung fiir das Vektorprodukt der beiden Vektoren l\ und y 
mit Hilfe des Tensors eijk , dessen kartesische Komponenten folgendermaBen definiert sind: 
eijk = + 1 ( -1), wenn ijk eine gerade (ungerade) Permutation von 123 ist, und ejjk = 0, wenn 
zwei Indizes gleich sind, 
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Dies sieht man, wenn man Gl. (57) mit GijkXj multipliziert und das Resultat von 
Gl. (59) abzieht. Es folgt: 

Wenn der Spannungstensor symmetrisch ist, verschwindet die linke Seite dieser 
Gleichung und es gilt ~ = (~ x E). 
Wir werden im allgemeinen annehmen, daB der Spannungstensor fur die von 
uns betrachteten Polymerschmelzen und polymeren Netzwerke symmetrisch 
ist und Gl. (60) zugrunde legen. 
Stoffe, fur die Gl. (60) nicht gilt, heiBen Cosserath-Medien. Fur diese muB 
Gl. (59) als Drehimpulsbilanz verwendet werden. Cosserath-Medien sind z. B. 
mit langen, dunnen Nadeln gefUllte Komposit-Stoffe oder Materiale, die starke 
Dipole aufweisen und unter dem EinfluB von auBeren Feldern orientiert 
werden (Ferrofluide). 

Die Energiebilanz (Der erste H auptsatz der Thermodynamik): 
Die Energiedichte des Systems sei e (~; t); sie enthalt einen Anteil der 
kinetischen Energie der Teilchen, der durch (!v2/2 gegeben ist und die innere 
Energiedichte u (~; t): 

1 
e(~; t) = 2" (!V2 + u(~; t) (61) 

Die Quelldichte fUr die Energie wird durch die direkt angreifenden auBeren 
Krafte hervorgerufen; diese leisten pro Zeiteinheit die Arbeit 

q = V· F e _ _ 

Bezeichnen wir die konduktive Stromdichte der Energie mit Ie' dann wird die 
Energiebilanz fUr die massenspezifische Energiedichte 

und es gilt nach (61) 

De 
n - + J7.J = v . F "Dt - -e - -

(62) 

Man erhalt fUr den zweiten Term auf der rechten Seite unter Verwendung der 
Bewegungsgleichungen (56) und der Symmetriebedingung fUr den Spannungs
tensor (60): 

n ~ (~V2) = J7 . (v . S) + v . F - S : D "Dt 2 - - - - - -- (63) 

wobei S: Q das doppelt-verjungte Produkt des Spannungstensors mit dem 
Deformationsgeschwindigkeitstensor darstellt: 

(64) 
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(63) ist die Bilanzgleichung der kinetischen Energiedichte. Dabei ist 
Y . E - ~ : 12 die Quelldichte und - Y . ~ die Stromdichte fUr die kinetische 
Energie. 
Fur die massenspezifische innere Energie erhalten wir durch Kombination von 
(62) und (63) die Bilanzgleichung: 

wobei 

Dti 
f)~+I7'Q=S:D 
"Dt - - --

9 = Ie + y' ~ 

(65) 

(66) 

die konduktive Stromdichte der inneren Energie darstellt. Die konduktive 
Stromdichte der Gesamtenergie Ie setzt sich additiv aus Q und der konduktiven 
Stromdichte der kinetischen Energie - y . ~ zusammen. 
Die konduktive Stromdichte der inneren Energie setzt man proportional dem 
Gradienten des Temperaturfeldes an 

9 = -AE'T (67) 

und erhalt somit fUr die Bilanzgleichung der inneren Energie 

(68) 

Diese Bilanzgleichung entspricht dem ersten Hauptsatz der Thermodynamik 
(die Zunahme der inneren Energie ist die Summe aus zugefuhrter Warmemenge 
und der am System von den aul3eren Kraften geleisteten Arbeit). 
Aus Gl. (13.2) erhalt man den Zusammenhang zwischen der zeitlichen 
Anderung der spezifischen inneren Energie und der Temperatur bei konstan
tern Volumen zu 

Dti DT 
Dt = cy ill 

und deshalb lal3t sich (68) auch schreiben als 

I "' DT - V' (A I7T) = S: D 
" y Dt - - -- (69) 

In dieser Form wird die Energiebilanz angewendet, wenn man die Temperatur
verteilung in einer stromenden Flussigkeit als Foige der inneren Reibung 
berechnen will. 

Die rheologische Zustandsgleichung 

Die bisher behandelten Erhaltungssatze reichen allein noch nicht aus, urn 
Probleme der Deformation und des Fliel3ens visko-elastischer Stoffe unter dem 
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Einflu13 von au13eren Kraften zu behandeln. Dies sieht man, wenn man die 
Anzahl der unbekannten Feldfunktionen mit der Anzahl unabhangiger 
Gleichungen vergleicht. Die zu bestimmenden Feldfunktionen sind im allge
meinen Fall: 

Die Komponenten des Spannungstensors aik (~; t) 
die Lagrangekoordinaten gi (~; t) oder 

Anzahl 9 

das Geschwindigkeitsfeld Vi (~; t) 
das Temperaturfeld T (~; t) 
das spezifische Volumen v (~; t) 

3 
1 
1 

zusammen 14 

Wir haben also 14 unbekannte Feldfunktionen. Zu deren Berechnung stehen 
folgende Differentialgleichungen zur Verfiigung: 

die Bewegungsgleichungen (56) 
die Drehimpulserhaltung (60) 
die Kontinuitatsgleichung (48) 
die Energiebilanz (69) 

Anzahl unabhangiger Gleichungen 3 
3 
1 
1 

zusammen 8 

Es fehlen deshalb zur vollstandigen Bestimmung des Problemes 6 Gleichungen. 
Dies sind die Zusammenhange zwischen den Komponenten des - symmetri
schen - Spannungstensors und den Komponenten des Green'schen Deforma
tionstensors Bik oder den Komponenten des Deformationsgeschwindigkeits
tensors dik . Diese Zusammenhange konnen die Form von Differentialglei
chungen oder von Integralgleichungen haben. Wir deuten sie vorlaufig 
symbolisch folgenderma13en an: 

oder (70) 

Wahrend die Erhaltungsgleichungen fUr aile Stoffe die gleiche Form haben, 
kommt die Konsistenz des betrachteten Stoffes in dem Gleichungssystem (70) 
zum Ausdruck, das deshalb auch die rheologische Zustandsgleichung genannt 
wird. In der Form der rheologischen Zustandsgleichung unterscheiden sich 
also elastische von viskosen oder visko-elastischen Stoffen, Festkorper von 
Fliissigkeiten oder Gasen usw. 
Nicht in allen Fallen ist es notwendig, aile 14 Gleichungen zur Berechnung 
heranzuziehen. Ein haufig vorkommender Spezialfall ist der des inkompres
siblen Mediums, bei dem die Volumenanderung gegen die Formanderungen 
vernachlassigt werden darf. In diesem Fall ist das spezifische Volumen zeitlich 
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und ortlieh konstant, und die KontinuiHitsgleiehung entartet zur Gl. (52), die 
die Menge der zuUissigen Stromungsformen auf die inkompressiblen Stromun
gen besehrankt. 
Eine weitere Vereinfaehung kann sieh dadureh ergeben, daB die Temperatur 
uberall konstant ist, und dureh die innere Reibung keine signifikante 
Temperaturerhohung hervorgerufen wird. In diesem Fall entfallt die Tempera
tur als abhangige Variable, und die Energiebilanz (69) ist identiseh erfUllt. 

15.6 Hauptachsentransformation des Spannungstensors 

Bevor wir die Gestalt der rheologisehen Zustandsgleiehung diskutieren 
konnen, mussen wir die Hauptaehsentransformation symmetriseher Tensoren 
und ihre Invarianten bespreehen. Dies soll am Beispiel des Spannungstensors 
eriautert werden. 
Kennt man die kartesischen Komponenten des Spannungstensors in einem 
Punkt ~, dann kann man den Spannungsvektor ~ auf eine willkuriiche Flache 
mit der Flachennormalen n durch diesen Punkt berechnen (Gl. (58)). Es erhebt 
sich nun die Frage: Gibt es Richtungen n, so daB die Spannung ~(n) parallel 
der Flachennormalen ist? Anders ausgedruckt: Gibt es Flachen, an denen nur 
Normalspannungen, aber keine Scherspannungen angreifen, und welche 
Richtungen haben diese Flachen? Dies ist das Problem der Hauptachsentrans
formation des Spannungstensors. 
Sind die Vektoren ~ und n parallel, dann gilt 

oder (71) 

wobei A ein beliebiger Skalar ist. Setzt man Gl. (58) in (71) ein, dann ergibt sich 
folgendes Gleichungssystem fur die drei Richtungskosinusse des Normalen
vektors n: 

(all -A)nl + a 12 n2 + a13n3 = 0 
a2l n l + (a22 - A) n 2 + a23 n3 = 0 

a3l n l + a32 n 2 + (a3 3 - A) n3 = 0 

(72) 

(72) stellt ein lineares, homogenes Gleichungssystem fUr die gesuchte Flachen
normale dar. n l , n 2 , n3 sind die Unbekannten, die a ik sind als gegeben zu 
betrachten und der Parameter ), darffrei gewahlt werden. (72) hat dann und nur 
dann eine nicht-triviale Lasung, wenn die Determinante des Gleichungssy
stems verschwindet, d. h. wenn 

all - A a12 

a2l a22 - A =0 (73) 
a3l a32 

ist. Dies ist eine Gleichung dritten Grades fUr A. Entwicklung der Determinante 
nach Potenzen von A fUhrt zur sog. Sakulargleichung: 

(74) 
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Die GraBen lu, IIu, IIIu sind Abkurzungen fur die Ausdrucke: 

lu = all + a ZZ + a 33 

IIu = a ll a 22 - alZaZI + a ZZ a 33 - a Z3 a 32 + a 33 a ll - a 31 a U 

Illu = det(S) = alla2Za33 + al2aZ3a3l + al3a3ZaZI 
(75) 

und heiBen die drei Invarianten des Spannungstensors. Wenn die Komponenten 
des Spannungstensors bekannt sind, kannen die Invarianten berechnet werden, 
und die Siikulargleichung liefert drei Wurzeln fur A.. Wenn der Tensor S 
symmetrisch ist, sind aile drei Wurzeln reel!. 
Wir bezeichnen diese Wurzeln mit 

sie heiBen Hauptspannungen oder die Eigenwerte des Spannungstensors. Zu 
jeder dieser drei Wurzeln gibt es dann eine (nicht-triviale) Lasung des 
Gleichungssystems (72): 

Fur: Lasung fur den Normalenvektor: 

A. = a l : n = n(1) = (n\l), n~l), n~l)) 

A. = az : n = n(Z) = (n\Z), n~Z), n~2)) 

A = a 3 : n = n(3) = (n\3), n~3), n~3)) 

Gleichungssystem: 

a ik n~1) = a l nl!) 

a ik n~2) = az n\Z) 

a ik n~3) = a3 np) 

(76) 

Die drei Einheitsvektoren n(l), n(Z), n(3) heiBen Hauptspannungsrichtungen. 
Wenn die drei Hauptspannungen voneinander verschieden sind, stehen aile 
drei Hauptspannungsrichtungen aufeinander senkrecht. Man zeigt leicht, daB 
aus der Annahme a l #- az folgt, daB das Skalarprodukt der beiden Einheitsvek
toren nIl) und n(Z) verschwindet. Zu diesem Zwecke multipliziert man die erste 
der Gleichungen des Gleichungssystems (76) mit n\Z), die zweite Gleichung mit 
np), summiert jeweils uber den Index i und zieht die beiden Gleichungen 
voneinander abo Wegen der Symmetrie des Spannungstensors resultiert dann: 

oder wegen 

auch q.e.d. 

Man kann dann n(l), n(2), n(3) als Basisvektoren eines neuen Koordinatensyste
mes wiihlen, des Hauptachsensystemes des Spannungstensors. 1m Hauptachsen
system haben die Komponenten des Spannungstensors die Werte 

(77) 

und seine Matrix ist auf Diagonalform. 
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Wenn 0"1 = 0"2 i=0"3 ist, dann ist jede zu n(3) senkrechte Richtung eine 
Hauptachsenrichtung, und jedes kartesische Koordinatensystem mit einer 
Achsenrichtung parallel zu n(3) ist ein Hauptachsensystem. Wenn 0"1 = 0"2 = 0"3 

ist, dann ist jede Richtung eine Hauptachsenrichtung und jedes kartesische 
Koordinatensystem ein Hauptachsensystem. 
Der Name Invariante fUr die drei Ausdrucke (75) deutet ihre Unabhiingigkeit 
von der Wahl des Koordinatensystems an. Wir betrachten auGer dem ursprung
lichen kartesischen Koordinatensystem mit den Grundvektoren ~1' ~2' ~3 
noch ein hierzu gedrehtes kartesisches Koordinatensystem (das "gestrichene" 
Koordinatensystem) mit den Grundvektoren ~'1' ~~, ~~ . Seien die Komponen
ten eines Vektors lS im ursprunglichen Koordinatensystem Xl' x2 , X3 und im 
gestrichenen System X'l, x~, x~, so geiten die Gleichungen 

(78) 

wobei aij = (~: .~) der Kosinus des Winkels zwischen der neuen i-Richtung und 
der aitenj-Richtung ist. Fur die Komponenten eines Tensors gilt entsprechend 
die Transformationsregel: 

(79) 

oder, wenn man die Matrix mit den Koeffizienten aik mit A und die Matrices 
mit den Koeffizienten O"ik bzw. O"(k mit S und S' bezeichnet, als Matrixgleichung 
geschrieben: 

S' = A· S· A (79') 

wobei A die zu A transponierte Matrix bedeutet. Da es sich urn eine Drehung 
handelt, ist die Matrix A orthogonal, d. h. sie gehorcht den Bedingungen: 

und 

und 

A·A=E oder 
(80) 

Obwohl jede einzelne Tensorkomponente sich bei der Drehung nach Gl. (79) 
transformiert, bleiben doch die Kombinationen la, I1a' IlIa unveriindert, d. h. 
es geiten die Gleichungen: 

III~ = IlIa (81) 

Die Gultigkeit dieser Gleichungen liiGt sich beweisen, indem man (79) in (75) 
einsetzt und von der Orthogonalitiit der Matrix A Gebrauch macht. Dies 
gelingt leicht fUr die erste und die dritte Invariante: 

I1I~ = det (A . S . A) = det (A) det (S) det (A) = det (A· A) det (S) 

= det (S) = IlIa 

Der Beweis fUr die zweite Invariante ist etwas langwieriger. Ein viel eleganterer 
Beweis der Gl. (81) folgt aus der Siikulargleichung. Diese Gleichung bestimmt 
die Werte der Hauptspannungen 0"1' 0"2' 0"3; die Hauptspannungen konnen 
jedoch nicht von der Orientierung des Ausgangskoordinatensystems abhiin-
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gen, sondern mussen gegenuber Drehungen dieses Koordinatensystems inva
riant sein (sie sind ja invariante Eigenschaften des Tensors S an der Stelle ~). 
Deshalb konnen auch die Koeffizienten von Gl. (74) nicht von der Wahl des 
Koordinatensystems abhangen; und diese Koeffizienten sind ja gerade die 
Invarianten. 
Da die Gl. (74) die Nullstellen 0'1' 0'2' 0'3 besitzt, gilt 

-,p + ler,F - HerA + Iller = -(A-a1 ) (A-a2 ) (A-a3 ) 

Koeffizientenvergleich nach Potenzen von A liefert: 

ler = 0'1 + 0'2 + 0'3 

Her = 0'10'2 + 0'20'3 + 0'30'1 

Iller = 0'10'20'3 

woraus ebenfalls die Invarianz von ler' lIer' Iller folgt. 

(82) 

Schliel3lich lei ten wir aus der Sakulargleichung noch eine Gleichung fur den 
Tensor S selbst abo Diese Gleichung heiBt Caley-Hamilton Gleichung und 
lautet: 

(83) 

Der Tensor S und die Matrix seiner Komponenten gehorchen derselben 
Gleichung wie die Eigenwerte. Allerdings ist g jetzt der Einheitstensor und Q 
der Nulltensor. Der Beweis der Gleichung von Caley-Hamilton ist einfach. 
Wenn die Gleichung im Hauptachsensystem gilt, dann gilt sie auch in jedem 
beliebigen Koordinatensystem. Es genugt daher, sie fur das Hauptachsensy
stem zu beweisen. Wir stellen fest, daB zugleich mit dem Tensor S auch der 
Tensor S2 und der Tensor S3 auf Hauptachsen sind. 1m Hauptachsensystem 
lautet die Gl. (83): 

( ai 0 0) ( a~ 0 0) ( 0'1 0 
- 0 ai 0 + ler 0 d 0 - lIer 0 0'2 

o 0 a~ 0 0 a~ 0 0 

o 
0) (000) o = 0 0 0 
1 0 0 0 o 

Fur die Nicht-Diagonalelemente lautet diese Gleichung einfach 0 = 0; fUr die 
Diagonalelemente lautet sie 

fur i = 1, 2, 3 

und diese Gleichung ist fUr aile i erfullt, da die a j ja Losungen der 
Sakulargleichung sind. 
Die Gleichung von Caley-Hamilton ist besonders wichtig. Man kann mit ihrer 
Hilfe jede Potenz des Spannungstensors durch eine Linearkombination von g, 
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S und SZ ausdrucken, wobei die Koeffizienten skalare Funktionen der 
Invarianten sind. Beispiele sind: 

S3 = III" E - II" S + I" SZ 

S4 = III" S - II" SZ + I" S3 = I" III" E + (III" - I" II,,) S + (I; - II,,) SZ 

S-l = II" E _ ~ S _1_ SZ 
- III - III -+m -

" " " 
Allgemein gilt fur jede ganzzahlige Potenz: 

(84) 

wobei Fo, F I , Fz drei skalare Funktionen der Invarianten des Tensors sind. 

Beispiel: Hauptachsentransformation im zweidimensionalen Spannungszu
stand: 
Wir betrachten einen zweidimensionalen Spannungszustand, d. h. wir nehmen 
an, daB die z-FHichen spannungsfrei sind; dann gilt a 13 = aZ3 = a33 = ° und 
die Matrix der Komponenten des Spannungstensors hat die Gestalt: 

Dann ist naturlich ~3 eine Hauptspannungsrichtung mit dem Eigenwert 0. Die 
beiden anderen Hauptspannungsrichtungen mussen in der 1-2 Ebene liegen; ~l 
und ~Z seien die ursprunglichen Xl und xz-Richtungen, ~I und ~II seien die 
gesuchten Hauptspannungsrichtungen (siehe Abb. 15.6). Ein Punkt P habe in 
der 1-2 Ebene im ursprunglichen Koordinatensystem die Koordinaten Xl und 
Xz , im Hauptachsensystem die Koordinaten X'l und x~. Wenn X der Winkel 
zwischen der k und ~I-Richtung ist, liiBt sich die Transformation der 
Komponenten des Ortsvektors yom Hauptspannungssystem in das ursprungli
che Koordinatensystem so fort aus Abb. 15.6 ablesen: 

Xl = x~ cosX - X; sinX 

X z = x~ sinX + X; cosX 

X3 = x~ 

(85) 

Die Transformation yom gestrichenen in das ungestrichene Koordinatensy
stem wird also durch folgende Drehmatrix vermittelt: 

mit (
COS X -sinx 0°

1
) 

bik = Si~x co;x 
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I . 

X2 Sin X 

I 
I 

I I 
I I I 

--- x~ cos X -"-----' 

Abb. 15.6. Zur Hauptachsentransformation im zweidimensionalen Spannungszustand 

Wenden wir die gleiche Matrix auf die Transformation der Komponenten des 
Spannungstensors an, dann finden wir wegen 

und wegen 

folgendes Gleichungssystem: 

all = 0'1 cos2 X + 0'2 sin 2 X 

0'22 = 0'1 sin 2 X + 0'2 cos 2 X 

0'12 = (0'1 - 0'2) sinx cosx 

(86) 

Zur Umkehrung dieses Gleichungssystemes schreiben Wlr es zuerst in der 
Form: 

all - 0'22 = (0'1 - 0'2) cos 2X 

20'12 = (0'1 - 0'2) sin 2X 

Quadrieren der beiden ersten Gleichungen und addieren ergibt (0'1 - 0'2)2 und 
teilen der zweiten Gleichung durch die erste ergibt tan 2x: 

0'1 - 0'2 = V(O'II - 0'22? + 40'f2 

tan 2X = 20'12/(0'11 - 0'22) 

0'1 + 0'2 = all + 0'22 

(87) 

Dieses Gleichungssystem lost das Problem der Hauptachsentransformation 
des ebenen Spannungszustandes. Die zweite Gleichung gibt die Lage des 
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Hauptachsensystems (den Winkel X), die erste Gleichung zusammen mit der 
dritten die beiden Hauptspannungen. 
Die Gin. (87) lassen die folgende geometrische Deutung zu (Mohr'scher 
Spannungskreis): Ein Kreis, des sen Mittelpunkt auf der Abszisse an der Stelle 
«0"1 + 0"2)/2; 0) liegt, und der den Halbmesser (0"1 - 0"2) hat, bestimmt die 
moglichen Kombinationen yon Normalspannungen und Schubspannungen in 
Koordinatensystemen, die gegen das Hauptachsensystem urn einen beliebigen 
Winkel X gedreht sind (s. Abb. 15.7). Eine Diagonale, die den Winkel2x mit der 

1---- 0 11 ., 

, , , , 
°2~ 
(01 +02 )/2-1 , 

~------ 01----~~~ Abb.15.7. Der Mohr'sche Spannungskreis 

Abszisse bildet, schneidet den Kreis im Punkt P. Die Koordinaten dieses 
Punktes liefern die Normalspannung 0"11 und die Scherspannung 0"12' Eine 
Parallele zur Abszisse schneidet den Kreis im Punkt Q. Die Koordinaten yon Q 
liefern die zweite Normalspannung 0"22' Bei der Konstruktion wurde angenom
men, daB 0"1 die groBere der beiden Normalspannungen ist. Derselbe 
Mohr'sche Kreis kann auch dazu dienen, das Problem der Hauptachsentrans
formation grafisch zu losen. Man zieht einen Kreis mit Mittelpunkt auf der 
Abszisse durch die Punkte P und Q. 

15.7 Hauptachsentransformation der Deformationstensoren 
und des Deformationsgeschwindigkeitstensors 

Bei der Ableitung der Gleichungen fUr die Hauptachsentransformation im 
letzten Abschnitt wurde kein Gebrauch yon der Tatsache gemacht, daB ~ der 
Spannungstensor ist. Es wurde lediglich Yorausgesetzt, daB ~ ein symmetri
scher Tensor mit reellen Komponenten ist. Deshalb gelten die Gleichungen und 
SchluBfolgerungen des letzten Abschnittes fUr jeden reellen symmetrischen 
Tensor zweiter Stufe: 
Jeder reelle, symmetrische Tensor zweiter Stufe gestattet eine Hauptachsen
transformation, durch die er auf Diagonalform gebracht wird. Die Diagonal
elemente, die die Losungen der Siikulargleichung sind, heiBen Eigenwerte des 
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Tensors. Die zueinander orthogonalen Hauptachsenrichtungen bilden die 
Hauptachsenrichtungen des Tensors. Es gelten die Gin. (74), (75) und (82) fUr 
die Invarianten des Tensors und (83) fUr die Gleichung von Caley-Hamilton 
entsprechend. 
Die Deformationstensoren C, Jj,.a und ~ sind symmetrisch und gestatten eine 
Hauptachsentransformation. Das Hauptachsensystem aller vier Tensoren ist 
das gleiche. Die Eigenwerte von ~ und C sind gleich, und die Eigenwerte von .a 
und Jj sind gleich. Wir nennen die Eigenwerte von ~ oder C b, , bz , b3 und ihre 
Invarianten IB, liB, IIIB; die Eigenwerte von .a oder Jj a" a z , a3 und ihre 
Invarianten lA, IIA' IlIA. Dann gelten folgende Gleichungen: 

IB = Ie = B" + B22 + B33 = C" + C zz + C 33 = b, + bz + b3 

lIB = lIe = BllBzz - B12 Bz, + B22 B33 - BZ3 B32 + B33 Bll - B3,B 13 

= C ll C zz - C,zCz, + C ZZ C33 - C Z3 C 3Z + C 33 C" - C 3, C 13 

= b, bz + bz b3 + b3 b, (89) 

Bll B,z B13 
IIIB = IIIe = det(B) = det(C) = Bz, Bzz B23 = b, bzb3 

B3, B32 B33 

und 

( dV)Z 
dVo 

IA = IH = A" + A22 + A33 = H" + H22 + H33 = a, + a 2 + a 3 

IIA = IIH = AllA22 - A12A21 + A22 A 33 - AZ3 A 32 + A33 A ll - A 3,A 13 

= HllH22 - H 12 H 2, + H22 H 33 - H23 H 32 + H33 H ll - H 3, H'3 

(90) 

Urn die Bedeutung der Eigenwerte b" bz, b3 der Tensoren ~ oder C zu 
erkUiren, erinnern wir uns der GI. (20). 1m Hauptachsensystem lautet diese 
Gleichung folgendermal3en: 

(ds)Z = b, (dx?)Z + bz (dX~)2 + b 3 (dx~)Z 

Ein Linienelement, das urspriingJich parallel der x?-Richtung orientiert war 
(dx~ = dx~ = 0), geht im deformierten Zustand iiber in ein Linienelement der 
Lange ds mit 

Linienelemente, die in den drei Hauptachsenrichtungen der Deformationsten
soren liegen, werden also urn das A,-fache, Az-fache, A3-fache gedehnt. 

(91) 
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heiBen deshalb Hauptdehnverhiiltnisse. Man kann auch zeigen, daB die 
Basisvektoren des Hauptachsensystems durch die Deformation in Linienele
mente iibergehen, die wieder aufeinander senkrecht stehen. Ein Quader mit den 
KantenHingen dx~ , dx~, dx~, dessen Kanten parallel dem Hauptachsensystem 
orientiert sind, wird zwar durch die Deformation gedreht, geht aber wieder in 
einen Quader iiber, dessen Kanten die Lange ,1,\ dx~, ,1,2 dx~, ,1,3 dx~ haben. 
Wegen.8- = 6 -1 folgt ein entsprechender Zusammenhang fiir die Eigenwerte 

(92) 

Einsetzen dieser Gleichung in Gl. (90) ergibt folgende Beziehungen zwischen 
den Invarianten: 

IA = IIB/IIIB 

IB = IIAIIIIA 

IIA = IB/IIIB 

lIB = IA/IIIA 

lIlA = l/IIIB 

IIIB = l/II1A 
(93) 

Schliel3lich laBt sich mit Hilfe der Caley-Hamilton Gleichung und der 
Gleichung .8- = 6 - 1 und lj = (; - 1 zeigen, daB folgende Zusammenhange 
zwischen den vier Deformationstensoren bestehen: 

.8- = IA £: - IIA 6 + lIlA 62; 

6 = IB£: - IIB.8- + IIIB.8-2; 

lj = IH £: - IIH (; + IIIH (;2 

(; = Ie£: - IIelj + IIIelj2 
(94) 

Eine ahnliche Betrachtung laBt sich fiir die Deformationsgeschwindigkeitsten
soren durchfiihren. Man beachte jedoch, daB das Hauptachsensystem des 
Deformationsgeschwindigkeitstensors Q nicht notwendigerweise mit dem 
Hauptachsensystem der Deformationstensoren zusammenfallen muB. Nur in 
Spezialfallen werden die Tensoren 6 und Q gleichzeitig auf Hauptachsen sein. 
Es seien d 1, d 2, d 3 die Eigenwerte und ID' lID' IIID die Invarianten des 
Deformationsgeschwindigkeitstensors; dann findet man die Gleichungen: 

ID = d ll + d 22 + d 33 = d 1 + d 2 + d 3 = div(y) 

lID = d ll d 22 - d 12 d 21 + d22 d 33 - d 23 d 32 + d 33 d 11 - d 31 d13 

= d 1 d 2 + d 2d 3 + d 3d 1 (95) 

d ll d 12 d13 
IIID = det(Q) = d 21 d 22 d 23 = d l d 2d 3 

d 31 d32 d 33 

Beispiel: HauptachsentransJormation der Tensoren II und (2 
im ebenen DeJormationszustand: 

Bei einem ebenen Deformationszustand vollzieht sich die Bewegung aller 
Teilchen innerhalb der 1-2 Ebene, d.h. ihre x3-Koordinate bleibt konstant. 
Die Bahngleichungen haben die Form: 

(96) 
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Das Geschwindigkeitsfeld in Eulerkoordinaten hat dann die Gestalt: 

(97) 

Die Matrices der Komponenten der Tensoren fi und Q 

haben eine analoge Gestalt wie die des Spannungstensors im ebenen Span
nungszustand. Fur beide Tensoren ist die x3-Richtung Hauptachsenrichtung 
mit den Eigenwerten b 3 = 1 bzw. d 3 = O. Die Hauptachsentransformation 
kann daher formal genauso ausgefUhrt werden, wie beim ebenen Spannungs
zustand. Wir beziehen uns auf die in Abb. 15.6 angedeutete Lage des 
Koordinatensystems und erhalten fur die Hauptachsentransformation des 
Deformationstensors: 

b l - b2 = V(B II - B22)2 + 4 Biz 

tan2x = 2BI2 /(B ll - B22) 

b l + b2 = BII + B22 

und fUr die des Deformationsgeschwindigkeitstensors: 

d l - d2 = V(d ll - d 22)2 + 4di2 

tan 2X = 2d 12/(d ll - d 22) 

d l + d2 = d ll + d 22 

(98) 

(99) 

Die Konstruktion des Mohr'schen Spannungskreises kann also auch hier 
sinngema13 angewendet werden. 

Haupfachsenfransjormafion der Tensoren I] und Q in einjacher Scherung: 

Die zeitabhangige einfache Scherung ist ein Spezialfall des ebenen Deforma
tionszustandes, in dem 

und 

sind. Wir finden deshalb fur die Hauptachsentransformation von fi die 
Gleichungen: 

b l = 1 + y2/2 + yVl + y2/4; b2 = 1 + l/2 - yVl + y2/4; 

tan2x = 2/y (100) 

Definiert man A durch die Gleichung: 

y=A-l/A (101) 
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dann findet man durch Einsetzen fur b 1 und b2 : 

b1 = . .j,2; b2 =1/A? (102) 

1m Hauptachsensystem werden die Langen in der 1-Richtung urn das A-fache 
gedehnt, in der 2-Richtung urn das A-fache gestaucht, in der 3-Richtung 
unverandert gelassen. Dieser Deformationszustand heiBt reine Scherung. 
Fur :g finden wir fUr das Hauptachsensystem: 

tan2x = co; x = 45° (103) 

Die Hauptachsenrichtung des Deformationstensors hangt also von der GroBe 
der Scherung abo Fur kleine Scherungen ist sie urn 45° gegen die Bewegungs
rich tung gedreht; mit wachsender Scherung wird dieser Winkel kleiner. Die 
Hauptachsenrichtung des Deformationsgeschwindigkeitstensors ist, unabhan
gig vom Wert des Stromungsgradienten, stets urn 45° gegen die Stromungsrich
tung geneigt. 
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16 GroBe Deformationen elastischer Stoffe 

16.1 Rheologische Zustandsgleichung fUr isotrope, rein elastische Stoffe 

Fur einen rein elastischen Stoff muB der Spannungstensor eine eindeutige 
Funktion des Deformationstensors zum gleichen Zeitpunkt sein. Handelt es 
sich urn ein isotropes Material, dann muB der Spannungstensor ~ eine isotrope 
Tensorfunktion des Tensors 6 oder des Tensors ~ sein. Wir bevorzugen aus 
Grunden, die spiiter deutlich werden, die Darstellung in ~. ~ wird also als 
Potenzreihe des Tensors ~ angesetzt. Wegen der Gl. (15.84) liiBt sich diese auf 
folgende Gestalt fUr die rheologische Zustandsgleichung bringen: 

~ = Fa (IB' lIB' IIIB) E + F\ (IB' lIB' IIIB) ~ + F2 (IB' lIB, IIIB) ~2 (1) 

wobei Fa, F 1 , F2 drei skalare Funktionen sind, die von den drei Invarianten des 
Tensors ~ abhiingen konnen. Die Gestalt dieser drei Funktionen charakteri
siert die elastischen Eigenschaften und muB experimentell bestimmt werden. 
Die Funktionen Fa, F 1 und F2 sind nicht unabhiingig voneinander, da sie durch 
die Deformationsenergie miteinander verknupft sind. Eine zu (1) iiquivalente 
Darstellung findet man, wenn man mit Hilfe von Gl. (15.94) den Tensor ~ 
durch den Tensor 6 ersetzt. Die skalaren Funktionen werden dann naturlich 
andere. 
GroBe elastische Deformationen treten meistens bei vernetzten Kautschuken 
auf. Diese zeigen die Eigenschaft der Inkompressibilitiit, d. h. ihr Schubmodul 
ist urn viele GroBenordnungen geringer als ihr Kompressionsmodul. Unter 
Spannungszustiinden, die nicht ausschliel31ich aus allseitigem Druck bestehen, 
werden deshalb die auftretenden Volumenanderungen vernachlassigbar klein 
gegen die groBen Formanderungen sein. Wegen Gin. (15.28), (15.89) und 
(15.91) gilt dann 

dV 
dVa =Vdet(B)=A1 A2A3 =1 oder IIIB=l (2) 

Es sind nur isochore Deformationen zugelassen, die die Bedingung (2) erfUllen. 
Deshalb kann die dritte Invariante nicht als unabhangige Variable in der 
rheologischen Zustandsgleichung auftreten. Gleichzeitig kann dem Span
nungszustand stets ein willkurlicher hydrostatischer Druck uberlagert werden, 
ohne daB sich dadurch der Deformationszustand andert. Deshalb ist der 
Spannungstensor nur bis auf eine willkurliche hydrostatische Komponente 
bestimmt. Den ersten Term auf der rechten Seite von Gl. (1) kann man in diese 
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unbestimmte hydrostatische Komponente aufnehmen und erhalt so fUr die 
rheologische Zustandsgleichung eines rein elastischen, isotropen, inkompres
siblen Stoffes den Ausdruck: 

(3) 

P ist die unbestimmte hydrostatische Druckkomponente des Spannungsten
sors, FI und Fz sind zwei skalare Funktionen, die jetzt nur von zwei 
unabhangigen Variablen, den Invarianten IB und lIB' abhangen. 
Die beiden Funktionen FI und Fz hangen mit der elastischen Deformations
energie zusammen. Wir betrachten GI. (3) im Hauptachsensystem des 
Green'schen Deformationstensors; dann ist zugleich auch der Spannungsten
sor auf Hauptachsen und wir finden: 

fiir i = 1, 2, 3 (4) 

(J I ist die erste Hauptspannung, das ist die Spannung auf die l-Flache, bezogen 
auf die Flache im deformierten Zustand. Die Spannung auf die 1-Flache, 
bezogen auf die Flache im undeformierten Zustand sei f l ; diese kann wegen der 
Bedingung (2) auch folgenderma13en geschrieben werden: 

(5) 

Die Deformationsenergie pro Volumeneinheit, die erforderlich ist, urn einen 
kleinen Wiirfel, des sen Kanten parallel zu den Hauptachsenrichtungen orien
tiert sind, auf das AI-fache, Az-fache, A3-fache zu dehnen, bezeichnen wir mit w. 
Diese Deformationsenergiedichte kann fUr ein elastisches, isotropes, inkom
pressibles Material nur von den beiden Invarianten IB und lIB abhangen: 

(6) 

Andert man die Hauptdehnverhaltnisse infinitesimal von AI' Az, A3 auf 
Al + dA I , Az + dA z , A3 + dA3, wobei wegen der Inkompressibilitatsbedingung 
(2) folgende Nebenbedingung zu beach ten ist: 

dann andert sich die Deformationsenergiedichte urn den Betrag: 

Die gleiche Anderung la13t sich durch Differentiation von (6) ausdriicken: 

dw = ow OIB dX + ow OIIB dX 
OIB OA j 1 olIB OA j 1 

was wegen 

IB = Ai + A~ + A~ und 

(7) 

(8) 

(9) 
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und 

(11) 

folgende Gleichung liefert 

raw ow] ow 3 dw = 2 - + IB - Jc. dJc. - 2 - Jc. dJc. 
alB aIlB 1 1 OIlB 1 1 

(12) 

Bevor man die beiden Gin. (8) und (12) einander gleichsetzt, mu13 man die 
Variation dA3 aus beiden Gleichungen mit Hilfe der Nebenbedingung (7) 
eliminieren. Nachdem dies geschehen ist, sind die beiden Variationen dAI und 
dA2 voneinander unabhangig und Gleichsetzen von (8) und (12) liefert zwei 
Gleichungen, von denen eine lautet: 

(13) 

Aus (4) erhalt man 

Al fl - ,1,3 f3 = 0"1 - 0"3 = FI (lB' lIB) (Ai - AD + F2 (IB' lIB) (Ai - A~) (14) 

Ein Vergleich von (13) und (14) ergibt die gesuchten Zusammenhange [236]: 

Ein rein eiastisches, isotropes, inkompressibles Material ist also durch Angabe 
einer einzigen Funktion von zwei unabhangigen Variablen, der Deformations
energiedichte, vollstandig charakterisiert. Die Existenz einer eindeutigen 
Funktion w (lB' lIB) ist zumindest in zwei Fallen thermodynamisch gesichert: 
Fur isotherme, elastische Deformation ist w die freie Energiedichte, fUr 
adiabatische, elastische Deformation ist w die innere Energiedichte. 
Unter Verwendung der Gleichung von Caley-Hamilton la13t sich 62 in (3) 
durch eine Linearkombination von 6 und 6 - I ersetzen und man erhalt die 
noch einfachere Form fUr die rheologische Zustandsgleichung: 

ow OW_I 
S=-pE+2-B-2-B 
- - alB - OIlB -

(16) 

Viele Beispiele fur die Berechnung gro13er Deformationen inkompressibler 
elastischer Materiale auf der Grundlage der Gin. (3) oder (16) findet man in 
[110] und [233]. Treloar [110] hat Messungen an vernetzten Kautschuken mit 
den theoretischen Voraussagen verglichen und die Ergebnisse im Lichte der 
statistischen Theorie der Makromolekule diskutiert. Zusammenfassend la13t 
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sich sagen, daB das Deformationsverhalten gut vernetzter Kautschuke mit 
Hilfe der GIn. (3) oder (16) befriedigend beschrieben werden kann. Allerdings 
enthaIten diese Gleichungen keinerlei Moglichkeit, die Energiedissipation 
wiihrend der Deformation zu erfassen. Die geringen Effekte der Spannungsre
laxation oder des Kriechens, bzw. die niedrigen, aber endlichen Diimpfungen, 
die bei vernetzten Kautschuken auftreten, sind mit dieser Theorie nicht zu 
beschreiben 1. 

Als einziges Beispiel sei der Fall der einfachen Scherung besprochen. Fur diesen 
Fall erhiiIt man aus (15.37) nach Einsetzen der Matrices Bik und Aik in (16) 
folgende Spannungen: 

a 12 = G Y 

a ll -a22 =G y2 

2 ow 
a22 - a33 = - 2 y --aIlB 

(17) 

Hieraus sieht man: Urn einfache Scherung zu erhalten, sind neben der 
Scherspannung auch Normalspannungen erforderlich, im allgemeinen Fall 
eine erste Normalspannungsdifferenz all - a2 2 und eine zweite Normalspan
nungsdifferenz a 22 - a 33' Gist der Schermodul - das Verhiiltnis von Schub
spannung zu Scherung - und kann von der GroBe der Scherung abhiingen. Nur 
in dem Fall, in dem die Deformationsenergie linear von den beiden Invarianten 
abhiingt, ist der Schermodul eine Konstante. Die erste N ormalspannungsdiffe
renz ist stets positiv. Das Verhiiltnis der ersten Normalspannungsdifferenz zum 
Quadrat der Scherung, der sog. erste Normalspannungskoe.ffizient, ist identisch 
mit dem Schermodul. Die zweite Normalspannungsdifferenz kann positiv oder 
negativ sein. Sie ist nur dann von Null verschieden, wenn die Deformations
energie von der zweiten Invarianten abhiingt. 
Das Experiment der einfachen Scherung allein erlaubt noch nicht die 
vollstiindige Bestimmung der Form der Deformationsenergie. Dies ist schon 
deshalb nicht moglich, weil fUr den Fall der einfachen Scherung die beiden 
Invarianten identisch werden: 

IB=I1B=3+y2 (18) 

Urn die Form von w (lB' lIB) vollstiindig zu bestimmen, miissen Experimente 
herangezogen werden, bei denen sich die Werte der beiden Invarianten 
unabhiingig voneinander innerhalb moglichst weiter Grenzen variieren lassen. 

16.2 Die rheologische Zustandsgleichung fUr den idealen Kautschuk 

Ein "idealer" Kautschuk ist ein rein elastisches, isotropes, inkompressibles 
Material, dessen rheologische Zustandsgleichung die besonders einfache Form 

(19) 

1 Vergieiche jedoch die Ausfiihrungen in Abschn. 17.2. 
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annimmt. Die entsprechende Form der Deformationsenergiedichte 

w (IB' lIB) = 1- G (IB - 3) (20) 

Ui13t sich fUr ein einfaches Modell aus der GauB'schen Kettenstatistik der 
Makromolekiile ableiten (vgl. Abschn. (16.3)). Gist dabei eine von den 
Invarianten unabhangige Konstante, der Schermodul (Schubmodul). Die 
Giiltigkeit der Kettenstatistik von GauB ist auf solche Falle beschrankt, bei 
denen die Makromolekiile nicht so weit orientiert werden, daB ihre endlich 
gestreckte Lange eine Rolle zu spielen beginnt. Man muB deshalb erwarten, 
daB die Giiltigkeit def fheologischen Zustandsgleichung (19) auf Deformatio
nen beschrankt bleibt, die nicht allzu groB sind. In der Praxis erweist sich (19) 
als eine leidliche Naherung fUr das Verhalten von Kautschuken bei Scherungen 
kleiner als etwa 1 oder bei Dehnungen mit Dehnverhaltnissen kleiner als 
etwa 2. 
Gl. (19) enthalt nur eine Materialkonstante G und stellt einen linearen 
Zusammenhang zwischen dem Spannungstensor und dem Deformationsten
sor dar. Man bezeichnet deshalb das rheologische Gesetz (19) auch als 
Neohooke'sches Gesetz. Bei Verwendung des Deformationstensors .8. ware 
dieser einfache Zusammenhang nicht gefunden worden. Dies ist der Grund, 
warum wir bei der Darstellung der rheologischen Zustandsgleichung dem 
Green'schen Deformationstensor den Vorzug gegeben haben. 
Die lineare Gl. (19) laBt sich sofort umkehren in 

~ = J (pE + S) (21) 

wobei 
J = l/G (22) 

die Nachgiebigkeit bei Scherung (Scherkomplianz) darstellt. Der Term Jp c:5 ik in 
Gl. (21) ist unbestimmt, da p in Gl. (19) nicht bekannt ist. Bei der Umkehrglei
chung kann jedoch die GroBe p aus der Nebenbedingung ermittelt werden, da 
nur isochore Deformationen als Losungen von (21) in Frage kommen. 
Wir fordern deshalb 

(2) 

oder wegen 

auch 

=1 

Entwickelt man die Determinante, dann erhalt man gerade die linke Seite der 
Sakulargleichung (15.74) mit p = - A und deshalb lautet die Bedingung (2) 

(23) 

Diese Gleichung hat mindestens eine reelle Losung p, die man in (21) einsetzt, 
wodurch der Deformationstensor eindeutig bestimmt ist. 
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Wir k6nnen also folgende Falle unterscheiden: 

a) Die Deformationen sind gegeben; es folgt der Spannungszustand nur bis auf 
einen zusatzlichen hydrostatischen Druck, der unbestimmt bleibt. 
b) Die Spannungen sind gegeben; es folgt der Deformationszustand bis auf die 
Komponente Jp 0ik' die jedoch aus 01. (23) bestimmt werden kann. 

Zu gegebenem Spannungszustand gibt es daher nur einen Deformationszu
stand, zu gegebenem Deformationszustand gibt es unendlich viele Spannungs
zustande, die sich durch ihre hydrostatische Komponente unterscheiden. 

Einfache Scherung: 

Fur den Fall der einfachen Scherung erhalt man durch Einsetzen von (20) in 
(17): 

(Jll - (J22 = Oy2 

(J22 - (J33 = 0 

(24) 

Der Schermodul ist konstant; die erste Normalspannungsdifferenz ist positiv; 
die zweite Normalspannungsdifferenz verschwindet. 
Abbildung 16.1 zeigt das Scherverhalten eines vulkanisierten Kautschuks 
(gemessen in reiner Scherung) nach Treloar [237], [238] und den Vergleich mit 
der Theorie. Bis zu Werten y = 1 stimmen Theorie und Experiment genau 
uberein. Bei h6heren Scherungen ist die gemessene Scherspannung etwas 
niedriger, als die Theorie voraussagt. 

Lineare Dehnung: 

Fur die lineare Dehnung (15.39) erhalt man nach Einsetzen in (19) folgende 
Hauptspannungen: 

(Jl=-p+O,F; 

2,0 a21 , MPa 

1,5 

1,0 

0,5 

° 

t 

-0 

1 2 3 4 5 
Abb.16.1. Scherspannung gegen Scherung fiir Kautschuk 
nach [238]. a experimentell; b Gl. (24) 
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Die Seitenflachen der Probe sind spannungsfrei «(J2 = (J3 = 0); auf die 
Stirnflachen wirkt eine Kraft, die geteilt durch den Querschnitt im undefor
mierten Zustand mit f bezeichnet werde; dann ist: 

(Jl = Af 

und nach Eliminieren von p erhalten wir: 

(25) 

Das Zug-Dehnungsdiagramm eines idealen Kautschuks nach Gl. (25) ist in den 
Abb. 16.2 und 16.3 mit Messungen an einem vulkanisierten Naturkautschuk 
verglichen [238]. Abbildung 16.2 zeigt die gute Ubereinstimmung im Gebiet 
von Dehnverhaltnisssen A < 1,4 zwischen der Neohooke'schen Theorie und 
dem Experiment. 1m Gebiet zwischen A = 1,4 und I, = 5,6liegt die Voraussage 
der Neohooke'schen Theorie tiber den gemessenen Werten der technologi
schen Zugspannung f. 
Bei noch hoheren Dehnverhaltnissen wachst die technologische Zugspannung 
viel starker als durch Gl. (25) vorausgesagt. Das hangt damit zusammen, daB in 
diesem Gebiet die Makromolektile bereits so stark orientiert werden, daB die 
Gau13'sche Kettenstatistik ihre Gtiltigkeit verliert. Durch Einfiihrung einer 
Kettenstatistik, in der die endliche Kettenlange berticksichtigt wird, konnte 
Treloar [238] die s-formige Kurve von Abb. 16.2 erklaren. 
Das Verhalten des gleichen Kautschuks in der N ahe kleiner Dehnungen und im 
Gebiet A < 1 (bei Kompression) zeigt Abb. 16.3. Man sieht hieraus, daB bei 
Kompression die Neohooke'sche Theorie eine ausgezeichnete Beschreibung 
des Verhaltens gewahrleistet. Das Bild zeigt auch, daB das Zug-Dehnungs-

7 f, MPa 

6 

5 
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3 

2 

o 
2 3 4 5 6 7 8 

Abb. 16.2. Zug-Dehnungskurve von vulkanisiertem Kautschuk in einfacher Dehnung nach 
[238]. a experimentell; b GJ. (25) 
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0,5 
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-0,5 
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-3,0 

0,5 1,0 1,5 2,0 

Abb. 16.3. Druck-Stauchungskurve von vulkanisiertem Kautschuk nach [238] 
• experimentell, - Gl. (25) 

Diagramm des Kautschuks auch in der Niihe des undeformierten Zustandes 
(bei A = 1) nicht durch eine Gerade angeniihert werden kann. Man kann 
lediglich einen Elastizitiitsmodul E als die Steigung der Tangente an die Kurve 
bei A = 1 definieren und erhiilt dann 

E = 3G (26) 

Streng genommen gibt also die Neohooke'sche Theorie auch bei mittleren und 
kleineren Werten der Deformation keine sehr gute Beschreibung der Experi
mente. Eine wesentlich bessere Beschreibung in diesem Gebiet liefert eine von 
Mooney [239] vorgeschlagene erweiterte lineare Darstellung der Deforma
tionsenergiedichte der Form 

w = C 1 (lB - 3) + Cz (lIB - 3) 

aus der das folgende rheologische Gesetz folgt: 

S=-pE+2C1 ~-2C2~-1 

(27) 

(28) 

C1 und C2 sind dabei zwei positive Konstante. 2(C 1 + Cz) stellt den 
konstanten Schermodul dar, Cz gibt AnlaI3 zu einer negativen zweiten 
Normalspannungsdifferenz. Da C2 etwa 10% von C 1 betriigt, ist die zweite 
Normalspannungsdifferenz absolut viel kleiner als die erste. Allerdings liiI3t 
sich der Mooney'sche Ansatz (27) bis heute noch nicht aus einer molekular
statistischen Betrachtung begrunden. 
Fur das Zug-Dehnungs-Diagramm findet man aus (28) an Stelle von (25): 

(29) 

mit 

(30) 
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Mit Hilfe dieses Ausdruckes liiBt sich das Zug-Dehnungs-Diagramm im Gebiet 
mittlerer Dehnungen weit besser beschreiben als mit Hilfe von (25). Besonders 
signifikant wird der Term mit der zweiten Invarianten bei Experimenten unter 
zwei-dimensionalen Spannungszustiinden (a 1 "# 0; a 2 "# 0; a 1 "# a 2 ). 

16.3 Statistische Theorie der Kautschuk-Elastizitat 

Die statistischen Betrachtungen der Konformationen einzelner Makromoleku
Ie, die in Kap. 4 beschrieben wurden, wurden vielfach dazu verwendet, die 
elastischen Eigenschaften von Netzwerken vorauszusagen, deren Ketten aus 
Makromolekulen bestehen. Hier soll ein relativ einfaches Modell besprochen 
werden, das von Flory und Rehner beschrieben wurde [240]. 
Ais Elementarzelle des vernetzten Kautschukes wird ein gleichseitiges Tetra
eder gewiihlt, das vier Ketten und einen vierfunktionalen Vernetzungspunkt P 
enthiilt (siehe Abb. 16.4). An den Eckpunkten des Tetraeders A, B, C, D 

D 

B 

A Abb. 16.4. Elementarzelle des Kautschuks nach [240] 

werden die vier Ketten festgehalten. Ihr anderes Ende befindet sich gemeinsam 
in einem Punkt P, der sich frei bewegen kann. Die Wahrscheinlichkeit dieser 
Konfiguration wird berechnet; hieraus folgt die Entropie und die freie Energie. 
Dann wird eine Iineare, homogene Deformation ausgeubt, die durch die 
Hauptdehnverhiiltnisse A1 , A2 , }'3 charakterisiert ist, und der die Punkte A, B, 
C, D folgen mussen; hierdurch iindert sich die Wahrscheinlichkeit der 
Konfiguration, damit die Entropie und damit die freie Energie. Letztere wird 
dann als Funktion der Hauptdehnverhiiltnisse dargestellt. 
Der erste Schritt ist die mathematische Beschreibung des Tetraeders. Zu diesem 
Zweck beziehen wir uns auf Abb. 16.5. Den Mittelpunkt des Tetraeders 0 
legen wir in den U rsprung des Koordinatensystems; der Punkt D liege im 
Abstand ho auf der z-Achse; die Punkte A, B, C Iiegen dann in einer Ebene 
parallel der x, y-Ebene; wir nehmen an, daB A in der x, z-Ebene liegt; dann sind 
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z 

D 

------>.,.,----- y 

c B 

x 
Abb. 16.5. Zur Beschreibung der Elementarzelle 

B und C symmetrisch zur x, z-Ebene angeordnet. Damit werden die Koordina
ten der Eckpunkte des Tetraeders: 

D: (0, 0, ho); 

Die Berechnung der restlichen Koordinaten erfolgt mit Hilfe folgender 
Bedingungen: 

1) Die Abstande OA, OB, OC, OD mussen aile gleich ho sein. Die Quadrat
summen der Koordinaten aller Punkte ergeben h6. 

2) Die Winkel zwischen den Vektoren OA, OB, OC, OD sind die Tetraeder
winkel, d. h. ihr Skalarprodukt ist 

(OA' OB) = XI X2 + YI Y2 + Zl Z2 = h6 cos.9 = - t h6 

Diese Bedingungen geniigen, urn aile Koordinaten in Vielfachen des Abstandes 
ho zu bestimmen. Wir erhalten: 

D [0, 0, 1] ho 

A G vs ' 0, -lJ ho 

B [- V2 V2 - ~J ho 
3 '0' 3 

C [- V2 - V2 - ~J h 
3' 0' 3 0 

Jetzt wird die lineare, homogene Deformation ausgeiibt; durch diese gehen die 
Koordinaten x, y, z tiber in Koordinaten x', y', z' mit x' = }'I x, y' = }'2 y, 
Z' = ..13 z. Der Nullpunkt 0 bleibt an der gleichen Stelle. Das gleichseitige 
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Tetraeder geht in ein Tetraeder iiber, das nieht mehr gleiehseitig ist. Es hat die 
Eekpunkte A', B', C', D' mit folgenden Koordinaten: 

D [0, 0, A3J ho 

A G tIS )'1' 0, -} A3 J ho 

B[ - ~2"~A" -~2,Jho (31) 

C [ - ~ 1" -~ 2" - ~ 2,] he 

Wir nennen die neuen Vektoren ON, OB', OC', OD' bzw. B-1' B-2, B-3, B-4' Von 
diesen vier Vektoren brauehen wir nur zwei Eigensehaften; erstens, daB ihre 
Vektorsumme versehwindet: 

(32) 

Dies ist so fort aus Gl. (31) abzulesen. 
Zweitens benotigen wir den Ausdruek fUr die Summe der Quadrate ihrer 
Liingen. Hierfiir finden wir, ebenfalls aus (31): 

(33) 

Fiir die Bereehnung der Entropie betraehten wir den Tetraeder gleieh im 
deformierten Zustand. Der Vernetzungspunkt der vier Ketten liege im Punkt P; 
dies braueht nieht der U rsprung zu sein. Wir bezeiehnen den Vektor OP mit~. 
Dann ist die Wahrseheinlichkeit der Konfiguration bei festgehaltenem Punkt P 
(Vektor ~) das Produkt von vier Wahrscheinlichkeiten: 

(34) 

wobei WI die Wahrseheinlichkeit ist, daB der Endpunkt der Kette 1 in P liegt, 
wenn ihr Anfangspunkt in A' liegt, W 2 die Wahrscheinliehkeit, daB der 
Endpunkt der Kette 2 in P liegt, wenn ihr Anfangspunkt in B' liegt, usw. 
Gl. (4.10) gibt die Wahrseheinliehkeitsdichte w (x, y, z) fUr die Endpunktlage 
einer statistiseh iiquivalenten Irrflugkette, deren Anfangspunkt in 0 und deren 
Endpunkt in (x, y, z) ist: 

w(x, y, z) = w(lrl) = l2n~r2)r/2 e-3r2/2(r2) 

wobei (r2) der Erwartungswert des Quadrates des Endpunktabstandes der 
Kette im freien Zustand ist. SinngemiiB erhiilt man fUr die Wahrscheinliehkeit 
WI: 

W = w (Is - R I) = l 3 J3/2 e-3(~-~!l2/2<r2) (35) 
1 - -I 2n(r2) 
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und iihnliehe Ausdriieke fUr W 2, W 3 und W 4' Deshalb wird die Wahrsehein
liehkeit der Konfiguration bei festgehaltenem Ort des Vernetzungspunktes P: 

Der Ausdruek in der eekigen Klammer im Exponenten der Gl. (36) liiBt sieh, 
mit Hilfe von (32) und (33) weiter vereinfaehen zu: 

[(~ - RI)2 + (~ - R2)2 + (~ - Rn + (~- R4)2] = S2 - 2 (~ . RI) + R~ + ... 

= 4s2 + (Ri + R~ + R~ + R~) - 2~' (RI + R2 + R3 + R 4) 

= 4s2 + 4h6 (Ai + A~ + A~)/3 

Deshalb wird die Wahrseheinliehkeit W (AI' )'2' A3 ; P): 

W(A A A' P) = [ 3 J6 e-6s2/<r2) e-2(AI+}.~+.d)h5/<r2) (37) 
I' '2, 3, 2n<r2 ) 

Die Punkte A', B', C', D' werden festgehalten, der Vernetzungspunkt P darf 
iiberall im Raum liegen. Um die Wahrseheinliehkeit W V'I' A2 , )'3) dieser 
Konfiguration des Tetraeders zu erhalten, muB deshalb (37) noeh iiber alle 
riiumliehen Lagen von P integriert werden: 

00 

W(AI, A2 , A3 ) = S 4ns2 WeAl' A2 , A3 ; P) ds 
o 

[ 3 J6 2 2 2 2 2 00 2 2 = e- 2(A,+A2+ A3)hol<r) S 4ns2 e- 6s I<r) ds 
2n<r2 ) 0 

Das Integral hiingt nieht von AI' A2 , A3 ab und braueht nieht ausgereehnet zu 
werden, da ein konstanter Faktor keine Rolle spie\t. Das Resultat ist: 

Naeh der Boltzmann'sehen Gleiehung 

S = k In WV'I' )'2' A3 ) 

ergibt die Wahrseheinliehkeit (38) einen Entropiebeitrag 

S = Const - 2 k h~ (Ai + A~ + AD 
<r > 

(38) 

(39) 

Fiir den undeformierten Zustand gilt eine entsprcehende Glciehung mit 
)'1 = A2 = A3 = 1. Deshalb wird die Entropieiinderung einer Zelle dureh die 
Deformation: 

S-So=-2k h~ [(Ai+A~+AD-3] 
<r > 

(40) 

Das eigentliehe Problem ergibt sieh bei der Frage, wie man aus der Entropieiin
derung einer Zelle auf die des vernetzten Kautsehuks zu sehlieBen hat. In der 
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einfachsten Version nimmt man an, daB pro Volumeneinheit nk Ketten 
zwischen je 2 Vernetzungspunkten vorhanden sind, und daB diese auf nk /4 
Tetraeder aufgeteilt werden. Dann ware Gl. (40) mit einem Faktor nk /4 zu 
multiplizieren, urn die Entropieanderung pro Volumeneinheit, die speziJische 
Deformationsentropie s (..1.1' ..1.2, ..1.3) zu erhalten: 

wobei T die absolute Temperatur bedeutet und G eine Abkiirzung fUr 
folgenden Ausdruck ware: 

(42) 

Bei isothermer Deformation ist die freie Energiedichte fUr die Deformation 
bestimmend: 

w = u - Ts (43) 

Nimmt man weiter an, daB sich die innere Energie des Systems durch die 
Deformation nicht andert, dann erhalt man fUr die Deformationsenergiedichte 
den Ausdruck 

(44) 

Dies ist identisch mit Gl. (20), der Grundgleichung fUr die ideale Kautschukela
stizitat. Der Schubmodul ist nach (42) proportional der absoluten Temperatur 
und der Anzahl der Polymerketten pro Volumeneinheit. Die Annahmen, daB 

1) die Deformation keine Anderung der inneren Energie bewirkt, 
2) die Kettenstiicke zwischen zwei angrenzenden Vernetzungspunkten aBe 

gleich lang sind und sich so verhalten, als ob sie sich im @-Zustand befinden 
wiirden, 

3) die Kettenstiicke lang genug sind, urn durch die GauB'sche Kettenstatistik 
beschrieben werden zu k6nnen, 

4) die Deformationen so beschrankt bleiben, daB die endliche gestreckte Lange 
der Kettenstiicke noch keinen EinfluB auf die riicktreibenden Krafte hat, 
fUhren dazu, daB das Netzwerk der einfachen Neohooke'schen Theorie 
gehorcht. 

Der Ausdruck fUr den Schubmodul (42) iiberschatzt allerdings die riicktreiben
den Krafte des Netzwerkes im deformierten Zustand. Durch die Annahme, daB 
die nk Ketten auf nk /4 Tetraeder verteilt werden, wurde stillschweigend an
genommen, daB auch im Inneren des Materials Netzwerkpunkte (die Punkte 
A, B, C, D der Tetraeder) affin mit der vorgeschriebenen Deformation 
mittransformieren miissen. In Wirklichkeit haben diese Netzwerkpunkte mehr 
Freiheitsgrade: sie k6nnen sich frei bewegen, wobei allerdings die Bewegung 
der Enden der Kettenstiicke, die in diesen Netzwerkpunkten zusammen
kommen, gemeinsam erfolgen muB. Nur die Kettenenden, die sich an 
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der Oberflache der Probe befinden, muss en affin mit der Deformation trans
formieren. 
Unter diesen Annahmen haben Duiser und Staverman [241], [242] eine 
verfeinerte Berechnung des Schubmoduls eines Netzwerkes ausgefuhrt. Wenn 
nk die Anzahl der Kettenstucke zwischen zwei Vernetzungspunkten pro 
Volumeneinheit ist, f die Funktionalitat der Vernetzungspunkte und n die 
Anzahl der Vernetzungspunkte pro Volumeneinheit, dann gilt (weil jedes 
Kettenstuck an genau zwei Vernetzungspunkten beteiligt ist). 

n = 2nk/f (45) 

Fur den Schubmodul findet man an Stelle von (42) den Ausdruck: 

(46) 

ho ist der mittlere Abstand zweier Vernetzungspunkte, <r2 > der Erwartungs
wert des Quadrates des Endpunktabstandes des Kettenstuckes im freien 
Zustand. Wenn die Vernetzung im undeformierten Zustand erfolgt, darfman 
daher erwarten, daB 

h6 = <r2> (47) 

und somit der Faktor h6/<r2> keine Rolle spielt. Fur dreifunktionale 
Vernetzungspunkte findet man 

f= 3; o = ~ nkT = ~ nk kT (48) 

und fUr vierfunktionale Vernetzungspunkte: 

f= 4; (49) 

01. (49) ist identisch mit 01. (5.6) fur den Schermodul eines vernetzten 
Polymeren im gummi-elastischen Zustand. Sie ist auch identisch mit 01. (5.4) 
fur den Schermodul eines unvernetzten Polymeren im gummi-e1astischen 
Plateau, wobei n = ne die Anzahl der Verschlaufungen pro Volumeneinheit 
bedeutet. Die Verschlaufung wurde dabei als ein temporarer, vier-funktionaler 
Vernetzungspunkt angesehen. Die 01. (49) wird auch den Ausgangspunkt fUr 
die Beschreibung der rheologischen Eigenschaften der Polymerschme1zen 
bilden. 
Fur den Schermodul eines unvernetzten Polymeren im gummi-e1astischen 
Plateau gilt also 

eRT o = n . kT = N . ekT = --
e e 2Me (50) 

wobei ne die Anzahl der Verschlaufungen pro Volumeneinheit, Ne die Anzahl 
der Verschlaufungen pro Masseneinheit und Me das mittlere Molekularge-



Literatur 337 

wicht zwischen zwei aufeinanderfolgenden Verschlaufungen ist. Man beachte, 
daB die Masse aller Ketten pro Volumen durch die Dichte gegeben ist: 
Q = Me . nk/NL ; fUr 4-funktionale Verschlaufungspunkte folgt dann 
ne = QNL /2Me· 
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17 Das rheologische Verhalten der Polymerschmelzen 

17.1 Rheologische Zustandsgleichung fUr isotrope, rein viskose Fliissigkeiten 

Wir wenden uns der Besehreibung der Polymersehmelzen zu. Naeh den 
Erfolgen der Theorie der groBen elastisehen Deformationen bei der Besehrei
bung des Deformationsverhaltens der Kautsehuke liegt es auf der Hand, die 
Besehreibung der Polymersehmelzen mit Hilfe der Zustandsgleiehung fUr rein 
viskose Flussigkeiten zu versuehen. 
Fur eine rein viskose und isotrope Flussigkeit wird der Spannungstensor Seine 
eindeutige Funktion des Deformationsgesehwindigkeitstensors D zum glei
chen Zeitpunkt sein. Die gleiehe SehluBweise wie in 16.1 fuhrt zu der 
rheologisehen Zustandsgleiehung fur isotrope, rein viskose Flussigkeiten: 

S = Fo (10' lIo, IlIo) E + Fl (10, lIo, IIIo) (> + Fz (Io, lIo, lIIo) (>2 (1) 

wobei Fo, F1 , F2 drei skalare Funktionen der Invarianten des Tensors (> sind. 
Selbstverstandlieh handelt es sieh hier nieht urn die gleiehen Funktionen wie in 
Gl. (16.1). 
Wir fuhren als naehstes die zusatzliehe Eigensehaft der Inkompressibilitat der 
Flussigkeit ein. Die Inkompressibilitatsbedingung fUr die Stromung lautet 
naeh (15.52) 

div(y) = 0 

oder wegen (15.95) 
10 = 0 (2) 

d.h. die erste Invariante kann nieht als unabhangige Variable in Gl. (1) 
auftreten. Gleiehzeitig kann dem Spannungszustand ein willkurlieher hydro
statiseher Druck uberlagert werden, ohne daB sieh dadureh das Stromungsfeld 
andert. Die rheologische Zustandsgleichung einer rein viskosen, isotropen, 
inkompressiblen Flussigkeit lautet deshalb: 

(3) 

Diese Gleiehung wurde von Reiner [243] und Rivlin [244] fur die Besehreibung 
des rheologisehen Verhaltens der Polymersehmelzen vorgesehlagen. Allerdings 
war diesem Vorsehlag nieht der gleiehe Erfolg besehieden, wie der Gl. (16.3) 
zur Besehreibung des elastisehen Verhaltens. Hierfur sind zwei Griinde aus
sehlaggebend. Erstens kann Gl. (3) nur viskose und keinerlei elastisehe 
Eigensehaften besehreiben, wahrend bekannt ist, daB bei Polymersehmelzen 
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die visko-elastisehen Eigensehaften eine wesentliehe Rolle spielen. Zweitens 
versagt die Gl. (3), weil sie nieht das riehtige Normalspannungsverhalten 
voraussagt. 
Urn letzteres zu zeigen, betraehten wir den Fall der einfachen, nicht beschleunig
ten Scherstromung (15.37), (15.38). Einsetzen von 12 in (3) liefert: 

ID = 0; IIID = 0 

und 

all - a22 = 0 

a 22 - a 33 = n2 (q2) . q2 
wobei 

17 (q) = -! Fl (- t q2 , 0) 

die Nicht-Newton'sche Viskositat darstellt, und 

n2 (q) = t F2 ( - t q2, 0) 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 

der zweite Normalspannungskoeffizient der Fliissigkeit ist. Man sieht aus 
Gl. (6), daB die rheologisehe Zustandsgleiehung (3) voraussagt, daB der erste 
Normalspannungskoeffizient verschwindet, wiihrend der zweite Normalspan
nungskoeffizient signifikante Werte hat (wenn F 2 #- 0 ist). Dies steht aber in 
eklatantem Widersprueh zu dem bei Polymersehmelzen gefundenen Normal
spann ungsver halten. 
Man findet fUr Polymersehmelzen (Polymerlosungen) bei einfaeher, niehtbe
sehleunigter Seherstromung: 

all - a 22 = n 1 (q) . q 2 mi t n 1 (q) > 0 

a 22 - a 33 = n2(q)· q2 wobei In2(q)1 ~ 0,1 . Inl (q)1 ist. 
(9) 

Der erste Normalspannungskoeffizient n l (q) ist positiv; der zweite Normal
spannungskoeffizient ist - absolut genommen - etwa ein Zehntel des ersten 
Normalspannungskoeffizienten. Das Vorzeiehen von n2 ist noeh etwas strittig; 
voraussiehtlieh ist jedoeh n2 negativ. Sieherlich ist experimentell die zweite 
Normalspannung viel weniger bedeutend als die erste. Dies stimmt qualitativ 
mit dem experimentell bei Kautsehuken gefundenen Normalspannungsverhal
ten iiberein. Die Theorie von Reiner und Rivlin ist deshalb zur Besehreibung 
des Normalspannungsverhaltens von Polymersehmelzen nieht geeignet. 
Wir werdenjedoch zur Besehreibung des Nieht-Newton'sehen FlieBverhaltens 
von der Gl. (5) Gebraueh machen. 

17.2 Rheologische Zustandsgleichung der elastischen Fliissigkeit nach Lodge 

Ein Modell, das sieh fUr die Besehreibung des rheologisehen Verhaltens der 
Polymersehmelzen als besonders brauehbar erwiesen hat, ist die elastische 
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FlUssigkeit nach Lodge [245]. Dieses Modell beruht auf der Annahme, daB in 
einer polymeren Schmelze, durch die Wirkung der Brown'schen Temperatur
stoBe, ununterbrochen bestehende Verschlaufungspunkte gelost werden und 
neue entstehen. Die Polymerschmelze wird also als ein temporiires Verschlau
Jungsnetzwerk angesehen, dessen Verschlaufungen eine endliche Lebensdauer 
besitzen, die von der Temperatur abhiingt. Entsteht ein Teil des Verschlau
fungsnetzwerkes zu einem gewissen Zeitpunkt der Vergangenheit tf, dann wird 
dieses wiihrend des nachfolgenden FlieBvorganges deformiert und gibt einen 
Beitrag zum Spannungstensor zum Beobachtungszeitpunkt t, der nach den 
Gesetzen der ideal en Kautschukelastizitiit berechnet wird. 
Der Beitrag zum Spannungstensor eines Netzwerkes mit Verschlaufungsdichte 
n (Verschlaufungsdichte = Anzahl Verschlaufungen pro Volumeneinheit), das 
vom undeformierten Zustand zum Zeitpunkt to bis zum deformierten Zustand 
zum Zeitpunkt t existiert hat und deformiert worden ist, ist nach den 
GIn. (16.19) und (16.49) gegeben durch 

(16.19) 

mit 
G= nkT (16.49) 

wobei Bik die Komponenten des Green'schen Tensors sind, die den Deforma
tionszustand zum Zeitpunkt t relativ zum undeformierten Zustand zum 
Zeitpunkt to beschreiben: 

(15.26) 

Wir betrachten nun ein Netzwerk, das zu einem Zeitpunkt tf entstanden ist, der 
zwischen dem undeformierten Zustand zur Zeit to und dem Beobachtungszeit
punkt t liegt. Wenn dieses Netzwerk zum Zeitpunkt t noch existiert, so ist sein 
Beitrag zum Spannungstensor zum Beobachtungszeitpunkt t gegeben durch 
GIn. (16.19) und (16.49), wobei allerdings der Green'sche Deformationstensor 
Bik zu ersetzen ist durch einen relativen Green'schen DeJormationstensor Bik (~; 
t; tf), der den Deformationszustand zum Zeitpunkt t relativ zum "undeformier
ten Zustand" zum Zeitpunkt tf miBt. Dieser relative Deformationstensor liiBt 
sich formal schreiben als: 

(10) 

Zur genauen Definition von (10) greifen wir auf die Bahngleichungen 

(15.1) 

und ihre U mkehrgleichungen 

(15.4) 
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zuriick. Wir driicken die Koordinaten x? als Funktionen der Koordinaten x; 
aus, indem wir in (15.4) ~ = ~' und t = t' setzen: 

x? = gJ~'; t') (11) 

Diese Werte setzen wir in (15.1) ein und erhalten so nach Umordnen nach den 
neuen unabhangigen Variablen X't , x~, x~, t und t' neue Funktionen, die wir mit 
hi bezeichnen: 

Xi = fi [gt (~'; t'), gz (~'; t'), g3 (~'; t'); tj == hi (~'; t; t') (12) 

Die Umkehrgleichungen der Gl. (12) seien: 

x; = Pi (~; t; t') (13) 

Man differenziert die hi nach den Koordinaten x:U bei konstantem t und t' und 
bildet den Ausdruck (10), wobei im nachhinein noch die Xi als unabhangige 
Variable mit Hilfe der Umkehrgleichungen (13) einzufUhren sind. Der so 
entstandene Ausdruck Bik (~; t; t') ist ein MaB fUr die Deformation des 
Zustandes zum Zeitpunkt t, wobei der Zustand zum Zeitpunkt t' als 
Referenzzustand betrachtet wird. Der Ausdruck (10) laBt sich stets berechnen, 
wenn die Bahngleichungen (15.1) gegeben sind. 
Speziell gilt natiirlich: 

(14) 

und 

fUr (15) 

da angenommen wurde, daB vor dem Zeitpunkt to keine Deformation erfolgt 
ist. 
Die Anzahl der Netzwerkpunkte pro Volumen, die im Zeitintervall zwischen t' 
und t' + dt' entstanden sind, und zum Zeitpunkt t noch nicht gelost sind, wird 
nur von der Zeitdifferenz t - t' abhangen; wir nennen diese Anzahl: 

net - t') dt' (16) 

Der Beitrag dieser Vernetzungspunkte zum Spannungstensor zum Beobach
tungszeitpunkt t ist gegeben durch 

m (t - t') B· (x· t· t') dt' lk -, , 

wobei 
m (t - t') = n (t - t') kT 

(17) 

(18) 

ist. Summation iiber die Beitrage aller Verschlaufungen, die vor dem Beobach
tungszeitpunkt t entstanden sind, liefert dann: 

(19) 
-00 

In diesem Ausdruck sind auch die Beitrage der Verschlaufungen enthalten, die 
vor dem Zeitpunkt des Beginnes der Deformation, to, gebildet wurden. Fiir 
diese Verschlaufungen ist die Gl. (15) zu beachten. 
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Die Funktion met - t') = m (r) heiBt die Gedachtnisfunktion (englisch: me
mory function). Es wird sich zeigen, daB sie mit der negativen Zeitableitung des 
Schermoduls identisch ist. Es gel ten folgende Gleichungen: 

00 

dG(r) 
m(r)=---

dr 

S mer) dr = Go - Goo 
o 

00 <Xl 

G(t) = Goo + S mer) dr = Go - S mer) dr, 
t t 

(20) 

(21) 

(22) 

wobei wie ublich, Go und Goodie Grenzwerte des zeitabhangigen Schermoduls 
fUr t -+ + 0 und fUr t -+ 00 bedeuten. 
GI. (19) ist die rheologische Zustandsgleichung der elastischen FlUssigkeit nach 
Lodge. Fur eine Flussigkeit muB zusatzlich gel ten, daB 

Goo = 0 (23) 

d.h. nach genugend langer Zeit wird die Vorgeschichte "vergessen". 
Wir wollen vorlaufig diese Bedingung noch nicht verwenden, sondern die 
GI. (19) in allgemeinerer Form diskutieren. Wir schlie Ben die M6glichkeit ein, 
daB neben dem temporaren Netzwerk noch ein permanentes Netzwerk 
vorhanden ist, des sen Beitrag zum Spannungstensor mit 

Goo Bik (~; t) 

angesetzt wird. Dann erhalt man die folgende rheologische Zustandsgleichung: 

O"ik (t) = - P 6ik + G CXJ Bik (~; t) + S m (t - t') Bik (~; t; t') dt' 
-00 

(24) 

Eine zweite gleichwertige Form dieser rheologischen Zustandsgleichung erhalt 
man, wenn man zur rechten Seite von (24) folgenden Ausdruck addiert und 
wieder abzieht: 

t 

S met - t') Bid~; t) dt' = Bik(~; t) S mer) dr = Bid~; t) [Go - Goo] 
-00 -00 

O"ik(t) = - p6ik + GOBik(~; t) + S met - t') [Bik(~; t; t') - Bik(~; t)] dt' 
-x; 

(25) 

Die GIn. (24) oder (25) beschreiben einen inkompressiblen, visko-elastischen 
Festk6rper bei graBen Deformationen, dessen rheologische Zustandsgleichung 
eine sehr einfache Bauart hat. Sie ist eine lineare Gleichung bzw. lineare 
Integraltransformation zwischen dem Green'schen Deformationstensor und 
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dem Spannungstensor. Der Kern der Integraltransformation, die Gedachtnis
funktion met - t') hangt nur vom Alter der Verschlaufungen t - t' ab, nicht 
aber von der Hohe des Stromungsgradienten, dem sie ausgesetzt sind oder der 
GroBe der bereits erreichten Deformationen. 
Diese Gleichungen enthalten eine Anzahl wichtiger Spezialfalle: 

1) Die elastische Flussigkeit nach Lodge fUr Goo = O. Hieraufwird im nachsten 
Abschnitt naher eingegangen. 

2) Das rheologische Gesetz der ideal en Kautschukelastizitat fur Go = Goo 
= G und m = O. 

3) In der allgemeinen Form (24) kann die Gleichung dazu dienen, Relaxations
erscheinungen in Kautschuken zu beschreiben, .wozu die Neohooke'sche 
Theorie nicht geeignet ist. 

4) 1m Grenzfall kleiner Deformationen gehen die Gl. (24) oder (25) in die 
Gleichungen fUr das lineare visko-elastische Verhalten inkompressibler 
Substanzen uber. 

Bevor wir uns mit den Konsequenzen der rheologischen Zustandsgleichung der 
elastischen Flussigkeit beschaftigen, wollen wir noch einige erganzende 
Bemerkungen zum Begriff der Lebensdauer der Verschlaufungen machen. 
Wir definieren 

als die Anzahl der Verschlaufungen (pro Volumeneinheit), die zwischen t1 und 
t1 + dt1 gebildet wurden und zwischen t2 und t2 + dt2 gelost werden (t2 > t1)' 
Dann ist r = t2 - t1 die Lebensdauer der Verschlaufung. Die Verschlaufungs
dichte fi kann nicht von t1 und t2 separat abhangen, sondern nur von ihrer 
Lebensdauer r. Wenn wir die Verschlaufungsdichte uber einer Ebene mit 
Abszisse t1 und Ordinate t2 auftragen (Abb. 17.1), dann ist fi uber der Linie 
t2 - t1 = konstant eine Konstante, die vom Wert r abhangen wird: 

fi (t 1 , t 2) = fi (t2 - t 1) = fi (r) 

I 

t-t-T ....... 
T 

T= canst. 

n = const. 

T=O 

Abb. 17.1. Zur Definition der 
Verschla ufungsdich te 
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Wir wissen, daB n (t - t') dt' die Dichte der Verschlaufungen ist, die zwischen t' 
und t' + dt' entstanden sind und zum Zeitpunkt t noch nicht gelost sind, d. h. 

net - t') dt' = G n(t', t2) dt2) dt' 

Kurzen durch dt' und Differenzieren nach t gibt: 

dn (t - t') 
dt = - n(t', t) = - n(t - t') 

Also folgt mit (18) der Zusammenhang zwischen der Gediichtnisfunktion und 
der Dichte n: 

_ _ dm(T) d2 G(T) I 
kT n(t2' t 1) = kT n(T) = - -d- = d 2 

T r r=tz-t, 
(26) 

Eine andere Frage ist die nach der Anzahl Verschlaufungen pro Volumenein
heit, die zu einem festen willkurlichen Zeitpunkt t vorhanden sind und die eine 
Lebensdauer zwischen r und r + dr besitzen. Nennen wir diese Anzahl N (r) 
dT, dann ist N (T) dT die Anzahl der Verschlaufungen mit der Lebensdauer T, die 
zwischen t und t - T entstanden sind. Diese Anzahl ist aber gleich dem Produkt 
von n (T) mit der schraffierten Oberfliiche in Abb. 17.1, also gleich n (r) rdT. Es 
gilt daher fur die Verschlaufungsdichte mit Lebensdauer r: 

_ 1 dm (T) 1 d2 G (T) 
N(T) = rn(T) = - kT T ~ = kT r dr2 (27) 

Aus dieser Gleichung ist auch die Gestalt der Funktion N (r) ersichtlich. Der 
Scher-Relaxationsmodul, die Gediichtnisfunktion und die Dichte neT) sind 
positive, total monoton abnehmende Funktionen der Zeit; N (T) zeigt deshalb 
ein Maximum, das bei der wahrscheinlichsten Lebensdauer der Verschlaufun
gen liegt. Dies wurde in Abb. 17.2 angedeutet. 

I~ 
o -- t o __ t 

N(t)=tn(t) 

o --- t o _t 

Abb.17.2. Zeitabhiingigkeit von Scher-Relaxationsmodul G (t), Gediichtnisfunktion m (t), 
Dichtefunktion Ii. (t) und Verschlaufungsdichtc mit Lebensdauer t, N (t) 
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17.3 Die zeitabhangige, einfache Scherung der Lodge-Fliissigkeit 

Wir betrachten den Fall der zeitabhiingigen, einfachen Scherung (15.37). Dann 
erhiilt Gl. (12) folgende Form: 

Xl = X'l + x~ [yet) - y(t')]; X 2 = x~ ; (28) 

giiltig fUr 

und mit 
yet') = 0 fUr t' :::; to (29) 

Man erhiilt fUr die Komponenten des relativen Green-Tensors und des 
absoluten Green-Tensors die Ausdrucke: 

BII (0;; t; t') = 1 + [yet) - y(t'W 

B12 (0;; t; t') = y (t) - y (t') 

B22 (0;; t; t') = B33 (0;; t; t') = 1 

Bll (0;; t) = 1 + y2 (t) 

B I2 (0;; t) = yet) 

B22 (0;; t) = B33 (0;; t) = 1 

Einsetzen in (24) und Verwendung von (20) und (21) ergibt: 

a l2 (t) = Go yet) + J 6(t - t') yet') dt' 
-00 

t 

all (t) - a 22 (t) = Goo y2 (t) - J 6(t - t') [yet) - y(t'W dt' ~ 0 
-00 

(30) 

(31) 

Fur die Scherung und die Scherspannung gilt das Superpositionsprinzip in der 
ublichen Form, aber jetzt fUr beliebig groBe Werte der Scherung y (t). 
[Vergleiche Gl. (8.17)]. Hieraus folgt auch, daB die in Gl. (20) definierte 
charakteristische Funktion mit dem in der linear visko-elastischen Theorie 
eingefUhrten Scher-Relaxationsmodul identisch ist. 1m Gegensatz zur linearen 
visko-elastischen Theorie bei kleinen Deformationen, ist eine Scherspannung 
allein nicht ausreichend, urn eine Scherdeformation zu erhalten. Zusiitzlich 
mussen Normalspannungen ausgeubt werden, die wegen der Inkompressibili
tiit nur bis auf eine willkurliche Konstante bestimmt sind. Die erste Normal
spannungsdifferenz, die erforderlich ist, ist stets positiv, da 6 (t - t') eine nicht
positive Funktion des Argumentes ist. Die zweite Normalspannungsdifferenz 
verschwindet. 
Damit ist das Normalspannungsverhalten der Polymerschmelzen durch die 
GIn. (31) zumindest in groBen Zugen qualitativ richtig beschrieben [vgl. Gl. (9)]. 
Ebenso konnen die GIn. (31) das visko-elastische Verhalten der Polymerschmel
zen richtig wiedergeben. Sie versagen jedoch bei der Beschreibung des Nicht
Newton'schen FlieBverhaltens. 
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Urn dies zu zeigen, formen wir das Gleichungssystem (31) durch partielle 
Integration urn; wir erhalten 

a 12 (t) = J G (t - t') y (t') dt' 
-00 (32) 

t 

all (t) - a22 (t) = 2 J G(t - t') [yet) - yet')] yet') dt' ?: 0 
-00 

Voraussetzung fUr die Giiltigkeit dieser Gleichungen ist allerdings, daB die 
Deformationsgeschwindigkeit eine stiickweise stetige Funktion der Zeit ist. 
(Fiir die Beschreibung eines Spannungsrelaxationsexperimentes kann (32) 
nicht verwendet werden, (31) jedoch schon.) 

Der Spannversuch (die Viskositiitsmessung) mit der Lodge-FlUssigkeit. 
Als erstes Beispiel betrachten wir den Spannversuch in einfacher Scherung mit 
der Lodge-Fliissigkeit. Neben der GI. (32) fordern wir noch die Zusatzbedin
gung (23), da der Spannversuch nur mit einer wahren Fliissigkeit ohne 
bleibendes Gedachtnis durchgefiihrt werden kann. 
Das Experiment beginne bei t = 0, wonach y (t) linear mit der Zeit zunehmen 
solI. Die hierfUr erforderlichen Spannungen a 12 und all - a 22 werden 
gemessen. 

yet) = 0 

yet) = qt 

fUr 

fUr 

t<O 

t?:O 
(33) 

q ist die Schergeschwindigkeit, die in diesem Fall als konstant angenommen 
wird. Die Deformationsgeschichte ist stiickweise differenzierbar und kann 
sofort in GI. (32) eingesetzt werden. Dies ergibt: 

a I2 (t) = 17(t)· q 

all (t) - a22 (t) = n l (t)· q2 

(34) 

(35) 

Hier sind 17 (t) und n l (t) zwei von der Zeit t, aber nicht von der GroBe der 
Schergeschwindigkeit q, abhangige Funktionen, die zeitabhiingige (Scher)
Viskositiit und der zeitabhiingige erste NormalspannungskoeJJizient. Sie sind 
definiert durch die Gleichungen: 

t 

17(t) = JG(T)dT (36) 
o 

n l (t) = 2 J T G(T) dT (37) 
o 

Viskositiit und Normalspannungskoeffizient sind monoton mit der Zeit t 
zunehmende Funktionen (weil G (t) > 0 ist), die wegen der Voraussetzung (23) 
nach langer Zeit einem oberen Grenzwert zustreben. Wenn diese Grenzwerte 
mit ausreichender Genauigkeit angenahert sind, sagt man, daB sich der 
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y(t) 

I 

o -t 

-t 

Abb.17.3. Die Lodge-Fliissigkeit im Spannversuch: Scherung (oben), Scherspannung und 
erste Normalspannungsdifferenz (unten) 

stationiire (Fliej3)-Zustand eingestellt hat. Die Werte von 11 (t) und n l (t) im 
stationaren Zustand sind: I 

110 = S G(r) dr 
o 

n l • O = 2 S rG(r) dr 
o 

(38) 

(39) 

Der Verlaufvon Scherung, Scherspannung und erster Normalspannungsdiffe
renz wurde fUr die Lodge-Flussigkeit in Abb. 17.3 schema tisch dargestellt. Aus 
der Abbildung ist zu sehen, daB n l seinen stationaren Zustand spater erreicht 
als 11, da in n l die langeren Relaxationszeiten ein hoheres Gewicht haben 
(siehe unten). Da die stationaren Werte von 11 und n l nicht von der Scherge
schwindigkeit abhangen, zeigt die Lodge-Flussigkeit im stationaren Zustand 
eine Scherspannung, die proportional zur Schergeschwindigkeit ist, also 
eine Newton'sche Viskositiit und Newton'sches Fliej3verhalten und eine erste 
Normalspannungsdifferenz, die quadratisch mit der Schergeschwindigkeit 
wachst. Hieraus wird auch verstandlich, daB die Normalspannungseffekte 
umso signifikanter werden, je hoher die Schergeschwindigkeiten sind. 
Das Verhalten von Polymerschmelzen im Spannversuch in einfacher Scherung 
laBt sich nur bei kleinen Werten des Stromungsgradienten durch die Lodge
Theorie richtig beschreiben. Dies ist in Abb. 17.4 verdeutlicht, in der Messun
gen von Meissner [246] an LDPE gezeigt sind. Die Abbildung zeigt die 
Scherspannung, geteilt durch die GroBe der konstanten Schergeschwindigkeit 
q, als Funktion der Zeit. Wurde die Gl. (34) erfUllt sein, dann muBten in dieser 
Darstellung alle zu verschiedenen q-Werten gehorige Kurven in eine monoton 

1 Der Index 0 bei 170 und n1 •0 hat nichts mit dem Grenziibergang t ~ CIJ zu tun, sondern soli 
andeuten, daB es sich hierbei urn den Newton'schen Grenzwert der stationiiren Viskositiit 
und des stationiiren Normalspannungskoeffizienten bei q ~ 0 handelt (vgl. Abschn. 17.4!). 



348 Das rheologische Verhalten der Polymerschmelzen 
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Abb.17.4. Scher-Viskositat als Funktion von t und q fUr LPDE bei 150°C nach [246] 

mit der Zeit steigende Funktion zusammenfallen. Wie man sieht, ist dies nur bei 
den niedrigsten Werten von q der Fall. Selbst die Kurven fUr q = 10- 3 S - 1 und 
10 - 2 S -1 fallen nieht im ganzen Zeitbereieh zusammen, sondern nur fiir Zeiten 
t < 100 s. Je heher die Sehergesehwindigkeit, desto eher weicht die ViskosiHits
kurve von der gemeinsamen Hiillkurve abo Bei hohen Sehergesehwindigkeiten 
durehlaufen die Viskositiitskurven als Funktion der Zeit ein Maximum, urn 
dann wieder auf einen niedrigeren Siittigungswert abzufallen. Dieses Verhalten 
steht im Widersprueh zu den Voraussagen der Lodge-Theorie. Es kann jedoeh 
im Rahmen der in Absehn. 17.5 zu bespreehenden Theorie von Wagner 
besehrieben und erklii.rt werden. Ahnliehes gilt aueh fUr den Vergleieh der 
gemessenen Normalspannungsdifferenzen mit den Voraussagen der Lodge
Theorie naeh Gl. (35) [247]. 
Die Hiillkurven der zeitabhiingigen Viskositiit und des zeitabhiingigen ersten 
Normalspannungskoeffizienten kennen mit der Spektraldarstellung des Span
nungsrelaxationsmoduls als Integraltransformationen des Relaxationsspek
trums dargestellt werden. Man setzt die Spektraldarstellung des Moduls mit 
Goo = 0 [vgl. Gl. (8.24)] 

G(t) = J g(l') e- t/r dr (8.24) 
o 

in (36) und (37) ein und vertauseht die Reihenfolge der Integrationen. Dann 
liil3t sieh das innere Integral auswerten und man erhiilt: 

1] (t) = J g(r) r [1 - e- t/r ] dr (40) 
o 

(41) 
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und speziell im stationaren Zustand: 

lJo = f geT) dT 
o 

n 1 •0 = 2 f geT) T2 dT 
o 

(42) 

(43) 

Die Darstellungen (40) und (41) erlauben die Ableitung von numerischen, 
fehlerbegrenzten Naherungsformeln, wie dies in Abschn. 8.8 beschrieben 
wurde. Ein Vergleich mit der entsprechenden Darstellung von Speicher- und 
Verlustmodul [GIn. (8.97) und (8.98)] gestattet die Ableitung folgender Nahe
rungsgleichungen fUr lJ (t) und n 1 (t): 

lJ(t)/t~[G'(w)+0,27G"(2w) + 0,115 Gil (4W)]w=1/t (44) 

mit einer Schranke fUr den relativen Fehler von ± 12 %. Meissner [246] hat die 
Giiltigkeit dieser Naherungsformel experimentell an Schmelzen von LDPE 
nachgepriift. 
Genauere Naherungsgleichungen wurden von Gortemaker u.a. [248] abgelei
tet und an PS-Schmelzen nachgepriift. Diese lauten (jeweils fUr w = l/t): 

lJ(t)/t ~ [G'(w) - 0,322 Gil (w/2) 
+ 0,580 Gil (2 w)] 

lJ(t)/t ~ [G'(w) -1,142G"(w) 

+ 1,428 Gil (3 w/2)] 

lJ(t)/t ~ [G' (w) - 0,540 Gil (3w/2) 

+ 0,906 Gil (2w)] 

und fUr den ersten Normalspannungskoeffizienten: 

n 1 (t)/e ~ [0,939G'(w/2) - 2,41 G'(w) 

+ 2,47 0' (1,30w)] 

n 1 (t)/t2 ~ [1,6830' (0,6w) - 5,406 O'(w) 

+ 4,7210' (1,20w)] 

n 1 (t)/tZ ~ [0,5000' (w) + 0,415 0' (2 w) 

- 0,01009 G' (4w)] 

Schranken fiir den 
reI. Fehler: 

± 5,5% 

± 7,0% 

±9,4% 

Schranken fUr den 
reI. Fehler: 

±4,8% 

±4,8% 

±9,8% 

(45) 

(46) 

(47) 

(48) 

(49) 

(50) 

Soweit die Lodge-Theorie angewendet werden darf, sind diese Naherungsglei
chungen von groBem Nutzen. Sie verbinden das zeitabhangige Viskositiits- und 
Normalspannungsverhalten mit dem Schwingungsverhalten der Schmelzen. 
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Kriechversuch und Viskositiitsversuch mit Ruckfederung. 
Ais Nachstes vergleichen wir den Spannversuch und den Kriechversuch in 
einfacher Scherung, jeweils mit Riickfederung fUr eine Lodge-Fliissigkeit. Der 
Kriechversuch in einfacher Scherung wird dabei folgendermaBen definiert: 
Zum Zeitpunkt t = 0 wird die Scherspannung a 12 von Null plotzlich auf ao 
gebracht und dann konstant gehalten. Gleichzeitig wird die erste Normalspan
nungsdifferenz all - a 22 so eingestellt, daB die Deformation eine reine 
Scherung bleibt. 
Die erste der GIn. (31) ist das Superpositionsprinzip zwischen der Scherspan
nung a 12 (t) und der Scherung y (t). Aus Abschn. 8.2 wissen wir, daB die 
Umkehrgleichung zu dieser Gleichung folgendermaBen lautet: 

t 

yet) = Jo a 12 (t) + J j (t - t') a 12 (t') dt' (8.15) 
-00 

wobei J (t) die Scherkriechnachgiebigkeit ist, die mit dem Schermodul durch die 
Integralgleichung 

J G (t - t') J (t') dt' = t fUr aIle t~O (8.45) 
0 

zusammenhangt. 1m FaIle des Kriechexperimentes gilt 

a 12 (t) = 0 fUr t<O 

fUr t~O 
(51) 

= a o 

und 
yet) = a o J (t) fiir t~O (52) 

Die erste Normalspannungsdifferenz, die aufgebracht werden muB, folgt durch 
Einsetzen von (52) in die zweite der GIn. (31). 
In Abb. 17.5 ist der Spannversuch (unterbrochene Linie) mit dem Kriechver
such (durchgezogene Linie) fUr eine Lodge-Fliissigkeit verglichen. 1m oberen 
Teil der Abbildung ist der Verlauf der Scherung y (t) geteilt durch die konstante 
Spannung, ao, dargestellt; im unteren Teil der Abbildung der Verlauf der 
Scherspannung. 
1m Spannversuch beginnt die Scherspannung zum Zeitpunkt t = 0 mit Null 
und nimmt dann monoton zu, urn schlieBlich den Sattigungswert 110 . q zu 
erreichen. Wir wahlen q so, daB dieser Sattigungswert mit dem Wert ao der 
Spannung im Kriechversuch iibereinstimmt; dann gilt 

110Q=ao und 
ao 

qt =- t 
110 

und die Scherspannung ist im stationaren Zustand in beiden Experimenten 
gleich hoch. 
1m Kriechversuch gilt fUr die Deformation nach (8.27) folgende Zerlegung: 
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o -t 

Abb. 17.5. Kriechversuch - und Spannversuch ----, mit anschlieBendem Erholungsexpe
riment, fUr eine Lodge-Fliissigkeit; oben Scherung/O"o, unten Scherspannung 

und im stationaren Zustand: 

y (t) t 
-=Je +-
aD '70 

1m Spannversuch gilt fur die Deformation: 

y (t) q t 
-=--t=-
aD aD '70 

Deshalb ist die Scherung im Spannversuch identisch mit der FlieBkomponente 
der Scherung im Kriechversuch. 1m stationaren Zustand unterscheiden sich die 
beiden Experimente nur durch eine konstante zusatzliche Komponente Je . aD 
in der Deformation. Der molekulare Zustand der Flussigkeit ist in beiden 
Fallen derselbe (die additive Komponente wird "vergessen"). 
Zum Zeitpunkt t = to wird die Probe von der Scherspannung entlastet, die 
erste Normalspannungsdifferenz aber weiterhin so eingestellt, daB auch im 
Erholungsexperiment die Deformation eine reine Scherung bleibt. Beginnt das 
Erholungsexperiment nach Erreichen des stationaren Zustandes, so wird es fur 
beide Experimente identisch verlaufen. Der Verlauf der Deformation im 
Erholungsexperiment nach dem Kriechversuch ist jedoch aus Abschn. 8.4 
bekannt und wurde in Abb. 17.5 eingezeichnet. Das Erholungsexperiment 
nach dem Spannversuch verlauft parallel. In beiden Fallen ist die gesamte, nach 
langer Zeit erreichbare Ruckfederung: 

(53) 
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wobei Je das stationare Ruckstellvermogen ist. Fiir dieses hatten wir jedoch in 
Abschn. 8.6 folgenden Ausdruck abgeleitet: 

(8.60) 

Ein Vergleich mit (39) oder (43) ergibt folgenden Zusammenhang zwischen 
dem Normalspannungskoeffizienten n1.0 und dem stationiiren Riickstellver
mogen Je : 

(54) 

Harmonische Schwingung in einfacher Scherung. 
Schliel3lich betrachten wir die harmonische Schwingung in einfacher Scherung 
und beziehen uns dabei auf das Einschwingungsexperiment unter aufgepriigter 
harmonischer Deformation (Abschn. 8.7). Wir setzen die Bedingung 

y(t)=O fUrt<O 
yet) = Yo sin (wt) fUr t ~ 0 

(55) 

in (31) ein und erhalten fUr die Scherspannung im eingeschwungenen Zustand 
genau wie in Abschn. 8.7: 

O"12(t) = Yo· [G'(w)· sin (wt) + G"(w)· cos (wt)] (56) 

G' (w) und Gil (w) sind die in (8.79) und (8.80) definierten Ausdriicke fUr den 
Speicher- und Verlustmodul. Die Scherspannung verliiuft also fUr die Lodge
Fliissigkeit genauso wie im linear visko-elastischen Fall, wobei jetzt jedoch die 
Schwingungsamplitude Yo beliebig groBe Werte annehmen darf (natiirlich nur 
innerhalb des Giiltigkeitsbereiches der Lodge-Theorie). 1m Gegensatz zum 
linear visko-elastischen Fall ist jetzt aber neben der Scherspannung auch eine 
erste Normalspannungsdifferenz erforderlich, die man erhiilt, wenn man (55) 
in die zweite der Gin. (31) einsetzt und den Grenziibergang zum eingeschwun
genen Zustand durchfUhrt. Man erhiilt nach einigem Rechnen: 

0"11 (t) - 0"22 (t) =! Y6 {2 G' (w) - cos (2wt) [2 G' (w) - G' (2w)] 

+ sin (2 wt) [2 Gil (w) - Gil (2 w)]} (57) 

Die erforderlichen Normalspannungen sind also auch periodisch, aber genau 
mit der doppelten Frequenz. 
Driickt man G' und Gil als Integraltransformationen des Spektrums aus, und 
beriicksichtigt man die Annahme (23), dann erhiilt man aus (8.100) und (8.98): 

OCJ f W2T2 

G'(w) = g(T) 2 2 dT 
1 + w T 

(58) 

o 
und 

OCJ 

G"(w) = f WT 
g(T) 2 2 dT 

1 + w T 
(59) 

o 
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Hieraus sieht man, daB G' (w) fur kleine w proportional mit w 2 und G" (w) fUr 
kleine w proportional mit w wachst; also gilt: 

00 a:; 

lim [G' (w)/w2 ] = S r2 g(r) dT 
w--+ 0 0 

lim [G" (w)/w] = S Tg(T) dT 
l1)--+Q 0 

Ebenso erhiilt man fur den Fall des Viskositatsexperimentes aus den GIn. (34), 
(35), (38) und (39) die Grenzwerte: 

00 00 

I· [all(t)-a22(t)J f 2 ()d 1m 2 = T g r T 
\-+00 2q 

lim [a 12 (t)J = f rg(r) dr 
\-+00 q 

o o 

Mit (42) und (43) erhalten wir schliel3lich folgendes Gleichungssystem, das die 
charakteristischen Funktionen eines Experimentes in harmonischer Schwin
gung mit denen einer Viskositatsmessung verbindet: 

I· G'(w)_I' [all (t)-a22 (t)J_1 _ 2J 1m -- - 1m - - n 1 0 - '70 
ro -+ 0 w 2 \ -+ 00 2 q 2 2' e 

(60) 

I· G" (w) _ I' [a 12 (t)J _ 1m --- - 1m -- - '70 
ro-+O W \-+00 q 

(61) 

Diese Gleichungen gelten nach der Theorie von Lodge. Sie sind jedoch Teil 
einer Analogie, die fUr polymere Schmelzen experimentell beobachtet wird und 
einen gr6Beren Gultigkeitsbereich besitzt, der sog. Analogie von Cox und Merz 
[249] bzw. die Spiegelrelationen von Gleissle [250]. Diese Analogien verbinden 
die charakteristischen Gr6Ben einer oszillatorischen Scherstr6mung im Grenz
fall kleiner Schwingungsamplituden mit denen einer stationaren Scherstr6-
mung im Grenzfall kleiner Schergeschwindigkeiten. Sie lautet folgendermaBen: 

G' (w) als Funktion von what einen ahnlichen Verlaufwie (a 11 - a 22)/2 im 
stationaren Zustand als Funktion von q, wenn man w = q setzt. G" (w) als 
Funktion von what einen ahnlichen Verlaufwie a 12 im stationaren Zustand 
als Funktion von q, wenn man w = q setzt. 
1m Grenzfall kleiner w (q) sind die jeweiligen Kurven identisch; fUr gr6Bere 
Werte von w (q) liegen die Werte von (all - a22 )/2 und a12 uber denen von 
G' bzw. G". 

In Abb. 17.6 wird dies illustriert. Der linke Teil dieser Abbildung zeigt in 
doppelt-logarithmischer Darstellung die Funktionen G'(w) und [all (q)
a22 (q)]/2 gegen w = q, der rechte Teil die Funktionen G"(w) und a12 (q). 
Fur kleine Werte von w = q sind die Kurven Gerade mit den Steigun
gen 2 bzw. 1 und fallen exakt zusammen. Dort kann man nach (60) aus der 
Geraden fUr G' (w) den Wert von nI,0/2, nach (61) aus der Geraden fUr 
G" (w) den Wert von '70 ablesen. Fur gr6Bere Werte von w = q biegen alle 
Kurven in horizon taler Richtung abo 1m Falle von G' (w) und G" (w) bedeutet 
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(og(G11 -"22)/2 
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Abb.17.6. Doppelt-logarithmische Darstellung der hal ben ersten Normalspannungsdiffe
renz (----) und des Speichermoduls (--) als Funktion von q bzw. OJ (links); der 
Scherspannung (----) und des Verlustmoduls (--) als Funktion von q bzw. OJ (rechts) 

dies den Ubergang vom stationaren FlieBgebiet in das gummi-elastische 
Plateau, im FaIle von (0' 11 - 0'22)/2 und 0' 12 den Ubergang vom Newton'schen 
in das Nicht-Newton'sche FlieBverhalten. Trotzdem ist der Verlauf der 
Kurvenpaare auch dort noch ahnlich, wobei die GraBen, die das stationare 
FlieBverhalten beschreiben, stets etwas iiber den GraBen liegen, die das 
Schwingungsverhalten beschreiben. Die Ubereinstimmung im rechten Teil des 
Bildes laBt sich noch erheblich verbessern, wenn man nicht G" (w), sondern 
Gd(w) = [G,2 + G"2P/2 mit 0'12 vergleicht. Diese spezielle Analogie heiBt die 
Analogie von Cox und Merz. 
Die Theorie der Lodge-Fliissigkeit ist geeignet, urn die Krummung der Kurven 
fur G' (w) und G" (w) bei haheren w-Werten zu beschreiben. Dieselbe Theorie 
sagtjedoch eine Newton'sche Viskositat und einen konstanten ersten Normal
spannungskoeffizienten voraus. Nach der Lodge-Theorie wurde daher der 
Verlaufvon (0' 11 - 0'22)/2 und 0' 12 durch die dunnen ausgezogenen Geraden in 
Abb. 17.6 gegeben sein, was dem Experiment widerspricht. 
Die Analogie von Cox und Merz, d.h. der Vergleich der GraBe Gd (w) mit 
0'12 (q) ist gleichwertig einem Vergleich der GraBe Yfd (w) = G d (w)/w mit 
1J (q) = 0'12 (q)/q·1Jd (w) heiBt die absolute dynamische Viskositiit. Die Analogie 
von Cox und Merz und die Spiegelrelationen von Gleissle haben erhebliche 
praktische Bedeutung in der Technologie der Kunststoffe. Die Messung von 
G' (w) und Gil (w) bzw. Yfd (w) ist im dynamischen Viskosimeter (siehe 
Abschn. 18.2) oft schon an kleinen Mengen einer Polymerschmelze maglich; 
dadurch erspart man sich die Bestimmung von 1J(q) bzw. n 1 (q), die oft sehr 
zeitraubend ist und groBe Mengen der Kunststoffe erfordert (z. B. mit Hilfe des 
Schlitz-Viskosimeters am Extruder). 

17.4 Das Viskositatsverhalten der Polymerschmelzen 

Der Verlauf der Viskositat im stationaren Zustand (t --> 00) fur Polymer
schmelzen ist in Abb. 17.7 schematisch in doppelt-Iogarithmischer Darstellung 
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_[ogq 

Abb.17.7. Nicht-Newton'sche Viskositat von Polymerschmelzen 

gezeigt. Die Viskositat hangt wesentlich von der Rohe des Stromungsgradien
ten (der Schergeschwindigkeit) gab: 17 = 17 (g). Man spricht bei der in Abb. 17.7 
gezeigten Abhangigkeit von strukturviskosem Verhalten. Bei kleinen Werten 
des Stromungsgradienten ist die Viskositat unabhangig von g und hat ihren 
maximalen Wert. Man nennt diesen Grenzwert 

170 = lim 17 (g) 
q~O 

(62) 

die Newton'sche Viskositat. Bei hohen Werten des Gradienten sinkt die 
Viskositat mit zunehmendem Wert von g, um schlieI3lich in doppelt-Ioga
rithmischer Darstellung naherungsweise einer Geradengleichung zu folgen 1 

log 17 (g) ~ - k log g + konst. (63) 

Man nennt das Gebiet, in dem die Viskositat naherungsweise konstant ist und 
durch (62) angenahert werden kann, das Newton'sche Gebiet; das Gebiet, in 
dem die Viskositat nach (63) abnimmt, das strukturviskose Gebiet. 
Die Viskositatskurven werden zu hohen Gradienten hin durch Schmelzbruch 
begrenzt. U nter Schmelzbruch versteht man das Auftreten einer Flie13instabili
tat, die bei hohen Schergeschwindigkeiten plotzlich zu unregelma13igen Extru
dat-Oberflachen fiihrt und von Druckschwankungen vor und innerhalb des 
Verarbeitungswerkzeuges begleitet ist. Einwandfreie Kunststoffverarbeitung 
ist nur unterhalb dieser Grenze moglich. Dem Vermeiden oder Aufschieben der 
Erscheinung des Schmelzbruches wurde deshalb schon viel Aufmerksamkeit 
gewidmet, allerdings ohne allzu viel Erfolg. Nach einem Vorschlag von Gleissle 
[251] soli Schmelzbruch dann auftreten, wenn die erste Normalspannungsdiffe
renz ein charakteristisches Vielfaches der Scherspannung erreicht, d. h. wenn 

(64) 

1 kist hier eine positive Zahl, die natiirlieh nicht mit der Boltzmann-Konstanten verwechselt 
werden darf. 
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wird. Dies tritt fUr Polymerschmelzen bei Scherspannungen zwischen 1,6 und 
7,9 . 105 Pa auf. 1m allgemeinen verhindert das Auftreten des Schmelzbruches 
eine weitere Bestimmung der Viskositat, da mit den Druckschwankungen auch 
Schwankungen im AusstoB des Extrudates einhergehen. Bei einzelnen Polyme
ren kann die Viskositatsmessung noch etwas tiber diese Grenze hinaus 
durchgefUhrt werden (vg1. Abb. 17.8). 
Der EinfluB von Temperatur und Molekulargewicht auf den Veri auf der 
Viskositiitskurven wurde ebenfalls in Abb. 17.7 angedeutet. Durch eine 
Temperaturanderung wird die Viskositatskurve in der doppelt-Iogarithmi
schen Darstellung parallel verschoben, und zwar in 45°-Richtung, vorausge
setzt, daB die GroBe der Dekaden in den beiden Achsen von Abb.17.7 
iibereinstimmt. Bei Temperaturerhohung erfolgt diese Verschiebung in der 
Richtung niedrigerer Viskositatswerte und hoherer Werte des Geschwindig
keitsgradienten, jeweils urn den Betrag log a. log a ist die fiir die Schmelze 
giiitige Zeit- Temperatur- Verschiebung!>funktion (vg1. Abschn. 9.3). 
Diese Zeit-Temperatur-VerschiebungsregellaBt sich mathematisch folgender
maBen ausdriicken: 

IJ (q, T) = a (T, To) . IJ (aq, To) (65) 

Speziell gilt fUr die Newton'sche Viskositat (da dort ja keine Abhangigkeit von 
q mehr existiert): 

(66) 

Nach den Gin. (65) und (66) erhait man eine reduzierte Kurve, wenn man IJ (q, 
T)/lJo (T) als Funktion von 1J0 (T) q auftragt; dann soIl ten aIle zu verschiedenen 
Temperaturen gehorigen Viskositatskurven in eine einzige Kurve (Master
Kurve) zusammenfallen. Dies ist z.B. in Abb. 17.10 gezeigt. 
Gin. (65) und (66) sind empirische Gleichungen. Manchmal fordert man an 
Stelle dieser Gleichungen folgende Zeit-Temperatur-Verschiebungsgesetze, die 
mit verschiedenen molekularen Theorien besser im Einklang stehen: 

QT 
lJ(q, T) = -- aCT, To) 'lJ(aq, To) 

Qo To 
(67) 

wobei Q die Dichte und T die absolute Temperatur bedeuten. Qo ist die Dichte 
bei der Bezugstemperatur To. Ebenso fordert man dann fUr die Newton'sche 
Viskositat 

(68) 

im Einklang mit G1. (9.13). 
Die Ansatze (66) und (68) sind nicht signifikant verschieden, da man ja den 
Faktor QT/Qo To in die Funktion a (T, To) mit aufnehmen kann. Dies istjedoch 
bei den Gin. (65) und (67) nicht mehr mogJich, so daB diese wirklich 
unterschiedliche Verschiebungsgesetze darstellen. Beide GesetzmaBigkeiten 
werden zur Reduktion verwendet. Die Entscheidung, welche der beiden 
Ansatze zu einer besseren Beschreibung der experimentellen Ergebnisse fUhrt, 
steht noch aus. 
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Abb. 17.8 Schmelzviskositiit von LDPE als Funktion von q und T nach MeiBner [252] 

Abbildung 17.8 zeigt die Viskositat von Polyethylen niedriger Dichte als 
Funktion des Gradienten bei verschiedenen Temperaturen nach MeiSner [252]. 
Unter Verwendung verschiedener experimenteller Methoden (Weiss enberg
Rheogoniometer, Kapillarviskosimeter) konnte die Viskositat tiber 8 Zehner
potenzen des Geschwindigkeitsgradienten gem essen werden. Das Auftreten 
von Schmelzbruch wurde durch Pfeile angedeutet. Man sieht, daB in diesem 
Fall die Messungen tiber den Schmelzbruch hinaus durchgeftihrt werden 
konnten. 
Als Beispiel fUr eine Schmelze eines amorphen Kunststoffes ist in Abb. 17.9 die 
Viskositat eines Polystyrols als Funktion von Gradient und Temperatur 
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Abb.17.9. Schmelzviskositiit von PS N7000 als Funktion von q und T nach pfandl [128] 
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gezeigt. Diese Messungen wurden mit Kapillar- und Schlitzviskosimeter am 
Extruder durchgefUhrt [128]. Die Werte bei kleinen Gradienten wurden unter 
Verwendung der Analogie von Cox und Merz aus Messungen der dynamischen 
Viskositat ermittelt. Nach der Analogie von Cox und Merz verlauft Gd (w) als 
Funktion von w genauso wie 0"12 (q) als Funktion von q; dementsprechend 
verlauft die absolute dynamische Viskositiit I'(d (w) = Gd (w)/w als Funktion von 
w genauso wie die station are Scherviskositat I'( (q) = 0"12 (q)/q als Funktion 
von q. 
Ein Vergleich der Abb. 17.8 und 17.9 zeigt, daB das Viskositatsverhalten von 
Schmelzen teilkristalliner und amorpher Polymerer ziemlich ahnlich ist. In 
beiden Fallen nimmt die Newton'sche Viskositat - je nach Temperatur - Werte 
zwischen 103 und 105 Pas an, wahrend die Viskositat im strukturviskosen 
Bereich bis auf 10 Pa s absinkt. U nterschiede zeigen sich in der Form der Zeit
Temperatur-Verschiebungsfunktion, wie spater dargelegt werden wird. 
Schlief31ich ist in den Abb. 17.10 und 17.11 noch die Schmelzviskositat eines 
Polyamids dargestellt, einmal als Funktion von Gradient und Temperatur und 
einmal als Funktion von Gradient und Molekulargewicht [253]. Abbil
dung 17.10 zeigt die Viskositat einer Schmelze von PA-6 mit dem Molekular
gewicht Mn ~ 18 kg/mol als Funktion von Gradient und Temperatur. Ein 
Vergleich mit Abb.17.8 zeigt, daB die PA-Schmelze wesentlich dunntlussiger 
ist als die PE-Schmelze. Die Viskositat der PA-Schmelze wird nicht hoher als 
103 Pas. Dies hangt wohl mit dem bedeutend niedrigeren Molekulargewicht 
der PA-Schmelze zusammen. 
In derselben Abbildung ist auch die Reduktion nach G1. (65) und (66) 
dargestellt: 1'(/1'(0 aufgetragen als Funktion von 1'(0 q ergibt eine von der 
Temperatur unabhangige Master-Kurve. 
Abbildung 17.11 zeigt das strukturviskose Verhalten einer Reihe von Poly
amidschmelzen mit verschiedenen Molekulargewichten, aIle bei der gleichen 
Temperatur 250°C. Die Kurvenschar ist ahnlich der von Abb. 17.10. Man 
ersieht hieraus, daB eine Anderung des Molekulargewichtes einen iihnlichen 
Effekt auf die Viskositiitskurven hat, wie eine Anderung der Temperatur, 
niimlich eine Parallelverschiebung in der 45°-Richtung. Auch in dicsem Fall ist 
es moglich, durch die Auftragung von 1'(/1'(0 gegen 1'(0 q eine reduzierte Kurve zu 
erhalten. DafUr ist allerdings V oraussetzung, daB die Polymere zwar verschie
denes Molekulargewicht, aber eine - bezogen auf die logarithmische Moleku
largewichtsachse - iihnliche Molekulargewichtsverteilung besitzen. Die Kur
venform des strukturviskosen Verhaltens ist niimlich von der Form und Breite 
der Molekulargewichtsverteilung abhiingig. Je enger diese Verteilung, desto 
schiirfer ist der Ubergang vom Newton'schen Gebiet in das Gebiet, in dem die 
Niiherung (63) gilt, und des to hoher ist der Wert von k. Je breiter die 
Molekulargewichtsverteilung, desto allmiihlicher erfolgt der oben erwiihnte 
Ubergang, und desto kleiner ist der Wert von k. 
Der EintluB von Temperatur und Molekulargewicht iiuBert sich am stiirksten 
auf die Newton'sche Viskositiit. Fur diese hat man fUr sehr viele Polymer
schmelzen die in Abb. 17.12 dargestellte Abhiingigkeit gefunden: Fur niedrige 
Werte des Molekulargewichtes nimmt 1'(0 wie die erste Potenz des Molekularge-
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Abb.17.10. Schmelzviskositat von PA-6 mit Mn '" 18 kg/mol als Funktion von q und T nach 
Laun [253]. Rechts oben 1]/1]0 als Funktion von 1]0' q. die Master-Kurve 

--q'llo ,Pa 

Abb.17.11. Schmelzviskositat von PA-6 mit verschiedenen Molekulargewichten bei 
T = 250°C als Funktion von q nach Laun [253]. Rechts oben 1]/1]0 als Funktion von 1]0 q. die 
Master-Kurve 
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wichtes zu, fUr hohe Werte des Molekulargewichtes, wie M 3,4, so daB sich in 
doppelt-Iogarithmischer Darstellung zwei Gerade ergeben, die sich bei einem 
Molekulargewichtswert Me schneiden, der etwa das Doppelte des Molekular
gewichtes zwischen zwei Verschlaufungen, Me' betragt: 

Me ~ 2Me' 

Eine Zusammenstellung von Daten dieser Art wurde bereits von Fox [254] 
veroffentlicht. Fur eine neuere Ubersicht verweisen wir auf Odani, Nemoto 
und Kurata [255] sowie auf Laun [256]. Das in Abb.17.12 dargestellte Verhal
ten wird verstandlich, wenn man bedenkt, daB der Reibungswiderstand der 
Polymermolekule betrachtlich starker zunehmen muB, sobald sich ein Ver
schlaufungsnetzwerk ausbilden kann. Und dies ist erst fUr Molekulargewichte 
M ~ Me der Fall. 
Fur das in Abb. 17.12 dargestellte Verhalten schreiben wir: 

10gIJo = log M + Const. wenn M !( Me 
10gIJo = 3,4 log M + Const.' wenn M ~ Me 

(69) 

Es gilt in erster Linie fUr monodisperse oder nahezu monodisperse Polymere. 
In dem Zusammenhang wollen wir darauf hinweisen, daB die experimentelle 
Bestimmung der Abhangigkeit der Viskositiit yom Molekulargewicht ein 
iiuBerst schwieriges experimentelles Problem darstellt: 1) Zur Bestimmung der 
Viskositiit muB zuerst der stationiire FlieBzustand abgewartet werden (der 
Grenzwert t ~ 00 muB mit genugender Genauigkeit erreicht sein); 2) Da es sich 
um die Newton'sche Viskositiit handelt, mussen die Schergeschwindigkeiten 
(oder Spannungen) niedrig genug sein, urn Unabhiingigkeit von der GroBe des 
Gradienten zu gewiihrleisten; 3) Trotz der relativ hohen Temperaturen darfvor 
oder wiihrend der Messung keine Veriinderung der Molekulargewichtsvertei
lung stattfinden; 4) SchlieI31ich sollte es sich noch um moglichst eng verteilte 
Polymere mit gut bekannten Molekulargewichten handeln. Die Anwesenheit 

Abb.17.12. Newton'sche Viskositiit gegen Molekular
gewicht, schematisch 
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von geringen Mengen hochmolekularer Zusatze, die sich moglicherweise der 
Molekulargewichtskontrolle entziehen, hat einen auBerst storenden EinfluB 
auf die resultierende Viskositat. 
Wenn man all diese erschwerenden Umstande in Betracht zieht, wird man 
verstehen, daB trotz sehr ausfUhrlicher und oft wiederholter Untersuchungen 
der Vorfaktor in Gl. (69) fUr M ~ Me fUr die verschiedenen Polymere mit 
groBer Unsicherheit behaftet ist. 
Fur die Temperaturabhangigkeit von 170 findet man fUr Schmelzen von 
amorphen Polymeren eine andere Form des Zeit-Temperatur Verschiebungs
gesetzes, als fUr Schmelzen von teilkristallinen Polymeren. 
Fur Schmelzen amorpher Polymerer gilt die sog. V. F. T. H.-Gleichung: 

d 1 dz 
log 170 (T) = log A + f 

T- Too 
(70) 

woraus sich als Zeit-Temperaturverschiebungsfunktion die W. L. F.-Gleichung 
ergibt (vgl. auch Gl. (9.12)): 

10 a (T T) = _ d1 (T - To) = _ d 1 (T - To) 
g ,0 d + T - T T - Tf 

Z 0 00 

(71) 

Die in diesen Gleichungen auftretenden Konstanten d 1 , dz und T~ sind die 
gleichen, die in Abschn. 9.3 definiert und besprochen wurden und in Tabel
Ie 9.2 aufgelistet sind. 
Fur Schmelzen von teilkristallinen Polymeren gilt die Arrhenius-Gleichung: 

E 
log 170 (T) = log A + --

2,3 RT 

hieraus folgt als Zeit-Temperatur-Verschiebungsgesetz: 

E [1 1 ] 
loga (T, To) = 2,3R T - To 

E ist die Aktivierungsenergie des FlieBprozesses. 

(72) 

(73) 

Die U nterschiede zwischen den beiden Verschiebungsgesetzen (70) und (72) 
sind in den Abb. 17.13 und 17.14 verdeutlicht. Abbildung 17.13 zeigt schema
tisch die Newton'sche Viskositat in logarithmischer Auftragung als Funktion 
der Temperatur fUr amorphe und teilkristalline Polymere. Fur erstere strebt die 
Viskositiit bei Erreichen einer endlichen Temperatur - T~ - gegen unendlich; 
fur letztere ist dies erst beim absoluten Nullpunkt der Fall. Eine noch 
deutlichere Unterscheidung zwischen beiden Fallen findet man in dem sog. 
Arrhenius-Diagramm, das in Abb. 17.14 dargestellt ist. Der Logarithmus der 
Newton'schen Viskositat ist, gegen die reziproke absolute Temperatur aufge
tragen, fUr teilkristalline Polymere eine Gerade, fUr amorphe Polymere eine 
positiv gekrummte Funktion. Analoges gilt fUr die Zeit-Temperatur-Verschie
bungsfunktion log a (T, To). 
Abbildung 17.15 gibt das Arrhenius-Diagramm der Newton'schen Viskositii
ten von 5 Schmelzen von PA-6 mit verschiedenen Molekulargewichten nach 
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log A 

T~ - T 

(72) 

Steigung E / 2,3 

Abb.17.13. Logarithmus der Viskositat als 
Funktion von T nach Gin. (70) und (72) 

Abb.17.14. Logarithmus der Viskositat als 
1/ RT.. - 1/ RT Funktion von lj(RT) nach Gin. (70) und (72) 

Laun [253]. Die Abkurzungen beziehen sich auf die Mer13methode: KV = 

Kapillar-Viskosimeter, DV = Dynamisches Viskosimeter, PPV = Platten
Viskosimeter, KPV = Kegel-Platte-Viskosimeter. Aile Polymere lassen sich 
durch G!. (72) vorzuglich beschreiben, wobei die Aktivierungsenergie 
(E ::::: 60 kJ Imol) nicht yom Molekulargewicht abhiingt. 
Urn den Unterschied zwischen den Schmelzen teilkristalliner und amorpher 
Polymerer zu illustrieren, wurde in Abb. 17.16 das Arrhenius-Diagramm fUr 
die Zeit-Temperatur-Verschiebungsfunktion zweier amorpher Polystyrole und 
zweier Polyethylene miteinander verglichen. Man sieht, da13 die Temperaturla
gen der Funktion log a (T, To) fur LDPE und HDPE innerhalb des Me13gebie
tes durch zwei Gerade beschrieben werden konnen (E ~ 40 kJ Imol und 
E ::::: 26,3 kJ Imol), wiihrend fUr die beiden Polystyrolschmelzen deutlich positiv 
gekrummte Kurvenzuge ersichtlich sind. Diese konnen mit Hilfe der W. L. F.
G!. (71) dargestellt werden. 
Schliel3lich wurden in Tabelle 17.1 fur eine Anzahl Schmelzen teilkristalliner 
Polymerer die Aktivierungsenergien der Schmelzviskositiiten aufgelistet. 
Zur Beschreibung des strukturviskosen Verhaltens hat sich manchmal eine 
Niiherungsgleichung als nutzlich erwiesen, die sog. Gleichung von Carreau 
[261]. Diese hat folgende Gestalt: 

'7 (q) ::::: '70/[1 + (q/q])2]k/2 (74) 
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Abb.17.1S. Arrhenius-Diagramm der Newton'schen Viskositaten von 5PA-6 Schmelzen 
nach Laun, [253] 

Abb. 17.16. Arrhenius-Diagramm der Zeit-Temperatur Verschiebungsfunktion der Viskosi
taten fUr PSI (N 7000 Hoechst), PSII (168 N BASF), LDPE (F2024 Hoechst) und 
HDPE (6021 DX BAS F) nach Schwarz, [257] 



364 Das rheologische Verhalten der Polymerschmelzen 

Tabelle 17.1. Aktivierungsenergie der Schmelzviskositiiten einer Anzahl teilkristalliner Poly
merer 

Polymer E, kJ/mol M-Bereich, kg/mol Lit. 

LPDE IUPAC Schmelze I 
LDPE 
HDPE 
PP 
PA-6 

54 
46 
28 
38-46 
60 

Mw = 482 
Mw = 470 
Mw = 93-409 
Mw = 170-780 
Mn = 16-40 

Mw/Mn ~ 28 
Mw/Mn ~ 22 
Mw/Mn ~4-22 
Mw/Mn ~ 3,4-9,5 
Mw/Mn ~ 2 

[258] 
[259] 
[256] 
[260] 
[253] 

Diese Gleichung ergibt fUr kleine Werte des Gradienten, q ~ q( den 
Newton'schen Grenzwert 1'/0 und fUr groBe Werte des Gradienten, q ~ q(, die 
Naherung (63). Die Konstante q( kann daher als "Linearitatsgrenze des 
Stromungsgradienten" bezeichnet werden. Fiir q = q( ist der Wert der 
Viskositat auf das 1/~-fache des Newton'schen Grenzwertes abgesunken. 
Die Gl. (74) hat drei Parameter zur Anpassung: Den Newton'schen Grenzwert 
1'/0' die doppelt-Iogarithmische Steigung im strukturviskosen Bereich, k und die 
Linearitatsgrenze q(. Eine andere Konstruktion der Linearitatsgrenze ist in 
Abb. 17.17 dargestellt. Verlangert man die Gerade aus dem struktur-viskosen 
Gebiet, dann schneidet diese das Niveau log 1'/ = log 1'/0 bei der Abszisse q = q(. 
Manchmal begniigt man sich mit einer noch einfacheren Naherung, die 
mathematisch iiberaus bequem ist und im Gebiet der Kunststoffverarbeitung 
oft ausreichende Genauigkeit bietet: 1m struktur-viskosen Gebiet darf die 
Viskositat oft durch das Potenzgesetz von Ostwald-de Waele 

mit (75) 

angenahert werden. Allerdings ist zu bedenken, daB diese Naherung fUr die 
Grenzwerte q --+ 0 und q --+ 00 zu physikalisch widersinnigen Resultaten fUhrt. 
Sie darf dann angewendet werden, wenn bei Integrationen iiber die Variable q 

logll(q) 
(75 ) 

\1 
1-----...:::- - "- - - - logT) 1 0 

(74) \ 
1 

1 
I 
I 
I 
I 
1 

I 
logQL _ logq 

Abb.17.17. Zur Niiherung von Carreau fUr die 
Strukturviskositiit 
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nur der struktur-viskose Teil einen signifikanten Beitrag liefert (siehe Ab
schn. 18.1). 
Mit Hilfe von (75) lassen sich die Viskositat IJ (q) oder die Fluidat rp (a), die 
durch die Gleichungen 

a 12 = lJ(q) q (76) 

und 
(77) 

definiert sind, fUr die Ostwald-de-Waele-Flussigkeit folgenderma13en schrei
ben: 

wobei 

und 

sind. 

IJ (q) ::: C q - k 

q (a) ::: D an 

a(q)::: C ql-k 

rp(a)::: D a n - 1 

n=(1-k)-l 

D = c-n 

(78) 

(79) 

(80) 

Fur Polymerschmelzen findet man Werte fur n, die zwischen 2 und 4 liegen; 
entsprechend variiert k zwischen 0,5 und 0,75. Fur eine Newton'sche Flussig
keit gilt naturlich n = 1 und k = 0. 
Der erste NormalspannungskoefJizient ist durch die erste Normalspannungs
differenz im stationaren Zustand in einfacher Scherstromung durch die 
Gleichung 

(81) 

definiert. Der erste Normalspannungskoeffizient ist experimentell nicht so 
ausfilhrlich untersucht wie die Nicht-Newton'sche Viskositat. Er zeigtjedoch, 
als Funktion des Gradienten, ein qualitativ ahnliches Bild (siehe Abb. 17.18). 
Bei niedrigen Werten von q strebt er gegen eillen von q unabhangigen 
Grenzwert: 

-Iogq 

nco = lim n l (q) 
q~O 

(82) 

Abb.17.1S. Erster Normalspannungskoeffizient 
als Funktion von q und T 
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Bei hohen Werten des Gradienten sinkt der Normalspannungskoeffizient mit 
zunehmendem Wert von q. Der Abfall von n l mit q verUiuft wesentlich steiler 
als der von 17 mit q. 
Der EinfluB von Temperatur und Molekulargewicht auf den Verlauf des 
Normalspannungskoeffizienten wurde ebenfalls in Abb. 17.18 angedeutet. 
Durch eine Temperaturiinderung wird der Normalspannungskoeffizient in der 
doppelt-Iogarithmischen Darstellung parallel verschoben, aber jetzt in einer 
63°-Richtung [urn 210g a (T, To) nach unten und urn log a (T, To) nach rechts]. 
Diese Zeit-Temperatur-VerschiebungsregelliiBt sich mathematisch folgender
maBen ausdriicken: 

n l (q, T) = [aCT, ToW nl (aq, To) 

Speziell gilt fUr den Grenzwert im Newton'schen Gebiet: 

n 1• O (T) = [aCT, ToW n1 • O (To) 

(83) 

(84) 

log a (T, To) ist die gleiche Zeit-Temperatur-Verschiebungsfunktion wie in den 
GIn. (65) oder (66). 
Der Newton'sche Grenzwert des ersten Normalspannungskoeffizienten nl,o 
hiingt mit der Newton'schen Viskositiit iiber die G1. (54) zusammen 

(85) 

wobei J e das stationiire Riickstellvermogen im linear-visko-elastischen Bereich 
ist. Fiir J e gilt folgende Molekulargewichtsabhiingigkeit 

log Je = log M + konst 
= konst' 

fiir M:( Me 
fUr M ?: Me 

(86) 

Aus den Gin. (69), (85) und (86) ergibt sich dann folgende Molekulargewichts
abhiingigkeit von nl,o: 

log n l.O = 3 log M + konst 
log nl,o = 6,8 log M + konst' 

fiir M :(Me 
fUr M ?: Me 

17.5 Rheologische Zustandsgleichung der visko-elastischen Fliissigkeit 
nach Wagner 

(87) 

Vergleicht man das experimentelle Verhalten der Polymerschmelzen, wie dies 
im letzten Abschnitt beschrieben wurde, mit den Voraussagen der Theorie von 
Lodge fiir die elastische Fliissigkeit, dann sieht man, daB letztere imstande ist, 
viele Ziige des Verhaltens der Polymerschmelzen zu beschreiben; sie versagt 
jedoch speziell im Fall der Beschreibung des Nicht-Newton'schen FlieBverhal
tens, da sie eine Newton'sche Viskositiit und einen yom Gradienten unabhiingi
gen ersten Normalspannungskoeffizienten voraussagt. Auch vermag sie nicht, 
das experimentell beobachtete Maximum in der Scherspannung und der 
Normalspannungsdifferenz im zeitlichen Verlauf des Spannversuches zu 
erkliiren. 
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Wagner [262] hat, aufbauend auf der Theorie der Lodge-Fliissigkeit, diese so 
veraIlgemeinert, daB die erweiterte Fassung aIle wesentlichen Ziige der 
Rheologie der Polymerschmelzen wiederzugeben imstande ist. Man geht von 
der rheologischen Zustandsgleichung der Lodge-Fliissigkeit mit Goo = 0 aus: 

O"ik (t) = - P 6ik + J m (t - t') Bik CS; t; t') dt' (24) 
-00 

Die Linearitat dieser Gleichung beruht darauf, daB die Gedachtnisfunktion 
m (t - t') nur von der Zeitdifferenz t - t' abhangt, aber nicht von der Hohe der 
wahrend dieser Zeit erreichten Deformationen oder der GroBe der Deforma
tionsgeschwindigkeiten. Molekular bedeutet dies, daB die Uberlebenswahr
scheinlichkeit des Verschlaufungsnetzwerkes nur eine Funktion seines Alters 
t - t' ist, aber nicht von Deformationen oder Deformationsgeschwindigkeiten 
abhangt. Dies ist auch vom molekularen Standpunkt aus unwahrscheinlich. 
Ein Verschlaufungsnetzwerk wird nicht nur durch die Brown'schen StoBe der 
Temperaturbewegung gelost werden, sondern auch durch iibermaBige Deh
nung des Netzwerkes. Es ist also zu erwarten, daB die Uberiebenswahrschein
lichkeit des Netzwerkes mit von der GroBe der Deformationen abhangt, die 
von seiner Entstehung an, wah rend der V orgeschichte auf dieses ausgeiibt 
wurde. Da es sich bei der Funktion m urn einen Skalar handelt, kann dieser 
von der GroBe der Deformationen nur iiber die Invarianten des relativen 
Deformationstensors Bik Cs; t; t') abhiingen. 
Diese Dberiegung fiihrte Wagner [262] zu dem Ansatz: 

O"ik (t) = - P 6ik + J m (t - t'; IB, lIB) Bik (;s; t; t') dt' (88) 
-00 

Hier sind IB = IB (;S; t; t') und lIB = lIB (;s; t; t') erste und zweite Invariante des 
Tensors Bik (;S; t; t'). Die dritte Invariante kann wegen der Inkompressibilitiit 
der Fliissigkeit keine Rolle spielen. Die Kernfunktion m hat dabei sinngemaB 
folgende Bedeutung: 

1 
- m (t - t" I . II ) d t' kT ' B' B 

ist die Anzahl der Verschlaufungspunkte pro Volumeneinheit, die zwischen t' 
und t' + dt' entstanden sind, und zur Zeit t nach der inzwischen durchlaufenen 
Deformationsgeschichte, die durch IB und lIB gekennzeichnet ist, noch 
vorhanden sind. 
Wagner hat weiter angenommen, daB die Kernfunktion m in zwei Faktoren 
zeriegt werden kann, von den en einer nur von der Zeitdifferenz t - t' (und der 
Temperatur), der andere nur von dem Deformationszustand des Netzwerkes 
abhangt: 

(89) 

m (t - t') ist die bereits in der Lodge-Theorie eingefiihrte Gediichtnisfunktion 
und beschreibt die Uberiebenswahrscheinlichkeit des Verschlaufungsnetzwer
kes unter der ausschliel31ichen Wirkung der Brown'schen Bewegung. Die 
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Funktion h (IB, lIB) wird Dampfungsfunktion genannt; sie variiert zwischen 1 
(bei miiBig groBen Deformationen im GUltigkeitsbereich der Lodge-Theorie) 
und Null fUr sehr groBe Deformationen. Ihre Bedeutung ist die einer 
Oberlebenswahrschcinlichkeit des Netzwerkes unter der durch IB und lIB 
gekennzeichneten Deformationsgeschichte. Der Produktansatz besagt dann, 
daB die Prozesse des Losens der Verschlaufungen unter der Einwirkung der 
Brown'schen StoBe und unter der Einwirkung der Deformation des Netzwer
kes als voneinander unabhiingig angesehen werden. 
Fur kleine Deformationen wird der Diimpfungsfaktor 1, und Gl. (88) wird 
identisch mit der Lodge-Theorie. Deshalb gelten fur den Faktor m (t - t') in 
(89) die GIn. (20), (21) und (22), vorausgesetzt, daB G (t) der zeitabhiingige 
Schermodul der FlUssigkeit im linear-visko-elastischen Bereich ist. 
Kombiniert man die Gl. (88) mit (89) und (20), dann findet man die 
rheologische Zustandsgleichung der Wagner-Flussigkeit: 

(90) 

(Jik(t) = - p 6ik - S G(t - t') h[IB()',; t; t'), IIB()',; t; t')] Bik ()',; t; t') dt' 
-00 

Eine Umformung analog, wie sie fUr die Lodge-Flussigkeit durchgefUhrt 
wurde [Gl. (24) in (25)], fuhrt auf eine zweite Darstellungsform dieser 
Gleichung: 

(Jik (t) = - P 6ik + Go Bik (~; t) 
t 

- S G(t - t')· [h(lB' lIB) Bik(~; t; t') - Bid~; t)] dt' (91) 
-en 

SchlieBlich kann man eine dritte Form durch partielle Integration des Integrals 
in (90) oder (91) erhalten, vorausgesetzt, daB die notigen Differenzierbarkeits
bedingungen erfUllt sind: 

Bei der Ableitung der GIn. (91) und (92) wurde die Bedingung Goo = 0 
verwendet. Fur h = 1 gehen diese Gleichungen in die entsprechenden Glei
chungen der Lodge-Theorie (24) und (25) uber. 
Wir betrachten zuerst den Fall der einfachen, zeitabhangigen Scherung (28). 
Durch Einsetzen der Gl. (30) in Gl. (15.89) erhiilt man fUr die beiden 
Invarianten den gleichen Ausdruck 

IB (~; t; t') = lIB (~; t; t') = 3 + [y (t) - y (t'W (93) 

so daB die Diimpfungsfunktion nur vom Absolutbetrag der Differenz 
y (t) - y (t') abhiingen kann: 

(94) 
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Die Funktion hs' die nur von einem Argument abhiingt, heiI3t Dampfungsfunk
tion in einfacher Scherung. Einsetzen von (94) und (93) in (90) ergibt: 

(95) 

0"12(t) = - S G(t - t'). hs(ly(t) - I' (t')I) . [yet) - I' (t')] dt' 
-00 

0"11 (t) - O"22(t) = - S G(t - t')· hs(ly(t) - I' (t')I) . [yet) - I' (t')F dt' 
-00 

Diese Gleichungen beschreiben das Verhalten der Wagner-Flussigkeit in 
einfacher Scherung. Fur Scherung und Scherspannung gilt jetzt nicht mehr das 
Superpositionsprinzip, da die Integraltransformation wegen der Anwesenheit 
des Diimpfungsfaktors nicht-linear ist. Die erste Normalspannungsdifferenz 
ist wieder positiv, da hs eine Funktion zwischen 0 und 1 sein muI3 und 
- G (t - t') nicht negativ sein kann. Die zweite Normalspannungsdifferenz 
verschwindet. 
Fur manche Fiille ist es zweckmiiI3ig, die Gleichungen in der Form zu 
verwenden, die man durch partielle Integration erhiilt: 

t d 
O"12(t) = - S G(t - t') -, {hsCly(t) - y(t')I)· [yet) - yet')]} dt' 

- 00 dt 
(96) 

t d 
0"11 (t) - 0"22(t) = - J

oo 
G(t - t') dt' {hs(ly(t) - I' (t')I) . [yet) - I' (t')f} dt' 

Der einfachste Fall ist der der Spannungsrelaxation in einfacher Scherung. Wir 
setzen 

yet) = 0 
yet) = Yo 

fUr t < 0 
fUr t > 0 

(97) 

in (95) ein. Die Integrale lassen sich spalten in eines mit den Grenzen - 00 und 0 
und in eines mit den Grenzen 0 und t; letztere geben keinen Beitrag, da in 
diesem Integrationsgebiet I' (t) = I' (t') ist; fUr erstere erhalten wir z. B.: 

a a 
0"12(t) = - Yo S G(t - t') hs (11'01) dt' = - Yo h'(IYoi) S G(t - t') dt' 

-00 -00 

und finden schlieI3lich: 

0"12 (t) = Yo . G(t; Yo) (98) 

und 
0"11 (t) - 0"22(t) = 1'6· G(t; Yo) (99) 

mit 
G (t; Yo) = G (t) . hs (Yo) (100) 
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Der nicht-lineare Spannungsrelaxationsmodul in einfacher Scherung G (t; Yo) 
HiBt sich als Produkt der von der Scherung abhangigen Dampfungsfunktion 
und dem von der Zeit abhangigen linearen Relaxationsmodul schreiben. Den 
nicht-linearen Spannungsrelaxationsmodul erhait man entweder als Quotient 
der Scherspannung und der Scherung oder als Quotient der ersten Normal
spannungsdifferenz und dem Quadrat der Scherung. 
Die Giiltigkeit der GIn. (98) bis (100) wurde von Laun [263] an einer LDPE
Schmelze durch Messung der Scher- und Normalspannungen im Relaxations
versuch bewiesen. Es handelt sich dabei um die IUPAC-Schmeize I, deren 
Molekulargewichtsdaten von Meissner [264] beschrieben wurden und deren 
dynamische Moduli G' (co) und Gil (co) von Zosel bestimmt wurden [siehe 
[263]]. Die Ergebnisse von Laun sind in den Abb. 17.19 und 17.20 wiedergege
ben. Abbildung 17.19 zeigt den zeitabhangigen, nicht- linearen Relaxations
modul in doppelt-Iogarithmischer Auftragung fUr verschiedene Werte der 
Scherung Yo, und zwar einmal berechnet mit Hilfe von Gl. (98) aus der 
gemessenen Scherspannung und einmal berechnet mit Hilfe von Gl. (99) aus 
der gemessenen ersten Normalspannungsdifferenz. Die Abbildung beweist, daB 
die so ermittelten Werte von G (t; Yo) identisch sind. Sie zeigt ferner, daB die 

11'1 , , r I'II'I , , 
"''3 

°12 °11-°22 '(0 MCs] 

0 • 0.2 0.05 
0 • 0.6 0.05 

70' -:l-----+ 
Co • 1.9 0.05 

6.0 0.08 
<> • 9.5 0.10 
v • 15.3 0.12 
0 18.7 0.16 .. 22.4 0.20 

30.9 0.25 

70 3 -:l-----+-

707+-----+----+----. 

700+-~~~~~~orrm-_.~~nr~~~~~~~~ 
70-2 70-1 700 70 7 10 2 10 3 

Abb.17.19. Zeitabhiingiger, nicht-linearer Spannungsrelaxationsmodul von IUPAC Schmel
ze I bei 150 D C nach Laun [263], Mw = 482 kg/mol, Mw/Mn '" 28 
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Abb.17.20. Diimpfungsfunktion in Scherung von IUPAC-Schmelze I bei 150°C nach Laun 
[263] 

Produktdarstellung (100) gerechtfertigt ist, da die Kurven in doppelt-loga
rithmischer Darstellung durch Parallelverschiebung in Richtung der Ordinate 
zur Deckung gebracht werden k6nnen. Die durchgezogene, mit G (t) bezeich
nete Linie ist der aus den dynamischen Daten von Zosel durch Laun berechnete 
Verlauf des linearen Spannungsrelaxationsmoduls. 
Aus der vertikalen Parallelverschiebung der Kurven erhalt man die Damp
fungsfunktion in Scherung hs (Yo), die in Abb. 17.20 in einfach-logarithmischer 
Darstellung gezeigt ist. Laun hat die Dampfungsfunktion einmal durch eine 
Exponentialfunktion und einmal durch die Summe von zwei Exponentialfunk
tionen angenahert 

(101) 

(102) 

wo bei naturlich f1 + fz = 1 sein mu13. Die N aherung (1 ° 1) [mit J1 = 0,18] ist in 
der Abbildung durch die gestrichelte Gerade angedeutet. Sie beschreibt den 
Verlauf der Dampfungsfunktion im Bereich zwischen h = 1 und h = 0,1 mit 
ausreichender Genauigkeit. Fur kleinere Werte von h (gr613ere Werte von Yo) 
ist diese Naherung unzureichend. Eine gute Naherung ergibt sich im ganzen 
Bereich durch die Summe (102) [mit f1 = 0,57 J11 = 0,31 fz = 0,43 Ilz = 0,106], 
die durch die durchgezogene Linie dargestellt ist. 
Als nachstes soli das Viskositatsexperiment in einfacher Scherung besprochen 
werden. Das Viskositatsexperiment (der Spannversuch) ist durch Gl. (33) 
definiert, die wir in (96) einsetzen; man erhalt: 

a12 (t) = l1(t; q). q 

all (t) - a22 (t) = n1 (t; q) . q2 

(103) 

(104) 
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1m Gegensatz zu den fUr die Lodge-Flussigkeit giiltigen GIn. (34) und (35) sind 
jetzt 17 (t; q) und n l (t; q) zwei von der Zeit und der Schergeschwindigkeit 
abhangige Funktionen, die zeitabhiingige, Nich t-New ton' sche Scher- Viskositiit, 
und der zeitabhiingige, Nicht-Newton'sche erste Normalspannungskoef[izient, 
definiert durch die Gleichungen: 

t d 
17(t; q) = J G(T) ~d [Ths(qT)] dT 

o T 
(105) 

und 
t d 

n l (t; q) = J G(T) ~d [T2 hs(qT)] dT 
o T 

(106) 

Es ist sofort einzusehen, daB beide GroBen als Funktion der Zeit, bei 
konstantem Stromungsgradienten ein Maximum aufweisen mussen. Der 
Integrand in den GIn. (105) und (106) hat das Vorzeichen der Ableitungen 
d [Ths (qT)]/dT bzw. d [T2 hs (qT)]/dT; die beiden Funktioen in den eckigen 
Klammern verschwinden bei kleinen und bei groBen Werten von T und sind 
positiv; sie haben also (mindestens) 1 Maximum im Zwischenbereich. An 
gleicher Stelle liegt auch das Maximum des entsprechenden Integrals. 
Die Maxima von (J 12 (t; q) und (J 11 (t; q) - (J 22 (t; q) liegen dort, wo [(qT) hs (qT)] 
und [(qT)2 hs (qT)] ein Maximum haben; diese Maxima liegen also stets bei dem 
gleichen Wert der Scherung, unabhangig vom Wert des Stromungsgradienten. 
Dies ist auch experimentell beobachtet worden. Das Maximum von n l (t; q) 
liegt bei etwas langeren Zeiten, als das von 17 (t; q). 
Beide Funktionen streben fUr t --+ 00 einem endlichen Grenzwert zu, der 
stationiiren Nicht-Newton'schen Viskositiit und dem stationiiren Nicht
Newton'schen ersten Normalspannungskoef[izienten. Zur Darstellung dieser 
GroBen formt man (105) und (106) durch partielle Integration urn und erhalt: 

t 

17(t; q) = ths(qt) G(t) - J G(T) Ths(qT) dT (107) 
o 

und 
t 

n l (t; q) = t2 hs (qt) G (t) - J G (T) T2 hs (qT) dT (108) 
o 

Die ersten Terme dieser Gleichungen verschwinden im Grenzwert t --+ 00 

wegen G ro = 0 und man erhait: 
00 

17(q) = lim 17(t; q) = - J G(T) Ths(qT) dT 
t --+ 00 0 

(109) 

und 
00 

n l (t) = lim n l (t; q) = - J G(T) T2hs(qT) dT (110) 
t --+ 00 0 

Kennt man den linearen Relaxationsmodul und die Dampfungsfunktion, dann 
lassen sich alle charakteristischen GroBen fUr das Viskositatsexperiment sofort 
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numerisch ausrechnen. Wahlt man fUr G (t) die Darstellung durch ein diskretes 
Relaxationsspektrum 

n 

G(t) = I aje- t /<; (8.23) 
j = 1 

und fur die Dampfungsfunktion eine der Exponentialdarstellungen (101) oder 
(102), dann sind alle Integrale analytisch ausfUhrbar. Nimmt man speziell fUr 
h. (Yo) Gl. (101), dann werden die stationaren Werte von Viskositat und 
N ormalspannungskoeffizient: 

(111) 

(112) 

Laun [263] hat mit Hilfe dieser Gleichungen aus den in Abb. 17.19 und 17.20 
gezeigten Daten den Verlauf der Viskositat und des ersten Normalspannungs
koeffizienten der IUPAC-Schmelze I als Funktion von Zeit und Scherge
schwindigkeit berechnet, mit Messungen von Meissner verglichen und sehr 
gute Ubereinstimmung erhalten. So zeigt Abb. 17.21 als Beispiel den Verlauf 
der stationaren Viskositat und des stationaren Normalspannungskoeffizien
ten, reduziert auf die Temperatur von 150 0 C, als Funktion des reduzierten 
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Abb. 17.21. Temperatur-invariante Darstellung der stationiiren Viskositiit und des stationii
ren ersten Normalspannungskoeffizienten als Funktion der reduzierten Schergeschwindigkeit 
fUr IUPAC-Schmelze I bei 150°C nach Laun [263] 
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Schergradienten (a ist der fUr diese Schmelze gultige Zeit-Temperatur Verschie
bungsfaktor). 
Die durchgezogenen Linien geben den unter Verwendung von Gl. (102) 
berechneten theoretischen Verlauf, die gestrichelte Linie wurde unter Verwen
dung von Gl. (101) berechnet. Man sieht in beiden Hillen ausgezeichnete 
Ubereinstimmung mit dem Experiment, was als groBer Erfolg der Wagner
Theorie zu werten ist. 
Setzt man (8.23) in (8.79) und (8.80) ein, dann erhalt man folgende Darstellung 
fUr Verlust- und Speichermodul: 

G"(w) 

w 

n 'Ii 

I a j ----=2---;0-2 
j= 1 1 + w 'j 

(113) 

G' (w) 

w2 

n ,~ "a 1 L.. j 2 2 
j=l l+W'j 

(114) 

Ein Vergleich von (111) mit(l13) und (112) mit (114) liefert die ErkHirung fUr 
die qualitative Ahnlichkeit des Verlaufes der GroBen Gil (w)/w und I] (q) bzw. 
G' (w)/w2 und n l (q)/2, (eine Erklarung fUr die Spiegelrelationen nach Gleiss
Ie). Die Grenzwerte von (111) fUr q --> 0 und von (113) fUr w --> 0 sind identisch; 
I](q) fallt mit steigendem q und G"(w)/w fallt mit steigendem w, wobei der 
Verlauf der beiden Funktionen nicht mathematisch identisch, sondern nur 
ahnlich ist. Analoges gilt fUr n l (q)/2 und G' (w)/w 2 . 

Am Beispiel der LPDE-Schmelze IUPAC I ist in den Abb. 17.22 und 17.23 
gezeigt, wie weit diese Ahnlichkeit geht. Abbildung 17.22 zeigt n l (q) gegen q 
(ubernommen aus Abb.17.21) zusammen mit 2G'(w)/w 2 gegen w aus den 
Messungen von Zosel. Abbildung 17.23 zeigt I] (q) gegen q (ubernommen aus 
Abb.17.21) zusammen mit G"(w)/w gegen w aus den Messungen von Zosel. 
Wie man sieht, ist die Ubereinstimmung nicht besonders gut. Es sei erwahnt, 
daB die Abb. 17.6 aus den Daten der Abb. 17.22 und 17.23 konstruiert wurde. 
Die Analogie kann wesentlich verbessert werden, wenn man nicht G" (w)/w mit 
I] (q) vergleicht, sondern die absolute dynamische Viskositat 

mit I] (q). 

Dies zeigt die aus einer Arbeit von Wagner [265] entnommene Abb. 17.24. Die 
Ubereinstimmung laBt nichts zu wunschen ubrig. 
SchlieBlich benutzen wir den Verlauf der GroBe I] (q) der IUPAC-Schmelze I 
urn zu zeigen, inwieweit die Naherung von Carrcau zur Beschreibung des 
strukturviskosen Verhaltens dieser Schmelze geeignet ist. Abbildung 17.25 
zeigt den gemessenen Verlauf von I] (q) gegen q zusammen mit der besten 
Anpassung der Gl. (74). Der Verlauf der Gleichung von Carreau ist viel zu 
scharf, urn das Verhalten der breit-verteilten LPDE-Schmelze annahernd 
richtig beschreiben zu konnen. Gleichzeitig ist zu sehen, daB das Ostwald-de 
Waele-Gesetz in diesem Fall auch nur eine auBerst unbefriedigende Beschrei
bung des strukturviskosen Verhaltens liefert. 
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Abb. 17.22. Doppelt-logarithmische, temperaturinvariante Darstellung des ersten Normal
spannungskoeffizienten (MeJ3punkte) und des doppelten Speichermoduls geteilt durch w 2 

(--) als Funktion von q bzw. w. Daten fUr LPDE-Schmelze IUPAC I bei 150°C nach 
Laun, Meissner, Zosel (siehe [263]) 
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Abb.17.23. Doppelt-logarithmische, temperaturinvariante Darstellung der Scherviskositiit 
(MeJ3punkte) und des Verlustmoduls geteilt durch w (--) als Funktion von q bzw. w. Daten 
wie Abb. 17.22 
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Abb. 17.24. Scherviskositat als Funktion von q und absolute dynamische Viskositat 
TJd (w) = Gd (w)/w als Funktion von w fUr LDPE-Schmelze I bei 150°C nach Wagner [265] 
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Abb.17.25. Scherviskositat als Funktion von q fUr IUPAC-Schmelze I bei 150°C und die 
Gleichung von Carreau in optimaler Anpassung 

Weitere Probleme, wie nicht-lineares Kriechverhalten in Scherung und das 
Erholungsexperiment, konnen numerisch gelost werden [266]. 
Ein wei teres Experiment, das relativ einfach beschrieben werden kann, ist das 
der einfachen, linearen inkompressiblen Dehnung. Es sei A (t) das Dehnverhaltnis 
und GH (t) = In A (t) die Hencky-Dehnung; dann gilt: 

Xl = [A (t)/),(t')] X'l; X2 = [A (t')/A (t)F/2 x~; X3 = [),(t')/A(t)]l/2 x~ (115) 

und deshalb 

Bll (x; t, t') = e 2 [eH(t) - eH(t')] = A 2 (t)/ A 2 (t') 

B22 (x; t, t') = B33 (X; t, t') = e-[eH(t)-ell(t')] = A(n/A(t) 
(116) 
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Die beiden Invarianten werden: 

IB = e 2 [EH(I) - EH(I')j + 2 e - [EH(I) - EH(t')] 

lIB = 2 e[EH(I) - EH(t')] + e - 2 [£H(l) - £H(l')] 
(117) 

so daB die Dampfungsfunktion nur von der Differenz CH (t) - CH (t') abhangen 
kann. Wir nehmen als Argument den Absolutbetrag dieser Differenz und 
setzen: 

(118) 

Die Funktion he heiBt Diimpfungsfunktion in Dehnung. Einsetzen von (116) und 
(118) in (90) ergibt (beachte, daB O'22(t) = 0 ist): 

-00 (119) 

Diese Gleichungen beschreiben das Verhalten der Wagner-Flussigkeit III 

linearer Dehnung. 
Auch hier ist der einfachste Fall der der Spannungsrelaxation in einfacher 
Dehnung. Wir setzen: 

und finden: 

mit 

CH (t) = 0 
CH(t) = Co = In AD 

fur t < 0 
fur t > 0 

0' (t) = Co . E (t; co) 

(120) 

(121) 

Der nicht-lineare Spannungsrelaxationsmodul in einfacher Dehnung E (t; co) laBt 
sich als Produkt einer nur von der Dehnung abhangigen Funktion und dem 
von der Zeit abhangigen linearen Schermodul schreiben. Aus dem Quotienten 
von E (t; co) und G (t) laBt sich die Dampfungsfunktion in Dehnung ableiten. 
Diese Methode hat sich fur die Beschreibung des Relaxationsverhaltens 
vernetzter Kautschuke als nutzlich erwiesen; sie ist jedoch von geringem 
Nutzen fUr polymere Schmelzen, da sich fur diese Stoffe der Spannungsrelaxa
tionsversuch in Dehnung nicht durchfuhren laBt. 
Ein Experiment, das an polymeren Schmelzen durchgefuhrt werden kann [264], 
ist das der Dehnung mit konstanter Hencky-Dehngeschwindigkeit; dieses 
Experiment ist definiert durch die Bedingung: 

CH(t) = 0 
CH (t) = to . t 

fUr t < 0 
fUr t > 0 

(122) 
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Abb.17.26. Dehn-Viskositat !l(t,£o) als Funktion von t fUr verschiedene konstante Dehnge
schwindigkeiten £0 fUr Schmelze I bei 150 DC nach Meissner [264] und berechnete Kurven nach 
Wagner [267] 

wobei eo der konstante Wert der Hencky-Dehngeschwindigkeit ist. Man findet 
fUr die Zugspannung den Ausdruck: 

Jt d 2" 
aCt) = G(T) -d {he (eo T) [e Eor - e- Eor]} dT 

o T 
(123) 

Wagner hat gezeigt [267], wie man aus dieser Gleichung die Dampfungsfunk
tion in Dehnung ableiten kann, wenn die Zugspannung gemessen wurde, und 
der lineare Spannungsrelaxationsmodul in Scherung bekannt ist. Er analysier
te experimentelle Resultate an LDPE-IUPAC-Schmelze I, die unter verschie
denen konstanten Hencky-Dehngeschwindigkeiten von Meissner [264] durch
gefUhrt wurden. Die Ergebnisse sind in Abb. 17.26 wiedergegeben, in def die 
Dehn- Viskositiit 

(124) 

als Funktion der Zeit fUr verschiedene Dehngeschwindigkeiten in doppelt
logarithmischer Auftfagung gezeigt ist. 
Die Abhangigkeit der Dampfungsfunktion von der Hencky-Dehnung ist in 
Abb. 17.27 dargestellt. Diese Abhangigkeit konnte durch folgenden mathema
tischen Ausdruck beschrieben werden: 

(125) 

wobei a = exp ( - 2 eo) und m zwei zur Anpassung freie Konstante sind. Die 
durchgezogene Linie in Abb. 17.27 stellt Gl. (125) mit den Parameterwerten 
eo = 3,0 und m = 0,30 dar. eo ist der Wert der Hencky-Dehnung, bei der die 
Kurve ihre Steigung stark andert. Man sieht, daB he (0) = 1 ist und daB he mit 
steigendem e sehr schnell verschwindet. Man beachte, daB in Abb. 17.27 he 
logarithmisch aufgetragen ist. Die Daten erstrecken sich bis zu sehr hohen 
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Abb.17.27. Diimpfungsfunktion in uniaxialer Dehnung, berechnet aus den Daten von 
Abb. 17.26 durch Wagner [267] 

Werten der Dehnung: BH = 5,5 bedeutet ein Dehnverhaltnis von 
A. = exp(5,5) ~ 245! 
1m Gegensatz zum Fall der Scherung, stellt Gl. (125) keine lineare Exponential
funktion dar; deshalb ist das in Gl. (123) auftretende Integral nicht mehr 
analytisch auszuwerten, sondern muB numerisch gelost werden. 
Die theoretischen Voraussagen fUr die Dehnviskositat wurden als durchgezo
gene Linien in Abb. 17.26 eingezeichnet. Fiir ganz niedrige Werte der 
Dehngeschwindigkeit (eo = 0,001 s - 1) ist p (t; eo) die Einhiillende der Kurven
schar und durch den Ausdruck gegeben, den man durch den Grenzubergang 
eo -+ 0 in Gl. (124) findet: 

t 

pet; 0) = 3 J G(T) dT = 3 lim ,,(t; q) (126) 
o q -+ 0 

Dies ist genau dreimal so hoch, wie die Einhiillende der Scherviskositatskurve 
fUr den Grenzfall q -+ 0 (vgl. auch Abb. 17 .4!). 
Fur hohere Werte der Dehngeschwindigkeit weicht die Dehnviskositat umso 
eher von der Einhullenden ab, je hOher die Dehngeschwindigkeit ist, urn dann 
wieder einen stationaren Wert zu erreichen. 
1m Gegensatz zur Scher-Viskositat hat die Dehn-Viskositat nach Gl. (123) und 
(125) als Funktion der Zeit kein Maximum (der Ausdruck in der geschweiften 
Klammer in (123) hat kein Maximum). Ihr Maximalwert wird im stationaren 
Zustand erreicht und ergibt sich als: 

00 

p(eo) = lim pet; eo) = - J G(T) h.(eo T) [e2iot - e- to ,] dT (127) 
t-+oo 0 



380 Das rheologische Verhalten der Polymerschmelzen 

Die Ubereinstimmung von Theorie und Experiment ist, bei Berueksiehtigung 
der groBen experimentellen Sehwierigkeiten dieser Messung, als befriedigend 
anzusehen. 
Mit Hilfe von G1. (119) liiBt sieh aueh das Dehn-Krieehexperiment unter 
konstanter Spannung [268], unter konstanter Belastung [269], [270] und das 
Erholungsexperiment [271] besehreiben. 
1m Zusammenhang mit der Besehreibung von Erholungsexperimenten ist 
folgende Bemerkung von Bedeutung: Die Diimpfungsfunktion in (89) darf nur 
in solchen Zeitabsehnitten als eindeutige Funktion der Invarianten IB, lIB 
angesehen werden, in denen die Deformation zunimmt, bzw. in denen h 
abnimmt. In Perioden, in denen die Deformation abnimmt (wie bei Erholungs
experimenten), muB h als Funktional der Vorgesehiehte der Invarianten 
aufgefaBt werden. Versehlaufungen konnen dureh zunehmende Deformation 
gebroehen werden, werden jedoeh in Perioden abnehmender Deformation 
nieht mehr geheilt. Deshalb werden gebroehene Versehlaufungen wiihrend der 
Erholungsexperimente gelost bleiben. 
Naeh einem Vorsehlag von Wagner solI die Diimpfungsfunktion immer gleieh 
dem Minimalwert sein, den sie wiihrend ihrer Vorgesehiehte erreieht hatte: 

r::::: t 

h = H(IB, IIB) = min {h[IB(r, t'), IIB(r, t')]} 
t = t' 

(128) 

Da die meisten Bereehnungen sowieso numeriseh durehgefUhrt werden 
mussen, gibt diese Bedingung keine weitere Besehriinkung in der Anwendungs
mogliehkeit der Theorie. Sie fUhrt jedoeh zu einer betriiehtliehen Verbesserung 
der Resultate von Bereehnungen bei Erholungsexperimenten. 
Obwohl bis jetzt nur experimentelle Resultate fur LDPE-Sehmelzen quantita
tiv erkliirt werden konnten, und Ergebnisse fUr Sehmelzen anderer Polymerer 
noeh ausstehen, darf doeh die vorliiufige Sehlu13folgerung gezogen werden: Die 
Wagner-Theorie der visko-elastisehen Flussigkeit besehreibt die meisten 
eharakteristisehen Zuge der Rheologie der polymeren Sehmelzen bei groBen 
Deformationen durehaus befriedigend. Insbesondere erkliirt sie quantitativ: 

1) Die Nieht-Newton'sehe zeitabhiingige Viskositiit in Seherung und Deh
nung. 

2) Den positiven ersten Normalspannungskoeffizienten in Abhiingigkeit von 
Seherrate und Zeit. 

3) Visko-elastisehe Effekte und visko-elastisehe Erholung. 

Die einzige experimentelle Tatsaehe, die nieht korrekt besehrieben wird, ist die 
zweite Normalspannungsdifferenz (jzz - (j33' fUr die die Wagner-Theorie 
einen Wert Null voraussagt. In Wirkliehkeit ist diese Differenz nieht Null, 
sondern etwa eine GroBenordnung kleiner, als die erste Normalspannungs
differenz, und negativ. 
Es wurden noeh allgemeinere rheologisehe Gesetzmii13igkeiten aufgestellt, wie 
die Gleiehungen von Coleman, Noll und Markovitz [272] und [273], die 
iihnliehe Resultate ergeben wie G1. (90), aber auBerdem noeh eine von Null 
versehiedene zweite Normalspannungsdifferenz voraussagen. Innerhalb der 
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sog. B. K. Z.-Theorie [274] Ui.f3t sich die Gl. (88) verallgemeinern zu folgendem 
rheologischen Gesetz 

aidt) + p(t)· bik = J ml (t - t'; IB , lIB)' Bik (Xj, X2 , X3 ; t, t') dt' 
-00 

+ J m_ l (t - t'; IB, lIB) . Bi[/ (Xl' X2 , X3 ; t, t') dt' (129) 
-00 

in dem die charakteristische Funktion mj (t - t'; IB, lIB) dem m in (88) 
entspricht und m_ l (t - t'; IB, lIB) eine weitere charakteristische Funktion ist. 
B -j ist der zu B inverse Tensor. Die numerische Behandlung der Gl. (129) 
wurde natiirlich entsprechend komplizierter ausfallen, als die von Gl. (88). 
Immerhin gibt es einen vielversprechenden Ansatz zur quantitativ richtigen, 
phanomenologischen Beschreibung der Rheologie der polymeren Schmelzen. 
Diese Theorie hat auBerdem eine sehr einleuchtende molekulare Basis, da sie 
auf dem Konzept des temporaren Verschlaufungsnetzwerkes beruht. 
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18 Viskosimetrie 

Zum Abschlu13 sollen einige Gerate zur Bestimmung der Viskositat besprochen 
werden. In den meisten stellt sich die Rauptstromung als sog. viskosimetrische 
Stromungsform ein. Dies ist eine stationare Stromung, bei der nur eine 
Komponente des Deformationsgeschwindigkeitstensors 12, und zwar eine 
Scherkomponente von Null verschiedene Werte annimmt. 

18.1 Das Couette-Viskosimeter 

Abbildung 18.1 zeigt schema tisch das Couette-Viskosimeter (konzentrisches 
Zylinder- Viskosimeter). Zwei konzentrische koaxiale Zylinder mit den Radien 
rj (Innenzylinder) und ra (Au13enzylinder) schlie13en die zu messende Schmelze 
ein. 1 sei die Rohe, liber die die Schmelze die Zylinder benetzt. Dementspre
chend ist die Spaltbreite: 

(1 ) 

Man dreht den Au13enzylinder mit der Winkelgeschwindigkeit Q = Q a und 
miSt das von der Fllissigkeit auf den ruhenden Innenzylinder libertragene 
Drehmoment M. In diesem Fall wird die Winkelgeschwindigkeit des Innenzy
linders Q j = 0 angenommen. 
Eine andere Moglichkeit ist die, auf den Innenzylinder ein Drehmoment M 
auszuliben und seine Winkelgeschwindigkeit zu messen, wahrend der AuSen-

Abb. 18.1. Das Couette-Viskosimeter 
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zylinder festgehalten wird. Die beiden FaIle unterscheiden sich nur in der 
eventuellen Auswirkung von Tragheitskraften auf die Stromung. Tragheits
effekte sollen jedoch hier nicht berucksichtigt werden, da sie bei den relativ 
lang sam stromenden, hochviskosen Schmelzen keine Rolle spielen. 
Fur die Berechnung fiihrt man ein Zylinderkoordinatensystem r, 9, zein, wobei 
die z-Achse die Symmetrieachse des Viskosimeters bildet. Es seien vr , v9 , Vz die 
Lineargeschwindigkeiten der Schmelze in der r-, 9- und z-Richtung. Dann sind 
die Komponenten des Deformationsgeschwindigkeitstensors durch die 
Gl. (15.35) gegeben. 
Wir betrachten speziell folgende Stromungsform 

vr = 0; V z = 0; (2) 

wobei nur die Lineargeschwindigkeit in der 9-Richtung von Null verschieden 
sein soIl und nur von der r-Koordinate abhangen soIl. Gleichung (2) sagt aus, 
daB die Flussigkeitsschicht im Abstand r von der Symmetrieachse eine starre 
Rotation urn diese mit der Winkelgeschwindigkeit h (r) ausfiihrt. 
Durch Einsetzen von (2) in (15.35) findet man die Komponenten des 
Deformationsgeschwindigkeitstensors 

und 
d 

2dr9 = - (r· her)) - her) = r· h/(r) = q(r) 
dr 

(3) 

(4) 

Hier haben wir, ahnlich wie in Abschn. 15.4, Gl. (15.38), den doppelten Wert 
der Schergeschwindigkeitskomponente mit q bezeichnet. Es ist also nur eine 
Komponente des Deformationsgeschwindigkeitstensors in Zylinderkoordina
ten von Null verschieden. Die r-Flachen werden in der 9-Richtung geschert. Es 
handelt sich deshalb urn eine viskosimetrische Stromung, wobei die 9-Richtung 
(l-Richtung) die Richtung der Stromungsgeschwindigkeit, die r-Richtung (2-
Richtung) die Richtung des Gradienten und die z-Richtung (3-Richtung) die 
neutrale Richtung darstellen. 
Als nachstes betrachtet man die Bewegungsgleichungen in Zylinderkoordina
ten (10.6), wobei angenommen wird, daB keine Volumenkrafte wirken 
(Fr = F 9 = Fz = 0), und die Bewegung so langsam stattfindet, daB die Tragheits
krafte vernachlassigt werden durfen (br = b9 = bz = 0). Man bezeichnet eine 
so\che Stromung als schleichende Stromung. 
Wegen drz = 0 und d9z = 0 mussen auch die entsprechenden Spannungstensor
komponenten verschwinden (Jrz = 0 und (J9z = o. Aus Symmetriegrunden darf 
der Spannungszustand nicht von der 9-Koordinate abhangen, und wegen der 
Unabhangigkeit der Stromungsform von der z-Richtung nimmt man an, daB 
auch der Spannungszustand von der z-Richtung unabhangig ist. Man setzt 
deshalb in (10.6) aIle Ableitungen 8/89 und 8/8z = 0 und erhalt: 

(5) 
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oa8r 2 . . _.... + - a = 0 ( 6) 
or r 8r 

und 0 = O. 
Gleichung (5) kann als Ausgangsgleichung zur Behandlung von Normalspan
nungen dienen. Mit ihrer Hilfe laBt sich die Normalspannungsverteilung 
bestimmen, die zur Aufrechterhaltung des Geschwindigkeitsfeldes (2) erforder
lich ist. 
Hier soli nur die Gl. (6) betrachtet werden, urn die Scherspannungsverteilung 
zu berechnen. Unter Verwendung der Abkurzung a8r == a laBt sich Gl. (6) 
folgendermaBen schreiben: 

1 d 2 
- - (r a) = 0 
r2 dr 

Die Lasung dieser Differentialgleichung ist r2 a = konstant = A oder 

A 
ar8 (r) = a (r) = 2 

r 

(6') 

(7) 

Die Scherspannungsverteilung wird durch die Bewegungsgleichungen und die 
Symmetrie bereits festgelegt; sie ist unabhangig yom rheologischen Gesetz. Zur 
Berechnung des Stramungsprofils ist jedoch die rheologische Zustandsglei
chung erforderlich. 
Zur Deutung der Integrationskonstanten A berechnet man das auf den 
Innenzylinder wirkende Drehmoment M: 

oder 

2n 1 2n 1 

M= JrdSJdz·r·arll = J JdSdzA=27!lA 
o 0 0 0 

M 
A=-

27!1 
(8) 

Zur Berechnung des Stramungsprofils fuhrt man nach Gl. (17.77) die Fluiditat 
ip (a) ein; dann folgt aus Gl. (4) 

h' (r) = q (r)jr = a ip(a)jr 

und nach Integration dieser Gleichung 
r 

h(r) = f~ ip(a)dr+h(rJ 
r, 

Die Integrationskonstante verschwindet, weil der Innenzylinder als ruhend 
angenommen wurde. EinfUhrung von a = Ajr2 als neue Integrationsvariable 
ergibt schlief3lich: 

Aid 

vll(r)=rh(r)=i r f ip(a)da 
A/r2 

(9) 
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Speziell gilt fUr r = ra h (ra) = Q und deshalb: 

Aid 

Q = 1 f qJ(a) da 

Aid 

(10) 

Gl. (10) und (8) geben den Zusammenhang zwischen dem Drehmoment M und 
der Winkeigeschwindigkeit Q. Eine weitere Auswertung ist erst moglich, wenn 
man qJ(a) explizit kennt. 

Hier sollen einige einfache SpeziaInille betrachtet werden. 
a) Die Newton'sche Fli1ssigkeit. Fur die Newton'sche Flussigkeit ist die 
FluidWit eine Konstante qJ(a) = 1/1'/0 und das Integral in (10) kann sofort 
ausgefUhrt werden. Das Resultat ist: 

her) =~ [~-~J 
4nll'/0 rf r2 

(11) 

Der Zusammenhang zwischen Drehmoment und Winkelgeschwindigkeit er
gibt sich zu 

M = '70 D2 Q 

wobei D2 eine Apparatekonstante ist: 

[ 1 1J-1 D2 = 4nl - --
rf r; 

Schergradient und Scherspannung sind gegeben durch 

M 1 

und 

q = rh' (r) = -- . -
2nl110 r2 

M 1 
a = 110q = - . -

2 nl r2 

(12) 

(13) 

(14) 

(15) 

Der Verlauf der Winkelgeschwindigkeit, des Stromungsgradienten und der 
Schubspannung von der Koordinate r ist fUr eine Newton'sche Flussigkeit in 
Abb. 18.2 angedeutet. In dieser Abbildung wurden als Funktion von r die 
GroBen 1/r2 und -1/r2 aufgetragen und die Radien rj und ra von Innen- und 
AuBenzylinder eingezeichnet. a und q sind proportional zu 1 /r2, die Proportio
nalitiitsfaktoren wurden in der Abbildung angedeutet. Die horizontale Gerade 
durch den Punkt -1M bildet die Basislinie fUr den Veri auf der Winkelge
schwindigkeit. 
b) Die Ostwald-de Waele-Fli1ssigkeit. Fur die Ostwald-de Waele-Fliissigkeit 
gilt nach (17.78) qJ(a) = Dan-I, wobei D und n Konstante sind; das Integral in 
(10) kann wiederum geschlossen ausgewertet werden und man findet: 

D [ 1 1 J 
Q = 2n (2nlt rfn - r;n . Mn (16) 
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1/r2 Verlauf 

des Gradienten 

M 
q(r)/ ZnT'J

o 
I 

h(r)/ 4~T'J I 
o 

derSchubspannung 

5/~ 
Znl 

Verlauf der Winkelgeschwindigkeit 

Abb.18.2. Verlauf von Winkelgeschwindigkeit, Schubspannung und Gradienten fUr eine 
Newton'sche Fliissigkeit im Couette-Viskosimeter 

Die Winkelgeschwindigkeit wiichst mit der n-ten Potenz des Drehmomentes, 
d. h. die Beziehung zwischen Winkelgeschwindigkeit und Drehmoment ist, 
abgesehen von der Konstanten, die gleiche wie die zwischen Stromungsgra
dient und Scherspannung. Dies ist eine Eigenart des Potenzgesetzes. Selbstver
stiindlich ergibt sich fUr den Spezialfall n = 1; D = 1/110 Gl. (12) fUr die 
Newton'sche Fliissigkeit. 

c) Beliebiges rheologisches Gesetz, aber Spaltbreite klein gegen Zylinderradius. 
Dieser Fall ist mathematisch durch die Bedingung 

(17) 

gekennzeichnet. In der Praxis geniigt bereits ein Verhiiltnis d :::; 0,1 . ri , urn 
diese Niiherung zu rechtfertigen. Da die Scherspannung umgekehrt proportio
nal mit dem Quadrat des Abstandes von der Symmetrieachse abnimmt, wird in 
diesem Fall die Scherspannung im Spalt urn weniger als ein Prozent variieren, 
und man darf a und auch rp (a) bei der Integration in (10) als von r unabhiingig 
annehmen: A M 

a~a·=-=-- (18) 
- 1 r; 2n 1r; 

Integration von GJ.. (10) ergibt 

Q ~ rp(aJ D z M (19) 
oder 

(20) 

Gleichung (20) hat die gleiche Form wie die entsprechende Gl. (12) fiir die 
Newton'sche Fliissigkeit. Dies bedeutet jedoch nicht, daB in (19) oder (20) M 
und Q zueinander proportional sind; 11 bzw. rp hiingen iiber qi bzw. a i noch von 
Moder Q abo 
Den Wert des Stromungsgradienten am Innenzylinder findet man am einfach
sten, indem man ai durch die Viskositiit 11 (ai) teilt, die man aus (20) einsetzt: 

ai 2Qr; r i 
q~q.=-~ ~Q-

- 1 11 (ai ) - (ra - ri ) (ra + rJ - d 
(21) 
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Zur Auswertung des Experimentes tnlgt man direkt Q rjd gegen Mj(2 n Irf) auf 
und erhiiJt so die Fliej3kurve, d.h. q als Funktion von (J. 

Das Couette-Viskosimeter liefert im allgemeinen ViskosiHiten im niedrigen 
Bereich des Stromungsgradienten. So folgt z. B. bei einer Umdrehungsge
schwindigkeit von Q ~ 10 Umdrehungen pro Minute und djri ~ 0,1 fUr 
q ~ lOs-I. 
Ais Vorteile des Couette-Viskosimeters sind zu nennen, daB es (bei engem 
SpaJt) gut zur Bestimmung der Nicht-Newton'schen Viskositiit geeignet ist. 
Die Schmelze bleibt lange im Viskosimeter, so daB die Einstellung des 
stationiiren Stromungszustandes, die ja eine Voraussetzung fiir die Berechnung 
war, abgewartet werden kann. Andererseits kann die lange Verweilzeit der 
Schmelze auch ein N achteil sein, da durch die Reibungswiirme in Kombination 
mit der Verweilzeit die Temperatureinstellung empfindlich gestort werden 
kann. Obendrein fUhren lange Verweilzeiten bei hohen MeBtemperaturen oft 
zur chemischen Zersetzung der Schmelze. Molekulargewichtsiinderungen 
wiihrend der Messung sollten jedoch ausgeschlossen werden, da man ja den 
EinfluB der Molekulargewichtsverteilung auf den Wert der Viskositiit zu 
bestimmen sucht. 

18.2 Das dynamische Viskosimeter 

Ein sehr wichtiger Spezialfall des Zylinderviskosimeters ist das dynamische 
Viskosimeter [275], [241], [276], [277]. Abbildung 18.3 zeigt ein schematisches 
Bild des dynamischen Viskosimeters. Zwischen einem festen AuBenzylinder, 
der durch einen Thermostaten umschlossen wird, und einem drehbar aufge
hiingten Innenzylinder befindet sich die Schmelze. Der Innenzylinder wird iiber 
den oberen Torsionsdraht mit bekannter Torsionssteifheit Dl iiber einen 
Exzenter zu einer harmonischen Torsionsschwingung angetrieben. Der untere 
Torsionsdraht dient nur zur Zentrierung des Innenzylinders und muS so diinn 
sein, daB er keinen EinfluS auf die Schwingung des Systems ausiibt. Oft wird 

- TorsionsdrCihte 

verschiedener Steifheit D1 

ex z = ~ 0 sin (w t - <t» 

Schmelze 

~-++- dunner Torsionsdraht 

zur Zentrierung Abb. 18.3. Das dynamische Viskosimeter 
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auch an Stelle des unteren Torsionsdrahtes das Viskosimeter vollstiindig mit 
Schmelze gefullt. In diesem Fall ist das System selbstzentrierend. Allerdings ubt 
dann der Teil der Schmelze, der sich unter dem Innenzylinder befindet, noch 
eine zusiitzliche Reibungskraft auf die Bewegung des Innenzylinders aus. Diese 
sollte klein gegen die Reibungskraft sein, die die Schmelze im Spalt auf den 
Innenzylinder ubertriigt. 
Die Schwingung der oberen Klemme des steiferen Torsionsdrahtes wird mittels 
eines Spiegels und eines Laserstrahls registriert. Sie hat die Form: 

IXA = 1X0 sin (wt) (22) 

wobei Kreisfrequenz w und Amplitude 1X0 der Torsionsschwingung einstellbar 
sind. Gleichzeitig wird die Schwingung des Innenzylinders mit Spiegel und 
Laserstrahl registriert. Diese hat eine kleinere Schwingungsamplitude Po und 
bleibt hinter der aufgepriigten Schwingung urn einen Phasenwinkel ct> zuruck: 

IX z = Po sin (wt - ct» (23) 

Man miBt das Amplitudenverhiiltnis Po/lXo « 1) und den Phasenwinkel 
ct> (> 0). Die Auswertung des Experimentes liefert den Speichermodul G' (w) 
und den Verlustmodul G" (w) der Schmelze mittels der Gleichungen: 

, D 1 llXo ] Iz 2 G (w) = - - cos(ct» - 1 + - W 
D2 Po D2 

(24) 

D1 1X0 
G" (w) = - - sin (ct» 

D2 Po 
(25) 

D1 ist die Torsionssteifheit des oberen Drahtes, D2 die in Gl. (13) definierte 
Geometriekonstante, Iz das Rotationstriigheitsmoment von (Innenzylinder 
+ Spiegelhalterung + Spiegel). Die Verhiiltnisse 0 1/02 und U02 k6nnten 
aus der Geometrie und den Materialeigenschaften der Anordnung berechnet 
werden. In der Praxis bestimmt man sie jedoch durch zwei Eichmessungen: 

1) Bestimmung von Dd02: Man verwendet eine Newton'sche Flussigkeit 
bekannter Viskositiit 170 und erhiilt 

G' =0 und " 0 1 1X0 . 
G = w170 = - - SIn(ct» 

D2 Po 
oder 

(26) 

Wiihrend der Messung mussen die Torsionsdriihte mehrmals gewechselt 
werden, da die Torsionssteifheit 0 1 den geiinderten visko-elastischen Daten 
der zu messenden Flussigkeit angepaBt werden muB. (Das Verhiiltnis Po/lXo 
darf nicht zu dicht bei Null und nicht zu dicht bei eins liegen, urn eine genaue 
Messung zu gewiihrleisten.) 
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2) Bestimmung von Iz/D 1 : Man UiBt das ungefUllte Viskosimeter schwingen 
und bestimmt die Eigenfrequenz w o/2rc des schwingenden Innenzylinders; 
dann gilt: 

1 
(27) 

Der Term Iz w 2/D2 korrigiert fUr den EinfluB der Rotationstragheit des 
Innenzylinders und spielt nur bei hohen Frequenzen eine signifikante Rolle, 
wenn die aufgepragte Kreisfrequenz grof3enordnungsmaBig die Resonanz
kreisfrequenz Wo erreicht. In vielen Fallen kann dieser Term vernachlassigt 
werden. 

Ableitung der Gin. (24) und (25). 

Die Gin. (24) und (25) lassen sich unter der Voraussetzung ableiten, daB das 
rheologische Verhalten der Schmelze mit der Theorie der elastischen Fliissig
keit nach Lodge beschrieben werden kann. Bei der Deformation im Ringspalt 
handelt es sich urn eine Scherung der r-Flachen in der 8-Richtung, fiir die wir 
ansetzen: 

8 = 80 + fer) sin (wt) (28) 

r, 8, z sind die Zylinderkoordinaten des materiellen Teilchens zum Zeitpunkt t, 
das im undeformierten Zustand an der Stelle ro , zo, 80 war. Alle Partikel 
bewegen sich auf Kreisbahnen urn die Zentralachse; ihre Winkelposition ist 
eine harmonische Funktion der Zeit mit einer von r abhangigen Amplitude. 
Wegen der Randbedingungen gilt 

f(rJ = 0; f(rJ = flo (29) 

Die Scherung errechnet sich aus Gl. (10.22) zu 

0) 88. Y (r, ~ = 28rS (r, t) = r - = rf' (r) sm (wt - ifJ) ar (30) 

Durch Einsetzen in die Gleichung von Lodge (17.31) erhalt man fUr die 
Scherspannung im eingeschwungenen Zustand: 

a = a rs = rf' (r) (G' (w) sin (wt - ifJ) + G" (w) cos (wt - rtJ)) (31) 

Aus den Bewegungsgleichungen folgt wieder, daB r 2 a = A im Hinblick auf r 
eine Konstante sein muf3, und diese Bedingung ermoglicht die Integration und 
die Bestimmung der Funktion fer) unter Verwendung der Randbedingungen 
(29): 

fer) = flo [~ - ~J/[~ -~J r2 r; r; r; (32) 

Das von der Schmelze auf den Innenzylinder ausgeiibte Drehmoment ist 

M z = 2rc IA = - D2flo (G' (w) sin (wt - rtJ) + G" (w) cos (wt - rtJ)) (33) 
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Yom oberen Torsionsdraht wird folgendes Moment auf den Innenzylinder 
ausgeiibt 

Ml = Dl (Ct A - Ctz) = Dl (Cto sin(wt) - Po sin(wt - CP)) (34) 

Das Momentengleichgewicht am Innenzylinder ergibt die Bedingung 

M1+Mz-Iz!Xz=0 (35) 

Nach Einsetzen von GIn. (23), (33) und (34) in (35) ergibt sich eine Bedingung, 
die fUr die zu sin (wt) und cos (wt) proportionalen Terme gesondert erfiiIlt sein 
muB. Hieraus folgen die beiden GIn. (24) und (25). 
Das dynamische Viskosimeter hat in Technik und Forschung weite Verbrei
tung gefunden. Sein Hauptvorteil ist der, daB bereits kleine Materialmengen 
eine Bestimmung rheologisch relevanter Daten gestatten (unter Zuhilfenahme 
der Analogie von Cox und Merz). Es wird dazu verwendet, die rheologischen 
Eigenschaften von Kunststoffen in der Produktion zu kontrollieren und die 
von neu entwickelten Polymeren an kleinen Mengen zu untersuchen bzw. 
einzustellen. In der Forschung dient es vielfach dazu, die Zusammenhiinge 
zwischen Molekulargewichtsverteilungen und rheologischem Verhalten aufzu
kliiren. 
Hier soIl als Beispiel das dynamische Scherverhalten einer Anzahl anionischer 
Polystyrole nach Schausberger, Schindlauer und laneschitz-Kriegl [153], [278] 
gezeigt werden. Abbildung 18.4 zeigt den Speichermodul, Abb. 18.5 den 
Verlustmodul, reduziert auf die Temperatur von 180°C, als Funktion der 
Frequenz in doppelt-Iogarithmischer Darstellung. Die beigeschriebenen Zah
len geben die Molekulargewichte in kg/mol an (die Uneinheitlichkeiten waren 
aIle ~7%). 

10 6 
G'(w), Pa 

t I 
I 

10 5 
I 

I 
/ 

I 

10 4 I 
I 

I 
I 

103 
I 

I 
I 

Mb I 

10 2 3000 I 
I 

I 
I 

101 275 128 70 39 - M, kg/mol - W,S-l 

10-4 10-2 10° 10 2 10 4 

Abb. 18.4. Speichermodu! G' (w), reduziert auf T = 180°C, gegen w fUr eine Reihe anioni
scher Po!ystyro!e nach [153] 
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10 6 G"(w) ,Pa 

t 
10 5 

10 4 

103 3000 770 275 128 70 39 _ M,kg/moi 

- W,S-1 

Abb. 18.5. Verlustmodul G" (w), reduziert auf T = 180 DC, gegen w, fUr eine Reihe anioni
scher Polystyrole nach [153] 

Die Abbildungen zeigen das fUr eng verteilte, lineare, unvernetzte Polymere 
charakteristische Verhalten im gummi-elastischen Plateau und im stationaren 
FlieBgebiet; am rechten Rand der Abbildungen ist gerade noch der Anstieg 
zum Glas-Kautschuk Obergang erkennbar. Das Plateau in G'(w) ist sehr gut 
ausgepragt und zeigt - in doppelt-Iogarithmischer Auftragung - einen beinahe 
horizontalen Verlauf. Der Obergang vom Plateau in das FlieBgebiet ist sehr 
scharf. Die Verlustmodule zeigen fur die h6heren Molekulargewichte ein 
ausgepragtes Maximum am linken Ende und ein Minimum am rechten Ende 
des gummi-elastischen Plateaus. 
Die Breite des gummi-elastischen Plateaus hangt stark vom Molekulargewicht 
abo Fur Molekulargewichte kleiner als ein kritischer Wert, den wir mit Mb 
bezeichnen wollen, wurde keine Andeutung eines Plateaus mehr gefunden 
werden. Eine genaue Abschatzung dieses Wertes fUr Mb ist nicht leicht, da man 
den Verlauf des Moduls G' in Abwesenheit des Plateaus nicht kennt. Eine 
Konstruktion wurde in Abb. 18.4 durch die gestrichelte Kurve versucht. Wenn 
man die Molekulargewichtsabhangigkeit des Plateaus bis zu diesem Mole
kulargewicht als gultig annimmt, geh6rt die unterbrochen gezeichnete Kurve 
zu einem Wert von Mb ~ 19 kg/mol. Mit zunehmendem Molekulargewicht 
nimmt die Breite B des Plateaus (in Zehnerpotenzen der Frequenz) nach der 
Gleichung 

B = 3,4 log (M/Mb) (36) 

ZU. 

Mb hangt naturlich mit dem Molekulargewicht zwischen zwei aufeinanderfol
genden Verschlaufungen, Me zusammen. Der Wert von Me laBt sich mit Hilfe 
von Gl. (16.50) aus dem Wert des Schermoduls im gummi-elastischen Plateau 
abschatzen. Schausberger et al. [153] geben fur G etwa 2 . 105 Pa an, woraus 
sich fUr Me ~ 9,2 kg/mol ergibt. Dies ist also etwa die Halfte des Wertes von 
Mb, was nicht unlogisch erscheint. 
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128 --__ 

70 

M,kg/moi _ 

Abb. 18.6. Absolute dynamische Viskositat, lid (w), rcduziert auf T = 180°C, gcgcn w, fiir 
anionische Polystyrole nach [153] 

Schlief31ich ist in Abb. 18.6 der Verlauf der absoluten dynamischen Viskositat 
der anionischen Polystyrole gezeigt. Nach der Analogie von Cox und Merz 
entspricht der Verlauf von "d(W) mit W etwa dem Verlauf der Nicht
Newton'schen stationaren Scherviskositat ,,(q) mit dem Gradienten q. Am 
Beispiel der Kurve fUr das Molekulargewicht M ~ 3000 kg/mol ist gezeigt, daB 
die experimentellen Resultate sich in diesem Fall naherungsweise durch die 
Gleichung von Carreau beschreiben lassen (GI. 17.74). 
Die Grenzwerte der Kurven fUr kleine w ergeben die Newton'schen Viskosita
ten, fUr die die Autoren [153] den Zusammenhang 

n 2 
n = - aG . (M/M )3.4 
',0 12 e g 

(37) 

fanden. Dabei ist Mg das Molekulargewicht des Grundmolekiils. Die Konstan
ten a und G e werden weiter unten erklart. Die Kurven aus Abb. 18.6 lassen sich 
durch eine Paralleiverschiebung in der 45 0 _ Richtung zur Deckung bringen. 
(vgl. auch Abb.17.7). 
Schaus berger et al. [153] haben die in den Abb. 18.4 und 18.5 gezeigten Moduli 
mit der Theorie von Doi und Edwards verglichen. Einer Idee von De Gennes 
[279] folgend, haben Doi und Edwards [280], [229], [281] das FlieBverhalten der 
Polymerschmelzen durch die Diffusion einzelner Polymermolekiile entlang 
einer R6hre beschrieben, die durch die Anwesenheit der NachbarmolekiiIe 
begrenzt wird. Die Bewegung eines Polymermolekiils ahnelt der einer Schlan
ge, die sich ihren Weg durch einen dichten Bambuswald bahnen muB; sie kann 
nur am Kopfende ihre Richtung frei verandern. Die Behandlung dieses 
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eindimensionalen Diffusionsproblems ergibt folgende Ausdriicke fur Speicher
und Verlustmodul eines monodispersen Polymeren: 

8 1 WZTz 
G'(w) =2 Ge L p (38) pZ 1 + WZ TZ n p=l,3,S. p 

G"(W) = 8zGe L Z 
WTp 

(39) 
1 + WZ TZ n p=l,3,S. p P 

Die Summation ist nur uber die ungeraden, positiven Werte von p zu 
erstrecken. Der Vorfaktor 8/n2 sorgt dafur, daB der Grenzwert von G' (w) fUr 
w -+ 00 mit Ge, dem Schubmodul im gummi-elastischen Plateau, identisch 
wird. Die p-te Relaxationszeit ist umgekehrt proportional zu p2: 

(40) 

Te ist die Hingste Relaxationszeit und ist proportional einer Potenz des 
Molekulargewichtes 

(41) 

b ist eine Konstante, die im Faile von Polystyrol, und fUr viele andere 
Polymere, den Wert 0,4 hat. 
Aus (17.61) und (17.60) erhiilt man fUr die Newton'sche Viskositiit und fur den 
Grenzwert des ersten Normalspannungskoeffizienten bei kleinen Gradienten 

. G"(W) 8 1 n2 

170 = hm --- = 2 GeTe L 4 = - GeTe 
W~O w n p 12 

(42) 

1 . G'(w) 8 2 1 n4 2 
- n l 0 = hm --2- = 2 Ge Te L 6 = - Ge Te 
2 ' w ~ 0 w n p 120 

(43) 

Schausberger, Schindlauer und Janeschitz-Kriegl [153] haben fur die anioni
schen Polystyrole die Gultigkeit der Gin. (41) bis (43) bestiitigen konnen, wobei 
siedie Wertea = 1,62'1O- l2 s,Ge = 1,79 .1Os Paundb = 0,4erhielten.Diein 
den Abb. 18.4 und 18.5 gezeigte Form von Speicher- und Verlustmodul werden 
jedoch durch die Gin. (38) und (39) nur unzuliinglich beschrieben. 1m 
stationiiren FlieBzustand und am Anfang des gummi-elastischen Plateaus ist 
die Ubereinstimmung von Theorie und Experiment sehr gut. Aber bereits vor 
Erreichen des Maximums in G"(w) weichen die Doi-Edwards-Gleichungen 
von dem gemessenen Verhalten signifikant abo Die gemessenen Kurven zeigen 
ein wesentlich weniger scharfes Maximum in Gil (w) als aus (39) folgen wurde; 
wiihrend nach (39) Gil (w) im gummi-elastischen Plateau nach dem Maximum 
mit steigendem w stetig abnehmen soUte, zeigen die gemessenen Kurven nach 
einem flachen Minimum einen Wiederanstieg (zum Glas-Kautschuk-Uber
gang). Entsprechende U nterschiede finden sich im Veri auf von G' (w). Diese 
Diskrepanzen lassen sich auch dadurch nicht beseitigen, daB man die endliche 
Verteilungsbreite der Molekulargewichte der anionischen Polystyrole beruck
sichtigt [278]. 
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Die ErkUirung ist wohl die, daB bereits im gummi-elastischen Plateau 
molekulare Prozesse des Glas-Kautschuk-Oberganges zum Tragen kommen; 
und diese Prozesse werden im molekularen Bild, das den Gin. (38) und (39) 
zugrunde liegt, nicht beriicksichtigt. 
Noch schwerer ist es, fUr polydisperse Polymere den Zusammenhang zwischen 
Molekulargewicht(s-Verteilung) und dem rheologischen Verhalten anzugeben. 
Man weiB noch nicht, aufwelche Weise Polymermolekiile verschiedener Lange 
in Bezug auf die FlieBeigenschaften zusammenwirken. Nach einer geeigneten 
"Mischungsregel" fUr die Beitrage von Polymermolekiilen unterschiedlicher 
Lange zu den dynamischen Moduli wird vielerorts gesucht. 

18.3 Das Kapillar-Viskosimeter 

Abbildung 18.7 zeigt schematisch ein Kapillar-Viskosimeter. Aus einem Vor
ratsraum wird die Schmelze iiber einen Einlaufstutzen, der verschiedene Form 
haben kann, in eine vie! engere kreisrunde Kapillare mit Lange lund 
Halbmesser R gepreBt. Dies geschieht entweder durch einen Kolben im 
V orratsraum, der an eine Zugpriifmaschine oder einen Gasdruckbehalter 
angeschlossen wird, oder dadurch, daB der V orratsraum mit dem Ausgang 
eines Extruders verbunden ist, der fUr stetige Materialanfuhr sorgt. Der Druck 
Pi vor Eintritt in die Kapillare wird gemessen, wie auch der Volumendurchsatz 
Q (die pro Zeiteinheit durch die Kapillare ausstromende Menge der Schmelze). 
Bestimmt man letztere durch Wiegen des Extrudates, dann muB man die 
Volumenanderung wahrend des Abkiihlvorganges beriicksichtigen. 
In Abb. 18.7 ist auch angedeutet, daB der Schme!zestrang im Faile eines 
Polymeren nach Verlassen der Kapillare einen gro13eren Durchmesser an
nimmt, als dem Kapillardurchmesser entsprechen wiirde. Diese sog. Strangauf
weitung ist typisch fUr das visko-elastische Verhalten von polymeren Schmelzen 
und mu13 auch bei der Dimensionierung von Extrusionswerkzeugen fiir die 
Kunststoffverarbeitung beriicksichtigt werden. Kurz vor und kurz nach dem 
Obergang vom VorratsgefaB in die Kapillare wird das Stromungsbild der 
Schmelze kompliziert sein. 1st die Kapillare jedoch ausreichend lang, dann wird 
sich im hinteren Teil der Kapillare schlieBlich ein stationarer Stromungszu
stand einstellen, der nicht mehr von der axialen Position in der Kapillare 
abhangen wird. Dieser soli zunachst berechnet werden. 
Fiir die Berechnung fiihrt man wieder ein Zylinderkoordinatensystem r, 8, z 
ein, wobei die z-Achse die Symmetrieachse der Kapillare darstellt und die 

Abb. 18.7. Das Kapillarviskosimeter 
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Punkte z = 0 und z = 1 den Eintrittsort bzw. den Austrittsort der Sehmelze 
bezeichnen. Ais Stromungsform nimmt man an: 

(44) 

Weiter wird angenommen, daB 

1) die Schmelze an der Wand haftet, 
2) die ViskosiUit druckunabhangig ist, 
3) der FlieBvorgang isotherm verlauft. 

Letztere Bedingung kann - auch bei guter Thermostatisierung - nur dann 
realisiert werden, wenn die Stromung so langsam ist, daB die dissipative 
Erwarmung durch die Stromungsgradienten keine signifikante Rolle spielt. 
(Mit Hilfe von Gl. (15.69) kann dies nachgepriift werden). 
Durch Einsetzen von (44) in (15.35) findet man die Komponenten des 
Deformationsgeschwindigkeitstensors 

(45) 

und 
2drz = f' (r) = q (r) (46) 

Wieder handelt es sich urn eine viskosimetrische Stromung. Die r-Flachen 
werden in der z-Richtung teleskop-artig geschert. Die z-Richtung (1-Richtung) 
ist die Stromungsrichtung, die r-Richtung (2-Richtung) die Richtung des 
Gradienten und die 9-Richtung (3-Richtung) die neutrale Richtung. 
Wegen drs = 0 und dsz = 0 miissen auch (JrS = 0 und (Jsz = 0 sein; aus 
Symmetriegriinden darf der Spannungszustand nicht von der 9-Koordinate 
abhangen. Man findet deshalb mit 8/89 = 0 aus den Bewegungsgleichungen 
(10.6) fUr die schleichende Stromung ohne Volumenkrafte die drei Bedingun-
gen: 

8(Jrr + (Jrr - (J.9.9 = 0 
8r r 

(47) 

8(Jrz 8(Jzz 1 -+-+-0: =0 8r 8z r rz 
(48) 

und 0 = O. 
Gleichung (47) kann wieder zur Ableitung der Normalspannungsverteilung 
dienen. Wir beschranken uns auf die Diskussion von Gl. (48), die auch 
folgendermaBen geschrieben werden kann 

1 8 8(Jzz 
--(ro:)=--
r 8r rz 8z 

(49) 

Die linke Seite dieser Gleichung hangt nicht von z ab (da drz und damit (Jrz nicht 
von z abhangen). Deshalb darf auch die rechte Seite nicht von z abhangen und 
kann sofort integriert werden: 

(Jzz = A(r)z + B 
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Ais Randbedingungen nehmen wir an: azz = - PI fUr z = 0 und azz = - P2 fUr 
z = I, unabhiingig von r. Dann wird mit ~P == PI - P2 

azz = Az - PI (50) 

wobei 
A = PI - P2 == ~P > 0 

1 1 
(51) 

eine positive Konstante ist. Der Gradient des Druekes in axialer Riehtung ist 
konstant. 
Bevor wir die Messung des Druekgradienten diskutieren, bereehnen wir die 
Sehubspannungsverteilung dureh Einsetzen von (50) in die reehte Seite von 
(49) und Integration naeh r. Man erhiiit: 

1 b 
a = -- Ar +-

rz 2 r 

Weil r = 0 zum Integrationsbereieh gehort, darf dort die Sehubspannung nieht 
unendlieh groB werden; deshalb muB die Integrationskonstante b versehwin
den: 

arz = -Ar/2 

Die Schubspannung an der Wand (r = R) wird: 

R~p 
aw == (arJWand = - AR/2 = - 21 

Zur Berechnung des Stromungsprofiles integriert man die Gleichung 

f' (r) = q (r) = a 91 (a) 

und findet: 

vz(r) = fer) = S q (r) dr + vz(R) = J a 91 (a)dr 
R R 

(52) 

(53) 

da v z (R) wegen der Bedingung 1) verschwinden muB. Man formt das Integral 
noch urn, indem man a == arz als neue Integrationsvariable einfiihrt und erhiiit: 

rrw 

vz(r)=! fa91(a)da (54) 

rr 

Zu einer weiteren Auswertung des Stromungsprofiles braueht man die Form 
des rheologischen Gesetzes (91 (a». 
Auch fUr den Durchsatz Q liiBt sich eine Integraldarstellung ableiten. Man 
findet den Durchsatz durch Integration des Stromungsprofiles iiber den 
Querschni tt 

R 

Q = S 2n rvz(r) dr (55) 
o 
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Dieses Integral kann durch partie lie Integration unter Verwendung von (46) 
und EinfUhrung von a als neuer Integrationsvariabler umgeformt werden: 

R "w 

Q/n = [r2 vz(r)l~ - f r2 q (r) dr = (!Y f a 3 rp (0) da (56) 
o 0 

Man erhiilt speziell fUr eine Newton'sche Flussigkeit durch Einsetzen von 
rp(a) = 1/170 in (54) und (56): 

(57) 

(58) 

Fur eine Newton'sche Flussigkeit ist das Stromungsprofil parabolisch mit 
einem Maximum in der Mitte der Kapillarc, Fur den Durchsatz erhalt man das 
Gesetz von Hagen-Poiseuille (vgl. Gl. 3,36), 
In Abb, 18,8 ist die Verteilung von Scherspannung, Stromungsgradient und 
axialer Geschwindigkeit uber dem Querschnitt der Kapillare fur eine 
Newton'sche Flussigkeit (gestrichelt) und fur eine strukturviskose Flussigkeit 
(durchgezogen) dargestellt. Die Scherspannung ist in beiden Fallen linear uber 
den Querschnitt verteilt, mit dem Extremum am Rand, Sie ist uberall negativ, 

R 
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Abb, 18,8. Verteilung von Schubspannung (oben), Stromungsgradicnt (Mitte) und Stro· 
mungsgeschwindigkeit (unten) 
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Der Gradient ist fur eine Newton'sche Flussigkeit eben falls linear verteilt; fUr 
eine strukturviskose Flussigkeit ist er jedoch negativ gekrummt, da der 
Gradient mit einer hoheren als ersten Potenz von a zunimmt. In der Mitte der 
Kapillare zeigt q stets eine Spitze. Das Stromungsprofil erhalt man durch 
Integration von q (r) nach r. Fur eine Newton'sche Flussigkeit ergibt sich ein 
parabolisches Profil, fUr eine strukturviskose Flussigkeit ein pfropfenformiges 
Profi1. Nahe der Mitte ist dieses wegen der Existenz eines hohen, Newton'schen 
Grenzwertes fUr die Viskositat, immer noch parabolisch, aber sehr flach. 
Man miI3t den Durchsatz Q als Funktion der Wandscherspannung 
aw = - AR/2. Hieraus UiI3t sich die FlieI3kurve, d. h. q als Funktion von a, 
ableiten. Man fUhrt zuerst folgende Abkurzung, den scheinbaren Stromungs
gradienten an der Wand 

4Q 
DC=~-3 

nR 
(59) 

ein. Der Index c deutet auf Kapillare. Fur eine Newton'sche Flussigkeit ist Dc 
identisch mit dem wahren Stromungsgradienten an der Wand, qw. Fur eine 
Nicht-Newton'sche Flussigkeit kann man qw aus Dc und der Abhangigkeit 
Dc = Dc(aw) berechnen. Man multipliziert G1. (56) mit 4a-a,/R3 und erhalt 
wegen (53) aw 

Dca~ = -4 S a 3 rp (a)da (60) 
o 

Man differenziert diese Gleichung nach aw , wobei auch die Abhangigkeit 
Dc = Dc(aw) zu berucksichtigen ist, und teilt das Ergebnis durch 4a~: 

3 1 dDc 

4. Dc + 4. aw daw = -aw rp (aw ) (61) 

Rechts steht der negative Wert des Stromungsgradienten an der Wand, -qw; 
die linke Seite formt man durch EinfUhrung der doppelt-Iogarithmischen 
Ableitung 

urn und erhalt schliel3lich: 

p 1 dlogDc ] 
-qw = Dc L4. + 4. dlog( -aw) 

(62) 

Dies ist die Korrekturgleichung von Weissenberg-Rabinowitsch [282] zur 
Berechnung des wahren Stromungsgradienten aus dem Verlauf des scheinba
ren Stromungsgradienten. Man beachte, daB qw und aw negative GroBen sind 
und deshalb in G1. (62) nur positive GroBen stehen. Die GroBe 

_ dlogDc 
n = ----'---

dlog( -aw) 
(63) 

ist die doppelt-Iogarithmische Ableitung der Darstellung des scheinbaren 
Stromungsgradienten an der Wand als Funktion des Absolutwertes der 
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-log Dc 

-,,''--__ log n+3 
4 

-log(-ow) 

Abb. 18.9. Zur Konstruktion des wahren Stromungsgradienten 

Scherspannung an der Wand. Die Gleichung von Weissenberg-Rabinowitch 
HiBt sich dann auch schreiben: 

r3 + ~J loge -qw) = 10gDc + log -T (64) 

Aus dieser Gleichung ergibt sich die grafische Konstruktion der FlieBkurve aus 
der gemessenen Kurve von Dc gegen - (Jw, wie dies in Abb. 18.9 angedeutet ist. 
Man legt in einem Punkt der Kurve log Dc gegen log ( - aw ) die Tangente und 
bestimmt deren Steigung n. Dann addiert man zum Ordinatenwert den Wert 
von log [(Ii + 3)/4] und erhalt so einen Punkt der Kurve log ( - qw). Wenn n > 1 
ist, dann liegt dieser Punkt uber dem Punkt log Dc. 
Fur eine Newton'sche FlUssigkeit ist Ii = 1 und deshalb -qw = Dc; fUr eine 
struktur-viskose Flussigkeit ist Ii> 1 und deshalb -qw > Dc. Fur den Fall der 
Ostwald-de Waele-Flussigkeit ist n = n und deshalb - qw = (3 + n) Dc/4. 
Bis jetzt wurde noch nicht besprochen, wie die in Gl. (53) definierte Wand
schubspannung aw = AR/2 gemessen werden kann. Wenn es moglieh ware, 
den AbfaH der axial en Druekspannung - a zz im hinteren Teil der Kapillare, wo 
sieh der stationare Stromungszustand eingestellt hat, zu bestimmen, ware A als 
Gradient dieses Druekes der Messung zuganglieh. Da Druckgeber nieht in 
Stromungsrichtung angebracht werden konnen, sondern senkreeht auf die 
Wand der Kapillare stehen, werden bei Druekmessungen nieht die Axialdrueke 
-azz , sondern die Radialdrueke -arr erfaBt. 
Wegen der auftretenden Normalspannungsdifferenzen muB erwartet werden, 
daB arr i= azz ist. Aus Gl. (17.81) folgt, daB die erste Normalspannungsdifferenz 
positiv ist, d.h. daB (all - (J22) = (azz - arr) > 0 und deshalb 

ist. Die radialen Druekspannungen werden daher hoher sein als die axialen. 
Man darf erwarten, daB im "stationaren Teil" der Kapillare diese Differenz 
konstant ist, und deshalb aueh der Gradient des Radialdruekes in axialer 
Riehtung dureh 2aw/R gegeben ist. Diese Verhaltnisse sind in Abb.18.10 
schematiseh angedeutet, wo der axiale Verlauf der beiden Druekspannungen 
tiber die Lange der Kapillare skizziert ist. 
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(lip) 

Abb.18.10. Axialer Verlaufvon Radialdruck -an und Axialdruck -azz vor, in und nach der 
Kapillare, schema tisch 

Am Ausgang der Kapillare wird - arr nicht verschwinden, sondern einen 
Sprung (.'1P)a zum atmospharischen Druck aufweisen. Das plotzliche Wegfal
len dieses Oberdruckes ist die U rsache fUr die Aufweitung des Schmelzestran
ges beim Austritt aus der Kapillare. Die GroBe der Strangaufweitung wird also 
ein MaB fUr den Auslaufdruckverlust (.'1P)a sein. 
Beim Eingang zur Kapillare muB die Differenz ( - arr + azz) noch wesentlich 
groBer sein als beim Ausgang. Der Druckunterschied muB bewirken, daB die 
elastische Schmelze aus dem groBen Querschnitt des Vorraumes in den engen 
Querschnitt der Kapillare gepreBt wird. Dies erfordert einen relativ groBen 
Druckabfall von - arr zwischen den Positionen vor und nach dem Kapillarein
gang. Ein zusatzlicher Druckabfall entsteht im Anfangsteil der Kapillare, in 
dem die Stromung noch nicht stationar ist und noch elastische Spannungen 
ausrelaxieren. Beide Effekte werden im Einlaufdruckverlust (.'1p)c zusammenge
faBt. 
Nach Abb. 18.10 kann man den gesamten Druckverlust.'1p des Radialdruckes 
zwischen dem Vorraum und dem atmospharischen Aul3endruck in drei 
Summanden zerlegt denken. 

1 
.'1p = (.'1P)e - 2aw R + (.'1p). (65) 

Diese Gleichung tritt an Stelle von Gl. (53). Dabei sind Einlaufdruckverlust 
(.'1P)e, Auslaufdruckverlust (.'1P)a und Wandschubspannung aw von dem 
Stromungsgradienten an der Wand qw bzw. dem scheinbaren Stromungsgra
dienten an der Wand Dc abhangig. Bei konstantem qw(DJ hangt nur der 
mittlere Term von der Lange der Kapillare 1 abo 
Gleichung (65) ist die Grundlage fur die sog. Einlaufkorrektur von Bagley [283]. 
Man miBt den Zusammenhang zwischen Durchsatz und Druck .'1p mit 
Kapillaren verschiedener Lange und gleichem Radius (siehe Abb. 18.11, linker 
Teil). Aus dieser Kurvenschar ermittelt man durch horizontale Schnittlinien 
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Ap 

I 

--log Ap 

Abb.18.11. Zur Ausfiihrung der Bagley-Korrektur 

den Zusammenhang zwischen Druck Llp und Kapillarlange 1 bei verschiedenen 
konstanten Werten des scheinbaren Stromungsgradienten Dc. Die Auftragung 
von Llp gegen l/R bei konstantem Parameter Dc ergibt Gerade, deren 
Schnittpunkt mit der Ordinatenachse den entsprechenden Wert von 
(LlP)e + (LlP)a abschneidet (Abb. 18.11 rechter Teil). Die Steigung der Geraden 
ergibt den zu dem betreffenden Wert von Dc zugehorigen Wert von ~ 2aw . 
Verlangert man die Geraden bis zu ihrem Schnittpunkt mit der Abszisse, dann 
schneiden sie einen Wert b auf der negativen Abszissenachse ab, der durch 
Umschreiben der Gl. (65) gefunden wird: 

Llp = ~ 2 aw [~ + bJ (66) 

mit 
(67) 

Den Druckabfall bei Eintritt in und Austritt aus der Kapillare kann man also 
auch so beschreiben, als ob der Druckabfall nicht vorhanden ware, aber statt 
des sen die Kapillare schein bar urn ein Stuck b . I langer ware. Diese zusatzliche 
Kapillarlange braucht nicht unabhangig von Dc zu sein. Das ware nur dann der 
Fall, wenn die Abhangigkeit von (LlP)e und (LlP)a von qw die gleiche ware, wie 
die von aw . Dies ist jedoch nicht zu erwarten, da nach Beobachtungen von 
GleiBie [284] (LlP)a + (Ll P)e proportional der ersten N ormalspannungsdifferenz 
ist, wah rend aw die Scherspannung darstellt. 

18.4 Das Schlitz-Viskosimeter 

Ein Nachteil des Kapillar-Viskosimeters besteht darin, daB es schwierig und 
aufwendig ist, die Einlaufkorrektur vom Druckabfall in der Kapillare zu 
trennen. Dies fiihrt zu der Frage, ob es nicht moglich ist, den Druckabfall in der 
Kapillare selbst zu bestimmen. Druckgeber sind jedoch in der runden 
Kapillarwand schwierig einzuarbeiten. Deshalb wurde von Janeschitz-Kriegl 
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Abb.18.12. Stromungsbild im Schlitz-Viskosimeter 

und Mitarbeitern [285], [286] die Konstruktion einer Rechteckdiise vorgeschla
gen und durchgefiihrt, in der der Druckabfall auf eine zum Gradienten 
senkrechte FHiche direkt gemessen werden kann. 
Das Kernstiick des sog. Schlitz- Viskosimeters ist die Diise mit einem rechtecki
gen Querschnitt mit Breite b und Hohe h (siehe Abb. 18.12). Urn die Analyse 
des Stromungsbildes einfach zu gestalten, sollte die Hohe ein Zehntel der Breite 
nicht iibertreffen: 

h ~ 0,1 b. 

Bei Anwesenheit eines Druckgradienten in der negativen x-Richtung wird sich 
dann ein Stromungsprofil einstellen, wie dies in Abb. 18.12 angedeutet ist. 
Dieses Stromungsprofil hat Pfropfenform in der y-Richtung und ist im groBten 
Teil des Querschnittes unabhangig von der z-Koordinate. Nur nahe den 
Seitenwanden der Diise wird dieses Stromungsprofil durch die Randeffekte 
gestort. Abgesehen von den Randeffekten gilt dann fiir das Stromungsprofil: 

v x = V x (y); v y = v z = ° (68) 

Diese Annahme fiihrt zu Resultaten, die unter der V oraussetzung h ~ b bis auf 
einen relativen Fehler der GroBenordnung (h/b)2 Giiltigkeit besitzen. 
Die Druckgeber sind in die Flache y = h/2 an verschiedenen Stellen der x
Koordinate eingelassen und vermitteln den N ormaldruck - ayy • Einsetzen von 
(68) in (15.34) gibt: 

2 dxy = v~ (y) = q (y) 

(69) 

(70) 

Es handelt sich also urn eine viskosimetrische Stromung, bei der die y-Flachen 
in der x-Richtung geschert werden. Die x-Richtung ist die Stromungsrichtung 
(l-Richtung), die y-Richtung die des Gradienten (2-Richtung) und die z
Richtung die neutrale (3-Richtung). 
Die Analyse des Spannungszustandes erfolgt analog wie beim Kapillarviskosi
meter, jedoch in kartesischen Koordinaten. Aus den Bewegungsgleichungen 
(15.57) folgt, daB die Schubspannung axy eine lineare Funktion von y und die 
Normalspannung axx eine line are Funktion von x sein muB: 

axy = Ay (71) 

und 
(72) 
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-0 -q - Vx (y) 

Abb.18.13. Verteilung von (J, q und Vx iiber dem Querschnitt der Schlitzdiise 

wobei 
A = PI - pz ~P 

I I 
(73) 

PI und pz sind die Ablesungen der beiden Druckgeber, die sich im Abstand I 
voneinander befinden. Dabei wurde wieder angenommen, daB zugleich mit 
dem Normaldruck - axx auch der Druck - ayy linear und mit gleichem 
Gradienten mit x abHillt. 
Die maximale Scherspannung tritt an den Wanden auf und ist an der oberen 
Wand negativ und an der unteren Wand positiv (siehe Abb. 18.13). 

aXY ( +hj2) = -aw = -Ahj2 

axy ( - hj2) = aw = Ahj2 

(74) 

(75) 

Das Stromungsprofil findet man durch Integration von (70) und Einfuhren der 
Integrationsvariablen axy == a zu 

<1(Y) 

vx(y) = - ~ f a (P (a) da (76) 

Fur den Durchsatz findet man nach partieller Integration 

h/Z "w 

Q=2b fVx(Y)dY=:~ faZ(p(a)da (77) 

o 0 

In Abb. 18.13 ist die Verteilung von Scherspannung, Stromungsgradient und 
Stromungsgeschwindigkeit uber dem Querschnitt der Rechteckduse fur eine 
Newton'sche Flussigkeit (gestrichelt) und fur eine struktur-viskose Flussigkeit 
(durchgezogen) dargestellt. Die Schubspannung ist in beiden Fiillen linear uber 
den Querschnitt verteilt. Der Gradient ist fur eine Newton'sche Flussigkeit 
ebenfalls linear verteilt, fur eine struktur-viskose Flussigkeit hat er eine 
gespiegelte S-formige Gestalt. Die Stromungsgeschwindigkeit ist parabolisch 
fUr eine Newton'sche und pfropfenformig fUr eine struktur-viskose Flussigkeit. 
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Wieder definiert man einen scheinbaren Stromungsgradienten an der Wand 
durch die Gleichung: 

6Q 
D =

s bh2 
(78) 

wobei der Index s jetzt auf Schlitz deutet und schreibt das Integral (77) in der 
Form "w 

Ds = ~ f a 2 rp (a)da 
aw 

(79) 

o 

Durch Differenzieren von (a-a,Ds) nach aw findet man wieder eine Korrektur
gleichung zur Berechnung des wahren Stromungsgradienten an der Wand, qw: 

(80) 

Diese Gleichung ist iihnlich gebaut, wie die von W eissenberg-Rabinowitsch. 
Die anderen numerischen Faktoren entsprechen dem Unterschied in der 
Symmetrie zwischen Kapillare und Schlitz. 
Vorteile des Schlitz-Viskosimeters sind die relativ einfache Bestimmungsmog
lichkeit der Wandschubspannung aw aus einer einzelnen Messung, die 
Moglichkeit durch Anbringen von mehreren Druckgebern die Linearitiit des 
Druckabfalles in dem Schlitz direkt zu priifen (die Einstellung des stationiiren 
Zustandes zu priifen) und schlieBlich eine direkte Messung des Eingangsdruck
verlustes (AP)e' wenn vor dem Schlitz ein weiterer Druckgeber eingesetzt wird. 
Ein weiterer Vorteil des Schlitz-Viskosimeters besteht darin, daB man in einer 
Rechteckdiise das Stromungsprofil auch optisch bestimmen kann. Eine 
Lichtquelle und ein Mikroskop in der Richtung der neutralen Achse, sowie 
zwei optische Fenster in der Seitenwand des Schlitzes konnen dazu dienen, das 
Stromungsprofil direkt zu messen (in der Schmelze befinden sich meistens 
geniigend optische Inhomogenitiiten, deren Bewegung in der Stromung 
beobachtet werden kann). Auf diese Weise ist es auch moglich, die Annahme zu 
priifen, daB die Schmelze an der Wand haftet [287], [288]. 
Abbildung 18.14 zeigt die Konstruktionszeichnung eines Schlitz-Viskosime
ters, das an einen Extruder angeschlossen werden kann. Aus dem Kopfende des 
Extruders wird die Schmelze iiber ein geheiztes Kopplungsstiick in das Schlitz
Viskosimeter gepreBt. Am entgegengesetzten Ende befindet sich ein regelbarer 
"Bypass", mit dessen Hilfe ein gewiinschter Druck vor der Schlitzdiise 
eingestellt werden kann (Druckgeber P 5), ohne die Drehzahl des Extruders 
und damit Mischungsverhiiltnisse oder Temperatureinstellung veriindern zu 
miissen. 1m Viskosimeter wird der restliche Schmelzestrom nach un ten 
umgeleitet und durch die Schlitzdiise (1 x 10mm) gepreBt. Eingelassen in die 
Wand der Schlitzdiise befinden sich auf einer Seite 4 Druckgeber (P 6 bis P 9), 
auf der gegeniiberliegenden Seite 4 Temperaturfiihler (T6 bis T9). Einen 
Schnitt durch das Viskosimeter auf der Hohe des Druckgebers P8 zeigt der 
Ausschnitt rechts unten. 
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pa 
Abb.18.14. Vereinfachte Konstruktionszeichnung eines Schlitz-Viskosimeters zum An
schluB an einen MeBextruder 

18.5 Das Platten-Viskosimeter (Mooney-Viskosimeter) 

Abbildung 18.15 zeigt schematisch das Platten- Viskosimeter (M ooney- Visko
simeter). Zwischen zwei parallelen kreisrunden Platten im Abstande D 
befindet sich die Schmelze, die die Platten zylinderformig mit einem Radius R 
benetzt. Die untere Platte ruht, wahrend die obere Platte durch ein Drehmo
ment M angetrieben wird und im stationaren Zustand eine konstante 
Winkelgeschwindigkeit Q erreicht. Mit diesem Instrument konnen auch 
Normalspannungen gemessen werden. Zu diesem Zweck dreht man die untere 
Platte mit konstanter Winkelgeschwindigkeit Q und mi13t an der oberen Platte 
das auf sie ubertragene Drehmoment M und die nach oben gerichtete 
Normalkraft N. 
Fur die Berechnung fiihrt man ein Zylinderkoordinatensystem r, 9, zein, wobei 
die z-Achse die Symmetrieachse des Viskosimeters bildet. Fur die Stromungs-

M 

o 

Abb. 18.15. Das Platten-Viskosimeter 
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form im stationaren Zustand nimmt man an, daB alle Fliissigkeitsteilchen, die 
sich auf einer Rohe (z = konstant) befinden, eine starre Rotation urn die 
Symmetrieachse ausfUhren. Ihre Winkelgeschwindigkeit sei w (z). Dann gilt fUr 
die Lineargeschwindigkeiten: 

vlJ = rw(z) (81) 

Aus Gl. (15.35) folgen die Komponenten des Deformationsgeschwindigkeits
tensors 

2dIJz = rw' (z) = q (z) 

(82) 

(83) 

Es handelt sich also urn eine viskosimetrische Stromung, wobei z-Flachen in 8-
Richtung geschert werden. Die 8-Richtung ist die Stromungsrichtung (1-
Richtung), die z-Richtung die des Gradienten (2-Richtung) und die r-Richtung 
die neutrale (3-Richtung). 
Aus Symmetriegriinden kann der Spannungszustand nicht von der 8-Koordi
nate abhangen und die Spannungskomponenten (JrlJ und (Jrz miissen wegen (82) 
verschwinden. Mit diesen Bedingungen erhalt man aus den Bewegungsglei
chungen (10.6) bei schleichender Stromung und ohne Volumenkrafte: 

O(Jzz 
-=0 
oz 

(84) 

(85) 

(86) 

Da (JlJz nur von dlJz abhangt, folgt aus (85) auch das Verschwinden der 
Ableitung odlJzloz und deshalb w" (z) = O. Integriert man diese Differentialglei
chung unter Verwendung der Randbedingungen w (0) = 0 und w (D) = a, 
dann findet man: 

und 
a 

q=-r 
D 

(87) 

(88) 

Der Stromungsgradient hangt linear von r ab; er verschwindet in der 
Symmetrieachse und ist maximal am Rand (r = R). Dort ist sein Wert: 

qR = q(R) = aRID (89) 

1m Gegensatz zu den in den Abschnitten 18.1 bis 18.4 besprochenen 
Viskosimetern ist jetzt durch die Symmetrie der Anordnung und durch die 
Bewegungsgleichungen die raumliche Verteilung des Stromungsgradienten 
bereits festgelegt und deshalb unabhangig vom rheologischen Gesetz. Das 
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rheologische Gesetz bestimmt hingegen die Verteilung der Schubspannung und 
die GroBe des Drehmoments. 
Fur das Drehmoment auf die obere Platte findet man 

R 

M = J r O".9z rdrd8 = 2n J r2 O".9z dr 
o 

(90) 

Verwendet man die Abkurzung O".9z == 0" und fUhrt man q = QrjD als neue 
Integrationsvariable in das Integral in (90) ein, dann wird das Drehmoment: 

qR 

M = 2n (DjQ)3 J q2 0" (q) dq (91) 
o 

Eine weitere Berechnung erfordert die Kenntnis des rheologischen Gesetzes. So 
findet man z. B. fur eine Newton'sche Flussigkeit. 

n R4 n 
M = 2" D 170 Q = 2" R 3170 qR (92) 

Man kannjedoch auch hier aus dem gemessenem Zusammenhang zwischen M 
und Q direkt das rheologische Gesetz ableiten. Zu diesem Zweck definiert man 
eine scheinbare Scherspannung S am Rand durch die Gleichung: 

(93) 

Fur eine Newton'sche Flussigkeit gilt S = O"R' wie man durch Vergleich mit (92) 
sofort sieht. Fur eine struktur-viskose Flussigkeit setzt man (91) in (93) ein und 
erhalt: 

qR 

S = 43 f q2 0" (q) dq 
qR 0 

(94) 

Differentiation des Produktes (q~ S) nach qR ergibt die gesuchte Korrektur
gleichung: 

[ 3 1 dlog(S) ] 
O"R = 0" (qR) = S 4 + 4 dlog(qR) (95) 

Diese Gleichung hat eine ahnliche Form wie die Gleichung von Weissenberg
Rabinowitsch, gilt aber jetzt fUr die Spannung. Der Wert der wahren 
Schubspannung am Rand O"R kann fur eine struktur-viskose Flussigkeit nicht 
stark von S abweichen, da die doppelt-logarithmische Ableitung in (95) stets 
zwischen 0 und 1 sein muB; deshalb gilt: 

(96) 

Die Verteilungen von Stromungsgradient q, Scherspannung 0", vertikalem 
Normaldruck -O"zz und radial em Normaldruck -O"rr uber der r-Koordinate 
sind in Abb. 18.16 dargestellt. Das Verhalten einer Newton'schen Flussigkeit 
mit konstantem Normalspannungskoeffizienten ist gestrichelt angedeutet, das 
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-r 

Abb.18.16. Radiale Verteilung von q, a, -azz und -an fUr cine Newton'sche (----) und 
eine struktur-viskose (--) Fliissigkeit 

Verhalten einer struktur-viskosen Flussigkeit mit von q abhangigem Normal
spannungskoeffizienten ist durch die durchgezogenen Linien angedeutet. Der 
Stromungsgradient ist in beiden Fallen linear verteilt. Fur eine Newton'sche 
Flussigkeit ist auch die Schubspannung linear verteilt, fUr eine struktur-viskose 
Flussigkeit wachst die Schubspannung schwacher als linear mit dem Abstand 
von der Symmetrieachse. 
Die Verteilung der Normalspannungen kann ebenfalls berechnet werden. Man 
differenziert die Identitat 

nach r, multipliziert mit r und verwendet GI. (84). Dann erhalt man: 

oazz ( ) a ( ) r Tr = a!)!) - a rr + r or a zz - arr 

oder 

Fur die erste und zweite Normalspannungsdifferenz setzt man die Gl. (17.9) 
ein, beachtet den Zusammenhang r%r = q%q und erhalt eine Gleichung 

d~ d 2 
dq = n l (q) . q + n 2 (q) . q + dq [n2 (q) . q ] (98) 

die sich sofort integrieren laBt. 
Speziell fur den Fall kleiner Gradienten, in dem die beiden Normalspannungs
koeffizienten naherungsweise konstant sind [nl (q) ;:::: nl,o, n 2 (q) ;:::: n2 ,o], ergibt 
sich fUr die Verteilung des axialen Normaldruckes folgender Ausdruck: 

(99) 
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mit A = QjD. Als Randbedingung (r = R) nehmen wir an, daB die radiale 
Druckspannung am Rand verschwindet 

-O"rr(R) = 0 (100) 

was wegen O"zz - O"rr = n2. a q~ mit der Bedingung 

-O"zAR) = - n 2 • 0 q~ (101) 

identisch ist. Ftir den radialen Normaldruck findet man aus (17.9) 

-O"rr(r) = t(n1.0 + n2,0) A2(R2_ r2) (102) 

Der axiale Normaldruck ist also parabolisch verteilt, wobei der Druck am 
Rand schwach positiv ist (n2,0 < 0). Der radiale Normaldruck ist in der Mitte 
gleich hoch wie der axiale, verUiuft aber sonst unterhalb des Axialdruckes. 
Dies wurde in Abb. 18.16 angedeutet. 
SchlieI31ich kann man durch Integration von (99) tiber den Plattenquerschnitt, 
die axiale Normalkraft auf die obere Platte berechnen. Man erhiilt in linearer 
Niiherung: 

R n R2 
N = - 2n! O"zAr) r dr ="4 (n1.0 - n2.0) D2 Q2 (103) 

Durch Messung der N ormalkraft kann also der erste N ormalspannungskoeffi
zient, allerdings in Kombination mit dem zweiten, bestimmt werden. Man 
beachte, daB die Normalkraft in linearer Niiherung mit Q2 zunimmt, wiihrend 
das Drehmoment in linearer Niiherung nach (92) proportional zu Q ist. 

18.6 Das Kegel-Platte-Viskosimeter 

Abbildung 18.17 zeigt schematisch das Kegel-Platte- Viskosimeter (Weissen
berg-Rheogoniometer). Die Schmelze befindet sich in der Offnung zwischen 
einer unteren, festen Platte und einem oberen Kegel, des sen Spitze auf der 
Platte aufliegt und der einen kleinen Offnungswinkel fJ besitzt (fJ < 5°). Der 
Vorteil dieser Anordnung ist, daB bei kleinem Offnungswinkel der Gradient 
iiberall in der Schmelze nahezu konstant ist. Die Schmelze benetzt die untere 
Platte bis zu einem Radius R und besitzt niiherungsweise die Form eines 

Abb.lS.17. Das Kegel-Platte-Viskosimeter 
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Kugelausschnittes. Der Kegel wird mit konstanter Winkelgeschwindigkeit Q 
gedreht, und es werden das auf die Platte ubertragene Drehmoment M und die 
vertikale, auf die Platte wirkende, Normalkraft N gemessen. Meissner [289] 
beschreibt technische Einzelheiten des Apparates. 
Fur die Berechnung fUhrt man ein Polarkoordinatensystem r, 8, rp ein, dessen 
Mittelpunkt in die Kegelspitze gelegt wird und dessen Nordpol in der 
Symmetrieachse des Geriites liegt. 8 ist der Polarwinkel, rp der Azimuthwinkel 
und r der Abstand eines materiellen Punktes yom Mittelpunkt. 
Es wird angenommen, daB im stationiiren Zustand der materielle Kegelmantel 
mit dem Polarwinkel 8 eine starre Drehung mit konstanter Winkelgeschwin
digkeit OJ (8) urn die Symmetrieachse ausfuhrt. Nennt man e die Projektion des 
Abstandes r des materiellen Punktes auf die Aquatorebene, wie in Abb. 18.17 
angedeutet, so erhiilt man folgende Lineargeschwindigkeiten: 

vr=VIJ=O v'" = e OJ (8) = r sin 8 OJ (8) (104) 

Es liiBt sich zeigen [290], daB die im Gleichungssystem (104) ausgedruckte 
Stromungsform nur dann mit den Bewegungsgleichungen vertriiglich ist, wenn 
8 -+ n/2, d. h. wenn fJ -+ 0 geht. Dies ist auch die Erkliirung fUr das Auftreten 
von Sekundiirstromungen, die bei groBeren Gradienten und nach liingeren 
MeBzeiten die Messung storen. 
Einsetzen von (104) in den Ausdruck fUr den Deformationsgeschwindigkeits
tensor in Polarkoordinaten (15.36) ergibt 

1 ov'" cot 8 
2d lJ", = ~ iii - -r- v", = sin8 OJ' (8) = q(8) (106) 

Die Annahme entspricht einer viskosimetrischen Stromung, bei der die .9-
Fliichen (materielle Kegelmiintel) in rp-Richtung geschert werden. Die rp
Richtung ist die Stromungsrichtung (1-Richtung), die 8-Richtung die Gradien
tenrichtung (2-Richtung) und die r-Richtung die neutrale (3-Richtung). 
Aus Symmetriegrunden konnen die Komponenten des Spannungstensors nicht 
von der rp-Koordinate abhiingen, und die beiden Schubspannungen arlJ und ar", 

mussen verschwinden. Damit wird das Gleichungssystem der Bewegungsglei
chungen (10.8) bei schleichender Stromung und ohne Volumenkriifte: 

(107) 

(108) 

(109) 
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Wir betrachten zunachst die Gl. (109), die die Schubspannungsverteilung 
bestimmt. Setzen wir a9 '1' == a, dann ist eine Losung von Gl. (109) gegeben 
durch 

a = Cjsin2 9 (110) 

wobei C konstant ist, wie man sich durch Einsetzen in (109) sofort uberzeugt. 
Da q nicht von r abhangt, kann a nicht von r abhangen und ist C unabhangig 
von r und naturlich auch von rp. 
Bezeichnet man die Scherspannung an der unteren Platte (9 = n12) mit aw , 
dann gilt a (nI2) = C = aw und die Scherspannung wird: 

(111) 

Fur das Drehmoment auf die untere Platte findet man 1 

R 2n 
M = -2n S r (Jw r dr = - - (Jw R3 

o 3 
(112) 

oder 
3M 

(J - ---
W - 2nR 3 

(113) 

Die Schubspannung muI3 negativ sein, weil der Gradient wegen w' (9) < 0 
negativ ist. Dies zeigt, daB das V orzeichen in (112) richtig gewahlt wurde. Der 
Absolutwert der Schubspannung ist an der Platte minimal und am Kegel 
maximal; dort ist sie 

wie man sich durch Reihenentwicklung des Sinusfaktors uberzeugt. Bei 
kleinem Kegelwinkel ist also die Scherspannung im Spalt beinahe konstant. 
Betragt der Kegelwinkel fJ = 6° (im BogenmaI3 0,1), dann variiert die Span
nung im Spalt nur urn etwa 1 %. Dann ist auch q beinahe konstant und, weil 
sin 9 nur sehr schwach variiert, auch w' (9) beinahe konstant. Man darf also 
ansetzen 

w' (9) ~ A = konstant 

Nach Integration dieser Gleichung und Verwendung der Randbedingungen 
w(9) = 0 fUr 9 = nl2 und w(9) = Q fur 9 = (nI2) - fJ findet man 

w(t9)::::Q (~-9) (115) - fJ 2 

und 
. Q 

q ~ sm 9 w' (9) ~ --
fJ 

(116) 

1 Das Minuszeichen ergibt sich wegen der Drehrichtung. 
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Tragt man (116) gegen (113) auf, dann erhalt man, auch fUr Nicht
Newton'sche Fliissigkeiten, direkt die FlieBkurven. Die Nicht-Newton'sche 
Viskositat ergibt sich durch Teilen von (113) durch (116) zu 

3p M 
1J(q) ~ 2nR3 Q 

wobei q durch (116) gegeben ist. 

(117) 

Die Analyse der Normalspannungsverteilung geht von den beiden GIn. (107) 
und (108) aus, die wir folgendermaBen schreiben (cp = l-Koordinate, 9 = 2-
Koordinate, r = 3-Koordinate): 

(101') 

(108') 

q ist an der unteren Platte unabhangig von r; deshalb sind dort auch die 
Differenzen (all - a22) und (a22 - a33) unabhangig von r; weiter folgt fUr die 
untere Platte (cot 9 = 0) aus (108'), daB oan/o9 = 0 ist. Deshalb ist a22 eine 
Funktion von r allein; diese GroBe ist als Normaldruck auf die untere Platte 
meBbar. an - a33 ist unabhangig von r; deshalb gilt nach (lOT): 

(118) 

Der Ausdruck in der eckigen Klammer ist unabhangig von r; deshalb kann die 
Gl. (118) sofort tiber r integriert werden und liefert als Resultat: 

Diese Gleichung gibt die Verteilung des Normaldruckes auf die untere Platte. 
Der Normaldruck am Rand ist schwach positiv: - an (R) > o. Am Rand muB 
der Druck in radialer Richtung verschwinden, a33 (R) = 0 und deshalb folgt 

(120) 

und diese GroBe ist wegen n2 < 0 negativ. 
Die Druckverteilung auf die untere Platte ist in Abb. 18.18 schematisch 
angedeutet. Der Normaldruck auf die untere Platte zeigt in der Mitte eine 
logarithmische Singularitat und ist am Rand schwach positiv. Der Radialdruck 
- a 33 (r) verlauft parallel zu - a 22 (r) und verschwindet am Rand. Die 
Normalspannung in Umfangsrichtung all (r) = a",,,,(r) ist groBtenteils eine 
Zugspannung. -all (r) verlauft ebenfalls parallel zu -a22 (r) und hat am 
Rand den Wert -[nl(q)+nz(q)]q2. 
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Abb.I8.I8. Verteilung der Normalspan
nungen iiber der unteren Platte des Kegel
Platte-Viskosimeters 

Zur Berechnung der Normalkraft N auf die untere Platte integriert man den 
Druck (119) tiber die benetzte Oberflache der Platte (d.h. von 0 bis R): 

R 

N = - J u22 (r) 2nrdr 
o 

R R 

= - 2n U2 2 (R) J rdr - [(Ull - (22) + 2 (U22 - ( 33 )] J rin (r/R) dr 
o 0 

Das zweite Integral la13t sich nach partieller Integration auswerten und man 
erhalt: 

Der Ausdruck in der eckigen Klammer ist unabhangig von r; wir nehmen 
seinen Wert an der Stelle r = R und konnen dann die beiden Terme in (121) 
zusammenfassen. Das Resultat ist: 

(122) 

Man erhalt also aus der Normalkraft sofort den Wert der ersten Normalspan
nungsdifferenz bei der entsprechenden Schergeschwindigkeit und damit den 
ersten Normalspannungskoeffizienten als Funktion der Schergeschwindigkeit. 
Zur Bestimmung des zweiten Normalspannungskoeffizienten kann man das 
Resultat einer Messung mit dem Platte-Platte-Viskosimeter mit dem Ergebnis 
einer Messung mit dem Kegel-Platte-Viskosimeter kombinieren. Gelingt es, in 
beiden Fallen die radiale Druckverteilung auf die untere Platte zu bestimmen, 
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so erhiilt man aus der Radialabhiingigkeit des Druekes beim Mooney
Viskosimeter naeh (97): 

[ oazz] d 
r Tr pp = (all - a22 ) + (a22 - a33 ) + q dq (a22 - a3 3) (123) 

und beim Weissenberg-Rheogoniometer aus (118): 

(124) 

Vergleieht man die beiden GraBen beim gleiehen Wert des Gradienten 
[q = rQ/D bei (123) und q = Q/P bei (124)!], dann erhiilt man dureh Subtra
hieren einen Ausdruek fUr den zweiten Normalspannungskoeffizienten: 

Diese Bestimmungsgleiehung (125) ist natiirlieh experimentell sehr sehwierig 
anzuwenden. Zwei versehiedene Geriite, in beiden gleiehe Temperatur und 
gleieher Sehergradient und dann noeh die Bestimmung einer Ableitung der 
gemessenen GraBe, gefolgt dureh eine Differenzbildung! Das ist der Grund, 
warum so lange Zeit tiber GraBenordnung und selbst das Vorzeiehen von n2 

Unklarheit geherrseht hat. 
Jtingst haben Meissner und Mitarbeiter [291] vorgesehlagen, aus Messungen 
mit dem Weissenberg-Rheogoniometer beide Normalspannungskoeffizienten 
zu bestimmen. Zu diesem Zweek sollte man nieht die Normalkraft auf die 
ganze untere Platte messen, sondern lediglieh tiber einer konzentrisehen 
Kreisoberfliiehe vom Radius RI < R, indem man die untere Platte in einen 
inneren Teil mit Druekaufnehmer und einen iiuBeren Teil, der fest ist, teilt. 
Integriert man (119) bis zum Radius R I , dann findet man an Stelle von (122) 
die Gleiehung: 

R, 

NI = - S a22 (r) 2nrdr 
o 

nRi 2 
= -2- (all - a2 2) + n RI [(all - a22 ) + 2 (a22 - a33 )] In (R/RI) (126) 

Variiert man bei festem RI den Benetzungsradius R der Sehmelze, dann lassen 
sieh die beiden Normalspannungsdifferenzen gesondert bestimmen. 
Ais Vorteile des Kegel-Platte-Viskosimeters sind zu nennen, daB Stramungs
gradient, Seherspannung und Normalspannungsdifferenzen in der Probe 
weitgehend riiumlieh konstant sind. Deshalb eignet sieh dieses Viskosimeter 
besonders gut zur Bestimmung der Abhiingigkeit dieser GraBen von der 
Sehergesehwindigkeit. Allerdings muB gesagt werden, daB die auftretenden 
Gradienten meistens klein sind, so daB das Newton'sehe Gebiet der Messung 
am ehesten zugiinglieh ist. 
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Nachteilig ist die Tatsache, daB nach liingerer Zeit eine Storung des Stromungs
bildes durch Auftreten von Sekundiirstromungen eintritt, die durch Normal
spannungen hervorgerufen werden. Dies begrenzt, neb en der Gefahr der 
Zersetzung der Schmelze bei hohen Temperaturen, die MeBdauer. 
Die Sekundiirstromungen in diesem und anderen Viskosimetern wurden 
eingehend von Giesekus [292], [293], [294], [295] untersucht. 
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Contents: Mechanical relaxation in polymers. - Simple 
phenomenological models. - Molecular models of relaxa
tion behaviour. - Glass transition. - Flow and rubber elas
ticity in polymer melts. - Crystallization behaviour. -
Melting behaviour. - Mechanism of deformation of ther
moplastics and multicomponent systems. - Rubber elastic
ity of covalent elastomers. - Tear formation and propaga
tion in elastomers. - Deformation behaviour of thermo
plastic elastomers. 
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of a rigid theory of materials 
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An Introduction 
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Response. - Representation of Linear Viscoelastic Behavior 
by Series-Parallel Models. - Representation of Linear 
Viscoelastic Behavior by Spectral Response Functions. -
Representation of Linear Viscoelastic Behavior by Ladder 
Models. - Representation of Linear Viscoelastic Behavior 
by Mathematical Models. - Response to Non-Standard 
Excitations. - Interconversion ofthe Linear Viscoelastic 
Functions. - Energy Storage and Dissipation in a Linear 
Viscoelastic Material. - The Modelling of Multimodal 
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Behavior in Different Modes of Deformation. - Appendix: 
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logue. - Notes on Quotation. - List of Symbols. - Author 
Index. - SUbject Index. 



Springer-Verlag Berlin 
Heidelberg New York London 
Paris Tokyo Hong Kong 

H.-G. Elias, Midland, MI 

GroBe Molekiile 
Plaudereien 
iiber synthetische und 
natiirliche Polymere 
1985. XII, 204 s. 54 Abb. 34 Tab. Brosch. DM 29,80 
ISBN 3-540-15599-6 

"Was Sie schon immer tiber Kunststoffe wissen wollten ... " 
Professor Hans-Georg Elias (Midland, MI) erkliirt es Ihnen 
in seinem Buch GroBe Molekiile - Plaudereien iiber 
synthetische und natiirliche Polymere. 

Er zeigt Ihnen in leicht verstiindlicher Darstellung auf, 
wieso die Natur ohne Makromolektile nicht auskommt und 
wie sich unsere wissenschaftliche Vorstellung tiber den 
Autbau dieser Polymeren entwickelte - nicht ohne Irrun
gen und Wirrungen. Heute k6nnen wir aus dem molekula
ren Autbau der groBen Molekiile ihre Eigenschaften ablei
ten und Kunststoffe gezielt so herstellen, daB sie den an sie 
gestellten Anforderungen, z. B. bei Autoreifen oder 
Motoren6len, voll gerecht werden. 

Mit anschaulichen Beispielen aus dem tiiglichen Leben 
wird der Bezug zwischen molekularem Aufbau und Eigen
schaften der Makromolekiile hergestellt: 
- Warum wird Brot im Ktihlschrank schneller altbacken als 

bei Raumtemperatur? 
- Was bedeutet "btigelfeucht" und warum wird ein Anzug 

gediimpft? 
- We1che Bedeutung hat der Rasierschaum flir die glatte 

Rasur und was geht bei der Dauerwelle chemisch vor? 
- SolI ein Anfanger sein Tennisracket mit Darm- oder mit 

Kunststoffsaiten bespannen? 

Dieses Buch will kein Lehrbuch sein - es wendet sich an 
Schtiler und Lehrer. Aber jeder, der mit Kunststoffartikeln 
umgeht und sich daflir interessiert, wieviel wissenschaft
liche Erkenntnisse in unsere Gebrauchsgegenstiinde 
einflieBen, wird hier eine unterhaltsame Lektiire linden. 

Chemiestudenten und (Molekiil-) Chemiker schlieB1ich 
werden viele Anst6Be zum Nachdenken und Nachlesen 
finden: Das Buch ist kein Lehrbuch, aber es enthiilt alle 
Informationen tiber Makromolekiile, die. in einem Spezial
lehrbuch zu finden sind - nur nicht so trocken geschrieben. 
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