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Alain Durand est né le 16 Avril 1949. Aprés des études universitaires 3 'Université
Paris Nord puis & PUniversité Paris VII, il obtient son Diplome d’Etudes Approfondies
en 1973 avec les unités “Nombres Transcendants™ et “Analyse p—adique”. Sa thése de
troisiéme cycle “Quatre problémes de Mahler” est soutenue le 26 Juin 1974,

Ses recherches de critéres de transcendance et d’indépendance algébrique, ainsi que
ses travaux sur la classification des nombres transcendants, ’aménent & entreprendre une
étude approfondie et systématique des propriétés arithmétiques des polynémes.

Il commence sa carriére universitaire comme Assistant & I’Université de Limoges le
ler Octobre 1974. Il est titularisé Maltre-Assistant un an aprés. Il n’interrompt ses cours
que V'année de son service militaire en 1976-7T.

Alain Durand était un enseignant trés apprécié des étudiants. Ses cours comme ses ex-
posés de recherche étaient préparés avec beaucoup de soin, dénotant une grande honnéteté

intellectuelle et une extréme soif de perfection.

Son décés le 23 Octobre 1986 a profondément attristé tous ceux qui le connaissajent.

Jean-Louis Nicolas, Michel Waldschmidt.
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PREFACE

Ces Actes portent un double titre: " €inquante Ans de Polyndmes " et " Hommage d
Alain Durand " . On va expliquer cette double appellation et ce qui fait la réelle
unité des travaux réunis dans ce volume.

Alain Durand,en suivant un itinéraire dont nous parlerons plus loin,préparait de-
puis le début des anndes 1980 un travail de synthése sur la "théorie analytique des
polyndmes". Sa disparition ne nous prive que partiellement de cet ouvrage dont une
part importante &tait déja préte. Elle est reproduite dans ce volume avec le texte
des exposés du Colloque,tous relatifs & des problémes actuels se posant en termes de
polyndmes.

Quels polyndmes ? Les polyndmes en question dans ce Lecture Notes sont,le plus souvent,
des polyndmes d'une variable complexe. I1 s'agit donc d'objets mathématiques peu mys-—
térieux,du moins tant qu'on n'est pas 3 la recherche de résultats particuliers.

La difficulté est la: les grands théoré@mes généraux sont connus et la liste en est cour-
te et compléte, les résultats particuliers sont techniques et partiels; de plus,la preu-
ve de ces derniers est assez souvent détournée et astucieuse méme si elle n'utilise que
des arguments classiques. Dans ce domaine,la littérature est celle qu'on peut attendre
dans ce genre de situagion: une foule de résultats & la fois fins, &lémentaires (parfois),
partiels (souvent), dont les auteurs s'ignorent entre eux assez fréquemment. La néces-
sité d'une synthése s'impose donc périodiquement,d'autant qu'un méme résultat peut revé-
tir des aspects variés comme on le verra plus loin.

Les synth&ses Deux ouvrages majeurs de références ont déja &té publiés. Le premier,
"la théorie analytique des polyndmes d'une variable (& coefficients quelconques)"
de J.Dieudonné a 50 ans. Le second, "Geometry of polynomials" de M.Marden est de 1966
mais est une actualisation d'un ouvrage de 1949 intitulé "The geometry of the zeros of
a polynomial in a complex variable" (il prend ainsi en compte un important "survey" de
W.Specht de 1958). La nécessité d'une synthd@se récente est donc claire. Celle d'Alain
Durand ne suit pas les plans de ses devanciers; il se place dans le point de vue de
1'Analyse des années 1980 et reconstruit dans cette optique l'architecture de la théo-
rie,montrant les différentes articulations entre les ré&sultats,lesquels se trouvent
souvent ainsi ou améliorés,ou généralisés,cu réduits d des corollaires immédiats.

les auteurs précédents distinguaient deux types de théorie suivant la nature des
arguments utilisés dans les preuves, 1'une "analytique" et 1l'autre "géométrique".
L'imbrication profonde de ces deux types de ré&sultats fait d'ailleurs que J.Dieudonné
(resp. M.Marden) n'a retenu que l'expression "th&orie analytique" (resp."geometry")
dans son titre. Alain Durand n'utilise lui que des arguments analytiques (parfois assez
sophistiqués) et laisse ainsi de cGté certaines formes de résultats; mais ces derniers

sont toutefois &voqués dans un autre exposé de ce volume.
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Terminons cet alinéa par un exemple facile illustrant cette nécessité d'une syn~-
thése et l'aspect varié que peuvent revétir des résultats tré@s classiques:
Soit P(z)=aozd+...+ad-a (=%} ... {z=%y) un pelyndme 3 coefficients complexes. L'iné-
galité :
M(P}=Ia°}sup(l,1xl})...sup(l,}xdi) < Ly(P)=(]a] +...+}a 19
entre coefficients et racines est apparue -au moins implicitement- au début de ce

2,1/2

siécle dans un travail de Landau. Il s'agit en fait d'un corollaire de 1'inégalité
de HSlder,en effet,le membre de gauche (la mesure de Mahler de P) est la moyenne
géométrique LO(P) des valeurs prises par |P(z)| sur le cercle-unité (appliquer la
formule de Jensen) tandis que celui de droite représente la moyenne quadratique
de la méme fonction (appliquer le théor@me de Parseval). Malgré la simplicité de
ces argumehts on peut faire mieux et plus simple en établissant 1'inégalité:

e 2+ (Jagaylmen? ¢ men? .

11 suffit de faire la démonstration pour un polyndme unitaire.Soit Q(z) le polynime
produit des (z-x;) lorsque Ix 1(1 et des (1-%;z) lorsque ix {>1.1e coefficient &i-
recteur {resp. constant) de Q(z) est de module M(P) ({resp. la {fM(P)} et il suffit
de minorer (L, @)? =(L, (®))? (puisque Pz} |=|0(2) | quand |z|=1) par la somme des
carrés des tennes directeur et constant de Q pour conclure. En résumé,cette inéga-
lité,bien que non évidente,peut étre qualifiée de facile; elle a pourtant donné
lieu 3 une série de travaux (dus & Specht,Vicente Gongalves,Ky Fan,Mignotte ainsi
qu'indirectement 4 d'autres auteurs) avec d'autres démonstrations plus ou moins
éloignées de celles qu'on vient d'évoquer.

les utilisateurs et 1'itinéraire d'Alain Durand 11 est commode de distinguer deux
époques dans 1‘histoire de cette théorie:

~la premiére couvre le XIX et le début du XX sidécle; au cours de celle-ci,les po-~
lynSmes ont fait 1'objet d'études systématiques 3 1'aide des concepts apportés par
la théorie des fonctions d'une variable complexe
~-la seconde couvre grosso modo les cinguante dernidres années;au cours de cette pé~
riode ,les recherches systématiques se sont poursuivies mais ont &té de plus en plus
consacrées & des situations spécifiques. Ces dernidres correspondent souvent a des
questions formulées dans d'autres domaines de sorte qu'on a vu évoluer la situation
ainsi: les utilisateurs des résultats de la théorie (analytique ou géométrique) des
polyndmes sont devenus les auteurs.

Ies domaines de recherche oll sont utilisé@s des "lemmes polynomiaux" sont des plus
variés: théorie des nombres l{et,en particulier,théorie des nombres transcendants),
analyse,théorie du potentiel,mécanique statistique,thermodynamique,informatique...

-

Alain Durand a suivi la démarche qu'on vient de décrire. I1 est venu & 1'é&tude sys—
tématique des polynSmes aprés avoir utilisé de nombreux "lemmes pelynomiaux" dans
1'étude des "mesures de transcendance". Plus généralement,la théorie des nombres
transcendants fait appel & des constructions de fonctions polynomiales non triviales
qu'on minore par des arguments arithmétiques et qu'on majore par des arguments analy~

tiques. A la fin des années 1970, des travaux sur ces derniers (les lemmes de Schwarz
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en plusieurs variables) ont utilisé des résultats de D.Masser et J.C.Moreau basés

sur une inégalité de Bernstein. Ces travaux,qui ont permis 3 M.Waldschmidt d4'obte-
nir une nouvelle démonstration du théor@me de Baker (cf. Astérique 69/70), ont aus-
si amené,avec J.C.Moreau,Alain Durand et d'autres membres de 1'équipe des Problémes

-

Dicophantiens 3 &tudier et améliorer divers raffinements de cette in&galité.

Le contenu de ces Actes Aprés avoir parlé du travail d'Alain burand,on dit quelques
mots des exposés de ce Collogue. Les problémes &voqués dans ce volume se rattachent
-en termes de polyndmes~ presque tous 3 la Théorie des Nombres,ce qui est naturel

puisque cette théorie est,pour les auteurs,la motivation premidre comme on l'a ex-
pliqué ci-dessus. Si les exposés de P.Bundschuh et M.Waldschmidt sont relatifs a

des problémes de la théorie des nombres transcendants qu'avait abordés Alain Durand,
d'autres exposés sont moins directement reliBs & cette théorie; citons ceux de
F.Gramain (fonctions entiéres arithmétiques), R.Louboutin (probléme de Lehmer),
M.Mignotte (lemme de Siegel), P.Philippon (polyndSmes d'interpolation) pour les plus
proches et ceux de B.Saffari (comparaison de normes pour les polynSmes d coefficients
+1), AsSchinzel (critére d'irréductibilité), C.Smyth (probldme de Tarry-Escott,en col=-
laboration avec E.Rees) pour les voisins un peu plus éloignés; une mention particu-
lidére doit 8tre faite pour les exposés "hors théorie des nombres" de M.langevin
(géométrie des polyndmes), J.P.Borel (construction d'un multiple & coefficients po-
sitifs d'un polyndme), et J.L.Nicolas (avec A.Schinzel} (&tude de polyndmes parti-
culiers apparaissant en théorie du signal) et notamment pour ces deux cerniers qui
illustrent pleinement la variété et la précision des techniques & mettre en oeuvre

pour la résolution de problémes concrets s'exprimant en termes de polyndmes.

En conclusion, les éditeurs désireraient remercier tous ceux qui ont favorisé la te-
nue de ce Colloque et ont ainsi permis de rendre 3 Alain Durand cet hommage:

-les membres du Comité€ d'Organisation et d'abord son Président:Monsieur J.Dieudonné
-1'Institut Henri Poincaré ol s'est tenu ce Colloque et Madame H.Nocton tout parti-
culiérement

-les Universités de Limoges, Metz et Saint-Etienne

-la direction M.P.B. du C.N.R.S. pour son aide exceptionnelle en faveur de ce Collogue.

Michel Langevin



TABLE DES MATIERES

Notice biographique, travaux d'Alain Durand, pré€face ......ceeceeeecsss teseeaenanen 111
A.Durand Quelques aspects de la théorie analytique des polyndmes (I) «eecean.s .1

A.Durand Quelques aspects de la théorie analytique des polyndmes (II) ...vce... 43
A.Durand Relation de Szegd sur la dérivée d'un polyndéme ........ cevecanann ceeos 86
A.Durand Approximations algébriques d'un nombre transcendant ......cececeescse.. 94
JP.Borel Polyndmes 3 coefficients positifs multiples d'un polyndme donné ...... 97
P.Bundschuh Indépendance algébrique par des méthodes f'approximations ......... 116

F.CGramain Fonctions enti@res d'une ou plusieurs variables complexes prenant des

valeurs entiéres sur une progression gEOMBLrigue seeesecesvesescceasss 123
M.Langevin Sphére de Riemann et Géométrie des polyndmeS «..eceeceecsescsessecsss 138
M.Migrotte Polynbmes et lémme de Siegel .iceeeeeevecrncesssconcscscscsassssssss 160

J.L.Nicolas et A.Schinzel Localisation des zéros de polyndmes intervenant en théo-

rie du signal ..... T £ ¥

P.Philippon Polyndmes d'interpolation sur 2 et Z[i] .v.evvieiiiiiainneiaan.. 180

E.Rees et C.Smyth On the constant in the Tarry-Escott problem .....ccceeecvesss 196
B.Saffari Extremal problems on polynomi@lS s.cecececsecscscscccncsscssssscnscass 209

A.Schinzel Un critére d'irréductibilité de polyndmeS «..esecesseascssccacsccsnas 212

M.Waldschmidt Indépendance algébrique de nombres de Licuville ..ieveeecenceaess 225

L'exposé de R.Louboutin: "Ie probléme de Lehmer, ol en est-on?" fera 1'objet d'une
publication ultérieure





