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INTRODUCTION

La theorie des hyperfonctions est une generalisation de la theorie

des distributions de L. SCHWARTZ. Les hyperfonctions des

fonctionnelles analytiques, de meme que les distributions sont "localement"

a support compact. Cependant, et c'est ce qui fait leur interet, les hyper

fonctions ont des proprietes tres differentes celles des distributions,

la plus remarquable etant que toute hyperfonction sur un ouvert de an est

"prolongeable" a l'espace entier.

Avant d'etre definies par A.MARTINEAU (27) comme "sommes localement

finies de fonctionnelles analytiques" les hyperfonctions ont ete introduites

par M.SATO (32) comme "valeurs au bord de fonctions holomorphes". Cette der

niere interpretation necessite l'introduction de methodes de la cohomologie

des aussi n'estelle exposee qu'au dernier chapitre.

Les hyperfonctions, et les operations sur les hyperfonctions (convolu

tion, multiplication etc ••• ) sont construites au premier chapitre. Ce chapitre

contient aussi un theoreme du type DOLBEAULTGROTHENDIECK sur la resolution

du faisceau des fonctions holomorphes par des faisceaux d'hyperfonctions.

Le chapitre II traite des valeurs au bord des solutions des equations

elliptiques: si P est un operateur elliptique d'ordre m a coefficients ana

lytiques au voisinage d'une hypersurface S. les muples d'hyperfonctions de S sont
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les "valeurs au bord" des solutions analytiques dans Ie complementaire de S

de l'equation

P u 0

Cette representation permet de demontrer simplement, en reprenant une methode

due a G. BENGEL (I) Ie "theoreme de regularite elliptique" pour les hyper-

fonctions.

Le dernier paragraphe de ce chapitre concerne la representation des

distributions dans Ie cas particulier de l'operateur O/dZ et est une in-

troduction au chapitre IV § 3 •

Quelques problemes classiques d'analyse sont abordes dans Ie cadre des

hyperfonctions au chapitre :

- Resolution des systemes surdetermines a coefficients constants ;

(H. KOMATSU (21)). On represente, pour resoudre ce probleme. les hyperfonctions

comme valeurs au bord de fonctions harmoniques (KOMATSU utilise les fonctions

holomorphes) et on applique Ie theoreme de MALGRANGE-EHRENPREIS.

- Condition necessaire de "resolubilite" des operateurs differentiels du pre-

mier ordre (P. SCHAPlRA (34)). On montre dans ce paragraphe comment. bien que

l'espace des hyperfonctions sur un ouvert n'ait pas de topologie naturelle se-

paree, on peut utiliser la technique des "inegalites a priori" pour resoudre

des equations aux derivees partielles.

- Probleme de division (par des matrices analytiques). Les demonstrations sont

beaucoup plus simples que pour les distributions. Il suffit de "transposer" et

"recoller" les theoremes de OKA et CARTAN.

La theorie des valeurs au bord des fonctions holomorphes est etudiee

au chapitre IV.
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La demonstration du theoreme de SATO est simplifiee par le theoreme du

type DOLBEAULT-GROTHENDIECK du chapitre I (ce dernier theoreme est un cas

particulier du theoreme de KOMATSU mais cet auteur utilise le theoreme de SATO

pour le demontrer).

Le theoreme de SATO permet. grace au theoreme des "recouvrements acycli-

ques" de J.LERAY de representer les hyperfonctions comme valeurs au bord de

fonctions holomorphes. Seul un recouvrement particulier est considere dans ce

chapitre. et le "processus de WElL" permettant de passer des fonctions holo-

morphes aux hyperfonctions est etudie en detail. On montre que ce processus

"commute" avec les produits tensoriels ce qui permet dans l'etude de certains

problemes de se ramener a la dimension un.

La representation des distributions et le theoreme du "Edge of the Wedge"

sont abordes superficiellement. Ce chapitre se termine par quelques applica-

tions, notamment aux equations de convolution.

Ce livre commence par deux chapitres preliminaires

- Le chapitre A contient les principaux resultats de la theorie des espaces

vectoriels topologiques. des equations aux derivees partielles. des fonctions

de plusieurs variables complexes. utilises par Ia suite.

- Le chapitre B est un expose, Ie plus concis possible, de la theorie des

faisceaux.

Seulsle premier paragraphe et Ia definition B.21 du paragraphe 2 sont

necessaires a la comprehension des chapitres I. II et III. Autrement dit ces

chapitres ne demandent aucune connaissance de la cohomologie des faisceaux.

La redaction du chapitre B slinspire evidemment du livre de R. GODE-

MEHT (11) mais les suites spectrales ne sont pas utilisees.



VI

Les chapitres de ce livre sont divises en paragraphes et les enonces sont

uunis d'une triple numerotation correspondant a cette division.

Chaque chapitre se termine par un court commentaire historico-bibliographi-

que.

Le lecteur reconnaitra peut-etre dans ce texte l'influence de M. Andre

MARTINEAU. C'est en effet a lui que nous devons notre initiation a cette theorie

et beaucoup d'idees de ce livre lui appartiennent.

Ce livre est base sur un cours donne a Rio de Janeiro. a l' "Instituto

de Matematica Pura e Aplicada" du "Conselho Nacional de Pesquisas" en Avril -

Juillet 1969 alors que l'auteur etait invite comme "Professor Visitante" et

etait sUnultanement IlAttache de Recherches" au "Centre National de la Recherche

(France).

Nous remercions ces institutions.

Nous voudrions aussi remercier nos collegues de l' I.M.P.A. qui ont parti-

cipe a notre cours et particulierement M. Leopoldo NACHBIN.

Pierre S C HAP I R A

Rio de Janeiro

Aout 1 9 6 9
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P R gLIM I N A IRE S

Nous adopterons les notations et les conventions communes des livres sui-

vants

En ce qui concerne

- la theorie des espaces vectoriels topologiques (13) (cf. aussi (3»;

- la th orie des distributions (37);

- la theorie des equations aux derivees partielles (18) (cf. aussi (23»;

- la theorie de variables complexes (19) (cf. aussi (16» ;

- la theorie des faisceaux (11).

Nous aupposerons connues les principaux resultats de (13) et (37) et dans une

moindre mesure ceux de (18) et (19). Cependant nous preferons rappeler au

chapitre Ales theoremes fondamentaux que nous utiliserons.

Au chapitre B nous exposerons les definitions et resultats de (11) dont

nous avons besoin. Comme nous l'avons deja dit seuls les deux premiers para-

graphes de ce chapitre sont utilises aux chapitres I, 2, 3.

Nous designerons en general par..n. un ouvert de i(n et si Rn est

, d n+lplonge ans R ou dans (£n par 11- un ouvert de lR
n
+1 ou de • Soit

fl un ouvert de Rn• Nous designerons par :

l'espace des fonctions indefiniment differentiables a support compact dansfL,

indefiniment differentiable surIl, p fois continuement differentiable sur iL,

l'espace des distributions a supports compacts dans fL, des distributions sur St,

des fonctions analytiques sur1t.
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Tous ces espaces vectoriels sont complexes et seront munis • sauf le der-

nier. de leur topologie "naturelle", c' est-A-dire definie dans (37).

Si it est un ouvert de C • H(fL) designera l'espace des fonctions holo-
N I

morphes surSLmuni de sa topologie naturelle d'espace de FRECHET.

On designera par 19 le faisceau des fonctions holomorphes sur f.n •

Soit x = ..., et z ..

z.. x + iy

Z.. x - iy

i= V:--I

On pose

D Iii '0 1"1J xjx.
J

D Iii a/oz.z. J
J

Si 0( ... (c< I' ..., 0<. n) tf • on pose

\0(1= 0'-.1 + ••• + n
0( "'I o(n

D D Dx xl xn

D;
0<1 otnD D
zl zn

S'il n'y a pas de confusion possible on ecrira

D. pour D ou D
J x. z.

J J

DO< pour Do( ou Dol.
x z

01.
Si Pest un pol.ynfsne A n indeterminees P(;) = '2: aol. S

0(

on pose

P(D) Do(



P (D)
m

XI

L
10(1 = m

Tous les operateurs differentiels que nous considerons seront. sans

qu'on Ie rappelle, lineaires.




