Sur la représentation des charges périodiques
et quelques de ses applications (*).

W. Kros (Petrogani) - P. P. TEODORESCU {(Buecarest)

A Dario GRA¥FI nel suo 70° compleanno

Résumé. — Aprés avoir introduit les distributions périodiques, on arrive au développement en
série de Fouwrier des charges concenirées (force concentrée, moment dirigé concentré et dipdle
linéaire) périodiques, dams Uespace des distributions. Hn utilisani ces résullais, on peut
étudier le demiplan élastique soumis o de telles charges sur la ligne de séparation.

1. — Introduction.

En mécanique on a beaucoup i faire avec des charges périodiques, qui présen-
tent une grande importance tant du point de vue théorique que du point de vue
pratique. Les développements en série de Fourier constituent souvent une repré-
sentation convenable pour de tels cas de chargement.

Mais on peut étre quelques fois obligé faire face & certaines difficultés, dues au
fait que la série de Fourier ne converge pas toujours vers la fonction & représenter,
par exemple dans le cas des charges concentrées périodiques. Une théorie générale
et unitaire qui permet de dépasser ces difficultés est réalisée par le développement
en série de Fourier des charges périodiques dans ’espace des distributions; dans
cet espace, toute série de Fourier, correspondante & une distribution périedique,
converge vers cette distribution. (O’est ainsi que le probléme de la convergence ne
se pose plus et nous avons la possibilité de représenter par des séries de Fourier tant
des charges exprimées par des fonctions localement intégrables que des charges
exprimées par des distributions périodiques.

Pour pouvoir mettre en évidence les propriétés des séries de Fourier dans Pespace
des distributions, on étudie, dans ce qui va suivre, la dépendence entre les fonetions
définies sur un cercle et les fonctions périodiques correspondantes sur la droite. On
va représenter aingi quelques charges périodiques concentrées des plus importantes
et on va appliquer ces résultats a ’étude du demiplan élastique soumis & des charges
périodiques sur la ligne de séparation.

{*) Entrata in Redazione il 20 maggio 1975.
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2. — Distributions périediques.

Soit 1" un cercle de longueur 7' et dont le centre est dans origine O et soit f(M),
M e !, une fonction vectorielle définie sur I'; on va faire correspondre & cette fone-
tion la fonetion vectorielle périodique () f (), de période T, sur I'axe Oz. A la fonec-
tion fondamentale g(z)e K(R) (espace des fonctions fondamentales de classe €%, a
support compact) on va associer une fonction périodique de période T, notamment

fee]

(2.1) b@)= 3 glat+nT), nelZ;

R=—00

cette fonction est évidemment aussi une fonetion fondamentale, donc
d(z)e K(R) .

Entre la fonction f(s) définie sur I" et la fonction périodique f (x) définie sur B
il existe la relation

T
(2.2) [fe)005)8s = [ F ) (@) do = [ f (@) Do)
r R 0
ol @D(s) est une fonction de classe C°(I"), P(s)e K(I).
On a
(2.3) fe=Fa), )=o),

parce que z, se[0, T].

DfErNrTIOoN, — La distribution F(z)e K'(R) est périodique de période T si, pour
n’importe quel gz} K{R), on a

(2.4) (Flz— 1), p(@)) = (F(x), (@) .

Tenant compte de cette définition et de la relation (2.2), 1a correspondance entre
la distribution f(s) sur [" et la distribution périodique f(#) sur E est donneé par la
relation

(2.2) (f (#), p(@)) = (f(s), D(s)) ,

qui constitue une généralisation de la relation (2.2).
Soit &8(s)e K'(I") 1a distribution de Dirac concentrée dans Porigine de I'arc s sur
le cerele I, A cette digtribution on va faire correspondre la distribution périodique

(%) Le ¢tilde » met en évidence le fait que la fonction est périodigue.
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d(z) sur R, tel qu'on ait la relation

(2.5) (6(5), D(s)) = (8(x), p(w)) = D(0) .

En observant que

®(0) = &(0)

conformément & (2.1), on a
(2.6) @(0) :ningo(w), nel;
done
@5) (00, ¢@) =B = 3 gnD)=( 3 dw—nD)pl@), neZ.
On obtient ainsi
(2.7) 8(w) = § S —nT), nelZ.

Mais on peut écrire (2)
(2.8) Ssinws)= > O@—nT), w:‘-_)%f’ neZ;

n=—0co

on observe ainsi que la distribution composée d(sinwx) est une distribution périodi-
que, de période T, pour laquelle

(2.8") 8(x) = d(sinwz) .

On va encore observer que la distribution primitive de §(z) peut étre notée avee
B(z); évidemment, la distribution () est aussi une distribution de période 7, pour
laquelle on a
(2.7 bz)y= Y Ox—nl), neZ,
qui satisfait 4 la relation

(2.9 6'(2) = 8(x)

et qui correspond & la distribution de Heaviside.

(®) Voir [1], p. 160.
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De méme, pour la distribution é'(z), obtenue par dérivation, on a

(2.10) §wy= 3 0'(w—nT), mneZ.

f=—03

Soit maintenant f(w) une distribution périodique, de période 7, sur R. Les coeffi-
cients de la série de Fourier correspondante sont donnés par la relation

27

- 1 - .
(2.11) Gn(f)zzjy(f($):exp [—-M’W).’I}}) ’ w=_T'7 nez,
et la série de Fourier sera de la forme
. 0 . . 27
(2.11") Ho)y= 3 culf) expinwa], W=, N ez.

-

On peut faire une étude analogue pour des distributions périodiques f(z) e K'(E"),
X = (0, a4 ..., L,); €N particulier, on peut congidérer des distributions vectorielles
dans les cas n=2 et n=3, utiles pour leur applications en mécanique.

3. — Charges concentirées périodiques.

Nous allons utiliser les résultats ci-dessus pour la représentation de certaines
charges concentrées périodiques usuelles. Par exemple, pour une force concentrée
périodique, de période T, actionnant dans les points = nT, n€ Z, et ayant I'inten-
sité |F|, la charge équivalente s’exprime sous la forme (%)

{(3.1) Qlz) = Fé(x) .
Les coefficients de Fourier seront donnés par

PO . 1
(3.11) e, (f) = —T(Fé(w), exp [— inww]) = TF’ nelz;
en conséquence, la distribution concentrée périodique (3.1) peut étre écrite sous
la forme

°o

(3.2) Q)= 2_: %Fexp [inwz], nez,

(3} Voir [1], p. 256.
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ou encore sous la forme

(3.2") Q)= oi Fo(w —nT), nelz.

R0

Un moment concentré dirigé, de grandeur M, actionnant dans le point O, peut
étre représenté par la charge équivalente (%)

F, 9
3.3) Q) = — i 80

ol Fy est le verseur des forces qui constituent le couple et u est le verseur de la
direction qui correspond an processus de passage 4 la limite et ol on a indiqué
par «X » le produit veectoriel.

En notant par Q' la distribution correspondante aux moments concentrés dirigés
périodiques, de période T, on obtient les développements en série

~ MF, =
= ]uﬂi!;;o | _oi 27;:0 exp [inwa] , nez,

ol on a admis que uw est le verseur de axe Oux.
D’une maniére analogue, un moment du type dipdle linéaire, de grandeur D,
aetionnant dans le point O, est représenté par la charge équivalente ()

(3.5) Q(r) = — DF, - 3(a)

olt ¥, est le verseur des forees qui constituent le dipole et oli u est le verseur de la
direction qui correspond au passage & la limite. On admet que les forces compo-
santes conduisent & un éloignement de leurs points d’application, ainsi que le dipdle
soit positif.

La distribution périodique eorrespondante, de période T, sera donnée par

(3.6) Q(x) = — DF, E O@—nT), neZ,

=0

en admettant que u est le verseur de Paxe Ous.

(%} Voir [1], p. 274,
(3) Voir [1], p. 293.
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4. — Le demiplan élastique.

Soit le demiplan élastique ¥ >0, actionné par la charge périodique tangentielle
P(x) et par la charge périodique normale §(x) sur la ligne de séparation; ces charges
sont considérées positives si elles sont dirigées dans la direction positive des axes
de coordonnées. On admet qgue le corps est isotrope, homogéne et linéairement élasti-
que, étant soumis & des petites déformations et rotations dans le cas d’un état de
déformation plane.

Les tensions doivent vérifier les équations différentielles anx dérivées partielles
{en absence des forces volumiqgues)

00, . 0T,y -

1 w oy 0,
(4.1) b 0,
oz oy
o2 o2

4.2) A(oz40,) =10, A=5‘w‘é+5§/—2a
les conditions sur la ligne de séparation
(4.3) lim 7, = — Pla) , lim o, = — §(x)

y->+0 y=r+0
et les conditions de régularité
(4.3} limg,=limo,=lim7,=0.

Yr OO g0 P00

La matrice solution fondamentale dans le sens de la théorie des distributions du
systéme d’équations (4.1), (4.2) avec les conditions aux limites (4.3), (4.3") sera de
la forme

(T, Y)  Upa(@, Y)

(4.4) {U} == un(®, ¥) (@, ¥) ¢ 3
U@y YY) Use{2y Y)

ses composantes doivent vérifier les équations différentielles

Oty aumm
P %+ 3y =0,
( . ) %} auzl_o

R oy

(4.6) Aty -+ ) =0,
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de méme que

Dty | Olhgy
b .
o oy
(4.5")
Butge | oy _
ow oy’
(4.6") Aty -+ Ugs) = 0,
les conditions sur la ligne de séparation
0 0
4.7 lim {U} = 0 —dx
y—>+0
— (x) 0
et les conditions de régularité
0 0
(4.7') lim{U} =10 0
Y>> 00
0 0
On aura (%)
u 2 x?
A IPIF R
(4.8) w (22 + y*)
2 y?
= g
% % 2oy
91 5= Ugy == — — oy
(4.81) 7 (2* 4+ y?)
2 2ty
Ugy = Upg == “EW .
En introduisant les matrices
0o, Y)
(4.9) {o} = oul@, 9) ¢,
Too(®, ¥)
A |P@)
(4.9 @ E{~ }
& N

(®) Voir [1], p. 420.
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on peub exprimer Pétat de tension dans le demiplan élastique sous la forme

(4.10) {o} = {U} {0},

4 l'aide du produit de convolution, en admettant que ce produit existe.
Soit Plx) et §(o) des distributions périodiques, de période T, respectivement 7';
on peut utiliser les représentations de Fourier

« & o . 2n
Plo)= 2 ca(P) exp [inwa], w =5, n€Z,
(4.11) e .
. < ~ L, , 7
o) = 2 ea() exp[inw'a], w'= 5, NEZ,
7 s e O

les coefficients de Fourier correspondants étant donnés par

Ca(P) = (ﬁ(m)y exp [— i'nwm}) ’ ne,

(4.11")

a1l |

Q) = = (G(w), exp [— inw’2]) , neZ.

La matrice {6} qui correspond aux charges périodiques actionnant sur la ligne
de séparation sera de la forme

(4.12) Q) = i {en(ﬁ)exp[é%wx]}’ nel:

n="c0 {€a(§) €xp [in0>' ]

les tensions qui apparaissent dans le demiplan élastique vont étre exprimées par
le produit de convolution

nez.

(4.13) =3

P

() exp [inowa]
ea(dl) exp {mw'wj} ’

En particulier, si les charges P(¢) et §(x) ont la méme période T, on peut éerire
la solution (4.13) sous la forme d’une série de Fourier matricielle

(4.14) {o} = § {eq(0)} explinwa], neZ,
ol

(4.15) {ea0)} = (U} % {e (@)}, meZ,
avec

(4.15") fea(Q)) = {‘Z”((f;} , neZ.
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5. — Cas particuliers de chargement.
Soit
®.1) O(») = Fi(n)

une force concentrée périodique, de période T, actionnant sur la frontiére & distance
finie du demiplan élastique. En utilisant les résultats antérieurs, on peunt écrire

Poe®| |37
(5.2) {en(@)} = =1 ) nez;
F,e.(5) 7
done
(5.3) {o}—-_ z {U}* 1 exp [inwr], nez,
~ Ly,

ou encore

(5.3") ()= 3 {U}*{ } @—nT)= S {U)x {F 0@ — nT;}, ne’.

n=—c0 A=~ o

En explicitant, on obtient

:WZ Fouple—nT,y)+ 3 Fua(e—nT,y), nez,

(5.4) “;°° neTee
= > FPaunle—al,y)+ 3 Fyuulz—nal,y), ne’z,

= — 00 B=— 0

(5.4") Tow= D Foug@—al,y)+ 3 Fuyule—nl,y), ne’z.

fm 00 o=~ OO

Admettons maintenant que le demiplan élastique est actionné sur la ligne de
séparation par des moments concentrés du type dipdle linéaire périodiques, de pé-
riode T, exprimés par (3.6). L’état de tension sera donné par

(5.5) o}= 3 {U}*{-maf(ﬁ_%l’)}, nez;

f=——c0
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en explicitant, on a

Oy == — 2 Du';l(w"‘nT7y)7 nez,
(5.6) e

Oy == — z D%él{x”“nfyy)) nez,
(5.6") Toy=— 2 Duy(x—nal,y), nez,

les dérivées par rapport & o ébant ealculées dans le sens de la théorie des distributions.
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