
Sur la repr6sentation des charges p6riodiques 
et quelques de ses applications (*). 
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A D)m~o GRAFt1 nel sup 70 ° compleanno 

R ~ s a m &  - Apr~s arc& introduit les distributions pdriodiques, on arrive au ddveloppement en 
sdrie de 2~oqtrier des charges eoncentrdes (]orce co~ce~trde, moment dirigd concentrd ct dipole 
tinda&e) ~driodiques, dans l'espave des d~str~butions. E n  utitisant ces rdsqtltats, on peut  
dtud~er lc demipla~ dlasti~te soumis d de telles charges s~tr ta ligne de s@aration. 

1 .  - I n t r o d u c t i o n .  

Eu m6canique on a beaucoup ~ fMre avec des charges p6riodiques, qui pr6sen- 
tent  une grande importance tau t  du point de rue  th6orique que du point de rue  
pratique. Les d6veloppements en s6rie de Fourier constituent souvent une repr6- 
sentation convenuble pour de tels eas de ehargement. 

~Iais on peut  ~tre quelques lois oblig6 faire face h, certMnes difficult6~, dues au 
fair que lu s6rie de Fourier ne converge pus toujours vers la fonction ~ repr6senter, 

par exemple duns le cas des charges concentr6es p6riodiques. Une th6orie g6n6rMe 
et unitMre qui permet  de d6passer ces difficult6s est r6alis6e par le d6veloppement 
en s6rie de Fourier des charges p6riodiques darts l'espaee des distributions; duns 
cet espace, toute s6rie de Fourier, correspondunte ~ une distribution p6riodique, 
converge vers cette distribution. C'est Mnsi que le probl~me de ]a convergence ne 
se pose plus et nous avons la possibilit6 de repr6senter par des s6ries de Fourier taut  
des charges exprim6es par des fouctions localement int~grables que des charges 
exprim6es par des distributions p6riodiques. 

Pour pouvoir met t re  en 6vidence les propri6t6s des s6ries de Fourier duns l'espuce 
des distributions, on 6tudie, duns ce qui va suivre, lu d6pendence entre les fonetions 
d6finies sur un eercle et les fonctions p6riodiques correspondantes sur lu droite. On 
vu repr6senter ainsi quelques charges p6riodiques concentr6es des plus importantes 
et on vu appliquer ces r6suttats ~ l '6tude du demiplan 61astique soumis ~ des charges 
p6riodiques sur lu ligne de s6paration. 

(*) Entrata in Redazione iI 20 maggio 1975. 
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2.  - D i s tr ibut ions  p~riodiques .  

S o i t / "  un  cercle de longueur T et den t  le centre  est duns l 'origine 0 et  soitf(M), 
M e/~, une fonct ion vectorielle d6finie sur F ;  on va faire eorrespondre ~ cet te  fone- 
t ion la fonct ion veetorielle p6riodique (~) ](x), de p6riode T, sur 1'axe Ox. A 1s fonc- 
t ion fondamenta le  ~ ( x ) e K ( R )  (espuce des fonctions fondamentales  de elasse C ~, 
suppor t  compact)  on vu associer une fonct ion p6riodique de p6riode T, n o t a mme n t  

(2.1) ~(x)= ~ cf(x-}-¢~T), nEZ; 

ce t te  fonct ion est 6v idemment  aussi une  fonct ion fondamentale ,  donc 

~5(x) e K(R). 

Ent r e  lo fonction f(s) d6finie sur F et  la fonct ion p6riodique if(x) d6finie sur R 
il existe la re la t ion 

T 

i ~ R 0 

off ~(s) est une  fonct ion de clusse C~(/~), qS(s)eK(F). 
On a 

(2.3) f(s) = f i ( x ) ,  ~b(s) = ~5(x), 

p~rce que x, s e [0, Y]. 

D~FI~ITIO~W. -- Lu dis t r ibut ion F ( x ) ~  K'(R) est p~riodique de p6riode T si, pour  
n ' impor t e  quel q(x) e K ( R ) ,  on 

(2.~) ( F ( x -  ~), ~(x)) = (F(x), ~(x)). 

Tenant  compte  de cet te  d6finition et  de la relat ion (2.2), lo correspondence entre  
lu dis tr ibut ion f(s) sur /~ s t  lo dis tr ibut ion p6riodique ] ( x )  sur R eat donne6 par  l~ 

relat ion 

(2.2') (]'(x), ~(x)) = (f(s), ¢ ( s ) ) ,  

qui const i tue  nne  g~n6ralisation de la relat ion (2.2). 
Soit ~ ( s ) s K ' ( / ' )  la d is t r ibut ion de Dirac concentr~e duns l 'origine de 1'arc s sur 

le cercle F. ~ ce t te  dis tr ibut ion on va  fuire correspondre lo dis t r ibut ion p4riodique 

(1) Le (~ tilde ~ met en 6vidence le fair que la fonction est pSriodique. 
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5(x) sur R, tel  qu 'on ait  la relat ion 

(,~(s), ~(8)) = (,~(x), ~(x)) = ¢,(o). (2.5) 

En observant  que 

¢(0) = q~(o), 

conformSment ~ (2.1), on a 

(2.6) qS(o)= ~ ~(nT), ~ez;  

donc 

On obtient  ainsi 

(2.7) g(x)-- ~ 6 (x - -nT) ,  n c Z .  

Mais on pent  6crire (2) 

2~ 
(2.8) 6(sin ~ox) = 6 ( x - n Y ) ,  v J = 7 ,  n e Z ;  

n ~ Z  . 

on observe ainsi que la distr ibution compos6e 6(sincox) est une distr ibution p6riodi- 
que, de p6riode T, pour laquelle 

(2.8') 5 ( x ) = 6 ( s i n w x ) .  

On v~ encore observer que ta distr ibution primitive de 6(x) peut  6tre not6e avec 
0(x); 6videmment,  Ia dist, r ibution 0(x) est aussi une distr ibution de p6riode T, pour 
taque]le on a 

o o  

(2.7') ~(x) = ~ O(x-  ~X) ,  n e Z ,  
~ = - - ¢ o  

qui s~tisfait ~ 1~ relation 

(2.9) ~ ' ( x ) = 3 ( x )  

et qui correspond ~ ta, distr ibution de tte~viside. 

(2) Voir [1], p. 160. 
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De m~me, pour  la dis t r ibut ion 5'(x), obtenue par  d~rivation, on a 

(2.10) $'(x)  = ~ ~ ' ( x - - n T ) ,  n ~ Z .  

Soit ma in tenan t  ](x) une dis t r ibut ion p~riodique, de p~riode T, sur R. I~es coeffi- 
cients de la s~rie de Fourier  correspondante  sont donn~s par  la relat ion 

1 2~ 
(2.11) e . ( / ) = ~ ( / ( x ) , e x p [ - - i n ~ x ] )  , ~ = - ~ ,  n e Z ,  

et  la s6rie de Four ier  ser~ de lu forme 

2~ 
(2.11') ](x) ---- c~(/) exp [inegx] , co -~ - ~  , n e Z . 

On peu t  faire une  4tude analogue pour  des distr ibutions p~riodiques/(x)  e K ' ( R ' ) ,  

x -  (xl ,  x~, . . . ,  x~); en particulier,  on peut  consid4rer des distr ibutions vectorielles 

duns les cas n ~-2  et  n - ~  3, utiles pour  leur applications en m~canique. 

3.  - Charges  c o n c e n t r ~ e s  p~rlodiques.  

:Nous allons utiliser les r4sultats ci-dessus pour  la reprSsentat ion de certaines 
charges concentr4es p4riodiques usuelles. Pa r  exemple,  pour  une force concentr~e 
pSriodique, de p~riode T,  ae t ionnant  duns les points x -~ n T ,  n E Z,  e t  ayan t  l ' inten- 
sit~ IFI~ la charge ~quivalente s 'expr ime sous la forme (3) 

(3.1) Q(x) = F ~ ( x ) .  

Les coefficients de Four ie r  seront  donn~s par  

1 
1 (F~(x), exp [-- i n~x] )  = ~ F ,  n e Z ; (3.1') e . ( / )  = 

en consequence, la dis t r ibut ion concentr~e p~riodique (3.1) pea t  ~tre 4crite sous 

la forme 

. . . . .  ~ F exp [ino~x], n E Z ,  

(3) Voir [1], p. 256. 
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ou encore sous la forme 

cx~ 

(3.2') ~(x) = ~ F ~ ( x -  n f ) ,  n ~ Z  . 

Un momen t  concentr6 dirig6, de g randeur  M~ ac t ionnant  darts le point  O, peut  
6tre repr6sent6 par  la charge 6quivalente 0) 

MFo 
(3.3) Q(x)  - [ t t×Fol  ~u ~ (x ) ,  

off F0 est le verseur  des forces qui cons t i tuent  le couple et  u e s t  le verseur  de la 
direct ion qui correspond au processus de passage ~ la l imite et  off on a indiqu6 
par  (~ x ~) le p rodui t  vectoriel .  

E n  no tan t  par  (~ la dis t r ibut ion correspondante  aux moments  coneentr6s dirig6s 
p6riodiques, de p6riode T, on obt ient  les d6veloppements  en s6rie 

(3.4) ~(x) MFo 
&'(x - -  n T )  

MFo 2~in 
[UXFol , = - ~  T - V e x p [ i n c ° x ] '  n E Z  

off on ~ admis que u est  le verseur  de r a x e  Ox. 
D'une  mani~re analogue, un  mo me n t  du t y p e  dipble lin6aire, de grandeur  D~ 

ac t ionnant  dans le point  O, est  repr6sent6 par  lg charge ~quivalente (5) 

(3.5) Q(x) = - DFo ~u ~(x) , 

oh Fo est le verscur  des forces qui cons t i tuent  le dipSlc e t  off tt est le verseur  de la 
direct ion qui correspond au passage £ la l imite.  On admet  que les forces compo- 
sautes conduisent  g un 41oignement de leurs points d'application~ ainsi que te dipSle 
soit  positif .  

La  dis t r ibut ion p6riodique correspondant% de p6riode T~ ser~ donn6e par  

(3.6)  Q(x)------DFo ~ ~'(x--nT), nEZ, 

en ~dme t t an t  quc u eat le verseur  de l 'axe Ox. 

(~) Voir [1], p. 274. 
(5) Voir [1], 13. 293. 
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4. - Le demiplan 61astique. 

Soit le demiplan 61astique y>O, aetionn6 par la charge p6riodique tangentielle 
/~(x) et par ls charge p6riodique normale ~(x) sur la ligne de s@aration; ces charges 
sont consid6r6es positives si elles sont dirig6es dsns 1~ direction positive des axes 
de coordonn6es. On admet que le corps est isotrope, homog~ne et Iin6airemcnt 61asti- 
que, 6rant soumis ~ des petites d6formations et rotations darts le cas d'un 6tat de 
d6form~tion plane. 

Les tensions doivent v6rifier les 6qtlations diff6rentielles aux d6riv6es partielles 
(en absence des forces volumiques) 

-A;+-E=0, 

8~ O~ 
0y~' (4.2) A(a~ + a~) = O , z] : ~-~2-[- 

les conditions sur la ligne de s6paration 

(4.3) lim ~ = - - /~(x) ,  lira a~ = --~(x)  
y-'--> + 0 y - + + O  

et les conditions de r6gularit6 

(4.3') lira a~ -~ lira a~ = lim ~ ---- 0 .  
y- ->¢~  y - ->oo  y--> oc~ 

Lu mstrice solution fondumentale dsns le sens de la th6orie des distributions du 
syst~me d'6quations (4.1), (4.2) avec les conditions aux limites (4.3), (4.3 r) sera de 

la forme 
Un(X, y) ui~(x, y) l 

(4.4) {u} u l(x, y) y)] ; 
u~i(x, y) u~(x, y) 

ses composantes doivent v6rifier les 6quutions diff6rentielles 

(4.5) 

(4.6) 

~u3~ ~ u ~  0 
~xx + ~y 

A ( u .  + u~) = O, 
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de m~me que 

(4.5') 
-~)- + -$~y = o,  

~'a~32 ~u2~ 
~T, + -b)-v = o  , 

(4.6') zl(u~ q- u2~) = 0 ,  

les condi t ions sur 1~ ligne de s6parat ion 

(4.7) l im {U} = 
y " + + 0  

0 

0 

-6 (x )  
-~(o x) 

et les condi t ions  de r6gul~rit6 

(4.7') t im { U} = 

0 0 

0 . 

0 

On aur~ (~) 

(4.8) 

2 x a 
u,~= ~(x~+y~)~'  

2 y3 
u~- -  =(x~+y~)~'  

(4.s') 

2 xy 2 

2 x~y 

E n  in t roduis~nt  les matr ices  

(4.9) 

[ a~(x, y) / 

{~} = ~(x, u) | ,  
, 

v~(x, y)/ 

(4.9') 
t~(x)J'  

(6) Voir [1], p. 420. 
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on pent exprimer l '6tat de tension dans le demipl~n 61astique sons la forme 

(~.~0) {4  = ( u } ,  @ ,  

l'aide du produit de convolution, en admettant  que ce produit existe. 
Soit/5(x) et ~(x) des distributions p6riodiques, de p6riode T, respectivement T'; 

on pent utiliser les repr6sentations de Fourier 

(4.n) 
~b(x) = ~ e.(/5) exp [incox], 

~(x) = ~ G(~) exp[ino)'x],  

2 ~  
~ o = - y ,  n e Z ,  

o9 = ~-7, n E Z ,  

les coefficients de Fourier correspondants 6rant donn6s par 

(4.11') 
[ e.(p) 

c.(~) 

= ~ (p(x), exp [-  in(ox]), n e Z ,  

1 = ~ @x), exp [-  i n s ' x ] ) ,  n e Z .  

La matrice {Q} qui correspond aux charges p6riodiques aetionnant sur la ligne 
de s6paration sera de la forme 

~: _ +  [e.(~) exp [ina)'x]]' 

les tensions qui apparaissent darts le demiplan 61astiqne vont ~tre exprim6es par 
le produit de convolution 

:o . ~.. [ G(/5) exp [incox] ] 
(4.~3) {~} = ~o_~ (u~*tc~(~) exp [i~o~'~]~ ' ~ ~ z .  

En particulier, si les charges ~b(x) et ~(x) out la m6me p6riode T, on pent 6erire 
la solution (~.13) sous la forme d'une s6rie de Fourier matricielle 

(4.1~) 

off 

(4.15) 

~ = - - o o  

{eo(~)} = {v} . { e . ( ~ ) } ,  ~ E z ,  

~ v e c  

(4.15') +o(~>} Po<~>i 
=- [ c . (~ ) ]  ' 

n + Z .  
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5. - Cas particuliers de chargement.  

Soit 

(5.1) Q(x)=F~(x)  

une force coneentr6e p6riodique, de p6riode T, actionnant sur la fronti~re ~ distance 
finie du demiplan 61astique. En utilisant les r6sultats ant6rieurs, on peut 6crire 

(5.2) 

don c 

{c~(0)} = / F~c~(3) 
~F~J , n e Z ;  

(5.3) { a } :  ~ {U}$ exp[ine)x], n ~ Z ,  

ou encore 

(5.3') {~} = ~_Z{u}* ~ ~, ~(x - ~f) = ~ cu~.~F~(~ _ ~T)J ' ~z~Z. 

En explicitant, on obtient 

(5.4) 
~ =  ~ F~,(x--,~, y)+ ~ _F~(x-~', y), n~Z, 

(5.4') ~ ,  = ~ F~u~l(x- ~T, y) + ~ F ~ ( x -  ~T, y), ~ e z .  

Admettons mainten~nt qlle le demiplan ~lustiqlm est actionn4 stir lu ligne de 
s~paration par des moments concentr4s du type dipole lin4aire p4riodiques, de pS- 
riode T, exprim6s par (3.6). L'~tat de tension seru donn~ par 

[ -  D~' (x-n~)}  (5.5) {~}= Z {~} ,  ~ z ;  
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en explicitant,  on 

(5.6) 

[ a ~ : - -  ~ Du~l(x--nT, y), n e Z ,  

a~=-- ~ Du'~(x--nT, y) , n~Z , 

(5.6') ~:~-~-- ~ Du'31(x--nT, y), neZ, 

les d6riv6es par  r~pport  ~ x 6rant calcul6es duns le sens de la th6orie des distributions. 
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