Sulla formulazione intrinseca
della dinamica dei continui alla Cosserat (*).

G1orGI0 FERRARESE (Roma)

A Dario GRAFFI nel suo 70° cormpleanno

Summary. — In analogy with ordinary continuous Media [6], a intrinsical lagrangean formu-
lation is given for the dynamics of hyperelastic Cosserat’s orviented bodies. The 1° order Cauchy
Problem, in terms of actuals variables: shifters d.% deformation rate &, ond spin (cons-
trained w,s and free b,g), insures the geometric-cinematic compatibility conditions for the
metric gyg and divectors d,.

Introduzione.

Ai continui alla Cosserat (cfr. [1], nonche [11], Sez. 98) per i quali siano precisate
le equazioni costitutive (ad es. continui iperelastici) si possono facilmente estendere,
attraverso Uintroduzione di tensori tipo Piola-Kirchhoff per gli sforzi e 1 momenti
di sforzo, i metodi della teoria ordinaria dei continui, nonché le modalita di passag-
gio da deformazioni infinitesime o deformazioni finite. 8i tratte, in sostanza, di espri-
mere le « caratteristiche » della deformazione (diretta o inversa a seconda che si adotti
il punto di vista lagrangiano ovvero euleriano), cioé gli analoghi dei tensori di Cauchy-
Green, mediante lo spostamento locale e il vetlore caratteristico di rotazione del triedro
di Cosserat; cido che presuppone, per il continuo, la scelta di una configurazione di
riferimento.

B chiaro che la formulazione corrispondente, in termini delle suddette variabili,
rigsente in modo esgenziale di tale scelta; indipendentemente dall’esistenza di confi-
gurazioni privilegiate, eventualmente sottintese per le equazioni costitutive (caso di
igotropia, ereditarietd, ecc.). Pertanto la formulazione stessa, pur essendo perfetta-
mente legittima, non & Ia pit significativa, e per il tipo di variabili impiegate, general-
mente di scarsa rilevanza, e per la presenza di elementi non essenziali.

In realtd, il problema differenziale di evoluzione del continuo fa capo direttamente
alla configurazione attuale e al comportamento del sistema nell’intorno di questa;
onde appaiono preferibili formulazioni che facciano intervenire variabili di tipo at-
tuale come la velocitd di deformazione e la velocitd angolare, libera o vincolata, senza

(*) Entrata in Redazione il 23 aprile 1975.
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Vintervento di elementi estranei al problema (). In questo senso, in stretta analogia
con quanto fatto recentemente per i continui ordinari [6], viene presentata una for-
mulazione intrinseca della dinamica dei continui alla Cosserat iperelastici, che fa
intervenire esclusivamente variabili collegate alla configurazione attuale del sistema
e aventi un preciso significato geometrico-cinematico.

8i tratta, anche qui, di una formulazione lagrangiana (locale) che si traduce sostan-
zialmente in un problema di Cauchy del I° ordine, con ben determinati dati iniziali
i quali assicurano la ¢ compatibilitd » del moto; in particolare il caratlere euclideo
della metrica attuale. I’unicitd della soluzione & diretta conseguenza di teoremi
classiei.

La formulazione gode naturalmente di tuiti ¢ requisiti di invarianza rispetto alla
scelta, e delle coordinate lagrangiane (carattere tensoriale), e del triedro di Cosserat;
come $i conviene, nell’ambito della Meccaniea classica, ad una formulazione relativa
ad un generico riferimento fisico.

Questo primo studio, tuttavia, non va oltre la suddetta formulazione, in vista di
fissare soltanto aleune direttive di carattere generale per i continui alla Cosserat.
Rimangono aperte varie questioni fondamentali e, tra queste, il problema centrale
della scelta del potenziale termodinamico, la teoria linearizzata subordinatamente
ad opportune ipotesi di stabilitad per i dati, le estensioni relativistiche; cid che sara
oggetto di future ricerche.

1. — Premesse e generalita sui continui alla Cosserat.

Dal punto di vista geometrico, un continuo alla Cosserat & un sistema materiale
la cui configurazione generica & definita da un continuo di punti C e da una distri-
buzione regolare di triedri indeformabili {d,}.

Si tratta di uno schema atto a rappresentare, sia pure come comportamento
limite, un corpo naturale a molecole rigide, per il quale la struttura locale interna
& definita da una terna solidale al generico «elemento » del continuo e dal relativo
tensore d'inerzia specifico o,,, invariabile per definizione.

Si suole anche dire che, localmente, il sistema ha sei gradi di liberta: tre per defi-
nire la posizione P del generico «elemento » del continuo, e tre per fissare Porien-
tamento della terna associata {d,}, che supporremo, senza restrizione, trirettangola
e levogira.

Naturalmente penseremo prefissato un ben determinato riferimento fisico B
(solido e scala dei tempi) prescindendo, a priori, da eventuali configurazioni privi-
legiate per il continuo.

(*) Le equazioni stereodinamiche di Eulero, ad esempio, sono generalmente pit signifi-
cative di quelle che fanno capo agli angoli di Eulero o al vettore caratteristico di rotazione [31;
specie nei casi in cui esse costituiscono un sistema autonomo del 1o ordine.
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Assunto un generico sistema di coordinate lagrangiane (y*) (¢« =1, 2, 3), il moto
del continuo, relativo ad R, sard definito dalle quattro funzioni vettoriali

(1) 0P =0P@ly), d.=dtfy) (r—=1,2,3)

per le quali, oltre alle ipotesi di regolarita in un opportuno campo quadridimensionale,
intenderemo soddisfatte le condizioni

@) d. d,=6, (rs=1,2,3).

T chiaro che, nel’ambito del prefissato riferimento fisico R, non sono univoca-
mente definite, né le coordinate y%, né le terne {d,}. Pili precisamente, le y* sono deter-
minate a meno di una arbitraria trasformazione invertibile e indipendente dal tempo:

oy

(3) yoﬂ — ya(y’) con det By“'

>0;

laddove le funzioni d, sono definite a meno di una arbitraria rotazione spaziale 0,7 (y):

’

(4) d,=0,/(d,, con 07086, =27,,det|0|=1

In ogni caso, in relazione alla configurazione attuale € di cui alle equazioni para-
metriche (1), indicheremo con: e, (t/y) (¢« =1, 2, 3) la base localmente associata alle
coordinate prescelte y%; gap(t/y)le componenti del tensore metrico; Luso el wp® = g Iup,e
i simboli di Christoffel di 12 ¢ 28 gpecie rigpettivamente; ko= ¢ 0,ger la velocitd
di deformazione ¢ w,° la velocitd angolare (vincolata); a = a*e,Vaccelerazionelagran-
giana.

Dal punto di vista cinematico, la determinazione delle linee di corrente, cioé
della funzione vettoriale (1);, pud essere ricondotta alla risoluzione del seguente
sistema differenziale alle derivate totali, separato, nelle incognite e, e » (velocita
lagrangiana):

0,00 = (ko4 wo%)€s, Oneg= Iy0es,

5)
( 00 =a%y, Ou¥ = (ka®+ wa0)e, (2, 0=1,2,3).

Cid presuppone che i coefficienti I5e0, ko8, we® € @ = gapaf, oltre ad essere funzioni
note di ¢ e delle 4%, soddisfino le seguenti condizioni di compatibilita (cfr. [6], n. 2):

0:kos = Viety+ (k' + wo")(kav | wov) ,  01t000 = Viollsy ,
(6) .Azxgo' = Va&)gg'— ngmx + Vo'k@m =0
Rpu® = 6,3]’“9"—— B“I’ﬁgﬁ—{— Fa@vrﬂyd""‘ 1",391'1“&70 =0,

ove V, indiea la derivazione covariante.



112 G10RGI0 FEREARESE: Sulla formulazione intrinseca della dinamica, ecc.

Queste, a loro volta, suggeriscono di fissare attenzione sul sistema differenziale
(7) 0:9ec = 2kos,  Dikos = Vietiey+ (ke"+ 0o} (kor+ @)y 0100 = Vigllar

il quale implica le seguenti condizioni del I° ordine per i due tensori Rpao® e Ages, i
tipo lineare ed omogeneo (cfr. [6], n. 4):

0, Rpue® = — Rpoe® (" + ©97) + Rpar®(ig” + 0¢") —2VipAme” s

8

® 0 Aago = Rooo* o+ 2{kre” + wie”) Aorar — 2(ka? + wa?) Ao

Ne consegue che, almeno nel caso analitico, le (6) si possono riassumere nel sistema (7)
o nelle condizioni inizioli Rpue® =0, Aaeo= 0 per t=1,; ¢id6 che consente di ricon-
durre la dinamica dei continui ordinari (iperelastici o con equazioni costitutive pit
generali) alla risoluzione di un ben determinato problema di Canchy del 1° ordine
di tipo (7).

OSSERVAZIONE. — 8i rilevi esplicitamente che il sistema (5),, assegnati i coeffi-
cienti 17,0, koo & we® compatibilmente con le (6), determina univocamente i vettorie,,
non appena dette funzioni siano note in un punto O di C,. D’altra parte, in relazione
alle coordinate lagrangiane scelte, in tutto C, figurano come dati la metrica Jeo(y),
nonché la basge locale &.(y), soddisfacente le limitazioni

O &p = 1910:9"(?/) és )

s che le condizioni iniziali et = I in tutto €y ed eo= &, in un punto 0 di Co,
assicurano di fatto, per il teorema di unicitd del sistema ai differenziali totali ue, =
= I%.%€es, che la precedente uguaglianza varra dapperfutio in C,.

2. — Condizioni di compatibilita per il triedro di Cosserat.

Quanto precede riguarda esclusivamente la configurazione puntuale C, cioé le
linee di corrente, ¢ non i direttori d,, i quali costituiscono una struttura supplementare
per il ecampo C.

T2 chiaro che anche la determinazione dei suddetti direttori pud essere ricondotta
a quella di variabili cinematicamente pili significative, eventualmente soggette ad
ulteriori condizioni di compatibilita.

Pid precisamente, introdotte, per il triedro di Cosserat {d,}, le velocitd angolari
temporale ¢ spaziali rispettivarente:

(9) b=idxdd, b,—1idx3d (x=1,2,3),
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i vettori d, saranno subordinati al sistema ai differenziali totali
(16) 0. d.=bxd,, 8d,=bxd, (o,r=1,2,3).

Ne consegue, a differenza del caso rigido, che i vettori (9) non possono essere fissati
a piacere, in quanto, almeno dal punto di vista locale, devono soddisfare le limitazioni

(0:bz — Cab-—bXby)xd, =0, (0pbe— 0ubg—bsgxXby)xd,=0;
cioé, in definitiva, le seguenti condizioni di illimitata (2) integrabilitd:

(11)

Btbaz axb'{'“ bxbac
Bﬁuz a,;b“——aubg——ngba=0, (“715:1?293)'

D’altra parte, subordinatamente alle (10), si ha identicamente
agba e atb‘radﬁ-—!{‘ b Xba ; aﬁba = aﬁbradr+ bﬁ qu: 3
nonchsé
aﬁ atbo; = aﬁgbrad,+ bﬁ s (atbog s b Xb@) —3— aﬁb X ba + b X aﬁba
8,08bg = 0,500 d, -+ b X (9sbo — bg X by) -+ 0, X by - b % 0,by, .

Di qui, tenuto conto dell’identitd b x(bsXxb.)—bsx (bxb,)="b bybs—bsg b,b=
= (b xXbg) X by, la seguente formula di commutazione:

(12) (080, — 0,05) by = (0sb — 2,b5+ b X bg) X by .

Ci6 premesso, & agevole riconoscere che, subordinatamente alla sola (6),, le condi-
ztont di compatibilita (11) per i vettori b e b, si possono riassumere nella (11), e nella
condizione iniziale Bg, = 0 per t =1,.

Invero la {11), implica innanzitutto, avuto riguardo alla (12), la condizione di
permutabilitd 830,b, == 8,05b,. Al tempo stesso di luogo, per derivazione diretta
rispetto ad 5, alla seguente espressione della anzidetta derivata seconda:

{13) 2;08by = 050, b - (8,bs — b xbg) x by bx3sh, .
Di qui, con Pintervento del tensore Bp, di cui alla (11),, segue la condizione

04Bpe = (0p0n— Ca0g) b+ bXBge (x,f=1,2,3),

(®) Come & naturale, se si riflette che la terna {d,} & definita, per ogni « particella» del
continuo, a meno di una rotazione spaziale, in conformitd della (4).
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ovvero, tenuto conto del teorema di Rieei:
(33 aa, — aa 33) b = [(VﬁVac -_— VaVﬁ} b‘)’] ey — Rﬁayabdey >

il legame differenziale
(14) 9:Bgs = b X Bgy — Rga"° bsey ;

cid che prova ’asserto.
8i rilevi esplicitamente che, in termini di componenti, introdotti i coefficienti
(shifters) d,e=d,. e, nonché gli elementi reciproci d’e:

(15) Arod,® = 0,0 ~ drod,e = 07, ,

con che le formule di trasformazione

d,=dee,~e=ded,
(16)

g = drod, ~dr= drger

la (14) si traduce nel seguente legame tra la derivata temporale delle B'gy = d"-Bg,
e il tensore di curvatura:

(14') 8B = — RpPbedry,  (ry, 0 =1,2,3).

3. — Compatibilita geometrico~cinematica.

I coefficienti d,e (ovvero i reciproci d’,) hanno, almeno direttamente, il signifi-
cato geometrico di cui alla (16). Piu precisamente, essi valgono a determinare il trie-
dro di Cosserat {d,} a partire dalla base locale {e,}, e viceversa.

In questa accezione, per quanto riguarda le equazioni infrinseche, 8i potranno
considerare due punti di vista, almeno a priori diversi, a seconda che la determina-
zione dei vettori d, si riconduca a quella della terna {e,}, ovvero la subordini. In realta,
i due casi fanno sostanzialmente capo ad un medesimo problema di Cauchy, e per-
tanto fisseremo D'attenzione sul primo punto di vista che appare, del resto, il pil
naturale. Si tratta di assumere come fondamentale il gistema (5}, e come subordinato
il sistema (10) per la determinazione, non gia del triedro {d,}, ma dei coefficienti d,°
(ovvero d7), da cui la metrica di C:

17 go° = d,2d,%0" ~ oo = Ao 0,, .
Pertanto, introducendo per brevita il tensore

(18) he = ke®+ 0®  (0,0=1,2,38),
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il sistema (10) si trasforma al modo seguente:

atdrgee"{" drgkeged - drgb X €
(aud,"+ ngadfg) s — drgbg; X €p (7', o= 1, 2, 3).

Di qui i legami espliciti

(19) 0,49 = a2 (be® — hg®) ,  Bud,® -t Tegd,2 = d,2bye° ,
ove si & posto
(20) b =b-e,xe’, by *=0>bse;xe’ (a,0,0=1,2,3).

La (19), & suscettibile di varie forme, tutte equivalenti. In particolare pud essere
tradotta mediante i coefficienti reciproei d7,, posto che vale V'identitd d7,0,d,°=
= —d,90,d7. Si ha pertanto indifferentemente
(21) 0,d,% = d,2(bg® — ho®) ~ 0,7 == dro(he® — bs?) ;
¢id che precisa il significato cinematico della derivata temporale dei coefficienti d's:

(22) dr@ atdro = hae - bd@ ~ kea = drwatd"a) 3 bed — Wos = dﬂeazd%z .

Per quanto invece riguarda la (19),, essa vale ad esprimere direttamente la con-
nessione I,® mediante le b,,° e le d7. Piu precisamente si ha, moltiplicando per d7,

(23) Toe? = boo®+ 4,50 d"e 5
cio che corrisponde alla legge di trasformazione dei coefficienti di connessione, nel
passaggio dalla base anolonoma {d,} a quella naturale {e}.

In altri termini, i coefficienti di rotazione di Ricei I,,* di cui alla derivazione pfaf-
fiana 6,=d,*04:

(24) dod, =Ty 'd, 5 do=d,0u,

non differiscono dalle componenti anolonome del tensore by 8i ha cioé

(25) T8 == by = 8,28,80%b00% ~ byo® = A% @0@ 51, .

Invero, dalla (10), segue I'identitd I,,°d,= d,*b, x d,, nonché successivamente
Iyi=d2b, X d,-ds = d,2d,ed*bs e, X % = d,°d,2d°:bay’

cioé proprio la (25).
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D’altra parte il tensore b.° il cui significato geometrico & stato ora precisato,
& in corrispondenza biunivoca con il tensore di anolonomia (cfr. [8], p. 100) ay° del
riferimento {d,}:

(26) aaQGE (agdfa_ aadrg)d,.o' .
Piil precisamente valgono i legami invertibili
(27 bags = % (“Uoc,e + Ggo0— Boo,0) ~ Qo0 = buos— boas ;

come risulta direttamente dalla (23), esplicitando i simboli di Christoffel in termini
delle d7; e derivate prime, mediante la (17).

Del resto, il tensore di anolonomia & collegato direttamente alle parentesi di Pois-
son relative alle derivate pfaffiane 4,:

(28) [8ay 6,] = 8.0, — 8,0, = aa,*8, (a,7=1,2,3)

e, come tale, & subordinato alle tre identita differenziali di Jacobi

(29) 85 @ar®+ Oalpe®+ 0,000" = " Uar® - Coa® Uy + Gorthya® -
Analogamente vale I’identita

(28") dod,— 0,d, = a,,°d, = a,, d*,

da cui i legami invertibili (?)

27) Tars= % (@sart Gar,s— Orea) ~Gars= Lary— Ias 5

equivalenti alla (27), in virtu della (25).
In definitiva, insieme alle condizioni iniziali

(30) Rouo® =0, Ags=0 pert=t,y,

la compatibilitdh geometrico-cinematica si riassume nell’insieme delle equazioni (7),,
e (21)-(23). Queste, a loro volta, con l'intervento del tensore h,”= ko®+ we®, rias-
suntivo dells velocitd di deformazione e della velocitd angolare vincolata, equival-
gono al seguente sistema:

0, To = drﬂ(heﬂ - bed)
(81)

0:he® = Voa® —ho?hs (1, 0,0 =1,2,3),

(%) Cfr. ad es. [2] p. 69, tenendo conto che la base {d,} & orlonormale: d,-d, = §,,.
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con l'intesa che sia

we® = Do’ -+ A,°0xd"
(32)
bao® = 14700, 8{Apn0+ Guop— Qopa) a0 = ( O s — 0pd7s) dyg
OSSERVAZIONE. — 8i noti, incidentalmente, che anche il tensore di cui alla (11),
ha un significato geometrico preciso. Innanzitutto, posto che vale I’identitd b, X bs=
= Dasubgtver X € (1), esso non differisce da Bpao® = Vgbao® — Vabge® - Dreebs® — bpeebut®.
D’altra parte, a meno di termini simmetrici rispette agli indiei o e §, si ha suceessi-
vamente, in virthi del legame (23),
Vibao® = 06(L20® — @,9 8 d7e) — I'po"(Lo® — 6,9 0 %) + (bps® + 0,5 0pd’s) bog? =
= 0pd 50" — 038,% 0a o — I'pe" [es® + L pe?d,5 807y —+ bps®bae® +
+ dra aﬁdr-u(_["agv m— dsv aa dsg) == aﬂpagd — aﬁdro- aadre - Fﬁgv u;}o +
+ bsbag’ + d7vd,? 05d,% 0 8% = 0aL e — ' I'os® -+ bgr"bao”
in modo che Bgwo® st identifica con il tensore di curvaiura.
In altri termini, per ogni riferimento anolonomo ortonormale {d,}, il tensore b,

associato alla connessione I',,* (coefficienti di rotazione di Ricei) in conformita del-
la (25), da Inogo alla seguente espressione del tensore di curvatura:

(33) Rpae® = Bpae® = Vbae® — Vabge” — bag bpy® + bpe"ba”
Di qui, direttamente, la forma anolonoma:

(331) E&ars == ‘7171_'0.1'S - Valﬁbrs”—-zﬂmfkfaks'%“ Fbrk—r’aks = §bﬁars— 5a1 ’brs
+ Farkrbks_rbrk aics"‘abakfkrs .

4, — Generalita sulla dinamica dei continui alla Cosserat.

Dal punto di vista dinamico, per un continuo alla Cosserat valgono le seguenti
equazioni indefinite, conseguenza diretta del sistema cardinale della Meccanica {cfr

(*) Invero si ha successivamente
b, x bﬁ =} (bageﬁee‘ue,u) X (g™ Nygv€”) = %:baeabﬁwﬁgeﬂnwve‘u xer,
eon vz u e pertanto
N0 gy = 09, (0%, O, — 05,04 ) — &°, (de, 0¥, — 82,08, ,

da cui asserto.
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ad es. [4], p. 242):
1 _
ﬂ(F—a)—;—/:ag(\/g@ﬂ) =0 s
g
(34) 1
WM — 0,k) — es x Po— Vi O(v/g¥?) =0,

essendo k il momento imtrinseco specifico (5) delle quantitd di moto; ®° e ¥e i vet-
tori caratteristici degli sforzi e dei momenti di sforzo:

(35) k=g, bed, @ =0&od, Wo=Pod.

Alle {34) vanno naturalmente aggiunte le equazioni lagrangiane di conservazione
della massa e dell’inerzia intrinsecsa:

.L‘:MO\/W, Ors = 0%; .

Si avrd pertanto

B,k = 0,,(3,bodr+ bob x dr)

con o,b* = 0,(d5b*) = d% 0,7+ 8,d5b?, ovvero, come dalla (21),, posto che b,°b" =
=bxe’b=0: 0,b°= d5(5;b°+ hsb). Ne consegue, introdotte le componenti natu-
rali del tensore d’inerzia:

(37) oo = Ao@s00s ,

a forma esplicita di 0.k:
{38) 0.k = [046(8:07 -+ ho"b?) - 0psbb%p ] €2 .

Cid posto, proiettando le equazioni (34) sulla base {e,}, si ottengono i seguenti legami
sealari:

M(FQ—"(I/Q) — Vo'@ga =0

39 .
(39) UL My — 0p0( 0,65+ heo¥) — Gyab98%] + Do — V¥ = (e=1,2,3).

T chiaro che le equazioni lagrangiane (39), pur non riferendosi alla base {d.},
sono di tipo intrinseco, come nel caso dei continui ordinari; in quanto fanno capo
ad un triedro {e,} dipendente, per ogni « particella » del sistema, dal tempo #, & come
tale incognito. Ne consegue che esse non equivalgono alle (34), ma vanno associate
alle equazioni per la determinazione del triedro stesso.

(5) Si vuol dire riferito all’unitd di massa di C.
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In ogni caso, per quanto riguarda la potenza mominale delle forze intime, vale
Pespressione

(40) Wn<i>:f(q>«r-agg—eg><<1>c-n+\Ifa-aamdo,

¢

essendo & ed v due campi vettoriali arbitrari, regolari nella chiusura di C.
In particolare, in corrispondenza ad un qualunque moto A del continuo e al gene-
rieo istante, la potenza effettiva sara data dall’integrale

(41) W = [(@7 20 — e x @b+ ¥o- 25b)dC
4]

Come & naturale, la potenza W non dipende dalla scelta delle coordinate lagran-
giane e dipende, viceversa, dal triedo di Cosserat {d,} solo attraverso la sua velocita
angolare b. Pertanto, detta potenza & invariantiva per trasformazioni del tipo (3)-(4)
(prineipio di obiettivita). Inoltre essa & invariante per una trasformazione dell’atto
di moto del tipo ¥’ = v+ vy+ WXOP, b'=b+ w, con v, ed w costanti (in C);
cioé non dipende dalla scelta del solido di riferimento (principio di indifferenza mate-
riale).

In ogni modo, dalla (41) si ricava agevolmente (cfr. [4], p. 244, nonche [5]) la
seguente espressione generale della potenza speeifica w'®:

(4:2) wd = @,Gatdra+ ’f’,"atb’a s

la, quale precisa il significato dinamico delle diciotto variabili di tipo attuale d’s = d’-es
e Vo= dr b, precedentemente introdotte.

5. — Continui alla Cosserat di tipo iperelastico.

Nel seguito, per fissare Iattenzione su di una classe concreta di continui alla Cos-
serat, supporremo che il sistema sia a trasformazioni reversibili, isoterme o adiabatiche,
esente da vineold (interni e in superficie). 8i vuol dire, brevemente, un sistema iper-
elastico libero. In questo caso, essendo le d’s e b’y variabili libere, e valendo la (42)
per ogni trasformazione del continuo e a ciascun istante (si vuol dire per ogni scelta
delle variabili 8,d% e 9,0%), i principi della termodinamica assicurano esistenza di
una «funzione potenziale» F = F(y/d/b) tale che sia, in C,

oF oF

(43) (prd:_ﬂm7 Trgz"",u"éb—,d (r,o=1,2,3).
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Ne conseguono, in particolare, le espressioni omogenee

, oF oF
(437 D, _—‘udQE}dT ’ Tedzﬂﬂdre% (¢,0=1,2,3),

che consentono di eliminare nelle (39) gli sforzi e i momenti di sforzo, con Pintervento
delle variabili d's e b7.
Pit precisamente si ha, tenuto conto dell’equazione di continuita,

oF oF
to= Bt @ g (o o+ Tt = L) Vo (a5 17
oF
(44) O'Qo'(atba + h"(tbv) *‘I" O’pgbabvg = Mg——' ﬂvagdrpw +
L

oF oF
—i—drg ag//io—f—] *“}’o’cca —{—Vo' d?‘g‘—“ (Q”—-«’”‘l, 2? 3) .
ob7s ab7s

11 sistemsa (44) si pud untilmente trasformare, eliminando i coefficienti di connes-
sione I,° mediante la (23), ovvero la (19),. Invero, sviluppando la derivata cova-

riante Vo, posto che si ha Ved'o = —d"bsy?, la (44) si serive al modo seguente:
oF oF oF
o= Fg -+ d7 [Ed" ( acﬂo‘l‘j ) + s (é—{a)} A"vbog? PP
oF
O‘go(atbg + hz}ab‘y) + Gygbdbv@ - Mg“‘“’ n”agd 4 @7 +
oF oF oF
[+3 ao' - d’rﬂb Dv T~ L
T [abf (,, oo + L )“L ( )] " B

Di qui, in definitiva, la forma fensoriule

1 oW ow
oo Pt o [V ) b ]

(44") Goo{ 0% + hyob?) -+ 0yebobYy =

1 oW ow oW
zMewgd'v[ﬁde”éd—%%— boe”égjc:—vacr(%;;)aep} (6=1,2,3),

ove &i e posto

_ oW\ . (oW LW 1 oW
(45) W:‘uod‘y V (adr): G(adr)+16a m »\/g—ao’(\/_g_aadYZ) ‘
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6. — Problema di Cauchy.

In vista di formulare il problema (locale) di Cauchy per i sistemi alla Cosserat
iperelastici, considereremo due casi.
a) Forze e momenti di massa dipendenti dalla velocitd lagrangiana.

In questo caso, tra le variabili & necessario far intervenire la velocitd lagrangiana
stessa, tenendo conto dei legami identici

Gy = 040p — V9V oVs~ a8 = 0,0¢~+ 09 V¢
(46)

ho® = Vou° (0,0=1,2,3).

Vale allora la seguente formulazione (%), costituita dal problema di Cauchy del
I° ordine, nelle incognite d7,, v, e b°:

0,470 = d75(Vo¥7 — by%) ~ 0,d,2 = d,%(bs2 — Vor2) ,

1 1 , oW 0 ;
0,00 = 0 (;):'02)%*19’9“;;@7{569 m—vﬂﬁ(gg) ‘59}7

UQG E,b" e by[a'go'vag + debog] +

1 oW ow ow
~+ M@“%d%[ﬂcg”m-%— bagvé‘bja—voa(m) ‘Se”] (e=1,2,3),

(47)

con intesa che, insieme alle (17) e (32), si abbia

be® = b*1pe" ~ b = } 1% ,
(48)

bugo = dr"broﬂ}zlgo'"‘ by = %d'w ﬁ”ggbaga ;
e dai dati iniziali:

1) configurazione iniziale €, con relativa metrica §os(y), subordinata alle coordi-
dinate lagrangiane scelte e alle condizioni g% =0;

2) densita di massa pely) e di inerzia infrinseea o°.(¥);

3) direttori (%’”@(y) con tre gradi di libertd, in quanto vincolati alle Hmitazioni
(49) e 4% 8y = oo ;

4) velocitd lineare o(y) e velocitd angolare (libera) beo(y) arbitrarie.

(%) Per il caso dei continui ordinari ctr. [9].
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Le condizioni imposte (problema principale) assicurano, almenc nel cago anali-
tico, 'unicitd della soluzione e la compatibilita del sistema ai differenziali totali (5),;
in particolare, come nel caso ordinario, la congruenza della metrica ge(tfy) =
= drod*0,,. La successiva determinazione di e, (problema secondario) presuppone
naturalmente che sia e, = €% almeno in un punto di C,.

b) Forze ¢ momenti di massa indipendenti dalla velocitd lagrangiana.

I1 non intervento delle velocitd lagrangiane v, nelle (44) consente, come nel caso
classico [6], di sostituire le v, con la velocitd angolare (vincolata) e di deformazione,
cioe col tensore h,S.

I1 problema dell’evoluzione locale del continuo fa eapo pertanto al seguente sistema
differenziale del 1° ordine (rispetto al tempo) nelle incognite dr,, k.5 € b° (7):

0,07 = d"o(he® — bo®) ~ 0,d, = d,%(bs? — ho?) ,

ath,g“ peeeeeed Vgao"'" hgvhg’g'\’ athgo = Vgag + hg”hay y

(50) Opu atb“ = bv[getfhvd ‘I‘ GGVbGQ] +

1 oW oW W
L i (1 LY IS

con Pintesa che valgano ilegami (17), (32), (37) e (48), nonché, in eonformita della (44,
1 1 oW

(51) Votio = Vo Fo+ —d"y {(_ Opthobuc® + bustber® — ng;w”) Eyria
Mo Ho odry

1 ow oW oW
() () s () [ () )

Per quanto poi riguarda 1 dati iniziali, essi comprenderanno ancora i precedenti
punti 1), 2) e 3). Viceversa, il punto 4) andra sostituito con il seguente:

4"y velocity angolare (libera) b,°(y) arbitraria, e invece velocita di deformazione
Es(y) = B € velocitd angolare (vincolata) ©°s(y) = k% soddisfacenti,
in €, le condizioni

(52) Ay = V% 0%5 — Vk'0+ Vo k'e =0 (o, 0,0 =1,2,3);

cid che assicura, come nel caso ordinario, la compatibilita del sistema (5), nonche
12 nnivoea determinazione delle funzioni vettoriali e (t/y) e v(f/y) a partire dalle loro
determinazioni iniziali in un punto di 0, (problema secondario).

(") La condizione det [6,,[|5#0 assicura che si tratta di un sistema normale.
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7. — Formulazioni intrinseche di tipo anolonomo.

11 carattere tensoriale delle formulazioni (47) e (50) consente, direttamente, la loro
traduzione in ftermini anolonomi, anche se cid non corrisponde ad un sostanziale
vantaggio, per Pintervento sistematico della derivazione pfaffiana di cui alla (24),.
In ogni caso, da questo punto di vista, pud costituire un progresso effettivo, specie
per la formulazione (50) (8), Pinclusione del tensore by,® tra le incognite del problema.

81 trattera di utilizzare il legame {11);, ovvero esplicitamente [cfr. nota (*)1:

atbaga . boa ’ at(eg X ed) == V{x de "—' bv@buva - bowgbvo' )
nonché, tenuto conto della (5),,
(63) O4bag® = Vi bo® - (he” — be*) bar® — (By® — b:7) bag” .
Pit precisamente, & agevole riconoscere che Paggiunta della (53) e della ulteriore
condizione iniziale
(54) Bt = — d® 5V, dY, ... Gy,
implica identita
(55) bue® = —d, Vol ;

cioé la validitd della (32), durante tutto il moto.
Invero, la (50), d& luogo innanzitutto alla identitd

Va(0:070) = 8(Val’o) + 0,10y = Vad's(ho® — be®) -+ d76Valhe® — bo°) ,
e di qui, posto per brevitd by = d,V,d,, il legame
0 ,l;zxe" = (b — I°) ’I;ae"‘l— (he? — bo") Bar® — 010"+ Va(he® — be?) .

D’altra parte, come nel caso classico, la (50), implica la seguente relazione tra i coef-
ficienti della connessione e la veloeitd di deformazione koo== hypo:

(56) atFOLQU = Hagd = gm’(vfy, kgv+ ngva — Vvkag) .

(®) Oltre allintervento diretto delle costanti o°,., in luogo delle 5,4, 8i ha il vantaggio
che la conmessione e il tensore b2, legati dalla (32), si riassumono nei coefficienti di rotazione
di Ricei: I'ys=b,,s.

Inoltre, disponendo, per cia,sguna particella, di una rotazione arbitraria, come dalla (4),
si puod supporre che il triedro {d,} sia dnvariobile (in ;). Questa condizione, tuttavia, non
sard generalmente compatibile con quella che 6%, 8i riduea a forma diagonale.
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Pertanto, con V'intervento del tensore A,qs di cui alla (8),, la precedente diviene
R azg" = (b — hy®) 3059”‘*}“ (he” — bo") 3&»“ + Ane® —Vabe® ;

cosicche, in definitiva, la somma
(87) Cu® = buo® -+ bao®

verifica le condizioni differenziali
(58) at Oo(,go = (bvo - hwa) G(xgv‘i— (h@v — b@v) Oowd—i—‘ Aagg .

Di qui Passerto: Cu0= 0, posto che il tensore Au,° ¢ identicamente nullo e si sup-
pone verificata la condizione iniziale (54), ovvero (%,°=0.

Formulazioni analoghe a quelle indicate valgono naturalmente anche per i con-
tinui alla Cosserat con rotazioni vincolate ([71, [10]): bes= wes.

Tuttavia, la presenza del vincolo interno, di tipo amolonomo lineare:

(59) 0y 7100, 0% = 0,

comporta inevitabilmente, per lo schema associato (a tre parametri), un grado di inde-
terminazione.

In altri termini, la teoria ignora del tutto il termine isotropo del tensore dei mo-
menti di sforzo e, di riflesso, la parte antisimmetrica degli sforzi, oltre ad avere carat-
tere reattivo, & determinata (°) (a posteriori) a meno di un gradiente.

{(®) Cfr. [5] p. 166 e segg. Naturalmente nell’ipotesi che il vincolo sia sostenuto dalle sole
forze intime e non da momenti di massa reatbivi.
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