
Sulla formulazione intrinseca 
della dinamica dei continui alia Cosserat (*). 
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Summary. - In  analogy with ordinary continuous Media [6], a intrinsical lagrangea~ ]ormu- 
lation is given ]or the dynamics of hyperelastie Cosserat' s oriented bodies. The lO order Ca~tchy 
Problem, in terms o] aetuals variables: shifters d~ ~, deformation rate k~  and spin {cons- 
trained eo~fl and free b~). i~s~tres the geometric-cinematic compatibility conditions for t h e  

metric g@ and directors d~.. 

Introduzione. 

Ai eontinui  alla Cosserat (cfr. [1], noneh6 [11], Sez. 98) per  i quali siano precisate  
le equazioni eost i tut ive ( ades .  continui  iperelastiei)  si possono faei lmente  estendere,  
a t t raverso  r i n t roduz ione  di tensor i  t ipo Piola-Kirehhoff  per  gli sforzi e i momen t i  
di sforzo, i metodi  della teor ia  ordinar ia  dei eontinui ,  noneh~ le modali t~ di passag- 
gio da deformazioni  infinitesime a deformazioni  finite. Si t r a t t a ,  in sostanza, di espri- 
mere  le << eara t te r i s t iehe  ~> della deformazione (diretta o inversa a seconda she si adot t i  
il pun to  di v is ta  lagrangiano o w e r o  euleriano),  cio~ gli analoghi  dei tensori  di Cauchy- 
Green,  mediante  lo spostamento locale e i l  vettore caratteristico di rotazione del t r iedro  
di Cosserat; eib che presuppone,  per  il continuo, la scelta di una eonfigurazione di 
r i f e r imento .  

]~ ehiaro c h e l a  formulazione corr ispondente,  in ~ermini dells suddet te  variabil i ,  
r i sente  in rnodo essenziale di ta le  seettu; ind ipendentemente  dall 'esistenza di confi- 
gurazioni  privi legiate,  even tua lmente  sot t intese per  le equazioni  cost i tut ive (caso di 
isotropia,  ereditarieC~, ece.). Pe r t an to  la formulazione stessa, p u t  essendo perfe t ta-  
men te  legi t t ima,  non g la pifi signifieativa, e per  il t ipo di variabi l i  impiegate,  general- 
men te  di scarsa r i levanza,  e per  la presenza di e lement i  non essenziali. 

I n  realtg,, il p rob lema differenziale di evoluzione del continuo fa capo direttamente 

alla configurazione a t tua le  e al eompor tamento  del s is tema nel l ' intorno di questa;  
onde appaiono prefer ibi l i  formulazioni  che faeeiano in te rven i re  variabili di tipo at- 

tuale come la veloeit£ di deformazione e la veloeit~ angolare, l ibera o vineolata,  senza 

(*) Entrata in Redazione il 23 aprile 1975. 

8 - A n n a l ~  d i  M c t t e m a t i c a  



110 GIoRGIO ~ERI~AI~ESE" Sulla /ormulazione intrinseca della dinamiea, eee. 

l ' i n te rven to  di e lement i  es t ranei  al problema (~). In  questo senso, in s t re t ta  analogia 
ton  quanto  fa t to  r ecen temente  per  i ton t inu i  ordinari  [6], viene p resen ta ta  u n ~ / o r -  
m,dazione intrinseea della d inamica dei continui  alia Cosserat iperelastici ,  che fa 
in te rveni re  es t lus ivamente  variabi l i  tol legate alla configurazione attu~Je del s istema 
e avent i  un  preciso signifitato geometr ico-cinematico.  

Si t r a t t a ,  anche qui, di una formul~zione l~grangi~na (locale) the  si t raduce  sostan- 
z ia lmente  in un  problema di Cauehy del I o ordine, con ben de te rmina t i  dati iniziali 
i quali  assieurano la <~ compatibi l i t~ ~> del moto;  in p~rt ieolare il carattere euclideo 
delia met r ica  at tuale.  L ' un i t i t~  della soluzione ~ d i re t ta  tonseguenza di teoremi  

classici. 
La formulazione gode na tu ra lmente  di tutti i requisiti di invarianza r i spe t to  alla 

scelta, e delle coordinate lagrangiane (earat tere  tensori~le), e del t r iedro  di Cosserat; 
t om e  si conviene, nel l 'ambito  della !Keccanica classica, ad una formulazione re la t iva  

ad un  generieo r i fe r imento  fisico. 
Questo pr imo studio, tu t t av ia ,  non va  oltre la suddet ta  formulazione,  in v is ta  di 

fissare sol tanto alcune d i re t t ive  di ca ra t te re  generale per  i continui  ~lla Cosser~t. 
Rimangono aper te  var ie  quest ioni  fondamenta l i  e, t r a  queste,  il problema ten t ra le  
della scelta del potenziale te rmodinamico,  la teor ia  l inearizz~ta subordinatamente  
ad oppor tune  ipotesi  di stabili t~ per  i dat i ,  le estensioni re la t ivis t iche;  eib che sar~ 

ogget to  di fu tu re  r icerche.  

1. - Premesse  e genera l i t~  sui  cont inu i  a l ia  Cosserat.  

Dal punto  di v is ta  geometr ico,  un continuo alia Cosserat g u n  sis tema mater ia le  
la cui configurazione generica g definita da  un  continuo di punt i  C e da una distri-  

buzione regolare di t r i ed r i  indeformabi l i  {d~}. 
Si t r a t t a  di uno schema a t to  a rappresentare ,  sia pure  come compor tamento  

l imite,  un  to rpo  na tura le  a moletole  rigide,  per  iI quale la s t ru t tu ra  locale in terna  
definita da una t e rna  solidaIe al gener i to  <~ elemento >> del continuo e dal re la t ivo 

tensore d'inerzia speci/ico a~8, invariabile per  definizione. 
Si suole anehe dire che, loealmente, il s is tema ha sei gradi di libertY: t re  per  deft- 

nire la posizione P del generico <~ elemento ~> del continuo, e t re  per  fissare l 'orien- 
t amen to  della t e rna  associata {d,}, t he  supporremo,  senza restr izione,  t r i re t tangol~ 

e levogir~. 
Na tura lmente  penseremo prefissato un ben determin~to r i fe r imento  fisico R 

(solido c scala dei tempi)  prescindendo,  a priori ,  da eventual i  configur~zioni privi-  

legiate per  il continuo. 

(1) Le equazioni stereodinamiche di Eulero, ad esempio, sono generalmente pi• signifi- 
cative di quelle ehe fanno capo agli angoli di Eulero o aI ~-ettore caratteristico di rotazione [3]; 
specie nei easi in cui esse costituiscono un sistema autouomo del lo ordine. 
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Assunto un generico sis tema di coordinate lagrangiane (y~) (a = 1, 2, 3), il recto 
del continuo, re la t ivo ad R, sar~ definito dalle qgattro funzioni vet tor ia l i  

(1) OP = OP(t /y) ,  d~-= ddt[y ) (r = 1, 2, 3) 

per  le quali~ oltre alle ipo*esi di regolari t~ in un oppor tuno campo quadridimensionale,  
in tenderemo soddisfat te  le condizioni 

(2) & . d ~ =  3~ (r, s = 1, 2, 3). 

ehiaro che, nel l ' ambi to  del prefissato r i f e r imento  fisico R, non sono univoca- 
mente  definite, n6 le coordinate y:, n6 le t e rne  {dr}. Pifl precisamente ,  le y:  sono deter- 
mina te  a meno di una  arbitraria tras]ormazione invertibile e indipendente dal tempo: 

~y~ 
(3) y :  = y~(y') con det  ~-~ > 0 ; 

laddove le funzioni  & sono definite a meno  di unu arbitxaria rotazione spaziale O / ( y ) :  

(4) d~= O / ( y ) & ,  , con O / 0 : ' ~ , ~ , =  ~ . ,  det  IIo/ll = 1 .  

In  ogni caso, in relazione alla configurazione a t tua le  C di cui alle equazioni para- 
met r iehe  (1)1, indicheremo con: e~(t/y) (~ = 1, 2, 3) la base loc~lmente ~ssociat~ Mle 
coordinate prescel te  y~; g~(t/y) le component i  del tensore metrico; 1~,~ eF~ ° ~-- g~e 1~,~ 
i simboli di Christoffel di la  e 2 a specie r i spe t t ivamente ;  ke ~=- ½gz~GgQ,. la velocith 
di de]ormazione e o~ G la velocit~ angolare (vincoluta); a-= a~e~Paecelerazionelagran - 
giana. 

Dal punto  di vis ta  cinem~tieo, la determinazione delle linee di corrente,  cio6 
della funzione vettoria~le (1)t , pub essere r i condo t ta  alla risoluzione del seguente 
s is tema differenziale alle der ivate  total i ,  separato, ne]le incognite % e v (velocit£ 
lagrangiana) : 

(5)  G v  = a=e=, G v  = (k~eq-  ¢o=~)e ~ (~, 9 - -  1,  2 ,  3) .  

Cib presuppone  che i coefficienti F~q ~, ke% oae~ e a~ = g~a~, oltre ad essere funzioni 
note  di t e delle y:, soddisfino le seguenti  condizioni di compatibilit~ (efr. [6], n. 2): 

(6) 

ore  V~ indica la derivazione covariante. 
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Queste~ u loro volta,  suggeriscono di fissure l 'a t tenzione sul s istema differenziale 

ii quMe impliea le seguenti condizioni del I ° ordine per i due tensori R~o ~ e A~o6, di 
tipo lineare ed omogeneo (err. [6], n. 4): 

(8) 
{ O~R~oo = -- R~C(k~ + o)~ o) @ R~,~(kC @ ~o~) --2VEzA~]Q ~ , 

0 ~ A ~  = R ~ ' a ,  + 2 (k~" + ~org) A ~ v - -  2 (k~ ~' + ~o~) A~o~,. 

Ne consegue che, almeno nel caso analitico, le (6) si possono r iassumere  he1 sistema (7) 
e nelle condizioni iniziali R~o ~ = 0, A:Qo= 0 per  t = to; eib ehe consente di rieon- 
durre  la dinamica dei continui ordinari  (iperelastici o con equazioni cost i tut ive pifi 
generali) alla risoluzione di un ben de te rmina to  problema di Cauchy d e l i  o ordine 

di t ipo (7). 
OSSE~VAZIO~]m - Si r i levi espl ic i tamente  che il s is tema (5)~, assegnati  i eoetli- 

cienti  T'~o ", ke ~ e c% e compat ibi lmente  con le (6), de te rmina  univocamente  i ve t to r i  e~, 
non appena de t te  funzioni siano note  in un punto  0 di Co. D 'a l t ru  par te ,  in relazione 
ulle coordinate lagrungiane scelte, in t u t t o  Co figurano come dat i  la met r ica  ~oa(y), 
nonehg la base locale ~o(y), soddisfacente le l imitazioni  

~: ~ = / ~ ( y )  ~ ; 

si the  le condizioni iniziali F~o" = / Q ' ~  in t u t to  Co ed e0 = g~e in un pun to  0 di Co, 
assicurano di fat to,  per  il t eo rema  di unici th  del s istema ai differenziali  total i  3~e~ = 

/ ~ e ~  e h e l a  precedente  uguuglianza var r~  dappert~tto in Co. 

2. - Coml iz ion i  di eompat ib i l i th  per il triedro di Cosserat .  

Quanto precede r iguarda  esclusivamente la configurazione puntua le  C, ciob le 
l inee di corrente,  e non i direttori &, i quali costi tuiscono una  s t ru t tu ra  supplementare  

per  il campo C. 
chiaro che anche la de terminazione  dei suddet t i  d i re t tor i  pub essere r icondot tu  

u quella di var iabi l i  c inemat ieamente  pifi significative, eventuMmente  soggette ad 

ul ter ior i  condizioni di compatibilitY. 
Pifi precisamente ,  in t rodot te ,  per  il t r iedro  di Cosserat {&}, le velocitg angolari 

temporale e spaziali r i spe t t ivamen te :  

(9) b=:½d~×~,d~, b =½d~×~:& ( ~ = 1 , 2 , 3 ) ,  
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i ve t to r i  d,  saranno subordinat i  al s istema ai differenziali total i  

(lO) G &  = b x d~ ,  G &  = G x & (a, r = 1, 2, 3). 

Ne eonsegue, a differenza del easo rigido, ehe i ve t to r i  (9) non possono essere fissati 
a piacere,  in quant% almeno dal punto  di v is ta  locale, devono soddisfare le l imitazioni  

( 8 ~ b ~ - - G b - - b  x b ~ ) x d r = O  , ( ~ # b ~ - - ~ b # - - b ~ × b ~ ) × d r = O  ; 

eio6, in definitive, le seguenti  eondizioni di il l imitata (2) integrabilitd: 

[ Gb~= G b +  b x b =  
(11) / B # a ~ b ~ - - G b # - - b # × b ~ = O ,  (zt, fl = 1, 2, 3). 

D'a.ltra par te ,  subord ina tamente  alle (10), si ha ident icamente  

O~b~, = ~,b~d~--l- b xb~, ; O#bo, = ~#b%d~-l- b # x b ~ ,  

noneh6 

G ~abo~ = G#b%d~.@ b × @#bo, - -  b# × b~,) -k Gba x be, ~ b# X Gb= • 

Di qui, t enu to  conto dell'identit/~ b × (b# × b~) - -  b# × (b × b~) = b.  bab#--  b#. b: b = 

= (b ×ba)×b~ ,  la seguente formula  di commutazione:  

(12) (~aG--  G~#)b~, = (~#b - -  Gba-l- b ×ba) ×b~ .  

Cib premesso,  6 agevole r ieonoscere the,  subordinatamente  alia sola (6)~, le condi- 

zioni di compatibilitg (11) per  i ve t t o r i  b e b~ si possono riassumere nella (11 h e nd la  
condizione iniziale B#~ = 0 per  t = to. 

Invero  la (11 h implica innanzi tut to ,  avuto  r iguardo alla (12), la condizione di 
permutab i l i tg  O#Gb~-= GO#b~. AI tempo stesso d~ tuogo, per  derivazione d i re t ta  
r i spe t to  ad y~, alia seguente espressione della anzide t ta  der iva ta  seconda: 

(13) ~ ~ b~ -- ~a G b @ (0 ~b# - -  b × b#) × b~ -~ b × ~ab~. 

Di qui, con l ' in te rvento  del tensore B ~  di cui alia (11)~, segue la condizione 

GB#~ = (8z8~-- G~#)b + b x B ~  (z¢, fl = 1, 2, 3), 

(3) Come 6 naturale, se si riflette ohe la terna {&} 6 definita, per ogai <~ partieella ~) del 
continuo, a meno di una rotazione spaziale, in conformith della (4). 
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ovvero, tenuto  conto del teorema di Ricci: 

il legsme differenziMe 

(14) 8 ~ B ~  = b x B ~  - -  R~v~ b~ev ; 

cib che prova l'~sserto. 
Si rilevi esplici tamente che, in te rmini  di componenti,  introdott i  i coefficienti 

(shi]ters) d,~=---dr.ee, nonch~ gli e lemen t i  reciproci  dre: 

(15) drodr ~ = ~o~,~ drod~s -= ~% , 

con che le formule di t rasformazione 

[ dr  ~-- droeo'--" eo -~ d , o d  r 
(16) 

I eQ ---- d~dr~ d r= d~e~, 

la (14) si traduce nel seguen~e legame tra la derivata temporMe delle Br~ ~ d~.B~ 

e il tensore di curvatura :  

(14') 8~B'~ : -  -- l ~ ] ~ b ~ d ' v  (r, fl, ~ : 1, 2, 3). 

3. - Compatibilith geometr ico-c inemat ica .  

I eoeflieienti d,0 (ovvero i reciproci d'e) hsnno,  Mmeno diret tamente,  il signifi- 
cato geometrieo di cni Mls (16). Pifl precisamente,  essi valgono a determinsre  il trie- 
dro di Cosserat {d,} a psr t i re  dalla base locale {ee}, e viceversa. 

In  quests accezione, per qusnto r igusrda le equszioni intrinseche, si potranno 
considerate due punt i  di vista,  almeno a priori  diversi, a seconds che l~ determina- 
zione dei ve t tor i  dr si riconduc~ s quells della terna {e~}, ovvero la subordini. In  realt£, 
i due casi fanno sostanziMmente capo ad un medesimo problem~ di Cauchy, e per- 
tanto  fisseremo l 'gttenzione sul pr imo punto di vist~ che app~re, del resto, il pi~ 
ns turs le .  Si t r a t t a  di assumere come fondsmentMe il sistema (5), e come subordingto 
il s istema (10) per ls determinazione,  non gi£ del tr iedro {dr}, ms  dei coefficienti drs 
(ovvero dye), da cui la metr ica  di C: 

(17) ge~ == d,Qds ~5"~'~ g e ¢ =  drod%~,~ . 

Per tsn t% introdueendo per brevit£ il tensore 

(18) he" ~_ ko"d- ~oo° (~, G = 1, 2, 3), 
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il s is tema (10) si t ras forma al modo seguente: 

{° ~d~ eo + dr°ho~e~ = dr~b × ee 

(~dr*-+ - I'~e*dre) e~ = dreb:, × eo 

Di qui i legami espliciti 

(19)  ~,dr ~ = d,  ~ (b~*- -  he*) ,  

ore  si ~ posto 

(r, a = :1, 2, 3). 

(20) be ~ =  b ' e e  × e  ~ , b¢,e ~ = b ¢ . e  e × e  ~ (~, @, (1 = 1, 2, 3). 

La  (19)1 ~ suscettibile di varie forme, t u t t e  equivMenti. In particolare pub essere 
t r ado t t a  mediante i coefficienti reciproci d~e, posto che vale l ' identi t~ d r e ~ t d # =  

= - - d # ~ f l ~ e .  Si ha  per tanto  indifferentemente 

(21) ~,dr ~ = d ~ ( b ~ - -  h~ ~) .-~ ~ d ~  = d% (h~o-  b~e) ; 

cib che precisa il significato cinemstico della der ivata  temporale dei coeiticienti d%: 

Pel" quanto invece r iguarda la (19)2, essa vale ad esprimere d i re t tamente  ls con- 
nessione F~e a mediante  le b~ ~ e le d~Q. Pifi precisamente si ha, moltiplicando per d~e 

cib che corrisponde alla legge di trasforma.zione dei coeflicienti di connessione, nel 
pass~ggio dana  b~se anolo~oma {dr} a q ,  ella nat~,.~ale {e~). 

In  altri  termini ,  i eoe]]icienti di  rotazione di R icc i  F ~ / d i  cui all~ derivazione pfaf- 
fiana (5~ ~ d~ a ~a: 

(24) 5 ~ d ~ = F ~ / d ~ ;  6 ~ d ~ ,  

non di]]eriscono dalle component i  anolonome del tensore ba~ ~. Si ha cio~ 

(25) 1 ~ /  = b J  ~-- d f l d ~ e d % b ~ , . ,  b~  ~ = d % d % d J I ~ /  . 

Invero, dalla (10)~ segue Fidentit& 1- '~/d~= d~b~ × d r ,  nonch~ succes~ivamente 

. U . / =  d,aba × dr" d ~ = d.~d~ed%b~ "ee × e ~ -~ d~drod%b~o ~ , 

cio~ proprio la (25). 
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D'a l t ra  pa r t e  il tensore b:e z, il cui significato geometr ico 6 stato ors precisato,  
6 in corr ispondcnza biunivocu con il tensore di  a n o l o n o m i a  (cfr. [8], p. 100) a~Q ~ del 

r i f e r imcn to  {&} : 

(26)  aaqa ~ ( ~ e d % - -  ~ a d ' q ) d .  a . 

Pifi prec isamente  valgono i legami invert ibi l i  

(27)  ba~. = ½ (a~a,Q ~- aa~,a-- ae~,a) --" aae,~ = ba q . - -  b ~  ; 

come r isul ta  d i r e t t amen te  dalla (23), esplicitando i simboli di Christoffel in te rmini  

dclle d~ c der iva te  pr im% mediante  la (17). 
Del resto,  il tensore  di anolonomiu 6 collegato d i re t t amen te  alle parentes i  di Pois- 

son re la t ive  alle der iva te  pfaffiane (5~: 

(28) [G,  ~]  ~ ~o~,-- ~,~o = a J G  (a, r = 1, 2, 3) 

e, come tale,  6 subordinato alle t re  identi t~ differenziali di Jacobi  

(29) ( ~ b a a r S - q  - ¢ ~ a a r b S - }  - ( ~ r a b a  s ----- a c ~ , S a a r ~  - a c a S a r b C ' q  - a J a b J  . 

Analogamente  vale l ' ident i t~ 

(28') ~ d , - -  (~rd~ : a J d ~  =- a .. . .  d ~ , 

da cui i legami inver t ib i l i  (a) 

(27') F ~ :  ½-(a .... ~- a .... - - a  .... ) ~ a  .... : _ F ~ - - T ' ~ ,  

equivalent i  alla (27), in vir tf i  della (25). 
In  definitiva, insieme alle condizioni iniziali 

(30) R ~  = 0 ,  A~vo = 0 per  t = to, 

la compatibil i t£ geometr ico-einematica si r iassume nell ' insieme delle equazioni (7h,~ 
e (21)-(23). Queste, a loro volta,  con l ' in tervento  del tensore h ~  G ~  - w~", rias- 
suntivo della velocit~ di deformazione e della veloeit~ angolare vincolata,  equival- 

gono al seguente s is tema:  

{ G d ~  = d~(ho~- -bo  ~) 

(3~) Gh~o =- V e a  ~ -  he~h~" (r, e, a = ! ,  2, 3), 

(~) Cir. ad es. [2] p. 69, tenendo eonto ehe la base (dr} 6 ortonormale: d t ' d s  = ~ .  
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con l ' in tesa  ehe sin 

(32) / 
OSSE]CVAZIOb~E. - -  Si noti ,  ine identa lmente ,  ehe anehe il tensore  di cui all° (11)2 

ha un significato geometr ieo precise.  Innanzitutto~ posto che vale l ' ident i t~ b~ x b~ = 
-~ b ~ b ~ e "  x e~ (4), esso non differisee da B~e ~ = V~b~q ~ -  V~b~o~ + b ~ o b F - -  b~ob~ ~. 
D'at t ra  par te ,  a meno di t e rmin i  s immetr ic i  r i spe t to  agli indici ~ e fl, si ha  sueeessi- 
vamente ,  in vi r t f l  del leg°me (23), 

in mode  ehe B~e  ~ si identifiea con il tensore di eurvatura. 
I n  a l t r i  t e rmin i ,  per ogni riferimento anolonomo ortonormale {dr}, il tensore  b~e a, 

associate ~llu eonnessione F~/ (eoef f ie ien t i  di rotuzione di l~icei) in conformit£  del- 
1~ (25), d£ luogo all° seguente espressione del tensore  di eurv~tura :  

Di qui, d i re t t~ment% l~ fo rm°  anolonoma:  

a r  b ~  - -  ~ ) r  a k  - -  b a  £ r  * 

4. - Generalith sulla dinamica dei continui alia Cosserat. 

D~I pun to  di v is ta  d in°mice ,  per  un  cont inue all° Cosserat valgono le seguenti 
equazioni  indefinite, conseguenza d i re t ta  del s is tema cardinale dell~ Meceanica (cfr. 

(4) Invero si ha successivamente 

con v # #  e pert°rite 

da cui l'asserto. 
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ad es. [4], p. 242): 

(34) 

/x(F--  a) --  ~ 8~(~/g O ~) ~- 0 ,  

f t (M--  8tk) -- ez x O  ~ -  ~ 8z(%/~tI~) 

essendo k il momento intrinseco specifico (~) delle qu~ntit~ di moto ;  ~ e W" i vet-  
to r i  cara t ter is t ic i  degli sforzi e dei moment i  di sforzo: 

= ~ W - =  ~ d  ~ . (35) k a ~ b , d  ~ , O,r = qSj~d~, 

Alle (34) vanno na tur~lmente  aggiunte le equ~zioni lagrangia.ne di conservazione 
dell~ massa e dell ' inerziu intr inseca:  

Si uvr~ pertanto 

~tk = a~(3tb~d~+ b~b × d ~) , 

con ~ , b ~  3,(d*~b ~) = d * ~ t b , +  ~td~b v, ovvero,  come dulls (21)2, posto the  b~b~-~ 
~-- b × e ~ . b  = 0: ~ b ~ =  d~(3~b*+ h~b~). Ne  consegue, in t rodo t te  le component i  natu- 
rali  del tensore  d ' inerz ia :  

r S 0 (37) ~ -~ d ~d ~a,~, 

form~ esplicit~ di ~ k :  

(3s) 3tk = [aQ~(~tb~q- h~"b ~) -]- a~b~b'q]e ~ • 

Cib posto,  p ro ie t tando  le equuzioni (34) sulls base {%}, si o t tcngono i seguenti  legumi 

scal~ri: 

[ ~(/VQ--a~)--V~= 0 
(39) / IZ[Me--ae~(~tb(r~ hv~b v) --av,~b"b'e] -J- (/4~V~e-- V~Te ~=  0 (@ =- 1, 2, 3). 

]~ chiaro che lc equazioni l~grangiane (39), pur  non r ifcrendosi  allu base {&}, 
sono di tipo intrinseco, come nel c~so dei continui  ordinari ;  in quunto funno cupo 
ad un  t r iedro  {ee} dipendente,  per  ogni (( p~rticellu ~) del sistema, dal t empo t, e come 
ta le  incognito.  Ne consegue che esse non equivulgono alle (34), mu vanno associate 
alle equ~zioni per  lu determin~zione del t r i edro  stesso. 

(5) Si vuol dire riferito all'unit~ di massa di C. 
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In  ogni easo, per qu~nto r iguarda 1~ potenza nominale delle forze intime, vale 

l 'espressionc 

(40) W,~") = [ ( ~ .  ~ ~ - -  e~ ×'I'~. ~ ÷ ty~. ~o~) d e ,  

essendo ~ ed ~l due campi vet torial i  arbi t rar i ,  regoluri nella chiusura di C. 
In  particol~re, in corrispondenza ad un qualunque moto ~ del continuo e al gene- 

rico istante,  la potenza effettiv~ sar~ da ta  dall ' integr~le 

(~) W ") = f('~"~" ~,~v - -  e .  ×qi  ' ° . b  Jr ~ "  ~,rb) dC.  
t7 

Come ~ naturale,  lu potenza W ~*) non dipende dalla scelta delle coordinate l~gran- 
giane e dipende, vieeversu, dal triedo di Cosserat {d,} solo attraverso 1~ QUa velocit£ 
~ngol~re b. Pert~nto,  de t ta  potenza ~ invariantiva per tr~sformazioni del t ipo (3)-(4) 
(principio di obiettivith). Inol t re  essa ~ invariante  per una trasformazione dell '~tto 
di moto del t ipo v '  = v + vo ~ to × O_P, b'  = b -~ to, con v~ ed to costanti (in C); 
cio~ non dipende d~tla scelta del solido di r i fer imento (principio di indi]]erenza mate- 

riale). 
In  ogni modo, dalla (41) si r icava agevolmente (cfr. [4], p. 244, nonch~ [5]) lu 

seguente espressione generale della potenz~ specifica w"): 

(42) 

la quale precisa il signific~to dinamico delle diciotto v~riubili di t ipo attuale d% ~ d ~. e~ 

e b'~ ~- d ~'-b~ precedentemente  introdot te .  

5. - Continui  al la Cosserat di t ipo iperelastico.  

Nel seguito, per fissure l 'a t tenzione su di unu clusse coneretu di continui ~11~ Cos- 
serat,  supporremo che il s is tema sia ~ tras]ormazioni reversibili, isoterme o adiabatiche, 

esente da vineoli (interni e in superficie). Si vuol dire, brevemente,  un  sistema iper- 
elastico libero. In  questo caso, essendo le d*~ e b*~ variabili libere, e valendo l~ (42) 
per ogni tr~sformuzione del continuo e a ci~scun is tante  (si vuol dire per ogni scelta 
delle variabil i  ~td% e ~,b'q), i principi della termodinumicu assieuruno l 'esistenz~ di 
una  (~ funzione potenziale ~) ~ ~ ..~-(y/d/b) tale che sia, in C, 

(43) ~b,~_ - - #  ~d% ' T , a ~  --be ~b ,  (r, a--~ 1, 2, 3) .  
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Ne conseguono, in purticolare, le espressioni omogenee 

(43') ~ = --/~d'~ ad% ' Te~---- - / ~ d ~  ab'~ (q, a = 1, 2, 3) ,  

che consentono di eliminare nelle (39) gli sforzi e i moment i  di sforzo, con l ' intervento 
delle var iab le  d'~ e b',.  

Pifl preeisamente si ha, tenuto conto delrequazione di continuitY, 

(44) a~a(a~b a + h,ab ~) -4- a,~b~b~a = M~ --  tfaod% ~ + 

I1 sistema (44) si pub ut i lmente  trasformare,  eliminando i eoeffieienti di eonnes- 
sione/ '~o ~ mediante  la (23), ovvero 18 (19)2. Invero, sviluppando la derivata  cova- 
r iante  V~, pos~o ehe si ha  V ~ d ' o = - - d ' , b ~ z ,  la (44) si serive at modo seguente: 

ao~(a,b ~ + h,ab ") + a,~b~b'o -= Mo --  rl ,~oa , ~d;~ -l- 

Di qui~ in definitiva, la ]orma tensoriale 

(44') ao~(atb ~ @ h~b,)  + a~b~b,e = 

ove si ~ posto 

(45) W -=/Zo ~-, 
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6.  - P r o b l e m a  di Cauehy .  

In  vis ta  di formulare il problem~ (locMe) di Cauehy per i sistemi ~11~ Cosserat 
iperelastiei, eonsidereremo dub easi. 

a) Forze e moment i  di massa dipendent i  dalla velocit~ lagrangiana. 

In  questo c~so, tr~ le vari~bili 6 neeessario far intervenire 1~ veloeit?~ lagr~ngian~ 
stess~, tenendo eonto dei legami identiei  

(46) 
l h~ ~ -  V~v ~ (~, (~ = 1, 2, 3) . 

Vale altora la seguente formula,zione (6), cost i tui ta  dal problema di Cauchy det 

1 ° ordine, nelte incognite d~e, v o e  bo: 

~ d ~  = d%(Vov ~ -  be ~) ... ~d~e = d ~ ( b ~  -- V~v~), 

(47) 
~ o  Gb ° = - -  b~[a~V~v~ + (tomb%] + 

-~- M~ 1 ~ F " ~ W  b~ ~ ~ W  (~7~) ]  _voo 

con l ' intesa ehe, insieme alle (17) e (32)~ si abbia 

(48) / 1 r v @ a  

e dai dati  iniz ial i :  

(49) 

:[) eonfigur~zione inizi~le Co con relativa metr ica  ~e~(y), subordin~ta Mle coordi- 
dinate  l~grangia, ne scelte e alle condizioni J ~  = O; 

2) densit~ di massa, /to(y) e di inerzi~ intrinsee~ o~s(y); 

3) diret tor i  d ~(y) con t re  gradi di liberth, in quanto vincolati alle l imitazioni 

o o 

d~e d% ~ ° = geo ; 

4) veloci~h lineare ~e(y) e velocit~ angolare (libera) bo~(y) arbitrarie. 

(~) Per il caso dei continui ordinari cfr. [9]. 
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Le condizioni imposte (problema prilzcipale) assicurano, almeno nel caso anali- 
tico, 11unicit8 della soluzione e la compatibilitA del sistema ai differenziali totali (5),; 
in particolare, come nel caso ordinario, la congruenza della metrica g,,(tjy) = 
= d~~dsGS,,. Iia successiva determinazione di e, (problema secondario) presuppone 
naturalmentc che sia e, = eO, almeno in un punto di CO. 

b) Forge e momenti di massa indiper~d~rbti dalta velocitd lagrangianu, 

I1 non intervento delle velocit8 lagrangiane v, nelle (44) consente, come nel caso 
classioo [6], di sostituire le v, con la velocith angolare (vincolata) e di deformazione, 
cioi: col tensore h,a. 

I1 problema dell'evoluzione locale del continuo fa  capo pertanto a1 seguente sisterna 
differenziale del 3." ordine (rispetto a1 tempo) nelle incognite drQ, hea e bu p) :  

con l'intesa che valgano i legami (I?), (32), (37) e (48), nonch8, in conformit$ della (44'), , 

Per quanto poi riguarda i dati inixiali, essi comprenderanno ancora i precedenti 
punti I), 2)  e 3). Viceversa, il punto 4) andrh sostituito con il seguente: 

4') velooit8 angolare (libera) boa(y) arbitraria, e invecc: velocith di deformazione 
kOQo(y) E hO(@q e velocith angolare (vincolata) coO,,(y) = hole,, soddisfacenti, 
in C,, le condizioni 

cib che assicura, come nel caso ordinario, la compatibilitb del sistema (51, nonchi: 
la univoca determinazione delle funzioni vettoriali e,(tjy) e v(t/y) a pahire dalle lor0 
determinazioni ini~ia~li  in un punto di C, (problema secondario). 

(7 La oondizione det \lcxeolj#O assioura ohe si tratta di un sisterna ~ z o ~ ~ z a l e .  
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7. - Formulazioni  intrinseche di tipo anolonomo.  

I1 earattere tensoriate delle formula, zioni (47) e (50) consente,  d i re t t~mente ,  ta loro 
t r~duzione in t e rm i n i  anolonomi,  ~nche se cib non corr isponde ad un  sostanziale 
vantaggio ,  pe r  F in te rven to  s i s temat ico  della der ivazione pfaff iana di cui alla (24)~. 
I n  ogni  caso, da  questo  pun to  di v i s ta ,  pub  cost i tu i re  un  progresso effett, ivo, specie 
per  1~ formulazione  (50) (s), l ' inclusione de1 tensore  b~e ~ t r a  le incognite  del p roblema.  

Si t r a t t e r~  di u t i l izzsre  il l egame (11)1, o w e r o  esp l ic i t amente  [cfr. nora  (4)]: 

~ tb~e ~ - -  b~ . ~ t( ee x ez) = V~ be ~ @ b~ebJ ~ - -  b~ob vz 

nonch~, t enu to  conto della (5)1, 

(53) 3tb~e ~ : V~ b~-} - (he ~ - -  b~ ~) b~ ~ - -  (h~ ~ - -  b~ ~) b~  ~ . 

Pifi p rec i sament% ~ agevole r iconoscere che l '~ggiunta  dell~ (53) e della ul ter iore  

condizione iniziale 

(54) b°~ ~ = --d%~V%d°~. . .  Co,  

impl ica  l'identitb~ 

(55) b ~  '~ ~ - -  d,~V~d~e ; 

cio~ la va l id i t£  della (32h du r sn t e  Sutto il moto .  
Inve ro ,  la (50 h d£ luogo innanz i tu t to  al ls  ident i t~  

V~(~d~e) ~ ~(V~d~) @ ~ ~F~*'d~ = V~d%(h~ ~ -  b~ ~) @ d% V~(h~ ~ -  b~)  , 

e di qui, pos to  pe r  b rev i t£  ~ o ~ d , , V : d % ,  il lega, me  

D 'a l t r~  par te ,  come nel caso classico, la (50)1 impl ica  la seguente relazione t ra  i coef- 

ficienti della connessione e la veloci t~ di deform~zione k o ~  h(qo): 

(s) Oltre ~ll'intervento diretto delle costanti a°,~, in luogo delle aqz, si ha il v~nt~ggio 
che la  con~essione e il  tensore b ~ ,  legati d~tl~ (32)i, si riassumono ~ei coe]]icienti di rotaz4one 
d~ Ricci : FaJ :-- bar s. 

Inoltre, disponendo, per ci~scun~ particella, di un~ rotazione arbitraria, come dall~ (4), 
o 

si pub supporre che il triedro {d~} si~ invariabile (in C0). Questa eondizione, tuttaviu, non 
sara generalmentc eompatibile con quell~ che a°~ si ridue~ a forma diagonale. 
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P e r t a n t o ,  con l ' i n t e rven¢o  del  t enso re  A ~ ¢  di cui  alla (6),, 1~ p r e c e d e n t e  d iv iene  

~ b~e* = (bd - -  h,, ~) b~e~ + (h~ ~ - -  bc)  b~* + A ~  ~ - -  V~ b~ ~ ; 

eosiceh~, in def in i t iva ,  la s o m m a  

(57) C ~  ~ ~ b ~ +  bao ~ 

ver i f ic~ le eondiz ioni  differenzi~li  

(5s) ~, C~ ~ _-- ( b ~ -  h~o) C:e v + (he ~ - -b~)  C:~*+ A~o * . 

Di qui l 'asser to:  C~ * ~  0, posto ehe il tensore A~o~ 6 ident ieumente hullo e si sup- 
pone verific~t~ lu condizione inizi~le (54), ovvero C%e~-- - 0. 

Formuluzioni  unuloghe ~ quelle indicate YMgono na, tur~lmente  unehe per  i con- 
t i nu i  ~i1~ Cossera t  con rotazioni vincolate ([7], [10]):  be~----,oqz. 

T u t t u v i ~  1~ presenz~ del  v ineolo  in te rne ,  di r ipe  anolonomo lineare: 

(59) 5~d~e3td~] = O , 

comport~ inevit~bilmente,  per  lo schem~ associate (a t re  pur~metri) ,  ~tn grade di inde- 
terminazione. 

In  ultri  termini~ in teori~ ignora del t u t t o  il t e rmine  isotropo del tensore dei mo- 
ment i  di sforzo e, di rifiesso, lu pur te  ~nt is immetr ic~ degli sforzi~ oltre ad ~vere carat- 
te re  re~ttivo, ~ determin~tu  (~) (a posteriori)  u meno di un grudiente. 

(9) Cfr. [5] Io. 166 e segg. Naturalmente nell'ipotesi che il vineolo sia sostenuto dMle sole 
forze intime e non da momenti  di massa reattivi. 
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