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A1 curissimo amico DARIO G~X~'H questo breve scritto 
oso dedieare nel eompimento del suo operoso settantennio. 

(~ Da ~an~e eose dipende la eelebrith, dei libri ~> 
ALnSS~NDRO MAsrzo~ri nel Capitolo X X X I I I ,  

44 ° eapoverso, dei Promessi sposi. 

Nel  1923, dal  Circolo Matemat ico  di Catania,  du ran te  le miu a p p a r t e n z a  a quell~ 

Universita~ iniziatasi  nel 1919, appena  eongedato dal servizio mi l i ta re  che pres ta i  

alla f ronte  di com ba t t i m en t o  nella p r i m a  guer ra  mondial% fu s tumpato ,  ed egregia- 
men te  s t~mpato ,  un  grosso vo lume  (di ben  741 pagine) dedicuto alla pubbl icazione 

delle lezioni di Analisi  infinitesimale,  che io avevo  tenuto ,  nella de t t a  Universi th,  

du ran te  il t r iennio  1919-1922. 
Capi t~tomi  casu~lmente ,  in questi  giorni,  f ra  te muni,  quel grosso volume,  ne ho 

r i le t to  qua e 1~, quulche brano,  e ho dovuto  r i m p r o v e r a r m i  di avere  diment ic~to e 
non pi~ adopera to  ne l l ' insegnumento  e nella ricercu, mol te  nozioni cola date,  secondo 

il mio pa re re  ancor~ utili  nonos tan te  la loro e ta  semisecol~re! 

F r a  quest% degna  di menzione mi  s e m b r a  anche  la t eor ia  degli in tegral i  delle 
funzioni non l imi ta te ,  nel la quale ~ eontenuta ,  come particolarissimo caso, quella 

del potenzia le  che si suole svolgere nei corsi di ~ ' is ic~-matematica,  spesso con discu- 

t ibi le  r igore  anulitico. 
I n  questa  b reve  No ta  esporrb un  t e o r e m a  sulle der ivnte  delle funzioni reali  di 

pifi var iabi l i  reali ,  t he  si fonda  su nozioni da te  nel c i ta to  mio libro. 
Assunt i  due pun t i  x', x ~' dello spazio ouclideo S(~ a r dimensioni ,  r i s p e t t i v a m e n t e  

! ! l t t  i t  f f  
di coordinate  x~ ~ x~ ~ ,.. ~ x~ e x~ ~ x 2 ~ ... ~ x ver i f icant i  le disugu~glia~nze 

! g 

x~o<x k (k = 1 ,2 ,  ..., r) 

cola ch iamato  dominio rettangolare, di punt i  estremi in]eriore x' e superiore x"~ la 
totalit?~ dei pun t i  di S(~) le cui coordinate  x~, x~, . . . ,  x~, verif icano le t imitazioni  

x:  < < = 1,  2 ,  . . . ,  

(*) Entrata in Redazione il 22 febbraio 1975. 
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Per  un  ta le  dominio chiamo vertici di esso tu t t i  i pun t i  della sua f ront ie ra  le cui 

coordinate  appar t engono  t u t t e  a quells  dei suoi pun t i  es t remi.  I1 numero  dei ver t ic i  

di un  dominio re t t ango la re  g 2 ~ e dico opposti  due vert ic i  se sono pr ivi  di coordinate  

in comune.  
Per  un insieme E di punt i  dello spuzio S(r), dota to  di punt i  interni  7 ~ considerato 7 

nelle p rede t t e  lezioni, e indicuto con la notazione R E ,  l ' insieme dei pun t i  di E ton-  
t enu t i  in dominii  re t tangolar i  7 contenut i  in E.  Pe r  esempio 7 per  una  sfera E dello 
spazio a t re  dimensioni,  i punt i  di R E  sono quelli e solo quelli della sferg lorivata dei 

sei pun t i  secondo i quali le t re  r e t t e  pussant i  per  il eentro della sfera 7 ciascuna parM- 
lela ad  uno degli assi coordinati ,  in tersecano la f ront iera  della, sieru. Si obbie t te r~  

the  ]a nozione di pun t i  in terni  ad  a n  insieme E non dipende dagli ussi coordinat i  

di r i fer iment% m e n t r e  quella di R E  ne dipende.  Ebbene ,  io non t rovo,  in cib 7 nessun 

inconveniente!  Ricordiamoci  che se si vuol  far  dell 'AnMisi m a t e m a t i c a  nello spazio 

non si pug fare a mcno  di imi ta te  Cartesio. 
Pe r  un pun to  x 7 di coordinate  x~, x2, ..., x~, a p p a r t e n e n t e  a R E  7 esiste sempre  un 

numero  posi t ivo (~(x~, x~, ..., x~) ta le  the  se h~ h:, ...7 h, sono numer i  reMi non nulli, 
ciascuno di segno de te rmina to  ed in vMore assoluto minore  di a, il pun to  x e i l  pun to  x '  
di coordinate  x~-~ h~, x~-~ h2, ...7 x~ ~ h~, sono vert ici  oppost i  di un  dominio re t -  

tangol~re con tenuto  in E.  
Sia ora ](x~, x~ 7 ...7 x~) una  ~unzione reMe definita in E.  Se i pun t i  (x~, x2, .. . ,  x~) 

e (x~, ... ,  x~_~, x~ ÷ hs, x~+~ 7 ... ,  x~) app~r tengono  ad  E,  porrb  

x~+h~ 
A / = ](Xl, "", Xi_l, Xi ÷ hi7 Xi+l, ""7 x~)--](x17 ... ,  Xi_l, xi,  xi+~7 ... ,  X,~), 
x~ 

e per  una  quMunque pe rmutaz ione  (i~, i2~ ...7 in) degli interi  1~ 27 ..., r 7 supposto  che 

i pun t i  (x~, x~, ...7 x~) e (x~ ~- h~ x2 -~ h27 ...7 x~ ÷ h~) siano vert ic i  oppost i  di un do- 
minio re t t~ngolare  contenuto  in E~ dirb incremento r-plo della ]~ re la t ivo  al passaggio 

dM pun to  (x~, x~ 7 -..7 x~) al pun to  (Xl + h~7 x~ ÷ h~7 ..., x~ + h,.). Lu quan t i t£  

~A ~... ~A ~, 
Z~ 1 Xi~ Zl  r 

che, come subito si dimostr~,  non dipende dMla permutaz ione  ado t t a t a .  

S e i l  r appor to :  

h~h~ ... h~, 

det to  rapporto incrementale totale delIe~ ]unzione ] relativo al passaggio dal pun to  
(x~7 x~7 ...7 x~) al pun to  (x~ -~ h~, x~ ~- h~ 7 ... ,  x~ ÷ h~), ha  un  l imite de te rmina to  e finito 

al t endere  ~ zero della sommu Ih~[ ~- Ih~l-~ ... ÷ [h~l~ tale  l imite sur~ qui chiam~to 
derivata p r i m a  della funzione ] nel pun to  (x~ x~ 7 ...~ x~) e indicato col simbolo 

]r(xl~ x2~ ...~ x~) . 
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Ai p rede t t i  increment i  e der iva te  sono estesi, nel  c i ta to libro di Catania~ in t re  
fo rme  diverse i t eo remi  cl~ssici di I~OLLE~ di ~AGI%AI~GE~ di CAuctr~ e di L~t~OSPITAL 
per  il l imite,  in un pun to  o o o (xi, x2, ..., x~), del r appo r to  / (x i ,  x2, ..., x,.)/g(xi~ x~, ..., x , )  
di due funzioni che nel pun to  (x °, x°~ ..., x °) sono en~rumbe infinitesime o infinita- 
m e n t e  grandi .  

Nella, N o t s  p resen t s  considero~ di nuovo~ il t eorem~ di LAG]~A~NGE per  dedurne  
un  ultro ehe repu to  nuovo  e, a mio pa.rere~ degno di no ts .  

Si~no h~, h2 ~ ..., h, humer i  reuli non nulli e i~, i~, ..., i , ;  j~, j~, ..., j~ due dis t inte  
permut~zioni  deg]i indici 1~ 2~ ... , r  e sia D il dominio ret tungot~re,  con tenuto  in E,  
del quale i pun t i  (x~, x~, ..., x~) e (x~ + h~, x~ d- h~, ..., x~ + h,) siano vertiei .  I]  r ap -  
por to  increment~le  to ta le  ~ delia funzione / ( x~  x~, . . . , x , )  relut ivo al p~ssaggio del 

pun to  (Xl~ x~, ..., x,) ~1 pun to  (Xl + h~, x2 + h~, ..., x, + h~) ha  le due espressioni 

=- h~,hi,_~ ... hi 1 ~- h~h~,_.., h;, 

Se ~f(x~,x~, . . . ,Xr) ~ un~ funzione definita nel dominio re t t~ngolure  D e se 

(x~, xs, ..., x,) e (y~ y~, ..., y,) sono punt i  di D, per  ogni pe rmutuz ione  (i~ i~, ...~ i,) 
degli indici 1, 2, ..., r, designerb col simboli 

le funzioni che si o t tengono da ~ sost i tuendo x% con yi,, x% e x% con y~ ey%, x~,, x%, x~, 
con yi~, y ~  y~,  . . . .  

Cib posto,  per  il t eoremu di L~gr~nge concernente  le funzioni reMi di un~ v~ri~bile 
reale, si h~: 

1 xq+hq xq+Oqh h 

Oi. desigmando un numero  posit ivo minore  di uno e f% lu der ivat~  parziule 3/l~xi,,  

0% design~ndo un numero positivo minore di uno e /%% 1~ deriv~t~ purzi~le 
~V/~%~xt: ed infine 

Q ----/%%...xi.(~91 -~- Olhl,  x~ -4- O~h~, ..., x~ + O,h,),  

=/x~r..~j~j~(xl -~ TIhl ,  x2 + T2h2, . . . ,  xT 2c rrh~) , 
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0~,0~,. . . ,0~, ~ , ~ , . . . , ~  design~ndo humer i  posit ivi  minori  di uno e ] ~ . . ~ , ,  
]~.~..~. r i spe t t iyumente  le der ivute  parziali  

~ x ~ x ~ . . .  ~x~, '  ~xs~xj . . .  ~xj" 

Si hu dunque il 

TEOI~E~A. -- Se una ]unzione reale l(xl ,  x~, ..., x,) delle r variabili reali x~, x2, ..., x~ 
dotata in un dominio rettangolare 1¢, contenuto in E, di vertici opposti (x~, x~, ... ,x~) 

( x ~ -  h~, x~-~ h~ ..., x~-~ h,), delle derivate parziali 

in una qualsivoglia permutazione (i~i~,  .. .~i,) degli indiei ] ,2 ,  . . . , r ,  le r! derivate 
parziali 

(~) t~,~...~,,, 

eoincidono, eiascuna, in almeno un  punto interno a R~ col rapporto invrementale rotate 
della f~ relativo al passaggio del punto (xl, x2, ..., x~) al punto ( x ~  hi, x ~ -  h2 , . . . ,  x,-~ h,). 
Pertanto, se la ], in un punto di RE,  possiede la derivata, a questa, per IhlI ~-]h21Jr-...-~ th,] 
inlinitesimo , tende il considerato eomune valore di tutte le derivate parziali  (1). 


