Rimembranze ! (*).

Mauro Prcoxe {Roma)

Al carissimo amico DARIO GRAFFI questo breve scritto
oso dedicare nel compimento del suo operoso settantennio.

« Da tante cose dipende la celebritd dei libri»
ArLrssanDrO Manzowt unel Capitolo XXXIIT,
440 capoverso, dei Promessi sposi.

Nel 1923, dal Circolo Matematico di Catania, durante le mia appartenza a quella
Universita, iniziatasi nel 1919, appena congedato dal servizio militare che prestai
alla fronte di combattimento nella prima guerra mondiale, fu stampato, ed egregia-
mente stampato, un grosso volume (di ben 741 pagine) dedicato alla pubblicazione
delle lezioni di Analisi infinitesimale, che io avevo tenuto, nella detta Universita,
durante il triennio 1919-1922.

Capitatomi casualmente, in questi giorni, fra le mani, quel grosso volume, ne ho
riletto qua e 14, qualche brano, e ho dovuto rimproverarmi di avere dimenticato e
non pit adoperato nell’insegnamento e nella ricerca, molte nozioni cold date, secondo
il mio parere ancora utili nonostante la loro etd semisecolare!

Fra queste, degna di menzione mi sembra anche la teoria degli integrali delle
funzioni non limitate, nella quale & contenuta, come particolarissimo caso, quells
del potenziale che si suole svolgere nei corsi di Fisica-matematica, spesso con discu-
tibile rigore analitico.

In questa breve Nota esporrd un teorema sulle derivate delle funzioni reali di
pit variabili reali, che si fonda su nozioni date nel citato mio libro.

Assunti due punti #/, 2" dello spazio ouclideo 8, a » dimensioni, rispettivamente
di coordinate x;, w;, veey w: e aa;', w:, cees w: verificanti le disuguaglianze

r

r,<w  (k=1,2,..,7)

¢ cola ehiamato dominio rettangolare, di punti estremi inferiore @’ e superiore &', la
totalita dei punti di 8, le cui coordinate @y, o, ..., #., verificano le limitazioni

(*) Entrata in Redazione il 22 febbraio 1975.
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Per un tale dominio chiamo vertici di esso tutti 1 punti della sua frontiera le eul
coordinate appartengono tutte a quella dei suoi punti estremi. Il numero dei vertiel
di un dominio rettangolare & 27 e dico opposti due vertici se sono privi di coordinate
in eomune.

Per un insieme ¥ di punti dello spazio 8, dotato di punti interni, & considerato,
nelle predette lezioni, ¢ indicato con la notazione RE, Pinsieme dei punti di ¥ con-
tenuti in dominii rettangolari, contenuti in E. Per esempio, per una sfera K dello
spazio a tre dimensioni, i punti di R sono quelli e solo quelli della sfera privata dei
sei punti secondo i quali le tre rette passanti per il centro della sfera, ciascuna paral-
lela ad uno degli assi coordinati, intersecano la frontiera della sfera. Si obbiettera
che la nozione di punti interni ad un insieme F non dipende dagli assi coordinati
di riferimento, mentre quella di R¥ ne dipende. Ebbene, io non trovo, in cid, nessun
inconveniente! Rieordiamoei che se si vuol far dell’Analisi matematica nello spazio
non si pud fare a meno di imitare Cartesio.

Per un punto x, di coordinate ®,, #,, ..., #,, appartenente a R, esiste sempre un
numero positivo ¢(#;, @, ..., #,) tale che se hy, hy, ..., b, s0n0 numeri reali non nulli,
ciascuno di segno determinato ed in valore assoluto minore di o, il punto « e il punto o’
di coordinate @, -+ kg, @+ ke, ..., @, -+ hy, sono vertici opposti di un dominio ret-
tangolare contenuto in E.

Sia ora f(x,, %, ..., #,) una funzione reale definita in E. Se i punti (@, @y, ..., #,)
& (@yy erey Bigy @i+ Bgy Tiyay ey 4,) appartengono ad K, porro

a;+hy
A T =@y ey Bty @ By @iiry ey o) — F( @1y iy Boay By Bigay oeny B4
5
e per una qualunque permutazione (4, 4, ..., 4,) degli interi 1, 2, ..., r, supposto che
i punti (@1, @ay «ooy @) © (@ + by, @+ ho, ..o, @, + k) siano vertici opposti di un do-
minio rettangolare contenuto in B, dird incremento r-plo della f, relativo al passaggio
dal punto (1, @, ..., 2,) 2l punto (2, + by, #z + e, .oy @, + by). La quantita

“’i{*hil By, Ry w5, +hi,

A A AT

a2, 2, i,
che, come subito si dimostra, non dipende dalla permutazione adottata.
Se il rapporto:

@ Ry Bty wq,+hg,

L. L1y Xiy

1

r

detto rapporto incrementale totale della funzione | relativo al passaggio dal punto
(22, @y -.., ;) al punto (, + by, @5 + by, ..., @, + hy), ha un limite determinato e finito
al tendere a zero della somma |hy| 4 [hy} + ... + |h,], tale limite sara qui chiamato
derivata prima della, funzione f nel punto (#,, @y, ..., @,) e indicato col simbolo

F @y, oy eeey @) o
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Al predetti incrementi e derivate sono estesi, nel citato libro di Catania, in tre
forme diverse i teoremi classici di ROLLE, di LAGRANGE, di CaTvcHY e di L’HOSPITAL
per il limite, in un punto (29, 43, ..., 2°), del rapporto f(wy, @y, ..., 2,)/g(@1, g, ..., 2,)
di due funzioni che nel punto (a7, 23, ..., #7) sono entrambe infinitesime o infinita-
mente grandi.

Nella Nota presente eonsidero, di nuovo, il teorema di LAGRANGE per dedurne
un altro che reputo nuovo e, a mio parere, degno di nota.

Siano Ay, hy, ..., b, numeri reali non nulli e 4y, 45, .., %} J1, Jay -, jr due distinte
permutazioni degli indici 1, 2, ..., 7 e sia D il dominio rettangolare, contenuto in E,
del quale i punti (w, @y, ..., #,) € {& + By, @3 + Po, ..., @, -+ k) siano vertiei. 11 rap-
porto incrementale totale ¢ della funzione f(z,, x,, ..., #,) relativo al passaggio del
punto (#,, @, ..., ;) al punto (@, + hy, 22 + b, ..., 2, -+ h,) ha le due espressioni

Bipthi, T g Fhe, %me %X:‘T wfr_lAﬂ“hn-l mjlz&hhf
0 = T3y Bip_y Ly . Ly Lip_y %3y
hihi, .o by, hihi,_ .ol
Se @@, #,, ..., @) & una funzione definita nel dominio rettangolare D e se

(@1; oy vy Z1) © (Y1, Y2y ..., ¥») sONO punti di D, per ogni permutazione (iy, 4, ..., %)
degli indici 1, 2, ..., r, designerd coi simboli

Vi U, Ve, Vs g, Vs
?9?? ?7? T} WT q\ T’"-?
2z, 2y By, By, 2y,

le funzioni che si ottengono da ¢ sostituendo @3 COD Y, By © By CONY; €Y, , Ty, By, By
CON Ys s Yiy Yy -oe

Cid posto, per il teorema di Lagrange concernente le funzioni reali di una variabile
reale, si ha:

1 2, +hy T4y 00 by,
ﬁ_‘ A = f x;, 1\ ’
h oy, 2y

0. designando un numero positivo minore di uno e 1., la derivata parziale of/ox,
1 1

1
h_i ﬁ: A f = fm,-lm,-g 4

2 @y &5 24

1 @eythy, @ thy 2y, + By ke mayt Oaghe,
T

2 1 Tiy 2

6, designando un numero positivo minore di uno e f

1, la derivata parziale
0%/0w, 0z, ed infine

= f:z-il ’wf‘iz--«’fi,.(xl + 31}&1, s + 62}62, veey T + grkr) b

= xjf..mjamjf{x1 + Tubyy @+ Toln, ..oy 2 - TRy,
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01y 055 .0 0,05 Tiy Tay ..., T, designando numeri positivi minori di uno e | A
fos,mi,.2;, YiSPettivamente le derivate parziali

of ot
0w, 0w, ... B, 0, 05, ... OF;

Si ha dunque il

TEOREMA. — Se una funzione reale f(,, o, ..., x,) delle v variabili reali x,, @, ..., @,
¢ dotata in un dominio rettangolare R, contenuto in E, di vertici opposti (wy, @y, ..., ;)
(@1 hyy @3- hyy ..y 2~ h,), delle dervivate parziali

;fa;;l? fml Lgg? 02 fmilmh.-.x'ir ?

in une qualsivoglia permutazione (iy,4,,...,14,) degli indici 1,2,...,¢, le v! derivate
parziali

(1) fzil Lig.. By T

coineidono, ciascuna, in almeno un punto interno a R, col rapporto incremeniale totale
della f, relativo al passaggio del punto (X, €5, ..., 2,) al punto (@ by, Lo+ hoyoory 2+ ky).
Pertanto, sela f, in un punto di RE, possiede la derivata, a questa, per |hy| +|hy| ...+ |h,|
infinitesimo, tende il considerato comune valore di tutie le derivate parziali (1).




