
Alcune soluzioni esatte delle equazioni della Magnetofluidodinamica 
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A D ~ I O  GRAFFI nel SUO 70 o compleanno 

S u m m a r y .  - With regard to the non-linear equations o] Magneto-.Fluid Dynamics in this paper 
we examine the steady, axially symmetric motion o] an incompressible, homogeneous, viscous 
and electrically conducting j luid when such a ]luid moves also around the axis o / symmetry .  
We give some classes o] exact solutions and then we generalize the problem tal~ing also in  
account the Hall  e]ject. 

1 .  - I n t r o d u z i o n e .  

Si eonsider i  un  fluido omogeneo ,  viscoso,  incompr imib i l e ,  s tokes isno- l ineare ,  di 

v iscos i t£  e i n e m a t i c s  v eos t sn te ,  di condueibilit/~ e le t t r iea  f ini ta  a (eostsnte) ,  sogget to  

a forze  di m a s s a  non  e l e t t r o m a g n e t i c h e  ehe a m m e t t a n o  un  potenz ia le  pe r  uni t~  di 

m a s s a  U. 
N e l l ' a m b i t o  dello s chema  del eon t inuo  della Magne to f lu idod inamiea  (MFD) ci pro-  

p o n i a m o  di s tud ia re  il m o t o  s t sz ionar io  con s i m m e t r i a  di r ivo luz ione  s t t o r n o  sd  un  

asse di n n  ta le  fluido ne] esso in eui il m o t o  a v v e n g a  anche  a t t o r n o  a l l 'asse  (~). 

I n  M F D  ta le  classe di m o t i  5 s t a t s  s tud ia t a  in [2], m a  con r i gua rdo  ad  n n  fluido 

p e r f e t t a m e n t e  c o n d u t t o r e  del l ' e le t t r ie i t£ .  

I n  ques to  ]avoro  ee r ehe remo  in pa r t i eo l a re  etassi  di  soluzioni  e sa t t e  nello spir i to 

del  m e t o d o  i n d i r e t t o  di eui  s l  n. 3 di [3]. 

A s s u n t s  u n s  t e r n s  T di eoo rd ins t e  e i l indr iehe o r togona l i  z~ r, ~v di ve r so r i  e, ,  

e~, e~, con  z asse di s i m m e t r i a  del mo to ,  al  n.  2 si se r ivono d s p p r i m s  le equsz ion i  M F D  

per  il p r o b l e m s  in e same  e si d e r i v s n o  poi  le equaz ioni  eui d e b b o n o  sodd is f s re  le 

funzioni  i neogn i t e :  v (veloeit£),  B (~-ettore induz ione  magne t i ca )  e p (pressione).  

A1 n. 3, a s s u m e n d o  che  il m o t o  a v v e n g a  solo a t t o r n o  a l l ' ssse ,  si d e t e r m i n a n o  a tcune  

elassi di soluzioni  e sa t t e  d ipendent4  ds t te  var iab i l i  r e z. 

(*) Entra ta  in Redazione il 23 gennaio 1975. 
(**) Ist i tuto Matema~ico dell 'Universith eli Siena. 
(1) In  una tra~t~zione puramente idrodinamica, R. B ~ : ~  in [1] - -  Sez. 28 e 29 - -  

ha definito questi moti (~ di pseudo-rivoluzione di seeonda specie ~, 
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A1 n. 4 si e saminano  aleune conseguenze della ipotesi  che le component i  di v e 

di B dipendano solo dalla var iabi le  r e si danno al t re  classi di soluzioni esatte.  

A1 n. 5, conservando le stesse ipotesi  del n. 4, si s tudiano i casi:  (a) fluido viscoso 

e pe r fe t to  condut tore  del l 'e let t r ici t~;  (b) fluido non viscoso e imper fe t to  condut tore  
del l 'e le t t r ie i t~;  (c) fluido non viscoso e pe r fe t to  eondut tore  dell 'elettr ici t~.  

A1 n. 6 infine si esamina ,  per  il p r o b l e m a  in studio, il caso in cui non sis t raseura-  

bile ]a cor ren te  di Hall .  

2. - Le equaz ioni  per il problema in esame.  

P e r  il fluido in studio le equazioni non l ineari  MFD in assenza di effetto Hal l  

e nelle uni t£  di Gauss sono: 

(2.1) 

(2.2) 

(2.3) 

(2.~) 

v ' g r a d  v - - g r a d  ( u - - P ) - [ -  4-~ B A r o t B - - v V ~ v =  O , 

div v = 0 ,  

r o t ( v A B )  ~- v~V~B = 0 ,  (v~ = c~/4z#a), 

div B = 0 .  

I n  esse @ 6 la densit£ (eostante),  tt la permeabl i i t~  magne t ica  (costante),  e la velo- 

cit~ della luce nel vuoto,  v,~ 6 in te rp re tab i l e  come eoefficiente di viscosit~ magne t iea  

e le r imanen t i  grandezze sono s ta te  definite ne l l ' In t roduzione .  
Le incogni te  fondamen ta l i  sono v, B e p che debbono soddisfare alle t r e  equazioni 

(2.1), (2.2), (2.3) e alla condizione di solenoidalit~ di B (2.4). E ben  noto che una  vol ta  

conosciuti  v e B,  i ve t to r i  densit£ di eorrente  d e campo  elettr ico E si r icavano dalle:  

(2.5) J = ~ ro t  B ,  

J v A B  
(2.6) E . . . . .  

C 

Det t e  v~, v~, ve, B~, Br, Be le eomponent i  fisiehe di v e B r i spe t to  alla t e r n s  intro-  

do t ta ,  abb iamo per  i mot i  in e same:  

(2.7) v = vz(r, z) e ~ -  v~(r, z) e~+ ve(r, z ) e e =  v,~(r, z) + ve(r, z)ee 

e, ana logamente ,  seguendo il metodo  indire t to  r ieordato,  poss iamo as sumere  per  i 

ve t to re  induzione m~gnet ica :  

(2.8) B -~ B~(r, z) e~-~ B~(r, z) e~ + Be(r, z) ee = B,, (r, z) -[- Be(r, z) ee .  
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Datle (2.2) e (2.4) segue: 

div v~ = 0 , div B~ = 0 

il che rende  possibile l ' introduzione di due funzioni scalari F e ~ tali  che: 

1 
v~ = - grad ~Ae¢ , 

r 
B~ = ! grad ~P~A % • 

Da$o che l 'equazione di moto  ~ la stessa del caso ~,,~ = 0 esaminto in [2], anche 
nel easo presente  valgono le eonsiderazioni sulla (2.2) fa t te  in [2] al n. 2 ed in part i -  
eolare sussistono le:  

(2.9) v ( V ~  - - /2 / r  ~) -[- D @ D~ @ v~ ~vv B~ 1 ~B~ 
r ~z 4 ~ # ~ r  ~z 0 ,  

t (2.~o) v(V~v~- v¢/r ~) ÷ -~ (A ÷ A) = 0 

dove : 

ro t  v~ = 2.(2%, 

ro t  B~ = 2~2~%, 

D = ~ ~(zQ/r) 
~z 3r 

A -  @~ ~ ( r % ) - -  
~z ~r 

.(2 = 1 D~ 3~p 1 ~ ~ p  
2r ~f ' D~F --  3r ~ r ~r @-~z ~ ' 

Y2s=- -2 r rD~f l s '  D ~ f s - -  ~r ~ r ~r @ az ~ ' 

~r ~z ' D ~  4~#~ [ ~z ~r ~r - ' 

~r ~z ' 4~#~ [ ~z -~r (rB~) ~r 

Nell 'equazione del campo magnetico a differenza della (2.2) di [2] ~ ora presente  
il t e rmine  u~V2B. Pro ie t tando  ]a (2.3) lungo e~ ed e~ si ot t iene in analogia alla (2.20) 
di [4]: 

(2.11) 1-G -[- v~D2~0~= cos tante  dove G --  
• r ~z ~r ~r ~z 

La proiezione della (2.3) Iungo e¢ fornisce : 

(2.12) F1 @ F~. @ v~ (V ~ B¢~ - -  Bq~/r 2) = 0 

in cui 

(2.13) 

(2.24) 

~r ~z (%/r) ~z ~r (%/r) , 

~z ~r (B~/r) ~r ~z (B~/r) . 
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I1 p rob lems  5 cosl r ido t to  sl ls  determinazione delle qu~ttro funzioni incognite % 
~B, v ,  e B~ soddisfa.centi le qua t t ro  equszioni differenziali (2.9)~ (2.10), (2.11) e (2.12). 

Nel csso v,  --~ B ,  = 0 ci si r ieonduce Mle equszioni gi£ d~te in [4] al n. 2. 
Pe r  la comple ts  soluzione del problema MFD in studio r imane d~ de te rmins re  

la pressione p ehe, un~ vo l t s  note  le incognite v e B ,  ~ data. dMls (2.1) per  quadrs-  
ture .  Si h s  (efr. [2] (2.7)): 

(2.15) ~ - p / p - v ~ / 2  = - ~ w  ~ - v ~ - ~  + r ~ z  + 

go 

+ ~ ~z r ~z ]J dz + V~ ~ -  r 3 ~z r ~r - r -  ~ r  + 
to 

m~ t~ t t  0 -~r (rB~) r eos t sn te  

dove r o e  zo sono due costunti  a rb i t r s r i amente  fissate. 
Osserviamo infme che ]per le ipotesi  (2.7) e (2.8) non ~ oru neeesssr iamente  

div(vAB)----0 a differenza di qusnto  secade nel csso in cui sia v ¢ =  0 e B e =  0 
(cfr. [4], n. 2). Cib compor t s  ehe, anche in assenza di effetto Hull, nei moti  MFD 

eonsideruti  pub esserci unu distr ibuzione di cs r ics  spazisle non nulls.  

3. - A leune  so luzioni  dipendenti dalle variabili r e z. 

Considerismo il moto MFD simmetrico r ispet to  ~ll'asse z csr~tterizzato dalle: 

(3.1) W =- cos~snte ,  

(3.2) v¢ = v¢(r, z) ,  

con /3o costante.  Cib compor ta :  

(3.3) v = v~(r, z) e~ , 

ed inol tre  ~ facile control ls re  che: 

Y2"- 0 , D 2 ~ =  0 ,  D = 0 ,  

yJa -~ ½B0 r 2 + costante  

B¢ = B~(r, z) 

B =- B o e r +  B,(r ,  z)e~ 

D ~ = - 0 ,  A = 0 ,  G ~ - O ,  F 2 = - 0  

per  eui la (2.] t )  ~ ident icamente  soddisfs t t s  e (2.9), (2.]_0) con (2.12) forniscono rispet- 

t iv~mente :  
% ~v~ B~ ~B~ 

(3.4) r ~z 4~/t~r ~z ' 

Bo ~B~ 
(3.5) v(V~%-- v~/r2) + 4~#~ ~z - -  0 ,  

(3.6) Bo ~ -  + v,~(V2B v -  Be/r  2) ~-- 0 ,  
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quest~o un  s is tema sovrade termina to  ((~ overde te rmined  sys tem ~, err. [5], 
pp. 15-18) di equazioni differenziali alle der ivate  parziati  helle ingognite v~ e Be, 
funzioni delle due variabili  r e z. Ne daremo qui eer te  soluzioni esat te  imponendo 
ad aleune delle funzioni ehe soddisfano la eondizione (3.4) di soddisfare anehe le equa- 
zioni (3.5) e (3.6) (2). 

La (3.4) pub essere messa nella forma:  

~_~ I v  2 B 2 
(3.7) ~zl ~ 4~-~)  : 0 "  

Not iamo che per  v,~---- 0 si ot t iene subito la classe di soluzioni esat te  date in [2] 
(n. 6) : 

(3.8) v~ -----c~r-~ e2/r con cx e c2 costant i  arbi t rar ie ,  

B~----arbitraria funzione di r. 

Nel caso a t tua le  in eui v,~ =~ 0 avremo soluzioni analoghe se: 

(3.9) V~ B~  - -  B ~ / r  ~ = 0 . 

In fa t t i  da (3.4)-(3.6) seguono allora subito: 

(3.10) v~ = c l r - ] -  c~/r ,  

(3.11) B ~ =  c~r + c~/r , 

dove e3 e e 4 sono aneh'esse eostanti arbitrarie. 

Notiamo che tali soluzioni sono valide anehe nel easo di un fluido non viseoso~ 

ma con eondueibilit~ elettriea finita~ in quanto eib porta aneora neeessariamente 

a, lla (3.9). 

Le  (3.10) e (3.11) sono soluzioni esat te  indefinite. Ad esse dovranno essere appli- 
eate le eondizioni al eontorno meeeaniehe ed eIe t t romagnet iehe earat ter is t iehe di 
ogni eventuale  problema part ieolare.  Nello spirito del metodo indire t to  (err. [3], 
Sez. 3) qui e nel seguito eonsidereremo selo le soluzioni esat te  indefinite. 

Dalle (3.10) e (3.11) avremo per  la pressione t rami te  la (2.15): 

(3.12) u - P - -  1 1 t 
(e~r ~ -t- 2c3c4 lg r) - -  :~ ei r 2 4-  ~ c~r -2 - -  2cic2 lg r + e o s t a n t e .  

Altre elassi di soluzioni esat te  della (3.4), (3.5) e (3.6) si ot tengono osservando 

(~) Sis~emi con earatterist;iehe analoghe aI presence si incontrano anehe in problemi pura- 
mente idrodinamiei come, ad esempio, in [I], p. 103, riguardo ai moti di Jeffery generalizzati. 
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che dallu (3.7) segue: 

(8.23) B~ = ~ v ~  + F(r) 

con iT(r) arbitraria funzione di r. Assumendo F ---- 0 si nots  che le (3.5) e (3.6) risul- 
tano compatibil i  con (3.].3) solo se: 

Sotto quests  ipotesi avremo quindJ soluzioni es~tte del t ipo:  

(3.24) B ~  (4z/~0)½ v~ 

con v~ che soddisfa lu: 

~ve 
(3.25) V~v~-- v~/r 2 -~ k ,  -~z : 0 dove k ,  : Bo/v V 4 - - ~  . 

Per quanto riguard~ la pressione si ric~va: 

(3A6) U - - p / o  = ½v$ ÷ costante 

Osserviamo che le soluzioni per le qu~li si hu B ---- (4~#~)+v sono note nell~ let- 
teratur~ come (( equipart i t ion solutions ~)~ cfr. [6]~ Sez. 40 e [7]~ Cap. V~ dove per5 
esse sono date per fluidi incomprimibili~ non viscosi e perfe t tumente  conduttori  del- 
Pelettricit~. 

Ponendo:  

(3.27) v¢(r, z) -~ ]*(r)g*(z) 

una pr ima classe di soluzioni della (3.]5) ~ da ta  da: 

(3.]8) v¢ : ( 5  r + c+ r-~)(c7 exp [-- k* z] ~- ca) 

con v~, v6, c 7 e c s costanti  ~rbitr~rie. 
Un~altra cl~sse di soluzioni ~ da ta  da:  

(3.19) vv ==J l(g, r) [c, exp [21z] ~- c~o exp [~z]] 

con %~ c~o, g ,  cost~uti arbitrarie e dove J~ indica la funzione di Bessel di ordine uno 
e di pr ima specie ment re  ~: 

~ = (-- ~, ± ~/V~ + 4~ , ) /2 .  
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Consider iamo l ' a l t ro  caso par t ico la re :  

~p = cos tan te  

v~ = ~ ( r ,  z ) ,  

~ = cos tan te  

By = By(r, z) 

I n  questo caso anche il ve t to re  induzione magne t i ca  ha  component i  solo lungo e ,  

e si ha  dalle (2.9), (2.10) e (2.12) un  s i s tema analogo al precedente :  

% ~v~ B~ 1 ~B~ 

r ~r = 4 z t # ~ r  ~z ' 

(V~v~  - -  v~/r ~) = O,  

v~(V2B~ - -  Bq~/r 2) = 0 . 

Osserv iamo the  le soluzioni di v~ e B¢ non d ipenderanno d a v  e v~. 
Assumendo  ancora  soluzioni del t ipo (3.14) av r emo  da verif icare:  

w v ~ -  v~/r~ = o .  

Sotto l ' ipo tes i  (3.17) si o t t iene  ora u n a  p r i m a  classe di soluzioni esa t te  del t ipo:  

(3.20) v~ = (ellz -I- c12) (el~ r -~- cl, r -1) 

con c11, ci~, c~ e % cos tant i  a rb i t rar ie .  
Ino l t r e  a v r e m o  ancora  la classe di soluzioni regolar i  sul l 'asse gi~ da ta  in [2], 

n. 6 pe r  il caso v ~ =  0: 

(3.21) % = J~(flr)[ci5 exp  [flz] + cl, exp  [--fiz]]  

con c~5, c~,  fi cos tan t i  a rb i t ra r ie .  
Pe r  quanto  r iguarda  la pressione sar~ ancora  val ida  la (3.16). 

4.  - So luz ion i  d ipendent i  so lo  dal la  variabi le  r. 

I n  questo  num ero  e samine remo  alcuni casi in c u i l e  (2.7) e (2.8) si specializzemo 

nelle:  

(4.1) v = v~(r) + v d r ) e ¢ ,  B = B~(r)  + Bq~(r)e¢ 

Osserv iamo subito t he  in forza  della (4.1) la (2.9) non contiene pifi v¢ e By e dunque 
ins ieme alla (2.11) da  per  il mo to  nei piani  mer idiani  delle equazioni indipendent i  

da  v~ e Bz stessi. 
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Sarg dunque possibile de te rminare  pr ima v~ e B~ e poi dare  la corr ispondente 
elasse di soluzioni per  v¢ e B~ risolvendo il sistema formato  dMle (2.10) e (2.12). 

Assumiamo dunque  per  ~o e ~s: 

(4.2) 

(4.3) 

% = - -  AI  z + q(r) , 

~p = - -  A~z  + re(r) ,  

con A~ e As costant i  reali  arbi t rar ie  e q(r) ed re(r) funzioni reali  da de terminate .  
Queste ipotesi  sono gi~ s ta te  assunte  in [4] (n. 4) e dunque per  quanto rigua, rda  v~ 

e B~ le soluzioni saranno quelle ivi date.  
Pe r  quanto r iguarda  v~ e By in conseguenza di (4. 2) e (4.3) le (2.10) e (2.12) as- 

sumono la fo rma:  

h d  k d  
(4.4) d~%dr ~ -F lr d%dr Ver~ -4- -r- i "dr (rBv) - -  -fi "~r (rvv) = 0 

(4.5) d~Be 1 d B  e By  d d 
dr 2 -]- r dr r ~ + y -~r (%/r) - -  9 7 -dr (B~/r) -= O, 

dove:  

y = & / v . ~ ,  rl = A2/v~ • 

A1 fine di r isolvere il s is tema formato  dalla (4.4) e (4.5) poniamo ora,: 

(4.9) 

(4.7) 

r B e  = ] ( r )  , 

Ve/~ . . . .  g ( r )  . 

Conseguentemente  la (4.4) e (4.5) d iventano:  

(4.s) d~g + ( 3 - - k )  dg 2k h d ] _ o  
dr --~ r dr r ~ g @ r s dr 

a~¢ (~ + n) dt 
dr ~ r dr 

2~ dg 
+Tt+~r ~r=°. 

gieav~ndo ora dg[dr dalla seeonda di queste  ed integrando si ha :  

_ n  ] 1at  
(4.9) g(r) y r 2 y r d r d -  cl 

con el eostante arbi t rar ia ,  e sosti~uendo nella (4.9) si ha in definitiva 

d~t , ~d~t a d ¢ _ &  
(4,10) dr 3 ' r dr ~ r ~ dr r 
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dove: 

6 = l + y h + k - - ~ - - k ~ = l + T h - - A ~  
(A~-- v,. + v) 

?)V m 

Notiamo the le soluzioni della (4.9) e (4.10) s~mnno vMide per il problemu in 
esame solo se ~ # 0~ cio~ Alva0.  I1 caso A~=  0 che comporta B, .=  0 lo tin%ere- 
mo ~ parte.  

Dall ' integmle genemle della (4.10) segue: 

(4.11) By= c~r~+ c3r~,+ c~ + A4 • ~:- 2 ( ~ -  ~------~ r 

con co., e~, c, costanti  arbitr~rie e: 

st= [(~ - ~ )  -~ ~/(~-  ~)~ + 4~]/2. 

La (4.11) non ~ soluzione del nostro problema nei seguenti casi: 

cio~ : 

A~ A~ A~ A~ 2 . . . .  O, ~2 A~ A~ 
~m ~ m  

- - 0 .  

]~ facile vedere che per le ipotesi fa t te  (v # 0, ~.~ # 0, A1 # 0) queste due sit ua- 
zioni si escludono a vicend~. 

Avremo dunque in corrispondenza ul primo caso: 

(4.12) By = e2 ~-lgr+ e3r~ + C4r + 2~.~--b A~ 

e in corrispondenza ~1 secondo: 

(4.13) By=c~r'~+c3r~+e~-~-r ~+---~A4 [ l~ r lg r  - - l r ]  

in cui, sempre per le ipotesi fat te ,  8 a-I-1  :/= 0. 
Us~ndo poi la (4.9), (4.6) e (4.7) si h~nno le soluzioni per vy. Dalla (4.11) segue: 

r >' } '  >' (~ - ~) ]  
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Dall~ (4.12): 

- [ ( ~ - 2 ) ~ ]  ~=_~r ~g---~+~-a~ r ~ ~ + ~ o ~ - o ~ + ~  ~ [~ r -~ - -~ ]  ~ '"  

DMla (4.13) : 

- -  e~r~,+ c3r~,+ ~ r l g r  + 1 c~r .  
7 7 7 r 7(~ + 1) 27(~ + 1) 

Siamo ora in grado di dare l ' andamento  della pressione in corrispondenza delle 
ipotesi (4.1), (4.2) e (4.3). Dalla (2.15) segue: 

(4J4) v -  e = __a.~, + B: 1 B~ + t'( B~ _ v ; ~  

in cui As ~ una costantc arbi trar ia  d ' integrazione (cfr. (4.6) di [4]), B, ~ dato dMle 
soluzioni di [4], n. 4, v , =  As~r, v~ e B¢ sono dati  in questo numero. 

Notiamo la dipendenza della pressione anche dalle componenti  B¢ e v ¢  rispetto 
alle soluzioni date  in [4]. Se poi si assumono le ipotesi (3.1) (3.2), (3.14) Mlora si riot- 
t iene subito ]a (3.16). 

Ricordiamo ora ehe in [1], Sez. 30, nello studio di problemi puramente  idrodina- 
mici, si danno per i moti  di pseudo rivoluzione di seeonda specie di un fluido viseoso 
incomprimibile,  le soluzioni particolari :  

(1.15) 

v, ---- As  lg r + A6 r~ + A ,  , 

Axo 
v ,  ~ As  r l g r +  A~ r d- - -  

r 
% = 0  

con A s ,  . . . ,  Alo costanti arbitrarie,  descriventi moti  per eliche circolari di Strak- 

hovitch.  
A tal l  soluzioni si giunge assumendo l ' ipotesi che v~ e v~ dipendano solo dMla 

variabile r. 
Osserviamo ora che se in (4.3) ~: 

(4.16) A2-- 0 , 

il che implica v , =  0, ullor~ lc (4.2) e (4.3) coincidono con te ipotesi fa t tc  in [3] 
(Sez. 4) rigu~rdo al moto di rivoluzione per re t te  p~rallele in Magnetofluidodinamic~. 
Inol tre  si osserv~ ~nche che le nostre ipotesi (4.1), (4.2) e (4.3) con 1~ condizione (4.16) 
si ~dat tano ud un  problem~ MFD analogo, per  quanto concerne il campo di velocit£, 
a quello puramente  idrodin~mieo sopr~ ricordato. 
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Questo p rob l em a  6 e s a t t a m e n t e  risolto da l l ' ins ieme di soluzioni costi tuito da  quelle 

da te  in [3] (Sez. 4) per  v~ e B+ e da  quelle da te  in questo numcro  per  v~ e B~ tenendo  

conto di (4.16). 

No t i am o  che ta le  ~ffermazione ~ ve ra  nel caso, t r a t t a t o  qui come anche in [3] 

scz. 4, di un fluido viscoso, incomprimibi le ,  a conducibil i t£ e le t t r ica  finita (v~ V=0). 

Ricord iamo che mo t i  MFD per  eliche circolari  di S t r akhov i t ch  sono gi~ s ta t i  

messi  in evidenza  in [8] (nn. 4 e 5) nel caso v :~0, v~ = 0. 

E s a m i n i a m o  ora il caso in cui si abbia  B,  = 0, cio6 A~----0 nella (4.2). F e r m e  

res tando  le (4.1) e (4.3) av r em o  per  v¢ e Be due equazioni separa te  che discendono 

da  (4.4) e (4.5): 

(4.17) d2v~ ( 1 - -  k) d% ( 1 4  k) 
dr 2 -~ - - - -7- -  dr r ~  v~ = 0 , 

(4.18) d2B~ (1 - -  ~) dB~ (1 - -  ~) B~ 
dr ~ -~ ~ dr r ~ = 0 . 

L' in teg ra le  generale  della (4.17) 6 da to  da:  

(4.19) v~ =- c4r-1-} - c5 r ~+1 

con cA e c5 cos tant i  a rb i t ra r ie ,  t r anne  nel caso in cui sia K ~ - - - 2 ,  cio6 A 2 = - - 2 v ,  

per  il quale  si ha :  

Dal la  (4.18) si ha :  

(4.20) 

v~ ~- c~r -1 ~- ~ lg r .  

Be = c6 r -~ c~ r v-1 

con cB e c7 cos tant i  a rb i t ra r ie ,  m e n t r e  se N = 2~ cio~ se A2-~ 2v~, si ha:  

B~ = c~ r ~- cT r lg r . 

Le soluzioni qui da te  per  v~ e B~ sono comple t a t e  dalle soluzioni per  vme  B~ date  

in [4], n. 4 r iguardo  al easo B~ = 0, dove ~ t r a t t a t o  anche il caso in cui ol tre ad 
A I =  0, sia anche  A 2 =  0. 

Tale  u l t ime ipotesi  e eon tenu ta  nelle (4.19) e (4.20), per  quanto  eoncerne v¢ e Be, 
e corr isponde ai va lor i  k = 0 ed ~ = 0. 

P e r  quanto  r igua rda  la pressione cont inua  a valore  la (4.14) con le nuove espres- 
sioni indicate  pe r  v¢, Be, B~ e v,.  
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5. - Assenza, parziale o totale, di termini dissipativi. 

A s s u m e n d o  le s tesse iIootesi del  n. 4 e s a m i n e r e m o  ora  le soluzioni delle equazioni  

da t e  al  n.  2 nei  seguen t i  casi :  

(a) v :/: 0 ,  v .~= O, 

(b) v = 0 ,  v~ v a 0 , 

(c) v = 0 ,  v~ = 0 .  

0 s s e r v i a m o  subi to  che,  C0mB al n. 4, il m o t o  nlei p ian i  meridianli non  d ipende  

da  ve c Be e quindi  le soluzioni  che  d a r e m o  pe r  v¢ e Be v a n n o  c o m p l e t a t e  con le cor- 

r i sponde n t i  soluzioni  pe r  v,, B , ,  v~ e B, .  Ques te  sonlo gi~ s ta te  discusse in  [4], n. 5 

s e p a r a t a m e n t e  pe r  i casi  (a), (b) e (c) e so t to  l ' ipotes i ,  che manl teniamo anche  qui, 

che lc cos tan t i  A~ e An di (4.2), (4.3) fossero non  nlullc. 

Caso (a). - E ques t a  la condizione per  un  fluido viscoso con conducibi l i t~  e le t t r ica  

t a n t o  g r a n d e  de~ p o t e r  essere cons ide ra ta  infinita.  Lo  s tudio  di un  ta le  fluido pe r  i 

m o t i  di cui ci in t e ress i amo in ques to  l avoro  ~ s ta to  gi~ a f f ron ta to  in [2]; qui  d a r e m o  

u l t e r io r i  soluzioni  esat te .  
L a  (2.12) si scr ive  o ra :  

da  cui  

.(+ ) 
dr ve - r -  Be = 0 

A1 
(5.1) B e = ~ v e @ cl r 

con c~ cos t an te  a ro i t ra r ia .  Sos t i tuendo  nel la  (4.4) si h a :  

(5.2) 
d~v¢ 1 d% 
dr 2 + (1 @ (~1) r ~ + ( d r -  1) 

v_2 v 2A1 el 1 
r ~ 4~#~v r 

con 

A~ A~ 

L ' i n t e g r a l e  generMe del la  (5.2) ~ da to  d a :  

(5.3) v e : c~r -1 ~ c~r ~ - ~ -  

con c2 e c8 cos tunt i  a rb i t ra r ie .  

~1~ 1 C 1 

4 ~ r ~ 1  
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Se per6  ~ 5~ = 2, cio~ A~/(4z~#q~A~) = 2 -4- A2/v, allora a~remo 

(5.~) v¢ = c~ r -~ + e~(lg r ) / r - -  A~ c~r /8 z#~v .  

E d  infine se ~ =  0~ cio6 se A~/(47e#o~rA~)= A~/v, allora 

(5.5) 
A~ e~ A~ e i 

v ~ =  e~r - ~ @ c ~ r @  ~ r  r l g r .  
47~1z~ 

D~lla (5.1) seguono le soluzioni di Be in corr ispondenza delle (5.3), (5.4) e (5.5). 

Pe r  quanto r iguard~ la pressione av remo  ancora  un  ~nd~mento da to  dana  (4.14). 

Caso (b). - E questa  la condizione per  un fluido non viscoso e imper fe t to  condut-  
to re  dell 'elet~ricit~. 

Dul l s  (2.10) segue or~ 

dr [47e/~ rB~ 

da cui 

A~ B c4 
(5.6) % : 4~#~A~ ~ -}- r 

con c~ cost~n~e a rb i t ra r ia .  
D~ (4.5) segue:  

(5.7)  B=2A  L 
dr ~ @ r dr r ~ v v ,  r a 

con 

~2:1+ 

L' in tegra le  gener~le della (5.7) 6 

A~ A~ 
4~/~vmA2 v,~ " 

Aic4 
B ~  = c 5 r -~- c6 r - ~  

con v5 e c6 costant i  a rb i t rar ie .  

Se 3~:=---1~ cio6 se A~/v~--2-- - -A~j(47qt~v~A2) ,  ]a soluzione della (5.7) 6 rap-  
p re sen ta tu  d~: 

Be = e5 r @ c6 r lg r -4- A~ e4/2v~ r .  

Se invece 8~= 1, cio~ se A~/(47qto~v~A~)= A2/u~, a v r e m o :  

B~ = cs r + c, r - I -  ( A l c4/2~ ~) r - 1 -  ( A ~ c~/v ~) ! o g r .  
T 

2 - A n n a l i  d i  ] l a t e m a t i c a  
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Le corrispondenti  soluzioni per v,  sono date  dall~ (5.6). Per  la pressione sussiste 

ancora la (4.14). 

Caso (e). - E questa lu condizione per un fluido non viscoso e perfe t to  condut tore  

dell 'elettricit~. 

Le (2.10) e (2.]2) diventuno ora 

(5.s) 

(5.9) 

Dalla p r ima  segue: 

(5..10) 

e dall~ seconda 

(A~/4~#@) d ( r B ~ ) - - A ~ d  (rvj)==O, 

d d B 
A~rr(Ve/r)--A2dr( ~ /r )=O.  

v~ -- (A~/4~tt@A2) B~ + cTr -1 

A~ 
(5.11) v~ ~- ~ B~ + csr 

con c7 e c8 costanti  arbitrarie.  Uguagliando (5.10) e (5.11) 

1 
B? ---- A~/4~lt@A~_ A~/AI (ca r --  c7 r -~) • 

Questa  soluzione ~ valid~ solo se: 

A1 A~ 
(5.1.2) 4~A-----~ ~ AI" 

In  c~so contrar io da ( 5 . ] 0 ) e  (5.11) seguono solo le condizionie7 = 0, c8 = 0 con 

la conseguenza 

A~ A1 B~ 

Perb le (5.8) e (5.9) non sono in tul caso sufficienti a determinare  esplicitamente v¢ 

e B¢, 
I¢icordiamo che se non vale la (5.12) anche le soluzioni per  v~ e B~, cfr. [4] n. 51 

sono indeterminate.  Alloru per i moti  in esame di un fluido perfet to  dovremo aggiun- 
gere ulle ipotesi (4.2) e (4.3) altre ipotesi~ per esempio sulla pressione, se vogliamo 

de terminate  i ve t tor i  v e B. 
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6 .  - I n f l u e n z a  d e l l ' e f f e t t o  H a l l .  

ben noto (efr. per  es. [9], Sez. 3 e Sez. 4) che in molti  problemi MFD si pub 
adeguatamente  tenere conto dell'influenza dell 'effetto Hall  sosti tuendo la (2.5) con: 

v A B  ) 
J :  a E +  e t ~ J A B  

dove fla ~ il coefficiente di tIall.  
L 'uniea  conseguenzu di cib nelle equazioni (2.1), ..., (2.4) si ha nella (2.3) che 

diventa :  

r o t ( v A B ) - ~ v ~ , V ~ B - i - f i r o t ( B A r o t B ) = O  dove f l - -  4~# 

Cib comporta  in termini  delle funzioni in t rodot te  al n. 2: 

(6.1) rot  

~r~[lfi ~z~PB - ~D ~fB ~- B~ -~-z J J~B~] ] - -v~(V~B~- -~ ) - -F~- -F~}  e v : O "  

Da questa  seguono immedia tamente  le equazioni che prendono ora il posto 
della (2.11) e (2.12). 

Assumiamo ora le ipotesi  del n. 4. D~ (6.1) seguono facilmente per le funzioni B~, 
Be e re: 

~ + ( ~ - - A ~ ) ~ . ~ + - r  dr rd r  drr(rB~) = 0 ,  

vm --~r2 -~- r ~ r  -- ~m ~ -[- A l ~rr ~ r ] d r \ r ]  fi dr dr ] : 0 .  

Le equ~zioni (2.9) e (2.10) r imangono inalter~te in presenz~ del l 'd fe t to  Hail. 
Sotto te ipotesi  del n. 4 ~vremo quindi ancora la (4.4) ehe segue dalta (2.10) e inoltre 
dulla (2.9) avremo (cfr. (4.6) di [4]): 

d~v, l dv, A1 l dB, _ A3 
V-~r2 -[- (v-- A2) r dr  + "47~/~ e r dr 

con A3 eostante  arbitr~ri~. 
I~icord~ndo l 'espressione delle eostanti  ~, h, k, V int rodot te  al n. 4, 1~ (4.6) e 1~ (4.7), 
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pot remo scr ivere infine le qua t t ro  equ~zioni per  le qu~t t ro  incognite v~, B~, vy, By: 

(6.2) d2v~ (1 - -  k) dv,  h dB~ A3 
dr2 + ~ d---r + r dr ~ ' 

(6.3) d~B, ( 1 - - ~ ) d B ,  ~ dv~ fl d i e d ] ]  
dr ~ Jr r dr + r dr r dr._ dr  ~ 0 ' 

(6.4) d~g_{_ (3 - - k )  dg 2kg h d ] _ o  
dr ~ " r dr r 2 + r ~ dr ' 

(6.5) dr~ r d r  + + ~,r - ~ f r  - ~ - j  = o . 

Una classe di soluzioni di questo s is tema si ot t iene assumendo:  

(6.6) B ~ =  c~r2 + c2 , 

con c~ e c2 costant i  a rbi t rar ie .  ]~ facile control lare che dalla (6.2) e (6.3) segue 

r / r  ~ = o  

qualora per  v~ si scelga la soluzione: 

(6.s) 

con c3 cost~nte arbi t rur iu.  
Du (6.7) discende: 

v~ ~ - - 2  
-- Ci 7'2 -If- ~73 

Y 

](r)  = e , r ~ ' ÷  e~ , 

con cA e c~ cost~nti  ~rbi t rar ie  e conseguentemente  d,~ (6.5) 

g(r)-~ ~- e5 + h 

e dunque per  vy e By: 

(6.9) Bv = cAr-I- csr -~ , 

h 
(6.10) % = -~ csr -~ ~ -~csr. 

Y 

I n  definit iva in presenza  di effetto Hal l  abbi~mo la elasse di soluzioni es~%e da ta  
da (6.6), (6.8), (6.9), (6.10) con v r :  A2/r, B ~ =  A1/r e p ancora  d~t~ d~ (4.14). 
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