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Charakterisierung von Produkten harmonischer Riume
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Einleitung

Die klassischen Beispiele der Potentialtheorie sind der harmonische Raum (IR", 5#%)
zur Laplace-Gleichung auf IR" und der harmonische Raum (R"*! #*) zur
Wirmeleitungsgleichung auf R***. Zwischen diesen Rdumen besteht ein enger
Zusammenhang: Ist (P,) die Brownsche Halbgruppe auf R”, so stimmt die Menge
der (P,)-exzessiven Funktionen bekanatlich iiberein mit der Menge aller positiven
(bzgl. der Laplace-Gleichung) hyperharmonischen Funktionen auf R". Bildet man
nun das Produkt der Halbgruppe (P,) mit der Halbgruppe (7;) der gleichmiBigen
Bewegung auf R, so erhidlt man die Halbgruppe der Wirmeleitungsgleichung auf
R"* !, Die exzessiven Funktionen dieser Produkthalbgruppe sind dann gerade die
positiven (bzgl. der Wirmeleitungsgleichung) hyperharmonischen Funktionen. Da
die Halbgruppe (7;) ebenfalls einen harmonischen Raum (R, #f) erzeugt, kann man
somit (R"**, #%) als Produkt der Riume (R", 5#}) und (R, #¥) auffassen.

Auf dhnlichem Wege lassen sich nun unter gewissen Voraussetzungen Produkte
beliebiger harmonischer Rdume (X, #*) und (¥, #*) konstruieren : Man wiihle zu
(X, #*) und (Y, #*) passende Halbgruppen (P,) und (R,) und bilde das Produkt
(P,®R,) dieser Halbgruppen. Existiert dann ein harmonischer Raum (X x Y, #%),
dessen positive hyperharmonische Funktionen die (P, ® R,)-exzessiven Funktionen
sind, so kann man diesen als Produkt von (X, 5#*) und (Y, #*) bezeichnen.

Eine derartige Produktbildung ist allerdings nicht immer mdglich. Wihlt man
zum Beispiel fiir beide Faktoren den harmonischen Raum zur gleichméBigen
Bewegung auf R mit der zugehorigen Halbgruppe (T;), so liefert die Halbgruppe
(T,® T)) keinen harmonischen Raum. Im ersten Kapitel wird daher ein Kriterium fir
die Produktfihigkeit harmonischer Riume hergeleitet. Da entsprechende Resultate
bereits von Schirmeier in [13] und [14] verdffentlicht wurden, beschrinken wir uns
dabei hauptsdchlich auf den einfacher zu behandelnden Fall, daB (Y, 5#*) der
harmonische Raum (R, 5#%) zur gleichmiBigen Bewegung auf R ist. Es zeigt sich,
daB ein Produkt von (X, #*) und (R, #;) genau dann existiert, wenn es eine zu
(X, o#°*) passende stark-Fellersche Halbgruppe gibt.
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Als Vorbereitung fiir die folgenden Abschnitte wird im zweiten Kapitel kurz
gezeigt, wie man aus einer zu einem B-harmonischen Raum (X, #°*) passenden
Halbgruppe (P,) lokale Halbgruppen, d.h. zu den Unterrdumen (U, #5), UCX
offen, passende Halbgruppen gewinnen kann.

Fiir die eingangs erwidhnte klassische Situation zeigte Hansen in [9], unter
Heranziehung allgemeinerer Resultate iiber Abbildungen harmonischer Riume,
daB das Fegen von MaBen bzgl. (R", 5#}) zuriickgefiihrt werden kann auf das Fegen
bzgl. (R"*!, s#%). Daraus folgt dann insbesondere, da Diinnheit und Polaritit
einer Menge A CR" fiir die Laplace-Gleichung durch entsprechende Eigenschaften
von A xR bzgl. der Wirmeleitungsgleichung beschrieben werden kénnen.

Im dritten Kapitel der vorliegenden Arbeit wird gezeigt, daB entsprechende
Resultate auch fiir allgemeine Produkte harmonischer Rdume gelten: Ist
(X x Y, #*) das Produkt von (X, #*) und (Y, #%), so liefert die Projektion von
X x Yauf X den gewiinschten Zusammenhang zwischen Fegen und Diinnheit bzgl.
(X, #*) einerseits und (X x Y, #*) andererseits.

Durch einige der in Kap. 3 bewiesenen Eigenschaften lassen sich Produktrdume
sogar vollstindig charakterisieren. Sind (X, #*) und (X xR, #*) harmonische
Réume, so werden im vierten Kapitel notwendige und hinreichende Bedingungen
dafiir angegeben, daB (X x R, #*) das Produkt von (X, #*) mit dem harmonischen
Raum zur gleichméBigen Bewegung auf R ist. Diese Charakterisierung geschieht
durch rein potentialtheoretische Eigenschaften, eine Kenntnis der zu (X, #*) und
(X x R, #*) passenden Halbgruppen ist dazu nicht erforderlich.

0. Bezeichnungen

Sei X ein lokal-kompakter Raum mit abzihlbarer Basis.

Wir bezeichnen mit #(X) [bzw. 4(X)] die Menge aller Borel-meBbaren (bzw.
aller stetigen reellwertigen) Funktionen auf X. Ferner sei ' (X) die Menge aller
stetigen Funktionen mit kompaktem Triger. Ist &/ eine Menge numerischer
Funktionen, so bezeichne o/ * bzw. 7, die Menge aller positiven bzw. beschriinkten
Funktionen aus &, und &/, sei die Menge aller Funktionen fe .o/ mit |f|<1. Ist f
eine numerische Funktion, so sei f die groBte nach unten halbstetige Minorante von
/- Sind f:X xR—IR eine Abbildung und teRR, so sei f,:X — R stets definiert durch
Jix)= f(x, 1) fiir xeX. )

Alle potentialtheoretischen Bezeichnungen werden aus [6] iibernommen. Ist
(X, #'*) ein harmonischer Raum, so nehmen wir jedoch stets an, daB X eine
abzihlbare Basis besitzt und daf 1€ #°¥(X) gilt. Mit 2(X) bzw. Z,(X) sei die Menge
aller Potentiale, bzw. aller stetigen reellwertigen Potentiale auf X bezeichnet.

Begriffe im Zusammenhang mit Standard-Balayage-Riumen, Markoffschen
Prozessen, Halbgruppen und Resolventen werden wie in [2, 3] und [11] gebraucht.
Sind X ein StandardprozeB auf X und ACX, so bezeichne insbesondere T, die
Eintrittszeit von X in A4, und fiir xeX sei P (x, -) die Trefferverteilung von A4 bei
Start in x. Fiir Prozesse X, Halbgruppen (P,) und Resolventen (V;) bezeichne £(X),
&(P) bzw. &(V,) jeweils die Menge aller exzessiven Funktionen auf X.

Ein sub-Markoffscher Kern N auf X heiBe stark-Fellersch, falls N(%,)C %, gilt.
Eine sub-Markoffsche Halbgruppe (P,) [bzw. eine Resolvente (V;)] heiBe stark-
Fellersch, falls jeder Kern P,, t>0 (bzw. V), A>0) stark-Fellersch ist.
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Das Produkt (P,®R,) zweier Halbgruppen (P,) und (R,) sowie das Produkt
X®%Y von Standardprozessen X und 9 seien wie in [4, Kap. 1], definiert.

Mit (T) bzw. (T,*) bezeichnen wir die Halbgruppen der gleichmiBigen
Bewegung nach links auf R bzw. R* : =10, oo[, gegeben durch Tj(s, - )=¢,_ firt >0
und seRR bzw. T,* (s, -)=¢,_, fiir 0<t<s und T,*(s, -)=0 fiir 0<s<t.

1. Produkte harmonischer Riume

Im folgenden sei X ein lokal-kompakter Raum mit abzdhlbarer Basis.

Definition. Ist (X, #*) ein harmonischer Raum, so heie eine sub-Markoffsche
Halbgruppe (P,) auf X passend zu (X, #°*), falls gilt
1) 8(P)=H¥X).
2) Fiir jedes fe A (X) ist ling \P.f—f1=0.
t—

_3) Es gibt einen StandardprozeB X auf X mit stetigen Pfaden und (P) als
Ubergangshalbgruppe.

1.1. Bemerkung. Ist (X, #*) sogar ein ‘B-harmonischer Raum, so ist eine sub-
Markoffsche Halbgruppe (P,) auf X bereits dann passend zu (X, #*), wenn £(P,)
=H#¥X) gilt:

Nach [6, Proposition 10.2.3], folgt hieraus ndmlich sofort die Eigenschaft (2).
Ferner existiert nach [10] ein Huntscher Proze X auf X, welcher (P,) als
Ubergangshalbgruppe besitzt. Fiir jede Borel-Menge A CX und jedes xeX stimmt
dann die Trefferverteilung von A bei Start in x mit dem gefegten MaB ¢# iiberein.
(Nach einem Resultat von Hansen gilt dies auch dann, wenn der Potentialkern von
X nicht eigentlich ist.) Insbesondere wird daher fiir jede offene Teilmenge U von X
und alle xe U das MaB P,y(x, -)=¢." =Y von dU getragen. Daraus folgt nach [16,
Lemma 6.1], daB} die Pfade von X fs. stetig auf [0, {[ sind.

1.2. Lemma. Seien (P,) eine sub-Markoffsche Halbgruppe auf X mit 1€ &(P,) und
(Q,):=(P,®T,") das Produkt von (P) mit der Halbgruppe der gleichmdfBigen
Bewegung.

Sei fe B (X). Ist dann F:X xR* >R definiert durch F(x,s)=P f(x) fir alle
(x,5)eX xR¥, so sind F und 1—F exzessiv bzgl. (Q,). Sind iiberdies alle (Q)-
exzessiven Funktionen nach unten halbstetig, so ist F stetig auf X x R%.

Beweis. Fiir (x,s)eX x R* und t>0 gilt im Fall t<s
QF(x,5)={ P,_ f(3)Px,dy)=Fl(x,5),
X

und im Fall st ist
Q.F(x,5)=(P,® T,")F(x,5)=0.

Also ist Fe&(Q,).
Ebenso ist fiir (x,s)eX xR% wegen 0<F <1

QU1 -F){x,5)S1—-Q,F(x,s)=1-F(x,s) fir O<t<s



202 W. Meier

und
Q(1—F)(x,5)=0=1—F(x,s) fir O<s=t.

Zusammen mit 1e&(Q,) liefert dies (1 — F)e £(Q,).

Sind nun alle (Q,)-exzessiven Funktionen nach unten halbstetig, so sind
insbesondere F und 1 — F nach unten halbstetig. Wegen F+(1— F)=1ist F dann
sogar stetig. [

1.3. Korollar. Sei (P,) eine sub-Markoffsche Halbgruppe auf X mit 1e&(P). Alle
(P,®T," )-exzessiven Funktionen seien nach unten halbstetig. Dann ist (P) stark-
Fellersch.

Beweis. Sei zunichst fe#,(X) mit 0= f<1. Nach Lemma 1.2 ist dann die
Abbildung (x, s)— P, f(x) stetig auf X x IR* . Insbesondere ist also P f stetigauf X fiir
jedes s>0.

Wegen P f=P.f* —P,f~ ist dann auch P f stetig fiir alle fe #,(X) und alle
5>0. Somit ist (P,) stark-Fellersch. [

1.4. Lemma. Sei (V,) eine sub-Markoffsche Resolvente auf X . (V,) sei stark-Fellersch
und besitze einen eigentlichen Potentialkern V. Dann ist jede exzessive Funktion das
Supremum einer isotonen Folge stetiger exzessiver Funktionen.

Beweis. Sei A >0. Nach Voraussetzung ist dann V,(%,)C%,. Wegen V=V, + 1V, Vist
somit auch Vge®, fiir jedes ge #, mit beschrinktem V7.

Sei nun f eine exzessive Funktion. Da (V,) sub-Markoffsch ist und einen
eigentlichen Potentialkern besitzt, existieren nach [11, Théoréme IX.64], dann
f,€ B, mit Vf,1f und Vf, beschrinkt fiir alle neIN. Jedes Vf, ist aber exzessiv und
nach der Vorbemerkung auch stetig. [

1.5. Satz. Sei X ein Standardprozef auf X mit folgenden Eigenschaften :
(a) X besitzt keine Absorptionspunkte.
(b) X besitzt einen eigentlichen Potentialkern.
(c) Die Pfade von X sind stetig auf [0, {[.
(d) Die Resolvente von X ist stark-Fellersch.
Dann existiert ein P-harmonischer Raum (X, #*) mit #* (X)=E(X).

Beweis. Lemma 1.4 und [2, Theorem 5.2]. O

Definition. Seien (X, #°*) ein harmonischer Raum und (P,) eine zu (X, #°*) passende
Halbgruppe. Dann heiBe (X, 3#*) produkifihig [bzgl. (P,)], falls es einen P-harmo-
nischen Raum (X x R, #*) gibt mit
HX xR)=8(P,QT).

Im folgenden sei nun (X, #*) ein harmonischer Raum mit einer passenden

Halbgruppe (P,). Fiir jedes fe #,(X) sei die Abbildung
(x,8)~>P,f(x) stetigauf X xR*.

Weiter seien (7;) die Halbgruppe der gleichmiBigen Bewegung auf R und

(Q,): =(P,®T,) die Produkthalbgruppe zu (P,) und (T;) auf X x R. Mit (W,) und W
seien die Resolvente und der Potentialkern von (Q,) bezeichnet. Dann gilt:
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1.6. Lemma. Sei A>0 und fe #,(X x R) mit kompaktem Trdger. Dann ist
W,fe€, (X xR).
Beweis. Seien a,be R mit a<b und TrfCX x ]Ja, b[. Fiir (x,s)eX xR ist dann

W,f(x,s)= e P f,_(x)dt= [ e *~9P__ f(x)dt
0 -

b
=f 1y, (e “As=0p _ fi(x)dt,
wobet P(y,-)=0 fiir yeX und # =0 sei.
Seien nun (x,,s,)eX x R und (x4, s5)eX x R mit
lim (x,,s,) =(x4, So) -
Fiir neNU{0} sei dann g,:[a, b] >R definiert durch

gn(t) L= 1]a, s,.[(t)e T I)Ps,, - tft(xn) :

Nach Voraussetzung ist fiir jedes ge %,(X) die Abbildung (x,s)— Pg(x) stetig auf
X xIR* also gilt

"ILI‘I; g,(t)=go(t) fiir alle te]a,b[\{sy}
und damit , \
Jim W, (%, )= lim (0,0t =] go(0dt = W, (x50
Also ist W, f stetig auf X. O
1.7. Lemma. Fiir jedes A>0 ist W;1, €% ,(X xR).

Beweis. Da (P,) stark-Fellersch ist, ist auch die Resolvente (V;) von (P,) stark-
Fellersch und somit insbesondere V;1,€%,(X) fir alle 1>0. Wegen

mlxxm(x’ 5)= Vzlx(x)
fiir (x, s)eX x R ist daher auch W,1,, €%, (X xR) fiir alle A>0. [
1.8. Korollar. Die Resolvente (W,) ist stark-Fellersch.

Beweis. Seien >0 und fe #,(X xR). Zu zeigen ist W, fe® (X xR). Dabei kann
0.B.d. A. 0 f<1 angenommen werden. Aus Lemma 1.6 folgt dann zunichst, dal
W,f und W,(1—f) nach unten halbstetig sind. Nach Lemma 1.7 ist aber
Wil=W,f+ W,(1— f) stetig. Also ist auch W, f stetig. [J

1.9. Satz. Sei (X, #°*) ein harmonischer Raum mit einer passenden Halbgruppe (P,).
Dann sind dquivalent :

(1) X, H#*) ist produktfiihig bzgl. (P,).

(2) Fiir jedes fe B,(X) ist die Abbildung (x,s)— P f(x) stetig auf X xR*.

Beweis. (1)=(2): Nach (1) gibt es einen P-harmonischen Raum (X x R, #*) mit
8(P,Q@T)=H#*X xR).
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Dann ist (z. B. nach Satz 2.3 und 2.4) auch
EP,RT )= H*X xR¥).

Insbesondere sind daher alle (P,®T,* )-exzessiven Funktionen nach unten halbste-
tig. Aus Lemma 1.2 folgt dann sofort (2).

(2)=(1): Seien X ein StandardprozeB auf X mit stetigen Pfaden sowie (P) als
Ubergangshalbgruppe und 3 der kanonische StandardprozeB der gleichmiBi-
gen Bewegung auf R. Sind dann 9:=X®3 und (Q) =(P,®T), so ist P ein
StandardprozeB auf X x R mit stetigen Pfaden und Ubergangshalbgruppen (Q).
Mit 3 besitzt auch ) keine Absorptionspunkte und einen eigentlichen Potential-
kern. AuBerdem ist nach Korollar 1.8 die zugehOrige Resolvente stark-Fellersch.
Nach Satz 1.5 existiert somit ein PB-harmonischer Raum (X xR #*) mit
HXX xR)=£D)=6Q). O

1.10. Satz. Jede stark-Fellersche Halbgruppe (P,) ist stark-Fellersch im engeren Sinn
(d.h. fiir alle t>0 ist {P,f|fe B} gleichgradig stetig).

Beweis. Folgt unmittelbar aus [12, Théoréme 1]. [
Der folgende Satz zeigt, daB es in 1.9(2) geniigt, (P,) als stark-Fellersch
vorauszusetzen :

1.11. Satz. Sei (P,) eine sub-Markoffsche Halbgruppe auf X mit lirrol \P.f— fil=0fir
F nd

alle fe #'(X). Dann sind dquivalent :
(1) (P,) ist stark-Fellersch.
(2) Fiir jedes fe #,X) ist die Abbildung (x,s)— P, f(x) stetig auf X x R%.

Beweis. (1)=>(2): Nach Satz 1.10 ist (P,) sogar stark-Fellersch im engeren Sinn, Da
(T,*) eine stark-Fellersche Resolvente besitzt, ist nach [13, S.14], dann die
Resolvente der Halbgruppe (Q,): =(P,®T,") ebenfalls stark-Fellersch. Aus Lem-
ma 1.4 folgt somit, daB jede (Q,)-exzessive Funktion nach unten halbstetig ist.
Zusammen mit Lemma 1.2 liefert dies die Behauptung. [

Damit erhalten wir das folgende — bereits in [ 13] und [14] bewiesene — Resultat :

1.12. Satz. Sei (X, #°*) ein harmonischer Raum mit passender Halbgruppe (P,). Dann
sind dquivalent :

(1) (X, 2#*) ist produktfihig bzgl. (P,)

(2) (P) ist stark-Eellersch.

(3) Ist (Yﬂ *) ein weiterer harmonischer Raum mit passender Halbgruppe (R))
sowie einer stark-Fellerschen Resolvente, und besitzt (Q,): =(P,®R,) einen eigentli-
cken Potentialkern, so existiert ein B-harmonischer Raum (X x Y, #*) mit
HFX x Y)=8(Q,).

2. Lokale Halbgruppen

Im folgenden sei (X, 5#*) ein P-harmonischer Raum mit einer passenden Halbgrup-
pe (P,). Weiter sei X=(2, M, M, X, 6, P*) ein StandardprozeB auf X mit stetigen
Pfaden und (P,) als Ubergangshalbgruppe. Ist U CX offen, so sei XV der Teilprozef
von X auf U. Nach [7, Kap. 10.1], gilt dann:
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2..1. Satz. Fiir jede offene Teilmenge U von X ist XV ein Standardprozef auf U. Die
Ubergangshalbgruppe (PY) von XY wird gegeben durch

Plf)= | fXdP*

[t<Tcul

fiir alle fe #,(U), alle xeX und alle t>0.
Definition. Ist U CX offen, so heiBe (PY) die lokale Halbgruppe zu (P,) auf U.

2.2. Bemerkung. Da X stetige Pfade besitzt, sind die lokalen Halbgruppen zu (P)
durch die endlich-dimensionalen Verteilungen von ¥ bestimmt. Damit hingt die
Definition der lokalen Halbgruppen nur von (P,), nicht aber von der Wahl des
zugehdrigen Prozesses ab. ,
Fiir jede offene Teilmenge U von X ist (PY) eine zu (U, #§) passende Halb-

gruppe:
2.3. Satz. Fiir jede offene Menge U CX ist &(PY)= #*(U).

Beweis. Sei U CX offen. Ist dann WCX offen und relativ-kompakt mit Wc U, so
stimmen die Trefferverteilungen von CWhbei Startin U bzgl. X und XY {iberein und es
gilt Py(x, -)=u¥ fiir alle xe W. Ebenso erzeugen X und XY dieselbe feine Topologie
auf U, nimlich die durch J#* bestimmte feine Topologie. Die Behauptung folgt
daher mit {6, Proposition 5.1.4] und [7, Theorem 12.9]. [1

Sind (P,) und (R,) zwei Halbgruppen mit zugehorigen Prozessen X und 9, so
konnen die lokalen Halbgruppen zu {P,®R,) bzgl. X®9Y gebildet werden. Damit
ergibt sich leicht das folgende Resultat:

2.4, Satz. Seien X und Ylokal-kompakt mit abzihlbarer Basis und (P,) bzw. (R,) sub-
Markoffsche Halbgruppen auf X bzw. Y.(Q,) sei die zugehorige Produkthalbgruppe auf
X x Y. Sind dann U CX und VC Y offene Mengen, so gilt fiir die lokalen Halbgruppen

UxV=PY®R} fiir alle t>0.

2.5. Bemerkung. Man kann zeigen, daB eine sub-Markoffsche Halbgruppe (P,) aufX
genau dann stark-Fellersch ist, wenn alle lokalen Halbgruppen (PY), U CX offen,
stark-Fellersch sind.

Insbesondere sind daher alle Unterrdume eines produktfihigen P-harmoni-
schen Raumes ebenfalls produktfihig.

3. Eigenschaften von Produktriumen

Der folgende Satz ergibt sich leicht aus der Definition der Reduzierten einer
Funktion. Auf einen Beweis kann an dieser Stelle daher verzichtet werden.

3.1. Satz. Seien (Y, #°*) ein harmonischer Raum und t ein Homdomorphismus von Yin
sich mit # ¥ (Y)et=H#}Y). Dann gilt fiir alle ACY und alle ue HXY)

Pt i4) _ pA
Ruut _Ru °T.
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3.2. Korollar. Seien (Y, #*) ein B-harmonischer Raum und t ein Homéomorphismus
von Y in sich mit #%(Y)or=#*%(Y). Dann ist fir alle xeY und alle ACY
e =1(ef).

(x)

Im folgenden seien nun
X und Y lokal-kompakt mit abzdhlbarer Basis,
(X, #*) ein P-harmonischer Raum mit passender sub-Markoffscher Halbgrup-
pe (P,),
(X x Y, #*) ein P-harmonischer Raum mit passender sub-Markoffscher Halb-
gruppe (Q,)-
Ferner existiere eine Markoffsche Halbgruppe (R,) auf Y mit (Q,)=(P,®R)).
Weiter seien © die Projektion von X xY auf X und 4 eine Gruppe von
Homoomorphismen von X x Y in sich mit den Eigenschaften

(*) Fiir alle (x, y)eX x Yist {t(x,y)lte T} ={x} x Y.
(*+) Fiir alle te 7 ist #XX x Y)or=2XX x Y).

Eine numerische Funktion f auf X x Y heie J-invariant, wenn for= f fiir alle
tedJ gilt.

3.3. Bemerkung. Ist (X, #*) ein produktfihiger PB-harmonischer Raum, so erhilt
man ein Beispiel fiir die oben beschriebene Situation, wenn man fiir (X x Y, #*) das
Produkt von (X, 5#*) mit dem harmonischen Raum zur gleichmifigen Bewegung
auf Y:=IR und fiir 7 die Menge aller durch 1(x,s)=(x,s+a), acR, definierten
Translationen auf X x IR wihlt.

3.4. Satz. Fiir (x,y)eX x Y, ACX x Yund 1€ 7 gilt

Eray = e, )
Beweis. Wende Korollar 3.2 auf (X x ¥, #*) an. [
3.5. Korollar. Sei UCX offen. Dann ist fiir alle 1€
HXU X Y)or=H*UxY) und H(UxY)er=H#(UxY).

Beweis. Seien 1€ 7, fe #*(U x Y)und VCX x Y offen mit ¥C U x Y. Dann ist auch
(V) offen mit T(V)C U x Y, und fiir (x, y)e V gilt

ey =1 ) (=3NS fa(x, ) = f1(x, ).
Somit ist #*(U x Y)ot CH*(U x Y) und wegen t~ '€ dann auch
HHUXY)or=RFYUxY). O
3.6. Lemma. Fiir alle fe #X(X) ist fone XX x Y).
Beweis. Fiir (x,y)eX x Y und t>0 ist

Q(fom)(x,y)=P f(x)- R1/(y)=P,f(x).
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Fiir (x, y)e X x Y ist somit wegen #F(X)=&(P)
QUfem)(x,y)=P f(x)< f(x)= fon(x,y) firalle t>0

und

lim Q,(fom) (x, y)=1lim P, f(x) = f(x) = fon(x, y).
Demnach ist fore &£(Q,)=#*X xY). O
3.7. Korollar. = ist fein-stetig.

Beweis. Die feine Topologie ist jeweils die grobste Topologie, fiir die alle positiven
hyperharmonischen Funktionen stetig sind. Die Behauptung folgt somit aus
Lemma 3.6. [

3.8. Lemma. st fe #¥X x Y) T -invariant, so gibt es ein ue #*(X) mit f=uom.
Insbesondere gilt: Ist u eine numerische Funktion auf X mit
uene #A* (X x Y), so ist ue A% (X).

Beweis. Wihle ein y,e Y. Dann wird durch u(x): = f(x,y,), xeX, eine positive
Funktion u auf X definiert, fir die f =u-n gilt. Zu zeigen bleibt ue #¥(X). Seien
dazu xeX und ¢>0. Dann ist

Q.f(x, yo)=Pu(x)-R(yo, ¥Y)=Pu(x).
Also ist fiir xeX wegen fe #XX x Y)=&(Q,)
Pu{x)=0Q,f(x, y5) = flx,yo)=u(x) firalle >0
und

lim P,ux)=1im 0, /(x, yo) = £, yo)=ulx).

Demnach ist ue §(P)=#}X). [

3.9. Lemma. Fiir alle ACX und alle ue #¥X) gilt
RAXY<RAom.

Beweis. Folgt unmittelbar aus Lemma 3.4. [ ‘

3.10. Satz. Fiir alle fein-offenen Mengen U CX und alle ue s#}(X) gilt
R, =R/om.

Beweis. Da 7 fein-stetig ist, ist U x Y fein-offen in X x ¥, also ist

RUXYe XX x Y).

AuBerdem zeigt man leicht, daB RYY Z-invariant ist. Nach Lemma 3.8 gibt es
somit ein we #F(X) mit

RUXY =won.
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Dann ist aber w=u auf U und somit RY <w. Dies liefert

RUXY

U 2

RVog<won=
und die Behauptung folgt mit Lemma 3.9. ]

3.11. Lemma. Zu jedem x€X gibt es eine relativ-kompakte, offene Umgebung Wund
ein ue #FX) mit uz=1 auf X, u harmonisch auf Wund u-n harmonisch auf W x Y.

Beweis. Zu xeX existiert eine relativ-kompakte, offene Umgebung V mit
RXV=1 auf V.
Ist dann W offen mit xe WC WV, so ist
u:=RIWRN>1 auf VOW.

AuBerdem ist u=2 auf X\W und somit u=1 auf X. Ferner ist u harmonisch
auBerhalb des Abschlusses von X\W, also auf W, Nach Satz 3.10 ist dann

omr— RXW . _ pOO\W)xY
uen=R5V or=R} ,

also uon harmonisch auBerhalb des Abschlusses von (X\W)x Y und damit auf
wxy. O

3.12. Satz. Sei he# (X xY) beschriankt und J-invariant. Dann gibt es ein
he #,(X) mit h=hon.

Beweis. Da h _insbesondere hyperharmonisch ist, gibt es nach Lemma 3.8 ein
he #% (X)mith=hon. Zuzeigen bleibt — he #*(X). Seidazu xe X. Dann gibtes nach
Lemma 3.11 eine relativ-kompakte, offene Umgebung W von x und ein ue #*(X)
mit ¥ =1 aufX und w harmonisch auf W, Ferner existiert ein o > 0Omit —h+au=0aunf
X.Dannistauch(—h+au)en Z0aufX x Y. AuBerdem ist (— h + au) on hyperharmo-
nischaufX x Y. Nach Lemma 3.8 ist somit — h +au hyperharmonisch aufX. Da uauf
W harmonisch ist, ist dann — h hyperharmonisch auf W, Weil jeder Punkt xeX eine
solche Umgebung W besitzt, ist schlieBlich —he #*X). [

3.13. Satz. Ist pe P(X) beschriinkt, so ist pone PX x Y).

Beweis. Sei h die groBte harmonische Minorante von pom auf X x Y. Mit p ist auch
h beschrinkt. AuBerdem ist A20. Zu zeigen ist h=0.

Fiir alle te 7 ist nach Korollar 3.5 auch hot harmonisch und es ist hotSpomot
= pon. Nach Definition von h folgt demnach hot<# fiir alle te 7. Da 7 eine
Gruppe ist, ist h dann sogar J-invariant. Nach Satz 3,12 gibt es somit ein
he #,(X) mit h=hon. Wegen h< por ist dann auch h=p, also h=0 und damit
schlieBlich =0, [

3.14. Satz. Seien pe 2(X) und K-CX kompakt. Dann ist

RK ... PKXY
Rpon=R,." .
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Beweis. (Vgl. [9, Lemma 1.9]) O.B.d. A. kann angenommen werden, daf} p
beschrénkt ist. Nach Satz 3.13 ist dann pere Z(X x Y). Seien nun (x, y)eX x Y und
¢>0. Dann gibt es eine kompakte Menge K CX x Y mit

R (x, y) <e.
Ferner gibt es eine offene Menge UCX x ¥ mit K x YC U und
RY (%, )SRE(x,p) +e.

Sei (U,) eine Folge offener Mengen in X mit U, , , C U, fiir alle neN und K= (" U,.
Dann gibt es ein neN mit -
R\UctO,xY bzw. U,xYcUUCK.
Mit Satz 3.10 folgt somit
Ry en(x, y) < RJon(x, y)= Ry (x, y)
<RY, (x,5)+RE (x,)
SRE(x,y)+ 2.
Da £>0 und (x, y)eX x Y beliebig gew#hlt waren, gibt dies
RE-m<REXY.
Zusammen mit Lemma 3.9 und [8, Lemma 3.6] folgt hieraus die Behauptung. (]
3.15. Korollar. Fiir alle Borel-Mengen BCX und alle pe (X)) gilt
REXY=REor.
Beweis. Nach [6], Theorem 5.3.1 und Corollary 5.2.2, sowie Satz 3.14 ist
RBon= sup R¥om = sup REXT<RBXY,
Kkp. Kkp.
Die umgekehrte Ungleichung gilt nach Lemma 3.9. [
3.16. Korollar. Fiir alle Borel-Mengen BCX und c;lle (x,y)eX x Ygilt
e ) =¢x.
Das folgende Lemma kann wie [9, Lemma 1.11], bewiesen werden:

3.17. Lemma. Zu jedem ACX gibt es eine G-Menge BCX mit ACB und

ed=el sowie £ =el"} fiir alle (x,y)eX x Y.

(x,¥)
3.18. Satz. Fiir alle ACX und alle (x,y)eX x Ygilt
A xY 4
x y}) =¢&

Beweis. Korollar 3.16 und Lemma 3.17. [J

3.19. Satz. Sei U CX offen. Ist fe #*(U x Y) J-invariant, so gibt es ein ue #*(U)
mit f=uom.
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Beweis. Da f 7- mvarlant ist, gibt es eine numerische Funktion u auf U mit f =uemn.
Dann ist uen=f=f =il =fon, also u=4#, d.h. u ist nach unten halbstetig. Zu
zeigen bleibt ue H#*(U).

Sei dazu x,e U. Dann gibt es nach Lemma 3.11 eine relativ-kompakte, offene
Umgebung von x, mit WC U und ein he #(W) mit h=1 und hone #(W x Y). Auf
W ist u nach unten beschriinkt, also gibt es ein «>0 mit u4+ah=0 auf W, Sei
ii: =(u+oh)om auf W x Y. Dann ist fie (W x Y). Fiir alle offenen Mengen VCX
mit ¥C W und alle (x, y)e V x Y ist daher nach [6, Theorem 1.2.1],

B @< HY Y (x, y) Si(x, y).
Also ist fiir alle (x,y)eVxY
ey 3y (uom+ahom) S (uem +ahom)(x, y)
und damit nach Satz 3.18 auch
eV (u+oh) =% (u) + et (h) S u(x) + ah(x) fir alle xeV.
Wegen &t¥(h) = h(x) folgt hieraus
eV ()= (W) Su(x) fiir alle xeV.

Da V beliebig war, ist somit u hyperharmonisch auf W, Schiiellich besitzt jeder
Punkt x,€ U eine derartige Umgebung W, also ist ue #*U). 0O

3.20. Satz. Ist UCX offen, so gilt #*(U)enC #*(U x Y).

Beweis. Wendet man Lemma 3.6 auf (U, 5) und (U x ¥, Jﬁu « y) an, was aufgrund
der Resultate von Kap. 2 moglich ist, so folgt zunichst nur #X(U)on C A XU x Y).
Zusammen mit Lemma 3.11 liefert dies jedoch die Behauptung. [

Mit den in diesem Kapitel hergeleiteten Ergebnissen erhalten wir schlieBlich die
folgenden Satze, die wie entsprechende Resultate in [9] bewiesen werden konnen:

3.21. Satz. Eine Teilmenge A von X ist genau dann polar in X, wenn A x Y polar in
X x Yist.

3.22. Satz. Seien ACX und xeX. Dann gilt :

1) Ist A diinn in x, so ist A X Y diinn in jedem Punkt aus {x} x Y.

2) Ist A x Y diinn in einem Punkt aus {x} x Y und ist auPerdem x¢A oder {x}
totaldiinn, so ist A diinn in x.

3.23. Korollar. = ist fein-offen.

4. Charakterisierung von Produktriumen

Sei X ein lokal-kompakter Raum mit abzihlbarer Basis.

In diesem Kapitel soll untersucht werden, wann ein harmonischer Raum
(X xR, #*) das Produkt eines auf X gegebenen harmonischen Raumes mit dem
harmonischen Raum zur gleichmifligen Bewegung auf R ist. Dazu konstruieren
wir zunichst eine zu (X xR, #*) passende Halbgruppe (Q,), die die Form
(Q)=(P,®T,) mit einer geeigneten Halbgruppe (P,) auf X hat. AnschlieBend
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werden Kriterien dafiir angegeben, dafl (P,) eine passende Halbgruppe fiir den
auf X vorgegebenen harmonischen Raum ist.

Im folgenden sei nun (X xR, #*) ein P-harmonischer Raum, in dem alle
Mengen

{,r)eX xRr=s}, sekR,

Absorptionsmengen sind. 9 =(2,9M, M, Y,,0,, Q=) sei ein StandardprozeB auf
X x R mit £(9)=#*X xR) und auf [0, {[ stetigen Pfaden. Dabei bezeichne { die
Lebenszeit von 9). Ferner besitze 9 eine stark-Fellersche Resolvente (W,) und
einen eigentlichen Potentialkern. Fiir te[0, 0] seien X,:Q-Xu{d,} und
Z,:Q->Ru{— oo} definiert durch

Y(w)=X,(w), Z(w)) fir alle weQ mit t<{(w).

[Im Fall t={(w) wihle man fiir X (w) bzw. Z{w) jeweils den unendlich fernen
Punkt.]

4.1. Lemma. Es gibt ein Referenzmap fiir 9.
Beweis. Sei {(x,,s,)lneIN} dicht in X x R. Dann leistet

21
H.= Z ?.'W1((xmsn)a')
n=1

das Verlangte. [
4.2. Lemma. Die Abbildung t—Z, ist f.s. antiton auf [0, {[.

Beweis. Da die Pfade von 9) stetig sind, geniigt es zu zeigen, daB fir (x,s)eX xR
und 0<t, <t, <0

Q*NZ, <Z,,t,<(]=0
gilt. Nun ist aber
Q*INZ, <Z,,t,<{]= Q""s’(g2 [Z,<q9<Z,,1,< C]),
und fiir jedes ge Q ist A,: ={(y,r)eX x Rjr =4} eine Absorptionsmenge in X x R.
Somit ist fiir alle ge @
Q%INZ,,<q9<Z,,t,<{]1=0
und daraus folgt die Behauptung. [
4.3. Lemma. Die Abbildung t—Z, ist f.s. streng antiton auf [0,{[.

Beweis. Wegen Lemma 4.2 geniigt es zu zeigen, daB fiir alle (x,s)eX xR und alle
t, <t,

Q%INZ, =2Z,,t,<(]1=0
gilt. Seien dazu (x,s)eX x R und zunichst ¢, =0, t, >0. Angenommen, es ist

Q%I Z,=Z, ,t,<(]>0.

ty
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Dann gilt filr H,: = {(y,r)e X xRjr<s} wegen der bereits gezeigten Antitonie von
t—Z,

Q%I Ty, >0]>0,
d.h. H, ist diinn in (x, s). Sei ferner B,:=CH_. Da fiir jedes u<s die charakteristi-
sche Funktion der Menge {(y, r)|r > u} hyperharmonisch auf X x Rist, folgt, daB B,
ebenfalls diinn in (x,s) ist. Insgesamt erhalten wir damit den Widerspruch, daBl

X xR=B,uH_ diinn in (x,s) ist.
Seien nun ¢, ¢, belicbig mit 0<t, <t,. Dann ist mit r:=t,—t,

[le=Zt2’t2<C]C[ZO=Zr’r<C]-

Damit folgt die Behauptung aus dem bereits bewiesenen Spezialfall. [
Im folgenden konnen wir also o.B.d. A. annehmen, dal

t—Z(w) streng antiton fiir alle weQ
ist.
Fiir te]0, 0] seien die Abbildungen A4,:Q—[0, co] definiert durch
A(w)=Z(w)—Z{w)
fiir t<{(w) und
A(@)=sup{Z(w)—Z ()0 =5 <{(w)}

fir t={(w). AuBerdem sei A,=0. Fiir te[0, oo[ sei ferner 1,:Q2—[0, co] gegeben
durch

t(w): =inf{u> 0|4, (w)>1} fiir alle weQ.
Dabei sei inf@= co.
Dann ergeben sich leicht die folgenden Sitze:

4.4. Satz. Die Familie {A|te[0,c0]} ist ein stetiges, streng isotones additives
Funktional auf X (s. [3, Sect. IV.1]).

4.5. Lemma. Fiir reR sei H,: = {(y,u)e X x Rlu<r}. Dann gilt fiir alle (x,s)eX xR
und alle t>0

= TH,_, Q‘x's)‘f'S'
4.6. Lemma. Fiir alle (x,s)eX xR und alle t>0 ist

Y, e{(y,NeX xRlr=s—1} Q*-fs.

auf [1, <]

4.7. Satz. Es gibt einen Standardprozef P =(Q, M, M, ¥, 0, 0%) mit Zustands-
raum X xR und den folgenden Eigenschaften:

1) D und Y besitzen dieselben Trefferverteilungen. .

2) Die feine Topologie auf (X x IR, #*) stimmt mit der von ) erzeugten feinen
Topologie iiberein.
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3) Fiir alle Borel-Mengen ACX xR und alle (x,s)eX xR gilt
Sé D ﬁ,{((x’ S), '),

wenn dabei P die Trefferverteilung bzgl. 9 bezeichnet.

4) #HX XIR) &(D).

5) Es ist Ye{(y,NeX x Rir=s—t} Q*-fs. auf [t<{], wobei { die Lebenszeit
von 9 sei. . .

6) Sind (x,s)eX xR, t>0 und G={(y,r)eX xRlr=s—1}, s0 ist Q*-fis. T, =t.

Beweis. {z,|t 20} ist, im Sinne von [3], das Inverse des additiven Funktionals (4,).
Da (4,) streng isoton und stetig ist und 9 ein ReferenzmaB besitzt, wird dann
durch

9:=2.&F,, Y,.0,,0%

ein Standardproze3 9 mit Zustandsraum X x R definiert, der dieselben Trefferver-
teilungen und dieselbe feine Topologie wie 9 besitzt. AuBerdem ist die Lebenszeit
£ von 9 gegeben durch {= A=A, (s. [3,S.212 u. S. 233/234]). Insbesondere gilt
demnach (1).

Da 9 ein zu (X x R, #*) passender ProzeB ist, stimmt die von ) erzeugte feine
Topologie mit der feinen Topologie von (X x IR, #*) iiberein. Weil 9 und 9
dieselbe feine Topologie erzeugen, gilt somit (2).

Fiir jede Borel-Menge ACX xR ist s(i, 9 =P4(%,8), -), zusammen mit (1) liefert
dies (3).

Wir zeigen nun (4): Sei zunichst fe #*(X x R). Dannist f fein-stetig und wegen

E(Y)=HFX xR)
ist PKf=f’Kf§f fur jede kompakte Menge K CX x IR. Nach [3, Theorem IL1.5.1],

ist somit f supermedian bzgl. der Resolvente (W,) von 9. Nach [l11,
Théoréme 1X.60), ist dann

i:=1im AW, f

exzessiv bzgl. (W) und [ f+ fist eine Menge vom Potential Null. Andererseits ist
[f+ f] fein-offen, also muf} f=1 und damit fe&(P) gelten. Sei nun umgekehrt
fe&(9). Dann ist f fein- -stetig und fiir alle offenen, relativ-kompakten Mengen
UCX xR und alle (x,s)e U ist

Be. (N =Py f(x,5) = f(x,9),

d. h. fist nahezu-hyperharmonisch. Mit [6, Proposition 5.1.4], folgt fe H*X xR).
Zum Beweis von (5) zeigt man zunichst [1,<{]=[t<{]. Fir ¥;: =Y, und

X, 9) . — )x,5)
Q=0

folgt dann die Behauptung sofort aus Lemma 4.6.

Zum Beweis von (6): Fir t >0 seien X und Z die Komponenten von_ Y Wie in
Lemma 4.3 folgt dann, da3 t—Z, streng antnton ist. Fuir die Eintrittszeit TG gllt nun
wegen (5) zunichst TG<t (o s’-f s. Die strenge Antitonie von t—»Z liefert dann
aber sogar T, =t §"-{s,

Damit ist der Satz volistindig bewiesen. [



214 W. Meier

. Im folgenden schreiben wir statt 9 wieder 9. Mit (Q,) bezeichnen wir die
Ubergangshalbgruppen von 9. Fiir alle fe Z,(X xIR) sowie alle (x,s)eX xR und
t>0 ist dann also

Q.f(x,8)= !fz fX (@), s—)dQ™ ).
Weiter seien 7 die Projektion von X x R auf X und
T i={1, X xR->X xRlacR, 1,(x,s)=(x,s+a) fir (x,s5)eX xR}.
AuBerdem besitze (X x R, #*) von jetzt an folgende Eigenschaft:
(*) Fiir alle te I ist £ XX x R)or=#¥X xR).

4.8. Lemma. Sei fe #,(X xR) J-invariant. Dann gilt fiir alle (x,s)eX xR, alle t>0
und alle ac R

j’fo YtdQ(x,s)=.“fCJ Y;dQ(x,era).
Q 2

Beweis. Seien G:={(y,r)eX xRjr=s5—t} und G+a:=1,(G). Wegen () und
Korollar 3.2 gilt dann
Ta(ggc, s)) = B(G;:s‘: a)*
Also ist
Pof(x, ) =¢ o(for) =6l o = Pgof (x5 +a).
Somit gilt

sjzfo YTG ’ 1[TG < m}dQ(x’S) = !zfo YTG ta 1[TG+a< w]dQ(x'ﬁa)
und daher auch

ff [:<c] Q( s’—ff [z<§] Q(x’s+a)~

Damit folgt die Behauptung. [
Fiir fe #,(X), >0 und xeX definieren wir nun

P f(x):=0Q,fm)(x, t)=!j;fonoYtdQ<x,t)

4.9. Satz. (P) ist eine stark-Fellersche Halbgruppe auf X mit (Q,)=(P,®T,).

Beweis. Offensichtlich ist jedes P, t>0, ein sub-Markoffscher Kern auf X.
AuBerdem folgt mit Lemma 4.8 sofort, daBl Q,=P,®T, fiir alle ¢>0 gilt, und die
Halbgruppeneigenschaft von (P,) folgt aus der Deﬁmtlon von (P,) sowie der
Halbgruppeneigenschaft von (Q,).

Weiter ist (P,® 7,") die lokale Halbgruppe zu (Q,) auf X x R*. Nach Satz 2.3 ist
daher #*(X xR*)=&(P,®T,"), insbesondere sind somit alle (P,® T;*)-exzessiven
Funktionen nach unten halbstetig. Aus Korollar 1.3 folgt daher, daB (P,) stark-
Fellersch ist. [
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Insgesamt haben wir damit bewiesen:

4.10. Satz. Sei (X xR, #*) ein P-harmonischer Raum mit den Eigenschaften

(a) Fiir alle seIR ist {(y,r)eX xRlr<s} eine Absorptionsmenge in X x R.

(b) Fiir alle te T ist #*(X x R)ot=#*X x R).

Dann existieren sub-Markoffsche Halbgruppen (P,) bzw. (Q,) auf X bzw. X xR
mit

1) 0,=P,®T, fiir alle t>0.

2) (P,) ist stark-F. ellersch.

3) £(0)=FHX xRR)

4.11. Satz. Seien (X, #*) ein harmonischer Raum und (X x R, #*) ein B-harmoni-
scher Raum. Dann sind dquivalent :

(1) Es gibt sub-Markoffsche Halbgruppen (P,) auf X und (Q,) auf X x R mit (Q,)
=(P,®T,) sowie #*X)=&(P,) und XX xR)=&(Q,).

(D.h. (X xR, #*) ist das Produkt von (X, #*) mit dem harmonischen Raum zur
gleichmafigen Bewegung auf IR.)

(2) (X, %) und (X x R, #*) erfiillen die folgenden Bedingungen :

(a) Fiir alle seRist {(y,r)eX xR|r<s} eine Absorptionsmenge in X x R.

(b) Fiir alle te T ist =}f*(X x R)e1 = #*X x R).

(c) Esist #}X)onC HEX xR).

(d) Ist fe # XX xR) J-invariant, so ist fe #*(X)on.

Beweis. (1)=>(2) folgt aus 3.6 und 3.8 [beim Beweis dieser Lemmata wurde nicht
verwendet, daB (X, #*) P-harmonisch ist]. (2)=>(1): Wegen (a) und (b) gibt es
nach Satz 4.10 Halbgruppen (P,) auf X und (Q,) auf X xR mit Q,=(P,®T,) und
&(Q)=#¥X xR). Zu zeigen bleibt noch #*(X)= é(P,):

Sei zuniichst fe #¥(X). Dann ist nach (c) auch fore £(Q,), also

QLfem) = for fiir alle >0 und lingQ,(fon):fon.

Fiir alle (x,s)eX xR ist aber Q,(f~n)(x, s)=P,f(x). Somit folgt
P f<ffiiralle t>0 und limP,f=f.
=0

Also ist fe&(P,).

Sei nun umgekehrt fe &(P,). Dann ist fone £(Q,)= #¥X xR). Da forn auBer-
dem J-invariant ist, folgt mit (d) dann fe #°¥X). O

Im folgenden soll nun eine weitere Charakterisierung von Produktriumen
hergeleitet werden.

Dazu seien (X, #*) und (X x R, #*) zwei P-harmonische Riume mit den
folgenden Eigenschaften:

(a) Fir alle seR ist {(y,r)eX x Rjr <5} eine Absorptionsmenge in X xR.

(b) Fiir alle te 7 ist # XX x R)ot = #*X x R).

(¢') Fiir alle offenen Mengen U CX ist #*U)enC#*(U x R).

Nach Satz 4.10 gibt es dann eine stark-Fellersche Halbgruppe (P,) auf X und
eine Halbgruppe (Q,) auf X x R mit

(Q)=(P,®T) und &(Q)=H*X xR).
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Zur Abkiirzung setzen wir % : =&(P,). Weiter seien &, der Kegel der stetigen,
reellwertigen Potentiale auf X und

# = {inf(p,u)pe 2, ue W n€X)}.
Dann gilt:

4.12. Lemma. Sei w eine numerische Funktion auf X mit wone #*¥(X x R). Dann ist
wewW.

Beweis. Fir (x,5)eX xR und t>0 ist Q(wen)(x,s)=Pw(x). Wegen #*X xR)
=&(Q,) und # =&(P,) folgt hieraus sofort die Behauptung (vgl. Lemma 3.8). [J

4.13. Lemma. %  ist min-stabil mit #¥X)CW . P’ ist ein min-stabiler zulissiger
Kegel mit P.CZ'.

Beweis. Ist fe #7*(X), so ist wegen (¢') auch fone #*(X x IR) und nach Lemma 4.12
somit fe #". Also ist #F¥X)C#. Sind nun w,,w,e# =&(P,), so sind w,°n und
w,om in £(Q,)=H#¥X x R). Also ist auch

inf(w; om, w,om)=inf(w, w,)en

hyperharmonisch auf X x IR. Nach Lemma 4.12 gibt dies inf(w,, w,)e #". Damit ist
#" min-stabil. Weiter ist wegen #%(X)C# auch Z,C#. Mit 2, ist daher &'
ebenfalls ein zuldssiger Kegel. [J

4.14. Lemma. (X, #") ist ein Standard-Balayage-Raum; W~ besitzt die “truncation-
property”.

Beweis. Da (P,) stark-Fellersch ist, gilt # =%(# n%(X)), d.h. jedes we ¥  ist
isotoner Limes einer Folge stetiger Funktionen aus #". Dann ist aber auch
W =%(#). Nach [10, Corollary 3], ist daher (X,#") ein Standard-Balayage-
Raum. Die truncation-property fiir # folgt mit Hilfe von Lemma 4.12 aus der
truncation-property fir #*X xR). [

Im weiteren werde nun zusétzlich vorausgesetzt, daB die

Punkte in (X, #°*) totaldiinn

sind.

4.15. Lemma. (X, #") besitzt keine fein-isolierten Punkte.
Beweis. Wegen (Q)=(P,®T,) und # =&(P,) ist fiir we ¥ stets
wone £(Q,) =#*(X xR).

Dabher ist © #-fein-stetig (d. h. stetig bzgl. der feinen Topologie auf X x R und der
#-feinen Topologie auf X), Sei nun xeX ein #-fein-isolierter Punkt. Dann ist {x}
#-fein-offen und somit wegen der #-feinen Stetigkeit von n auch {x} xR fein-
offen in X xIR. Andererseits ist nach Voraussetzung {x} totaldiinn in (X, #*).
Zusammen mit (¢') liefert dies, daB auch {x} x R totaldiinn in (X x R, #£*) ist. Also
ist {x} x R sowohl totaldiinn, als auch fein-offen. Dann muB aber {x} x R=§ sein.
Demnach kann es keine #-fein-isolierten Punkte geben. [
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4.16. Korollar. Es gibt eine hyperharmonische Garbe H* auf X, so daff (X, ff*) ein
PB-harmonischer Raum mit #¥X)="H" ist.

Beweis. Da (P,) stark-Fellersch ist, ist jede Funktion in # =&(P,) nach unten
halbstetig. Die Behauptung folgt somit aus [2, Theorem 3.12]. [

4.17. Satz. Seien (X, #*) und (X xR, #*) zwei B-harmonische Riume. Die Punkte
in X seien totaldiinn. Dann sind dquivalent :
(1) Es gibt sub-Markoffsche Halbgruppen (P,) auf X und (Q,) auf X x R mit

(Q)=(P,QT)

sowie HF(X)=E(P,) und #*X xR)=£(Q,).
(2) (X, o*) und (X xR, #*) erfiillen die folgenden Bedingungen :
(@) Fiir alle seR ist {(y,r)eX xR|r=<s} eine Absorptionsmenge in X x R,
(b) Fiir alle te 7 ist #¥X x R)or=H#*X xR).
(¢') Fiir alle offenen Mengen U CX ist #*(U)onC #*U x R).

Beweis. (1)=>(2): Satz 4.11 und 3.21.

(2)=>(1): Wegen (a) und (b) gibt es nach Satz 4.10 eine stark-Fellersche Halbgruppe
(P,) auf X und eine sub-Markoffsche Halbgruppe (Q,) auf X xR mit (Q,)=(P,®T)
und #*(X x R)=&(Q,). Sei wieder # : = &(P,). Zu zeigen bleibt, daB % = #*(X)
gilt:

Sei dazu #* wie in Korollar 4.16. Dann ist (X xR, #*) das Produkt von
(X, #*) mit dem harmonischen Raum zur gleichméBigen Bewegung auf R, und fir
alle offenen Mengen U CX ist #*(U) Co#*(U): Ist ndmlich fe #*(U), so ist wegen
(¢') auch fome # *(U xR). AuBlerdem ist for J-invariant. Wendet man Satz 3.19
daher auf (X xR, #*) und (X, Jf*) an, so folgt fe X*(U)

Nach [6, Theorem 2.1.1], ist somit #* = #* und insbesondere

W =HrX)=aFX). O

Auf die zusitzliche Voraussetzung in Satz 4.17, daf} die Punkte in X totaldiinn
sind, kann nicht verzichtet werden. Dies zeigt das folgende Beispiel, welches ich
Herrn W. Hansen verdanke.

4.18. Beispiel. Seien X =1]0,2[ und #* die Garbe der klassischen hyperharmoni-
schen Funktionen auf X. Dann ist (X, 5#*) ein B-harmonischer Raum, in welchem
die Punkte nicht totaldiinn sind.

Fiir U X xR sei #*(U) diec Menge aller nach unten halbstetigen Funktionen
u:U—>]— 00,0], deren Restriktion auf U\({1} xIR) hyperharmonisch fiir die
Wirmeleitungsgleichung ist und fiir die u(1,-) lokal isoton ist. Nach [15,
Bemerkung 2.5], ist (X x IR, #*) ebenfalls ein P-harmonischer Raum, und {1} x R
ist eine Absorptionsmenge in X xR

Offensichtlich erfiillen (X,#*) und (X xR 3#*) alle Bedingungen von
Satz 4.17(2). (X x IR, #*) ist aber nicht (bzgl. geeigneter Halbgruppen) das Produkt
von (X, 2#*) mit dem harmonischen Raum zur gleichméBigen Bewegung auf R

4.19. Bemerkung. Besitzen die Riume (X, #*) und (X x R, #*) in Satz 4.17 eine
Basis regulirer Mengen, so kann die Bedingung (¢') noch abgeschwiicht werden zu
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(¢") Die Projektion n von (X x IR, 3#*) auf (X, #°*) ist harmonisch.

In diesem Fall folgt niamlich (¢) bereits aus (c”), wie [5, Theorem 3.1], zeigt.

Damit kann man zum Beispiel fiir n=3 ohne Kenntnis der zugehdrigen
Halbgruppen unmittelbar einsehen, dal} der harmonische Raum zur Wirmelei-
tungsgleichung auf R"** das Produkt des zur Laplace-Gleichung auf R" gehoren-
den harmonischen Raumes mit dem harmonischen Raum zur gleichmiBigen
Bewegung auf R ist.
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