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Einleitung 

Die klassischen Beispiele der Potentialtheorie sind der harmonische Raum (~", ~u ~ 
zur Laplace-Gleichung auf IR" und der harmonische Raum (IR"§ *) zur 
W~irmeleitungsgleichung auf IR "§ i. Zwischen diesen R~iumen besteht ein enger 
Zusammenhang : Ist (P~) die Brownsche Halbgruppe auf IR ", so stimmt die Menge 
der (Pt)-exzessiven Funktionen bekanntlich tiberein mit der Menge aller positiven 
(bzgl. der Laplace-Gleichung) hyperharmonischen Funktionen auf IR ". Bildet man 
nun das Produkt der Halbgruppe (Pt) mit der Halbgruppe (Tt) der gleichm~iBigen 
Bewegung auf IR, so erh~ilt man die Halbgruppe der W~irmeleitungsgleichung auf 
IR" § 1. Die exzessiven Funktionen dieser Produkthalbgruppe sind dann gerade die 
positiven (bzgl. der W/irmeleitungsgleichung) hyperharmonischen Funktionen. Da 
die Halbgruppe (Tt) ebenfalls einen harmonischen Raum (IR,)fro*) erzeugt, kann man 
somit (IR "+ 1, of , )  als Produkt der R/iume (IR", of*) und (~,, ofo*) auffassen. 

Auf ~ihnlichem Wege lassen sich nun unter gewissen Voraussetzungen Produkte 
beliebiger harmonischer R~ume (X, of*) und (Y, o~'*) konstruieren: Man w~ihle zu 
(X, of*) und (Y, ~r passende Halbgruppen (P,) und (R,) und bilde das Produkt 
(P~| dieser Halbgruppen. Existiert dann ein harmonischer Raum (X • Y, ~*) ,  
dessen positive hyperharmonische Funktionen die (Pt| Funktionen 
sind, so kann man diesen als Produkt von (X, of*) und (Y, oef*) bezeichnen. 

Eine derartige Produktbildung ist allerdings nicht immer m6glich. W~ihlt man 
zum Beispiel ftir beide Faktoren den harmonischen Raum zur gleichm~iBigen 
Bewegung auf IR mit der zugehtirigen Halbgruppe (T,), so liefert die Halbgruppe 
(Tt| Tt) keinen harmonischen Raum. Im ersten Kapitel wird daher ein Kriterium ftir 
die Produktf~ihigkeit harmonischer R~iume hergeleitet. Da entsprechende Resultate 
bereits yon Schirmeier in [ 13] und [ 14] verSffentlicht wurden, beschr~inken wir uns 
dabei haupts~ichlich auf den einfacher zu behandelnden Fall, dab (Y, ~1~"*) der 
harmonische Raum (F,, of*) zur gleichm~iBigen Bewegung auf ~ ist. Es zeigt sich, 
dab ein Produkt yon (X, of*) und (~,, Jr'o*) genau dann existiert, wenn es eine zu 
(X, off*) passende stark-FeUersche Halbgruppe gibt. 
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Als Vorbereitung f'tir die folgenden Abschnitte wird im zweiten Kapitel kurz 
gezeigt, wie man aus einer zu einem ~-harmonischen Raum (X, of*) passenden 
Halbgruppe (Pt) lokale Halbgruppen, d.h. zu den Unterr/iumen (U, ~1~:), U CX 
often, passende Halbgruppen gewinnen kann. 

Fiir die eingangs erw~ihnte klassische Situation zeigte Hansen in [9], unter 
Heranziehung allgemeinerer Resultate fiber Abbildungen harmonischer R~iume, 
dab das Fegen von Magen bzgl. (IR", of*) zuriickgefiihrt werden kann auf das Fegen 
bzgl. (IR "+ ~, of*). Daraus folgt dann insbesondere, dab Diinnheit und Polaritiit 
einer Menge A C ~" ftir die Laplace-Gleiehung durch entsprechende Eigenschaften 
yon A x IR bzgl. der W~irmeleitungsgleichung beschrieben werden k6nnen. 

Im dritten Kapitel der vorliegenden Arbeit wird gezeigt, dab entsprechende 
Resultate auch f'tir allgemeine Produkte harmonischer R~iume gelten: Ist 
(X x Y, 9[ ~ das Produkt yon (X, of*) und (Y, a~'~ so liefert die Projektion von 
X x YaufX den gewiinschten Zusammenhang zwischen Fegen und Dtinnheit bzgl. 
(X, Of*) einerseits und (X x Y, ~ * )  andererseits. 

Durch einige der in Kap. 3 bewiesenen Eigenschaften lassen sich Produktr~iume 
sogar vollst~indig charakterisieren. Sind (X, of*) und (X x lR, ~ * )  harmonische 
R~iume, so werden im vierten Kapitel notwendige und hinreichende Bedingungen 
dafiir angegeben, dab (X x N, ~ * )  das Produkt von (X, of*) mit dem harmonischen 
Raum zur gleichm~iBigen Bewegung auf All ist. Diese Charakterisierung geschieht 
durch rein potentialtheoretische Eigenschaften, eine Kenntnis der zu (X, of*) und 
(X x ~,, ~ * )  passenden Halbgruppen ist dazu nicht erforderlich. 

O. Bezeichnungen 

Sei X ein lokal-kompakter Raum mit abz~ihlbarer Basis. 
Wir bezeichnen mit 9~(X) [bzw. (g(X)] die Menge aller Borel-meBbaren (bzw. 

aller stetigen reellwertigen) Funktionen auf X. Ferner sei )if(X) die Menge aller 
stetigen Funktionen mit kompaktem Tr~iger. Ist ~r eine Menge numerischer 
Funktionen, so bezeichne ~r § bzw. d b die Menge aller positiven bzw. beschr~inkten 
Funktionen aus ~r und ~r sei die Menge aller Funktionen f~  d mit If[ < 1. Ist f 
eine numerische Funktion, so seifdie gr6Bte nach unten halbstetige Minorante von 
f. Sind f : X  x I R ~  eine Abbildung und teF,, so sei f : X ~  stets definiert durch 
ft(x) = f (x ,  t) fiir xEX. 

Alle potentialtheoretischen Bezeichnungen werden aus [6] iibernommen. Ist 
(X, of*) ein harmonischer Raum, so nehmen wir jedoch stets an, dab X eine 
abzahlbare Basis besitzt und dab 1 ~ Of*(X) gilt. Mit ~(X) bzw. ~c(X) sei die Menge 
aller Potentiale, bzw. aller stetigen reellwertigen Potentiale auf X bezeichnet. 

Begriffe im Zusammenhang mit Standard-Balayage-R~iumen, Markoffschen 
Prozessen, Halbgruppen und Resolventen werden wie in [2, 3] und [11] gebraucht. 
Sind 3E ein StandardprozeB auf X und A CX, so bezeichne insbesondere T a die 
Eintrittszeit yon 3E in A, und f'tir x ~ X  sei PA(X, ") die Trefferverteilung von A bei 
Start in x. Fiir Prozesse ~, Halbgruppen (Pt) und Resolventen (Vx) bezeichne 8(~), 
dr(Pr) bzw. 8(Va)jeweils die Menge aller exzessiven Funktionen aufX. 

Ein sub-Markoffscher Kern N aufX heiBe stark-Fellersch, falls N(~b)C cgb gilt. 
Eine sub-Markoffsche Halbgruppe (Pt) [bzw. eine Resolvente (Vx)] heiBe stark- 
Fellersch, falls jeder Kern Pt, t >0 (bzw. V~, 2 >0) stark-Fellersch ist. 
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Das Produkt (Pt| zweier Halbgruppen (P,) und (Rt) sowie das Produkt 
3E| von Standardprozessen 3E und ~ seien wie in [4, Kap. 1], definiert. 

Mit (Tt) bzw. (Tt +) bezeichnen wir die Halbgruppen der gleichmSgigen 
Bewegung nach links auf IR bzw. IR* : = ]0, oo [, gegeben durch Tt(s, �9 ) = e,_ t ftir t > 0 
und s~IR bzw. Tt+(s, .)=e~_ t ftir O < t < s  und Tt+(s, - )=0 ftir O<s<__t. 

1. Produkte harmonischer Riiume 

Im folgenden sei X ein lokal-kompakter Raum mit abz~ihlbarer Basis. 

Definition. Ist (X, i f* )  ein harmonischer Raum, so heige eine sub-Markoffsche 
Halbgruppe (P,) au fX passend zu (X, ~f*), falls gilt 

i) ~(p~) = ~e*(x). 
2) Fiir jedes f ~ J l ( X )  ist lim HPt f - f l [  =0. 

t~O 

3) Es gibt einen StandardprozeB �9 auf X mit stetigen Pfaden und (Pt) als 
Ubergangshalbgruppe. 

1.1. Bemerkung. Ist (X,W*) sogar ein ~-harmonischer Raum, so ist eine sub- 
Markoffsche Halbgruppe (Pt) aufX bereits dann passend zu (X, J(f*), wenn r 
= ~ef*(X) gilt: 

Nach [6, Proposition 10.2.3], folgt hieraus n~mlich sofort die Eigenschaft (2). 
Ferner existiert nach [10] ein Huntscher ProzeB 3~ auf X, welcher (Pt) als 
Ubergangshalbgruppe besitzt. Fiir jede Borel-Menge A CX und jedes x e X  stimmt 

iiberein. dann die Trefferverteilung von A bei Start in x mit dem gefegten Mal3 e, 
(Nach einem Resultat von Hansen gilt dies auch dann, wenn der Potentialkern von 
3~ nicht eigentlich ist.) Insbesondere wird daher f'tir jede offene Teilmenge U yon X 

~ U  U und alle x ~ U das Ma8 Pw(x, .)= e x - # ~  von ~ U getragen. Daraus folgt nach [16, 
Lemma 6.1], dab die Pfade v o n � 9  f.s. stetig auf [0,~[ sind. 

1.2. Lemma. Seien (Pt) eine sub-Markoffsche Halbgruppe auf X mit l er und 
(Qt):=(Pt| +) das Produkt yon (Pt) mit der Halbgruppe der gleichmi~fligen 
Bewegung. 

Sei f e  ~ ( X ) .  Ist dann F :X x lR* ~ tR  definiert durch F(x, s) = Psf(x) j~r alle 
(x ,s)eX xIR*, so sind F u n d  1 - F  exzessiv bzgl. (Qt). Sind iiberdies alle (Qt)- 
exzessiven Funktionen nach unten halbstetig, so ist F stetig auf X x ~* .  

Beweis. Fiir (x, s)~X x IR* und t > 0 gilt im Fall t < s 

und im Fall s _-< t i s t  

Q,F(x, s) = ~ P~_tf(y)P,(x, dy) = F(x, s), 
X 

Q,F(x, s) = ( P, | T t + )F(x, s) = O . 

Q t ( 1 - F ) ( x , s ) N l - Q , F ( x , s ) = l - F ( x , s )  fiir 0 < t < s  

Also ist Fe  r 
Ebenso ist f'tir (x,s)~X x IR* wegen 0 < F <  1 
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und 

Qt(1-F)(x ,s )=O<l-F(x ,s )  fib O<s<=t. 

Zusammen mit 1~ oV(Qt) liefert dies (1 - F)~ oV(Qt). 
Sind nun alle (Qt)-exzessiven Funktionen naeh unten halbstetig, so sind 

insbesondere F u n d  1 -  F nach unten halbstetig. Wegen F + (1 - F ) =  1 ist F dann 
sogar stetig. []  

1.3. Korollar. Sei (Pt) eine sub-Markoffsche Halbgruppe auf X mit le~(Pt). Alle 
(Pt| Tt+)-exzessiven Funktionen sewn nach unten halbstetig. Dann ist (Pt) stark- 
Fellersch. 

Beweis. Sei zun~ichst f6~b(X) mit 0 < f < l .  Nach Lemma 1.2 ist dann die 
Abbildung (x, s )~PJ(x)  stetig aufX • IR*. Insbesondere is t also P J  stetig aufX fiir 
jedes s > 0. 

Wegen P s f = P J  + -  P J -  ist dann auch Psf stetig fiir alle f ~ l ( X )  und alle 
s >0. Somit ist (Pt) stark-Fellersch. []  

1.4. Lemma. Sei ( V~) eine sub-M arkoffsche Resolvente auf X. ( Vx) sei stark-F ellersch 
und besitze einen eigentlichen Potentialkern E Dann ist jede exzessive Funktion das 
Supremum einer isotonen Folge stetiger exzessiver Funktionen. 

Beweis. Sei ). > 0. Nach Voraussetzung ist dann V~(~b) Ccg b. Wegen V = Vx + ,I. Vx V ist 
somit auch VgeC~b i'fir jedes g ~ b  mit beschr~inktem Vg. 

Sei nun f eine exzessive Funktion. Da (V~) sub-Markoffsch ist und einen 
eigentlichen Potentialkern besitzt, existieren nach [,11, Th6or6me IX.64], dann 
f n e g  b mit VfnTf und Vf~ beschr~nkt fiir alle neN.  Jedes Vf, ist aber exzessiv und 
nach der Vorbemerkung auch stetig. []  

1.5. Satz. Sei 3s ein Standardprozej3 auf X mit folgenden Eigenschaften : 
(a) 3s besitzt keine Absorptionspunkte. 
(b) 3s besitzt einen eigentlichen Potentialkern. 
(c) Die Pfade yon 3s sind stetig auf ro, ~[,. 
(d) Die Resolvente yon 3s ist stark-Fellersch. 
Dann existiert ein ~3-harmonischer Raum (X, ~* )  mit Jf*(X)=o~(3s 

Beweis. Lemma 1.4 und [-2, Theorem 5.2]. []  

Definition. Seien (X, ~ * )  ein harmonischer Raum und (Pt) eine zu (X, ~vf*) passende 
Halbgruppe. Dann heiBe (X, ~ * )  produktf~hig [,bzgl. (Pt)], falls es einen ~-harmo- 
nischen Raum Of x R, ~ * )  gibt mit 

f~*(X x IR)=g(Pt| Tt). 
Im folgenden sei nun (X, ~r ein harmonischer Raum mit einer passenden 

Halbgruppe (Pt). Ftir jedes f ~  ~b(X) sei die Abbildung 

(x, s)~Vsf(x) stetig auf X x IR*. 

Weiter seien (T,) die Halbgruppe der gleichmSBigen Bewegung auf IR und 
(Qt) : =  (Pt|  Tt) die Produkthalbgruppe zu (Pt) und (Tt) aufX x IlL Mit (Wz) und W 
seien die Resolvente und der Potentialkern yon (Q,) bezeichnet. Dann gilt: 
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1.6. Lemma.  Sei )~>0  und feNb(X x IR) mit kompaktem Triiger. Dann ist 

Waf e cgb(X x IR). 

Beweis. Seien a, be IR mit a < b und T r f c X  x ]a, b[. Fiir (x, s)~X x P. ist dann 

Wzf(x, s) = ~ e - ,tp,f, _ t(x)dt = i e-  ~''- t)P,_ tft(x)dt 
0 - ~  

b 

= ~ 11~, ,t(t)e - Z(s-Opt_ tft(x)dt ' 
a 

wobei P.(y,-)=0 fiir y~X und u=<O sei. 
Seien nun (x., s.)~X x IR und (x o, So)eX x ~ mit 

lira (x., s.) = (x o, So). 
n ~ o o  

F/fir n~lNu{O} sei dann g.: [a, b ] ~ - .  definiert durch 

g~(t) : = 1~ ... .  [(t)e- 2,(s.-t)ps "- tft(xn). 

Nach Voraussetzung ist fiir jedes ge~b(X ) die Abbildung (x, s)~P,g(x) stetig auf 
X • IR~, also gilt 

lira gn(t)=go(t) ftir alle te]a,b[\{So} 
n ~ o o  

und damit 
O b 

lim W j ( x , ,  s,) = lim S g.(t)dt = ~ go(t)dt = Wzf(x o, So). 

Also ist W~f stetig aufX. [] 

1.7. Lemma. Fi~r jedes ~ >0  ist W~I X • ~ b ( X  • ~). 

Beweis. Da (Pt) stark-Fellersch ist, ist auch die Resolvente (V~) yon (Pt) stark- 
Fellersch und somit insbesondere V~lxs Cgb(X ) ftir alle )~ > 0. Wegen 

Wal x • ~(x, s) = Val x(x) 

ffir (x, s)~X x IR ist daher auch Wxl x • ~E cgb(X • IR) for alle 2 >0. [] 

1.8. Korollar. Die Resolvente (Wa) ist stark-Fellersch. 

Beweis. Seien ), > 0 und f ~  ~b(X X IR). Zu zeigen ist VCxf~ Cgb(X • 1R). Dabei kann 
o. B.d.A. 0 < f <  1 angenommen werden. Aus Lemma 1.6 folgt dann zuniichst, dab 
W~f und Wa(1-f )  nach unten halbstetig sind. Nach Lemma 1.7 ist aber 
W~I = W~f+ W~(1 - f )  stetig. Also ist auch W~f stetig. [] 

1.9. Satz. Sei (X, d/d*) ein harmonischer Raum mit einer passenden Halbgruppe (Pt). 
Dann sind fiquivalent : 

(1) (X, ~ * )  ist produktj~hig bzgl. (P,). 
(2) Fiir jedes f e 9~b(X) ist die Abbildung (x, s ) ~ P J ( x )  stetig auf X x IR*. 

Beweis. (1)=~(2): Nach (1) gibt es einen ~-harmonischen Raum (X x IK ~ * )  mit 

8(Pt | x ~) .  
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Dann ist (z. B. nach Satz 2.3 und 2.4) auch 

e ( P , |  T, +) = :~* (x  • ~ * ) .  

Insbesondere sind daher alle (Pt| T~+) -exzessiven Funktionen nach unten halbste- 
tig. Aus Lemma 1.2 folgt dan~ sofort (2). 

(2)=*(1): Seien ~ ein Standardproze6 auf X mit stetigen Pfaden sowie (P,) als 
~bergangshalbgruppe und 3 der kanonische Standardproze6 der gleichm~i6i- 
gen Bewegung auf IR. Sind dann ~ :  = ~ |  und (Qt): =(Pt| so ist ~ ein 
StandardprozeB auf X • ~ mi[ stetigen Pfaden und Ubergangshalbgruppen (Q~). 
Mi[ 3 besitzt auch ~) keine Absorptionspunkte und einen eigentlichen Potential- 
kern. AuBerdem ist nach Korollar 1.8 die zugeh6rige Resolvente stark-Fellersch. 
Nach Satz 1.5 existiert somit ein ~-harmonischer Raum ( X •  mit 
aF*(x x F.) = ~(~)  = e(Q,). []  

1.10. Satz. Jede stark-Fellersche Halbgruppe (Pt) ist stark-Fellersch im engeren Sinn 
(d. h. fdr alle t >0 ist {Ptflf+g~ + } gleichgradig stetig). 

Beweis. Folgt unmittelbar aus [12, Th6or6me 1]. [] 
Der folgende Satz zeigt, dab es in 1.9(2) gentigt, (Pt) als stark-Fellersch 

vorauszusetzen : 

1.11. Satz. Sei (P,) eine sub-Markoffsche Halboruppe aufX mit lim II Pt f  - f tl = O jfir 
t ~ O  

alle f ~ o~{'(X). Dann sind iiquivalent : 
(1) (Pt) ist stark-Fellersch. 
(2) Ffir jedes f e gb(X) ist die Abbildung (x, s ) ~ P J ( x )  stetig auf X x IR*. 

Beweis. (1)=~(2): Nach Satz 1.10 ist (Pt) sogar stark-Fellersch im engeren Sinn. Da 
(Tt +) eine stark-Fellersche Resolvente besitzt, ist nach [13, S. 14], dann die 
Resolvente der Halbgruppe (Qt): = (Pt| Tt +) ebenfalls stark-Fellersch. Aus Lem- 
ma 1.4 folgt somit, dab jede (Qt)-exzessive Funktion nach unten halbstetig ist. 
Zusammen mit Lemma 1.2 liefert dies die Behauptung. [] 

Damit erhalten wir das folgende- bereits in [ 13] und [14] bewiesene- Resultat : 

1.12. Satz. Sei (X, 9~*) ein harmonischer Raum mit passender Halbgruppe (Pt). Dann 
sind iiquivalent : 

(1) (X, ~ * )  ist produktf~hig bzgl. (Pt). 
(2) (Pt) ist stark-Eellersch. 
(3) Ist (Y, ;,#g*) ein weiterer harmonischer Raum mit passender Halbgruppe (Rt) 

sowie einer stark-Fellerschen Resolvente, und besitzt (Qt): =(Pt| einen eigentli- 
chen Potentialkern, so existiert ein ~-harmonischer Raum (Xx Y,~*) mit 
~*+ (x  x Y) = r 

2. Lokale Halbgruppen 

Im folgenden sei (X, ~r ein ~-harmonischer gaum mit einer passenden Halbgrup- 
pe (Pt). Weiter sei 3s = (t2, ~0/, 9Jlt,X,, 0t, px) ein StandardprozeB auf X mit stetigen 
Pfaden und (Pt) als (0bergangshalbgruppe. Ist U CX often, so sei 3E v der Teilprozeg 
yon 3E auf U. Nach [7, Kap. 10.1], gilt dann: 
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2.1. Satz. Fi'~r jede offene Teilmenge U yon X ist 3s v ein Standardprozefl auf U. Die 
Obergangshalbgruppe (PUt) yon t t: wird gegeben dutch 

P~f(x)= ~ foX,dP x 
[t < TCu] 

ffir alle fr alle x~X und alle t>O. 

Definition. Ist U CX often, so heiBe (Pt v) die lokale Halbgruppe zu (Pt) auf U. 

2.2. Bemerkung. Da �9 stetige Pfade besitzt, sind die lokalen Halbgruppen zu (Pt) 
durch die endlich-dimensionalen Verteilungen von 3E bestimmt. Damit h~ingt die 
Definition der lokalen Halbgruppen nur von (Pt), nicht abet yon der Wahl des 
zugeh~Srigen Prozesses ab. 

Ffir jede offene Teilmenge U yon X ist (Pt U) eine zu (U, ~t~) passende Halb- 
gruppe: 

2.3. Satz. Fiir jede offene Menge U CX ist d~(PtV)= ~q~*(U). 

Beweis. Sei U CX often. Ist dann WCX often und relativ-kompakt mit 17VC U, so 
stimmen die Trefferverteilungen yon C Wbei Start in U bzgl. X und 3E U iiberein und es 
gilt Pew(x,.)= #~ fiir alle x~ W. Ebenso erzeugen �9 und 3E U dieselbe feine Topologie 
auf U, n~imlich die durch ~r bestimmte feine Topologie. Die Behauptung folgt 
daher mit [6, Proposition 5.1.4] und [7, Theorem 12.9]. [] 

Sind (Pt) und (Rt) zwei Halbgruppen mit zugeh~rigen Prozessen 3E und ~, so 
k6nnen die lokalen Halbgruppen z u  (Pt@Rt) bzgl. 3E| gebildet werden. Damit 
ergibt sich leicht das folgende Resultat: 

2.4. Satz. Seien X und Ylokal-kompakt mit abz~hlbarer Basis und (Pt) bzw. (Rt) sub- 
Markoffsche Halbgruppen aufX bzw. Y (Qt) sei die zugehdrige Produkthalbgruppe auf 
X x Y Sind dann U CX und VC Yoffene Mengen, so giltfftr die lokalen Halbgruppen 

(F,  v=P | aUe t > 0 .  

2.5. Bemerkun#. Man kann zeigen, dab eine sub-Markoffsche Halbgruppe (Pt) aufX 
pU genau dann stark-Fellersch ist, wenn alle lokalen Halbgruppen ( t ), U CX often, 

stark-Fellersch sind. 
Insbesondere sind daher alle Unterr~iume eines produktf~ihigen ~-harmoni- 

schen Raumes ebenfalls produktf~ihig. 

3. Eigenschaften von Produktriiumen 

Der folgende Satz ergibt sich leicht aus der Definition der Reduzierten einer 
Funktion. Auf einen Beweis kann an dieser Stelle daher verzichtet werden. 

3.1. Satz. Seien ( Y, ~f*) ein harmonischer Raum und ~ ein Homfomorphismus yon Yin 
sich mit ~*(Y)oz  = Jg'*(Y). Dann gilt j~r all'e A C Y und alle ue ~*(IO 

U o T  ~ l t  - - "  
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3.2. Korallar. Seien (Y, ~,~*) ein ~-harmonischer Raum und z ein HomSomorphismus 
yon Y in sich mit ~ * ( Y ) o z = ~ * ( Y ) .  Dann ist fur alle x~ Y und alle AC Y 

~r(A) __ . r i ~ A ' ~  
~(x) - -  ~ , ~ x  ! " 

Im folgenden seien nun 
X und Y lokal-kompakt mit abz~ihlbarer Basis, 
(X, ~Y:*) ein ~-harmonischer Raum mit passender sub-Markoftscher Halbgrup- 
pe (P,), 
(X x Y, ~a~f*) ein ~-harmonischer Raum mit passender sub-Markoffscher Halb- 
gruppe (Qt)- 
Ferner existiere eine Markoffsche Halbgruppe (Rt) auf Y mit (Qr174 
Weiter seien rc die Projektion yon X • Y auf X und 3-- eine Gruppe von 

HomSomorphismen yon X • Y in sich mit den Eigenschaften 

(*) Fiir alle (x, y )eX  x Y ist {z(x, y)lze J-} = {x} x Y 
(**) Fiir alle ze~-- ist ~ * ( X x  Y ) o z = f ~ * ( X x  Y). 

Eine numerische Funktion f auf X x Y heiBe ~---invariant, wenn f o z = f fiir alle 
ze J"  gilt. 

3.3. Bemerkung. Ist (X, ~ * )  ein produktf'fihiger ~-harmonischer Raum, so erh~ilt 
man ein Beispiel fiir die oben beschriebene Situation, wenn man ffir (X x Y, ~ * )  das 
Produkt von (X, ~ * )  mit dem harmonischen Raum zur gleichm~iBigen Bewegung 
auf Y: =IR und f'tir 3- die Menge aller durch z , (x ,s)=(x,s+a) ,  aelR, definierten 
Translationen auf X x IR w~ihlt. 

3.4. Satz. F/ir (x ,y )eX x Y, A C X  x Yund z e J -  gilt 

~(A) _ 
~(x, r)  - -  T(~:x ,  y) )"  

Beweis. Wende Korollar 3.2 auf (X x Y, ~ * )  an. [] 

3.5. Korollar. Sei U CX often. Dann ist J~r alle z~ ~- 

, ~ ' * ( U x I 0 o z = ~ * ( U x Y )  und f ~ ( U x  y )oz=f f~ (Ux  Y). 

Beweis. Seien zeJ - , f e f f~* (U  x Y) und VCX x Yoffen mit VC U x Y. Dann ist auch 
z(1O often mit ~ C U x Y, und far (x, y)e V gilt 

CV CV C~:(V) e(.,,)fro z) = z(e(..,)) (f) = e.(., r)(f) < f (z(x,  y)) = fo z(x, y). 

Somit ist ~f*(U x Y)oT C~f*(U x Y) und wegen z - * ~ 5  dann auch 

# * ( u  x Y)o- :=#* (u  x Y). [ ]  

3.6. Lemma. Fiir alle f ~ ~,W*(X) ist f on~ ff~4*(X x 1I). 

Beweis. Fiir (x,y)EX x Yund t > 0  ist 

Q,(f  o n) (x, y) = P , f  (x). R,1 r(Y) = P , f  (x). 
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Ftir (x, y ) e X  x Y ist somit wegen oug*(X)= d~ 

Qt(f ~ ~) (x, y) = Ptf(x)  < f ( x )  = fo re(x, y) 

und 

f'dr alle t >0  

lim Q,(f  o ~)(x, y) = lim P, f (x)  = f (x )  = f o n(x, y). 
t ~ O  t-~O 

lim Ptu(x) = lim Qtf(x,  Yo) = f ( x ,  Yo) = u(x). 
t ~ O  t-~O 

Demnach ist u~ g(Pt) = ~*(X).  [] 

3.9. Lemma. Fiir alle A C X  und alle u~J~f~*(X) gilt 

~AxY ~ ~-~A 

Beweis. Folgt unmittelbar aus Lemma 3.4. []  

3.10. Sale. Fiir alle fein-offenen Mengen U CX und alle ue o~ff*(X) gilt 

RUXr_ u uo,~ R u o ~ .  

Beweis. Da g fein-stetig ist, ist U x Y fein-offen in X x Y, also ist 

Augerdem zeigt man leicht, dab RVo,~ r f - invar iant  ist. Nach Lemma 3.8 gibt es 
somit ein we Jcf*(X) mit 

R~o~r=wo~. 

und 

Demnach ist forceg(Q,)=.ff '*(X x Y). [] 

3.7 .  Korol lar .  ~ istfein-stetig. 

Beweis. Die feine Topologie ist jeweils die gr6bste Topologie, ftir die alle positiven 
hyperharmonischen Funktionen stetig sind. Die Behauptung folgt somit aus 
Lemma3.6. []  

3.8. Lemma. Ist f ~ JF*(X x Y) J--invariant, so gibt es ein uE ~f'*+(X) mit f =  uom 
Insbesondere gilt : Ist u eine numerische Funktion auf X mit 
uozc~ ff~*+(X x Y), so ist u~ gf~* (X). 

Beweis. W~ihle ein yo ~ Y Dann wird durch u(x): =f(X, yo), x~X ,  eine positive 
Funktion u a u f X  definiert, ftir die f=uoz~ gilt. Zu zeigen bleibt u ~ g * ( X ) .  Seien 
dazu x ~ X  und t>0 .  Dann ist 

Qtf( x, Yo) = Ptu(x) �9 Rt(Yo, IT) = Ptu(x) �9 

Also ist far x E X  wegen .)%.~*(X x Y)=g(Q,) 

P~u(x)=Q,f(x, yo)< f (x ,  yo)=U(X ) ftir alle t > 0  
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Dann  ist aber w = u auf U und somit v < R, = w. Dies liefert 

RV~on<won=RV~o~ r, 

und die Behauptung folgt mit  Lemma 3.9. [ ]  

3.11. Lemma. Zu jedem x e X  gibt es eine relativ-kompakte, offene Umgebuno Wund 
ein ue 9~*(X) mit u > 1 auf X,  u harmonisch auf W und uon harmonisch auf W • Y 

Beweis. Zu x e X  existiert eine relativ-kompakte, offene Umgebung V mit 

/~x\v > 1 auf V. 

Ist dann W often mit x~ WC I7Vc V, so ist 

u:=R~\a'>/~x\v_>_l auf VDfV. 

AuBerdem ist u = 2  auf X\I7V und somit u >  1 auf X. Ferner ist u harmonisch 
auBerhalb des Abschlusses von X\W, also auf W. Nach Satz 3.10 ist dann 

u oTr = Rx2 \w on = R~ x\w~" r,  

also u on harmonisch auBerhalb des Abschlusses yon (X\ITV) x Y und damit auf 
W x  Y. [] 

3.12. Satz. Sei h ~ + ( X x  Y) beschri~nkt und J-invariant. Dann gibt es ein 
h~ Jt~+(X) mit /~=hon. 

Beweis. Da /~ insbesondere hyperharmonisch ist, gibt es nach Lemma 3.8 ein 
h s ~ *  (X) mit/~ = h on. Zu zeigen bleibt - h E ~*(X) .  Sei dazu x eX. Dann gibt es nach 
Lemma 3.11 eine relativ-kompakte, offene Umgebung W von x und ein u e ~ * ( X )  
mit u > 1 aufX und u harmonisch auf W. Ferner existiert ein ct > 0 mit  - h + ~u > 0 auf 
X. Dann ist auch ( - h + au) on 2 0  aufX x Y AuBerdem ist ( -  h + ~tu) ore hyperharmo- 
nisch aufX x Y Nach Lemma 3.8 ist somit - h + au hyperharmonisch aufX. Da  u auf 
W harmonisch ist, ist dann - h hyperharmonisch auf W. Weil jeder Punkt  x e X  eine 
solche Umgebung W besitzt, ist schlieBlich - h e  Jf*(X). [] 

3.13. Satz. Ist p e ~ ( X )  beschriinkt, so ist porce~(X x Y). 

Beweis. Sei/~ die gffiBte harmonische Minorante von pon au fX  x Y. Mit p ist auch 
/~ beschr~inkt. Augerdem ist/~ > 0. Zu zeigen ist/~ = 0. 

Fiir alle z~ ~ i st nach K orollar 3.5 auch/~o z harmonisch und es ist/~o~ < p on oz 
=pon.  Nach Definition von /~ folgt demnach/~oz__</~ for alle z s3 - .  Da ~r eine 
Gruppe ist, ist /~ dann sogar Y-invariant. Nach Satz 3.12 gibt es somit ein 
hr mit/~=horc. Wegen /~<pon  ist dann auch h<p,  also h = 0  und damit 
schliefllich/~=0. [ ]  

3.14. Satz. Seien pe~c(X) und K~CX kompakt. Dann ist 

- - p o g  " 
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Beweis. (Vgl. [9, Lemma 1.9].) O. B. d. A. kann angenommen werden, dab p 
beschr~inkt ist. Nach Satz 3.13 ist dann p o n e ~ ( X  x Y). Seien nun (x, y )eX  x Yund 
e > 0. Dann gibt es eine kompakte Menge K ( X  x Y mit 

x x r\g Rpo~ (x ,y)<e.  

Ferner gibt es eine offene Menge 0 CX • Y mit K x Y(/~ und 

Rfo (X,y) , ,x ,  <Rpo~ (x,y)+e.  

Sei (Un) eine Folge oftener Mengen inX mit 0n+ 1C Un f'fir alle n~N und K = NUn" 
ne'N 

Dann gibt es ein n~lN mit 

~\0cct3~• bzw. 0~• 
Mit Satz 3.10 folgt somit 

g~o ~(x, y) < R~"o re(x, y) = RVp~ r(x, y) 

< gOpo~(X, y) + RCpg~(x, y) 

< gpro~r( y)+2 X, ~ .  

Da e>0  und (x ,y)eX x Y beliebig gew~ihlt waren, gibt dies 

Zusammen mit Lemma 3.9 und [8, Lemma 3.6] folgt hieraus die Behauptung. [] 

3.15. Korollar. F/ir alle Borel-Mengen B CX und alle p~ ~ ( X )  gilt 

~ B x g ~ B  -- 

Beweis. Nach [6], Theorem 5.3.1 und Corollary 5.2.2, sowie Satz 3.14 ist 

/lp~on-sup [t~ozc= sup ~rpo; r < ~apo; r. 
K c B  K c B  
Kkp.  K k p .  

Die umgekehrte Ungleichung gilt nach Lemma 3.9. [] 

3.16. Korollar. Fiir alle Borel-Mengen B CX und alle (x, y)eX x Y gilt 

B x Y  B 

Das folgende Lemma kann wie [9, Lemma 1.11], bewiesen werden: 

3.17. Lemma. Zu jedem A C X  gibt es eine G~-Menge BCX mit ACB und 

a _  n sowie e A • Y - a • r far alle (x, y )eX  x Y. /3x - - /3x (x, y) - -  s y) 

3.18. Satz. FiJr alle A CX und alle (x, y )eX  • Y gilt 

A x Y  A 

Beweis. Korollar 3.16 und Lemma 3.17. [] 

3.19. Satz. Sei U CX often. Ist f~ ~e*(U x Y ) ~--invariant, so gibt es ein ue ~C*(U) 
mit f =uon. 
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Beweis. Da f •-invariant ist, gibt es eine numerische Funktion u auf U mit f = u ore. 
Dann ist u o n = f = f = u o r c = f ~ o n ,  also u=fi,  d.h. u ist nach unten halbstetig. Zu 
zeigen bleibt u e ~ * ( U ) .  

Sei dazu Xoe U. Dann gibt es nach Lemma 3.11 eine relativ-kompakte, offene 
Umgebung von x omit 17Vc U und ein he ~'~(W) mit h ~ 1 und hoT~ ~,~(W x Y). Auf 
ITV ist u nach unten beschr~inkt, also gibt es ein c~ > 0 mit u + ~h >0  auf W. Sei 
fi: =(_.u+ ~h)orc auf W• Y. Dann ist f i~ f ' * (W x I1). Ftir alle offenen Mengen V c X  
mit VC W und alle (x, y)~ V • Y ist daher nach I-6, Theorem 1.2.1-1, 

~.yj u'J = n~ r(x, y) < ~(x, y). 

Also ist Ftir alle (x, y)e V x Y 

e~vx,~)r(uolr + cth ore) <= (uorc + o~hoTr) (x, y) 

und damit nach Satz 3.18 auch 

ac~V(u + ~h) = e~V(u) + ccec~V(h) <= u(x) + ah(x) f'fir alle xe V. 

Wegen ~c~V(h)= h(x) folgt hieraus 

ec~V(u) = I~Vx(U) <= u(x) f'tir alle xe V. 

Da V beliebig war, ist somit u hyperharmonisch auf W. Schlieglich besitzt jeder 
Punkt Xoe U eine derartige Umgebung W, also ist ue2/g*(U). [] 

3.20. Satz. 1st U CX often, so gilt ~ '* (U)onC~*(U x Y). 

Beweis. Wendet man Lemma 3.6 auf (U, Yt~I* ) und (U x Y, o~1" • r) an, was aufgrund 
der Resultate yon Kap. 2 mtiglich ist, so folgt zun~ichst nur ~*(U)on C ~ * ( U  x Y). 
Zusammen mit Lemma 3.11 liefert dies jedoch die Behauptung. [] 

Mit den in diesem Kapitel hergeleiteten Ergebnissen erhalten wir schlieBlich die 
folgenden S~itze, die wie entsprechende Resultate in [9] bewiesen werden kiSnnen : 

3.21. Satz. Eine Teilmenge A yon X ist genau dann polar in X ,  wenn A x Y polar in 
X x Y ist. 

3,22. Satz. Seien A C X  und x e X .  Dann gilt: 
1) Ist A diinn in x, so ist A x Y diinn in jedem Punkt aus {x} x Y 
2) Ist A x Y diinn in einem Punkt  aus {x} x Y und ist auflerdem xq~A oder {x} 

totaldiinn, so ist A diinn in x. 

3.23. Korollar. n ist fein-offen. 

4. Charakterisierung von Produktrfiumen 

Sei X ein lokal-kompakter Raum mit abz~ihlbarer Basis. 
In diesem Kapitel soil untersucht werden, wann ein harmonischer Raum 

(X x F,, oa~'*) das Produkt eines auf X gegebenen harmonischen Raumes mit dem 
harmonischen Raum zur gleichmiigigen Bewegung auf ~ ist. Dazu konstruieren 
wir zun~ichst eine zu (X x IKo~*) passende Halbgruppe (Q~), die die Form 
(Qt)=(Pt| mit einer geeigneten Halbgruppe (Pt) auf X hat. AnschlieBend 
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werden Kriterien daffir angegeben, dab (Pt) eine passende Halbgruppe ffir den 
auf X vorgegebenen harmonischen Raum ist. 

Im folgenden sei nun (X x lK ~ * )  ein ~-harmonischer Raum, in dem alle 
Mengen 

{(y,r)~X x IRlr=<s}, s ~ ,  

Absorptionsmengen sind. r =(f2,9)l,~J/t, Yt, Ot, Q tx's)) sei ein Standardprozeg auf 
X x IR mit 8(~) = ~* (X  x IR) und auf [0, ([ stetigen Pfaden. Dabei bezeichne ( die 
Lebenszeit von r Ferner besitze ~ eine stark-Fellersche Resolvente (W,) und 
einen eigentlichen Potentialkern. Fiir t~[0, oo] seien Xt:O--*Xw{Ax} und 
Z t :f2--.lRw{ - oo} definiert durch 

Y,(og)=(X,(co),Z,(e))) ffir alle o9~f2 mit t<~(o)). 

[Im Fall t_>_(((o) w~ihle man t'fir Xt(o9 ) bzw. Z,(o))jeweils den unendlich fernen 
Punkt.] 

4.1. Lemma. Es gibt ein Referenzmafl ffir ~.  

Beweis. Sei {(x,, sn)lnelN} dicht in X x ~L Dann leistet 

oo 1 
: = , ~ ,  ~ wl((x~, s~),.) 

das Verlangte. [] 

4.2. Lemma. Die Abbildun9 t ~  Z tist f s .  antiton auf [0, ~[. 

Beweis. Da die Pfade von ~ stetig sind, gentigt es zu zeigen, daB f'tir (x, s)~X x IR 
und 0 < t l  < t 2 <  oo 

QtX, s)[Zt, < zt2, t2 < ~] = 0 

gilt. Nun ist aber 

Q(X's)[ zt,  < zt2, t2 < ~] = Q(X'~) (qU [ Zt, < q < Zt2, t2 < ~] ) , 

und t'tir jedes qe Q ist Aq : = {(y, r)~X x lRlr ~ q} eine Absorptionsmenge in X x ~,. 
Somit ist Ffir alle q~ Q 

Q(~' s)[Z,, < q < Zt2, t 2 "< ( ]  = 0 

und daraus folgt die Behauptung. [] 

4.3. Lemma. Die Abbildung t ~ Z  tist f.s. streng antiton auf [0, ([. 

Beweis. Wegen Lemma 4.2 geniigt es zu zeigen, dab f'tir alle (x, s)eX • ~ und aUe 
t~ < t 2 

Q(~' ~)[z,, = z , , ,  t 2 < ~] = 0 

gilt. Seien dazu (x,s)eX x l / u n d  zun~ichst t~ =0, t 2 >0. Angenommen, es ist 

Q~'~)[Z 0 = Z,~, t2 < ( ]  > 0 .  
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Dann gilt fiir H s : = {(y, r)eX x lRlr<s } wegen der bereits gezeigten Antitonie von 
t--* Z t 

Qtx'S)[Tn, >0]  > 0 ,  

d.h. H,  ist diinn in (x, s). Sei ferner B~: = eH r Da fiir jedes u < s die charakteristi- 
sche Funktion der Menge {(y, r)lr > u} hyperharmonisch aufX x ~1 ist, folgt, dab B~ 
ebenfalls dtinn in (x, s) ist. Insgesamt erhalten wir damit den Widerspruch, dab 
X x N=B~k)H~ diinn in (x,s) ist. 

Seien n u n  t p t  2 beliebig mit 0 < t  I < t  2 .  Dann ist mit r: = t 2 - t  1 

[Z,, = Zt2, t 2 < ~] C [Z o = Z r, r < r 

Damit folgt die Behauptung aus dem bereits bewiesenen Spezialfall. []  
Im folgenden k6nnen wir also o. B. d. A. annehmen, dab 

ist. 

t---*Zt(co ) streng antiton fiir alle coef2 

Fiir re]0,  oo] seien die Abbildungen At:O~[O, oe] definiert durch 

A,(co) = Zo(co)  - Z , ( ,o )  

fiir t < ((co) und 

At(co ) = sup {Zo(co) - Zs(co)10 =< s < ((co)) 

f'tir t__>~(co). AuBerdem sei A o - 0 .  Fiir t e l0 ,  oo[ sei ferner zt : f2~[0,  oo] gegeben 
durch 

z,(co): = inf{u > 01Au(co ) > t} f'tir alle coe t2. 

Dabei sei inf0 = oo. 
Dann ergeben sich leicht die folgenden S/itze: 

4.4. Satz. Die Familie {A,Ite[0, c~]} ist ein stetives, streng isotones additives 
Funktional auf X (s. [3, Sect. IV.I]). 

4.5. Lemma, Fiir r~ lR sei H, : = {(y, u)~X x IRlu < r}. Dann gilt ffir alle (x, s)~X x IR 
und alle t > 0 

z, = Tn~_, Q(~.~l-f.s. 

4.6. Lemma. Fiir alle (x,s)eX x F. und alle t>O ist 

Y, f i  { (y, r)e X x IRIr -- s -  t} Q{*'s)-f .s. 

auf [zt < r]. 

4.7. Satz. Es oibt einen Standardprozefl if) = (t2, ~ll, ~fJl,, Y,, 0,, O. tx,sJ) mit Zustands- 
raum X x R und den folgenden Eigenschaften : 

1) 00 und ~ besitzen dieselben Trefferverteilungen. 
2) Die feine Topologie auf (X x Kt, Sff*) stimmt mit der yon ~ erzeugten feinen 

Topologie iiberein. 
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3) Fiir alle Borel-Mengen A CX x IR und alle (x, s )eX x IR gilt 

~:x,,~ = ~'A((x, s), . ), 

wenn dabei P a die Trefferverteilung bzgl. ~ bezeichnet. 
4) ~ * ( X  x IR) = g(~). 
5) Es ist ~ e  {(y, r)eX x M r = s - t }  Q(X'~)-fs. auf I t<  (], wobei ( die Lebenszeit 

yon ~ sei. 
6) S ind ( x, s)e X x IR, t > 0 und G = {(y, r)e X x ~,.Ir = s -  t } , so ist Q(~' ~)-f s. rl o = t. 

Beweis. {ztlt >0} ist, im Sinne von [3], das Inverse des additiven Funktionals (At). 
Da (At) streng isoton und stetig ist und ~ ein ReferenzmaB besitzt, wird dann 
dutch 

ein Standardproze6 ~ mit Zustandsraum X x IR definiert, der dieselben Trefferver- 
teilungen und dieselbe feine Topologie wie r besitzt. Aul3erdem ist die Lebenszeit 

von ~ gegeben durch ~= Ar = Aoo (s. [3, S. 212 u. S. 233/234]). Insbesondere gilt 
demnach (1). 

Da ~ ein zu (X x IR, ~r passender Proze6 ist, stimmt die von ~9 erzeugte feine 
Topologie mit der feinen Topologie von (X x IR, ~ * )  iiberein. Weil ~ und 
dieselbe feine Topologie erzeugen, gilt somit (2). 

Fiir jede Borel-Menge A CX x P, ist e':x ' ~)= Pa((x, s),.), zusammen mit (1) liefert 
dies (3). 

Wir zeigen nun (4): Sei zunachst f e  ~ * ( X  x 1R). Dann ist f fein-stetig und wegen 

r = ~;_*(x  x ~) 

ist P K f = . P x c f < f  fiir jede kompakte Menge K CX x IK Nach [3, Theorem II.5.1], 
ist somit f supermedian bzgl. der Resolvente (ITv'a) von ~.  Nach 1-11, 
Th6or6me IX.60], ist dann 

jT: = lim 217r 

exzessiv bzgl. (I7r und [ f4 :  f ]  ist eine Menge vom Potential Null. Andererseits ist 
[ f 4 : f ]  rein-often, also mug f = f  und damit feg(~))  gelten. Sei nun umgekehrt 
fe~f(~). Dann ist f fein-stetig und fiir alle offenen, relativ-kompakten Mengen 
U CX x 1t und alle (x, s)e U ist 

I~,  s)(f) = Pc v f (  x, s) < f (x ,  s), 

d. h. f i s t  nahezu-hyperharmonisch. Mit [6, Proposition 5.1.4], folgtf~ ~ * ( X  • R). 
Zum Beweis von (5) zeigt man zun~ichst [rt < ~] = It < ~]. Fiir Y~: = Y~, und 

{}~'~) : = Q(~,~) 

folgt dann die Behauptung sofort aus Lemma 4.6. 
Zum Beweis yon (6): FiJr t > 0  seien Xt und 2] t die Komponenten vonY t. Wie in 

Lemma 4.3 folgt dann, dab t ~ 2 ,  streng antiton ist. Ftir die Eintrittszeit T o gilt nun 
wegen (5) zun~ichst 7"G-<-t Q~')-f.s. Die strenge Antitonie yon t--+Z t liefert dann 
aber sogar rio = t (~(x'~)-f.s. 

Damit ist der Satz vollst~indig bewiesen. []  
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Im folgenden schreiben wir statt ~ wieder ~.  Mit (Qt) bezeichnen wir die 
Ubergangshalbgruppen von ~). Ftir alle f ~ b ( X  • IR) sowie alle (x ,s)~X • IR und 
t > 0 ist dann also 

Qtf(x, s) = ~ f(x,(e)), s - t)dQ (~, ~)(o9). 
f~ 

Weiter seien n die Projektion von X x IR aufX und 

3- : = {% :X x IR--,X x lRlae IR, z~(x, s) = (x, s + a) ffir (x, s )eX x IR}. 

Augerdem besitze (X x N, ~ff'~*) yon jetzt an folgende Eigenschaft: 

(*) FUr alle ze3-  ist f f * ( X x I R ) o z = f f ' * ( X x F . ) .  

4 . 8 .  

und alle a~lR 

~ fo yflQ~X,~)= S f o yflQ(~,~+,). 
I2 f~ 

Beweis. Seien G: = {(y, r)sX x IRlr = s -  t} und G + a: = z,(G). 
Korollar 3.2 gilt dann 

Also ist 

Lemma. Sei f ~ ~b(X x IR) Y-invariant. Dann gilt j~r alle (x, s)~X x IR, alle t > 0 

G __ G + a  
Z a( I;tx, s)) - -  ~(x ,  s + a) " 

Wegen (*) und 

P 6 f  ( x, s) = e~x, ,~(f o %) = e G + ~ tx,~ +,~(f) = PG +.f(x,  s + a). 

Somit gilt 

S f ~ YTG "ltT~ < o~ldQ (x'~= S f ~ YT~ +o" ltTG+.< oqdQ r a) 

und daher auch 

~ f o yr. lt,<~]da(~.~)= ~ f o Yt" lit <odQ ~'~+a). 
12 I2 

Damit folgt die Behauptung. [] 
Fiir f ~ b ( X ) ,  t > 0  und x e X  definieren wir nun 

Ptf(x)  : = Qt(foTt)(x, t)= ~ fono YtdQ tx'~ 
0 

4.9. Satz. (Pt) ist eine stark-Fellersche Halbgruppe auf X mit (Q,)= (Pt| Tt). 

Beweis. Offensichtlich ist jedes Pr, t>0 ,  ein sub-Markoffscher Kern auf X. 
AuBerdem folgt mit Lemma 4.8 sofort, dab Q~ = P, |  T t t'fir alle t >0  gilt, und die 
Halbgruppeneigenschaft yon' (P,) folgt aus der Definition yon (Pt) sowie der 
Halbgruppeneigenschaft yon (Qt). 

Welter ist (Pt|  Tt +) die lokale Halbgruppe zu (Q,) aufX x IR*. Nach Satz 2.3 ist 
daher #+*Of x ~ * ) =  g(P, |  Tt +), insbesondere sind somit alle (Pt| Tt + )-exzessiven 
Funktionen nach unten halbstetig. Aus Korollar 1.3 folgt daher, dab (Pt) stark- 
Fellersch ist. [] 



Produkte harmonischer Riume 215 

Insgesamt haben wir damit bewiesen: 

4.10. Satz. Sei (X • ~ ~ * )  ein ~3-harmonischer Raum mit den Eigenschaften 
(a) FiJr alle selR ist {(y, r)EX • IRlr <s}_ eine Absorptionsmenge in X • IR. 
(b) Ffir alle re J- ist ~ * ( X  x lR)oz =~(F*(X • 
Dann existieren sub-Markoffsche Halbgruppen (Pr) bzw. (Qt) auf X bzw. X • 

mit 
1) Q,=P,| alle t>0.  
2) (P,) ist stark-Fellersch. 
3) 8(Qt) = ~a*(X x lR). 

4.11. Satz. Seien (X, Jet ~*) ein harmonischer Raum und (X x IR, ff~*) ein ~3-harmoni- 
scher Raum. Dann sind i~quivalent : 

(1) Es gibt sub-Markoffsche Halbgruppen (Pt) aufX und (Qt) aufX x ~ mit (Qt) 
=(P , |  Tt) sowie ~*(X)  = #(P,) und Jtv*(X x IR)= #(Ot). 

( D. h. (X x IR, ~ * )  ist das Produkt yon (X, ~ * )  mit dem harmonischen Raum zur 
gleichmgtfligen Bewegung auf lK ) 

(2) (X, J~,:*) und (X x IK ~ * )  erffdlen die folgenden Bedingungen: 
(a) F/ir alle se lR ist {(y, r)eX x IRlr<s} eine Absorptionsmenge in X x IR_ 
(b) FiJr alle ze~-- ist ~ * ( X  xIR)oz=:,~*(X x~) .  
(c) Es ist Jt'~*(X)oztC.~*(X xlR). 
(d) Ist f e ~ * ( X  x IR) ~-'-invariant, so ist feJ/6*+(X)or~. 

Beweis. (1)9(2) folgt aus 3.6 und 3.8 [beim Beweis dieser Lemmata wurde nicht 
verwendet, dab (X,~Vf*) ~-harmonisch ist]. (2)9(1): Wegen (a) und (b) gibt es 
nach Satz 4.10 Halbgruppen (Pt) auf X und (Qt) auf x x R mit Qt = (P,| T~) und 
~(Qt) = ~ * ( X  x IR). Zu zeigen bleibt noch ~*(X)  = ~(Pt): 

Sei zun~ichst fe:~*(X).  Dann ist nach (c) auch foz~es also 

Qt(fozO<fon f'tir alle t > 0  und limQ,(fozO=fon. 
t ~ O  

FiJr alle (x, s)eX x IR ist aber Qt(forO (x, s) = P,f(x). Somit folgt 

Pt f  < f f'tir alle t > 0 und lim Ptf  = f .  
t ~ O  

Also ist f e  s 
Sei nun umgekehrt f e  s Dann ist fone  ~(Qr)= ~ * ( X  x R). Da foTz auBer- 

dem 9-'-invariant ist, folgt mit (d) dann f e  ~*(X). []  
Im folgenden soll nun eine weitere Charakterisierung yon Produktr~iumen 

hergeleitet werden. 
Dazu seien (X, ~Vt ~ und (X x IR, ~'~*) zwei ~3-harmonische R~iume mit den 

folgenden Eigenschaften : 
(a) Fiir alle se IR ist {(y, r)eX x IRlr < s} eine Absorptionsmenge in X x P,. 
(b) Fiir alle ze3-- ist ~ * ( X  x IR)oz = ~ * ( X  x ~). 
(c') FiJr alle offenen Mengen UCX ist g* (U)or~C~*(U xP,,). 
Nach Satz 4.10 gibt es dann eine stark-Fellersche Halbgruppe (Pt) aufX und 

eine Halbgruppe (Qt) au fX x IR mit 

(Qt)=(Pt| und ~(Q,)=~,~*(X • 
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Zur Abkiirzung setzen wir # ' : =  r Weiter seien ~c der Kegel der stetigen, 
reellwertigen Potentiale auf X und 

~ ' :  = {inf(p, u)lpe ~c, uE W'n~(X)}. 

Dann gilt: 

4.12. Lemma. Sei w eine numerische Funktion aufX mit worc~ f~*(X x IR). Dann ist 
we gF. 

Beweis. Fi~r (x,s)~X xlR und t > 0  ist Q~(won)(x,s)=Ptw(x ). Wegen ~*(X • 
=8(Qt) und $F=8(Pt) folgt hieraus sofort die Behauptung (vgl. Lemma 3.8). [] 

4.13. Lemma. ~ ist min-stabil mit ~,~*(X)C # ' .  ~ '  ist ein min-stabiler zulftssiger 
Kegel mit Pc C ~'.  

Bewels. Ist f ~  ~*(X), so ist wegen (c') auch fo n~ # * ( X  x F,) und nach Lemma 4.12 
somit f ~  W. Also ist ~*(X)C W'. Sind nun wl, w2~ ~r162 = 8(Pt), so sind w 1 oTz und 
w2on in r  xlR). Also ist auch 

inf(w I on, w 2 or0 = inf(w 1, w 2) on 

hyperharmonisch aufX x F,. Nach Lemma 4.12 gibt dies inf(wl, w2)E ~/r Damit ist 
W" min-stabil. Weiter ist wegen ~ * ( X ) C $ F  auch ~cC~' .  Mit #c ist daher ~ '  
ebenfalls ein zul/issiger Kegel. [] 

4.14. Lenuna. (X, W') ist ein Standard-Balayage-Raum ; ~ besitzt die "truncation- 
property". 

Beweis. Da (Pt) stark-Fellersch ist, gilt # ' =  6P(~/Crc~cf(X)), d.h. jedes we ~ ist 
isotoner Limes einer Folge stetiger Funktionen aus W'. Dann ist aber auch 
#~=6e(~') .  Nach ['10, Corollary 3], ist daher (X,W') ein Standard-Balayage- 
Raum. Die truncation-property f'tir #"  folgt mit Hilfe von Lemma 4.12 aus der 
truncation-property t'fir ~ * ( X  x IR). [] 

Im weiteren werde nun zus~itzlich vorausgesetzt, dal3 die 

Punkte in (X, ~ * )  totaldiinn 

sind. 

4.15. Lemma. (X, r besitzt keine fein.isolierten Punkte. 

Beweis. Wegen (Qt)=(Pt| und $f'=o~(Pt) ist f'tir w~r  stets 

w o ~  ~(O,)= ~+*(x x IR). 

Daher ist n ~/:-fein-stetig (d. h- stetig bzgl. der feinen Topologie aufX x IR und der 
#'-feinen Topologie aufX). Sei nun x e X  ein ~r Punkt. Dann ist {x} 
#~-fein-offen und somit wegen der 9r Stetigkeit von n auch {x} x R fein- 
often in X x ~ Andererseits ist nach Voraussetzung {x} totaldiinn in (X,~'~*). 
Zusammen mit (c') liefert dies, dab auch {x} x F, totaldiinn in (X x IR, ~ * )  ist. Also 
ist {x} • F, sowohl totaldiinn, als auch fein-offen. Dann mul3 aber {x} x IR= 0 seiu. 
Demnach kann es keine #'-fein-isolierten Punkte geben, [] 
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4.16. Korollar. Es gibt eine hyperharmonische Garbe 3~* auf X, so daft (X, ~'~*) ein 
~-harmonischer Raum mit ~*(X) - - t r  ist. 

Beweis. Da (Pt) stark-Fellersch ist, ist jede Funktion in ~ = 8(Pt) nach unten 
halbstetig. Die Behauptung folgt somit aus [2, Theorem 3.12]. []  

4.17. Satz. Seien (X, 3r ~*) und (X x IR, tiff*) zwei ~-harmonische R~ume. Die Punkte 
in X seien totaldi~nn. Dann sind ~quivalent : 

(1) Es gibt sub-Markoffsche Halbgruppen (Pt) auf X und (Qt) auf X x ~,, mit 

(Q,)=(Pt| 

sowie 3~*(X) = ~(P,) und fga*(X • ~() = d(O,). 
(2) (X, J'~f*) und (X • IR, ~ * )  erffillen die folgenden Bedingungen: 
(a) Fiir alle s~ P, ist {(y, r)~X x P-It < s} eine Absorptionsmenge in X x P,. 
(b) Fiir alle z~ 3"- ist 3~f*(X x ~)oz = 5(f*(X x IR). 
(c') F~r alle offenen Mengen U CX ist ~/t~*(U)onCfft~*(U x IR). 

Beweis. (1)=~(2): Satz 4.11 und 3.21. 

(2)=~(1): Wegen (a) und (b) gibt es nach Satz 4.10 eine stark-Fellersche Halbgruppe 
(Pt) aufX und eine sub-Markoffsche Halbgruppe (Q,) aufX x ~,. mit (Qt) = (Pt| Tt) 
und 3r x IR) = ~(Q,). Sei wieder ~ r  : = 8(pt). Zu zeigen bleibt, dab ~r = 3r 
gilt: 

Sei dazu ~(~* wie in Korollar 4.16. Dann ist (X •  das Produkt von 
(X, ~ * )  mit dem harmonischen Raum zur gleichm~iBigen Bewegung auf R, und t'fir 
alle offenen Mengen U CX ist ~ * ( U ) C  ~t~ Ist niimlich f e  ~*(U) ,  so ist wegen 
(c') auch fort~37Y*(U x IR). Aul3erdem ist fore 3--invariant. Wendet man Satz 3.19 
daher auf (X • ~,  3~*) und (X, ~,~*) an, so folgt fe f~*(U) .  

Nach [6, Theorem 2.1.1], ist somit ~r ~ *  und insbesondere 

= ~* (X)  = ~+*(X). []  

Auf die zusiitzliche Voraussetzung in Satz 4.17, dab die Punkte in X totaldiinn 
sind, kann nicht verzichtet werden. Dies zeigt das folgende Beispiel, welches ich 
Herrn W. Hansen verdanke. 

4.18. Beispiel. Seien X = ]0, 2[ und ~ *  die Garbe der klassischen hyperharmoni- 
schen Funktionen aufX. Dann ist (X, ~t~*) ein ~-harmonischer Raum, in welchem 
die Punkte nicht totaldiinn sind. 

Fiir U CX x R sei ~ * ( U )  die Menge aUer nach unten halbstetigen Funktionen 
u : a - ~ ] - o o ,  oo], deren Restriktion auf U\({1} x R) hyperharmonisch fiir die 
Wiirmeleitungsgleichung ist und fiir die u(1,.) lokal isoton ist. Nach [15, 
Bemerkung 2.5], ist (X x IR, ~f*) ebenfalls ein ~-harmonischer Raum, und {1} x IR 
ist eine Absorptionsmenge in X x IR. 

Offensichtlich erf'tillen (X,3~*) und (XxP,,~,~*) alle Bedingungen von 
Satz 4.17(2). (X x IL ~,~a,) ist aber nicht (bzgl. geeigneter Halbgruppen) das Produkt 
yon (X,)t ~ mit dem harmonischen Raum zur gleichm~il3igen Bewegung auf IR. 

4.19. Bemerkung. Besitzen die R~iume (X, ~f*) und 0g x ~,, ~ * )  in Satz 4.17 eine 
Basis reguKirer Mengen, so kann die Bedingung (c') noch abgeschw~icht werden zu 
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(c") Die Projektion n von (X x N, o~*) auf (X, o~g*) ist harmonisch. 
In diesem Fall folgt n~imlich (c') bereits aus (c"), wie [5, Theorem 3.1], zeigt. 
Damit kann man zum Beispiel Ftir n > 3  ohne Kenntnis der zugehSrigen 

Halbgruppen unmittelbar einsehen, dab der harmonische Raum zur W~irmelei- 
tungsgleichung auf IR n § 1 das Produkt des zur Laplace-Gleichung auf IR" gehiSren- 
den harmonischen Raumes mit dem harmonischen Raum zur gleichm~iBigen 
Bewegung auf IR ist. 
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