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Vorwort 

Das in diesem Buch erstmalig in einer auf die Bediirfnisse der Baupraxis 
zugeschnittenen Form dargestellte Red1tktionsverfahren ist im Prinzip nicht neu. 
Es tritt uns in seiner einfachsten Form schon im Ziehen einer SchluBlinie bei der 
zeichnerischen Integration entgegen lrnd findet sich weiterhin in der gesamten 
angewandten Physik und Technik, so etwa bei HOLZER-ToLLE (Schwingungen 
von Kurbelwellen, 1921), H. HERZBERGER (Strahlengang durch Linsensysteme, 
1931), Q. KOlTER (Durchlauftrager auf elastischen Stiitzen, 1940) und STEWART
KLEINLOGL (Traversenmethode, 1952). 

Praktisch brauchbar und im linearen Bereich nahezu unbegrenzt erweite
rungsfahig wurde das Verfahren jedoch erst mit der konsequenten Benutzung 
des Matrizenkalkiils; und in dieser Richtung wurde es an den Technischen Hoch
schulen Darmstadt (MARGUERRE, FUHRKE, SCHNELL), Hannover (PESTEL, 
SCHUMPICH) und Braunschweig in den Jahren 1953-1955 in mehreren, zum Teil 
voneinander unabhangig entstandene Arbeiten so weit vorangetrieben, daB es 
seitdem die klassischen Eliminationsmethoden 0 mehr und mehr zu verdrangen 
beginnt; und zwar nicht nur fiir den in diesem Buch ausschlieBlich behandelten 
Fall der Biegung, sondern erst recht filr Stabilitats- und Schwingungsprobleme, 
die naturgemaB sehr viel schwieriger sind. 

Wah rend nun aHe bis dahin erschienenen Veroffentlichungen sich auf den 
Durchlauftrager oder doch auf ihm topologisch gleichwertige Tragwerke be
schrankten, stellte ich in meinf'r 1956/57 verfaBten Habilitationsschrift "Das 
Reduktionsverfahren der Baustatik unter besonderer Berucksichtigung der Pro
grammierbarkeit fur digitale Rechenautomaten" eine allgemeine Theorie des Reduk
tionsverfahrens auf, die jedes beliebige ebene oder raumliche, aus geraden Teil
stiicken bestehende Tragwerk zu berechnen erlau.bt. Diese im Ingenieur-Archiv 
1958 auf wenigen Seiten veroffentlichte Arbeit war allerdings viel zu knapp, 
streckenweise auch zu abstrakt formuliert, um fiir den mit der Matrizenschreib
weise weniger vertrauten Ingenieur ohne weiteres lesbar zu sein. Um so mehr 
begriiBte und forderte ich yom ersten Augenblick an Herm KERSTENs Plan zu dem 
vorliegenden Buch, das aus Vorlesungen hervorgegangen ist, odie er vor Inge
nieuren der Praxis an einer Bauhochschule gehalten hat. Herr KERSTEN, der 
sich als einer der ersten mit meiner Habilitationsschrift griindlich auseinan
dergesetzt hatte, erweist sich mit diesem Werk als ein hervorragender Kenner 
des Reduktionsverfahrens sowohl wie der klassischen Eliminationsmethoden; 
fiir seine gewiB verdienstvolle Tat, dieses lange erwartete Lehrbuch geschrieben 
zu haben, sei ihm an dieser Stelle herzlich gedankt. 



VI Vorwort 

Nun einige Worte zum Verfahren selbst. Zunachst der Name: unter der Re
duktion eines ebenen oder raumlichen Kraftesystems versteht man in der Statik 
des starren Korpers den Ersatz dieses Systems durch eine Krafte- und Momenten
summe in einem vorgegebenen Punkt. Debnt man nun diesen Begriff der Reduk
tion auch auf die VerschiebungsgroBen aus, indem man das System der Ver
schiebungen an einem starren oder elastischen Korper in einem vorgegehenen 
Reduktionspunkt - zum Beispiel im beliebigen Schnitt eines Tragwerkes -
durch eine Verschiebungs- und (infinitesimale) Verdrehungssumme ersetzt, so 
sind damit jedem Punkt des Tragwerkes je sechs (in der Ebene drei) Kraft- und 
VerschiebungsgroBen zugeordnet, deren Gesamtheit man zweckmaBig zu einem 
Zustand.svektor von hochstens zwolf (in der Ebene hochstens sechs) Komponenten 
zusammenfaBt, wobei je eine Kraft- und VerschiebungsgroBe ein konjllgiertes 
Poor bilden: ZUlli. Beispiel gehort zur VerschiebungsgroBe w die Querkraft Qz, 
die die Richtung von what. Legt man nun, wie in der Baustatik iiblich, eine 
lineare Theorie zngrunde, so sind auch irgend zwei Zustandsvektoren verschie
dener Schnittpunkte durch eine lineare Transformation, also iiber eine Matrix 
miteinander verkniipft; oder anders ausgedriickt: diese Transforruationsmatrix 
iibertragt den Zustandsvektor von einem Schnitt zum anderen; sie heiBt daher 
tTbertragungsmatrix - im Englischen transfer matrix oder matrix of trans
mission - und zwar unterscheidet man Feld- und Punktmatrizen, je nachdem, 
ob der Zmtandsvektor iiber ein Feld oder iiber einen Knotenpunkt hinweg 
transportiert werden soil. Doell lassen sich Feld- und Punktmatrix auch zu einer 
einzigen Leitrnatrix vereinigen, was den rechnerischen Formalismus erheblich ver
kiirzt. Das ganze Verfahren liiuft somit im" wesentlichen auf das wiederholte 
Multiplizieren einer I.eitmatrix mit einem Zustandsvektor, hinaus: ein hochst 
einfacher" und monotoner ProzeB, den der Baustatiker nach kurzer Einweisung 
auch statisch ungeschulten Hilfskraften oder besser noeh einem digitalen Rechen
automaten iiberlassen kann. 

Der Transport des Zustandsvektors von Feld 7.U Feld setz~ allerdings voraus, 
daB man aIle seine Komponenten am linken Ende des Tragwerkes kennt. Wahrend 
nun die Halfte dieher Komponenten - namlich je eine GroBe eines konjugierten 
Paares - infolge der Randbedingungen links verschwindet, miissen die iibrigen, 
als FreigrofJen bezeichneten Komponenten aus den Randbedingungen rechts erst 
ermittelt werden. Die Ordnung des dadurch entstehenden linearen Gleichungs
systems ist jedoch wesentlich geringer, als die Ordnung jenes Systems, das eine 
der heiden Eliminationsmethoden zur Berechnung der Oberziihligen liefern wiirde. 
So treten hei dem auf ehene Biegung heanspruchten Durchlauftrager zum Bei
spiel immer nur zwei FreigroBen auf, das heiBt es sind zum SchluB nur zwei 
lineare Gleichungen mit zwei Unbekannten zu losen, unabhangig von der Zahl 
der Felder und auch unahhangig yom Grade der geometrischen oder statischen 
Unhestimmtheit - ein Begriff iihrigens, der dem Reduktionsverfahren von Haus 
aus vollig fremd ist. 

Fiir Leser, die das Reduktionsverfahren auch programmieren mochten, hahe 
ich eine ausfiihrliche Anleitung wenigstens fiir Tragwerke mit fehlenden oder 
regelmaBigen Zwischenbedingungen beigefiigt. Das Strukturdiagramm dazu ent
warf mein Mitarheiter, He~r Dipl.-Ing. P. LANGEMEYER, der auch die Korrek-



Vorwort VII 

turen zu diesem Bucbe las. Das umfangreiche Literaturverzeichnis, das boffent· 
licb aIle bislang iiber das Reduktionsverfahren erscbienenen Arbeiten enthalt,. 
st,ammt von Herm Dipl.-lng. K. BORGWARDT. Beiden Herren sei hiermit herzlich 
gedankt. 

Besonders danke ich auch im N amen von HeITn KERSTEN dem Springer-Verlag 
fiir die gewohnt sorgfaltige und scbone Ausstattung des Buches sowie fiir die 
Bereitwilligkeit, ein nocb relativ junges, doch sicherlich zukunftsreiches Berech
nungsverfahren der Baustatik einem groI3eren Leserkreis zuganglich zu machen. 

Braunschweig, Friihjahr 1962 
S. Falk 
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1 Einfiihrung in die Matrizenrechnung l 

1.1 Begriff der Matrix 

In einem Gleichungssystem von der Form 

au Xl + alZ Xz + ... + a l n xn = b1 

a 21 Xl + a 22 Xz + ... + a 2n Xn = bZ 

anl xl + a n2 Xz + ... + an" Xn = bn 

(I) 

sind die zwei GroBensysteme ! = {xl> XZ, ••• , xn} und 0 = {bl> bz, ... , bn} durch 
die konstanten Koeffizienten aik linear miteinander verknupft. Fur diese Koeffi
zienten aik ist nicht nur ihr Zahlenwert, sondern auch ganz besonders ihre SteHung 
innerhalb des Gleichungssystems von Bedeutung, so daB es sich als zweckmaBig 
erweist, die Koeffizienten ai Ie zu einem geordneten Schema zusammenzufassen: 

lall al2 ... aln} 

Ein solches Schema nennt man Matrix und wahlt als Abkurzung einen groBen 
deutschen Buchstaben. Die Koeffizienten aik werden als Elemente der Matrix 
bezeichnet. Auf den ersten Blick konnte man die Matrix mit einer Determinante 
verwechseln. Das ware aber falsch, denn eine Determinante ist eine bestimmte 
Zahl, die nach genau festgelegter Rechenvorschrift aus ihren Elementen berechnet 
wird. Eine Matrix dagegen ist keine Zahl, sondern lediglich das geordnete Schema 
ihrer Elemente, die deshalb auch nicht vertauscht oder umgestellt werden durfen. 

Die beiden GroBensysteme des Gleichungssystems (I) lassen sich ebenfalls in 
Matrizenschreibweise darstellen: 

Xl b1 

X2 
und 0= 

b2 
!= 

Xn bn 

Man nennt sie einreihige Matrizen, Einfachmatrizen, Spaltenmatrizen oder wegen 
ihrer formalen Almlichkeit mit einem Vektor Spaltenvektoren. Als Abkurzung wer
den fUr sie zur Unterscheidung von den Koeffizientenmatrizen kleine deutsche 
Buchstaben verwendet. 

1 Mit der freundlichen Genehmigung von Herrn Dr.-lng. R. ZURMUI{L wurden in diesem 
Kapitel Auszuge aus seinem Buch: ZURMUI{L, R., Matrizen (Springer 1961) verwendet. 

1 Kersten, Reduktionsverfahren 



2 1 Einfiihrung in die Matrizenrechnung 

Das Gleichungssystem (I) kann nun in Matrizenform geschrieben werden: 

oder mit Hilfe der Abkiirzungen als Matrizengleichung: 

~·~=b. 

(II) 

(Ha) 

Diese Matrizengleichung driickt in iibersichtlicher und kurzer Form die linearen 
Beziehungen zwischen den GroBensystemen !: und b mit der Koeffizientenmatrix ~ 
aus. Es ist wohl leicht einzusehen, daB schwierige technische Probleme, deren 
Losung in gewohnlicher Schreibweise undurchsichtige Ausdriicke ergibt, sich in 
der Matrizenschreibweise klar und iibersichtlich formulieren lassen. 

Es soIl nicht Aufgabe dieses Kapitels sein, eine vollstandige Matrizentheorie 
zu bringen, sondern es wird nur das behandelt, was zum Verstandnis des in diesem 
Buche beschriebenen Matrizenverfahrens der Baustatik unbedingt erforderlich ist. 
Fiir ein tieferes Eindringen in die Theorie der Matrizen wird auf die Literatur 
(ZURMUHL und andere) verwiesen. In diesem Zusammenhartg wird besonders das 
Matrizenverfahren von GAuss-BANACHIEWICZ zur Auflosung linearer Gleichungs
systeme empfohlen, bei dem die Schreibarbeit und damit der Zeitaufwand gegen
iiber anderen Verfahren wesentlich herabgesetzt wird. 

1.2 Definitionen fur Matrizen 
m n-Matrix. Eine Matrix braucht nicht quadratisch zu sein, d. h. ehenso viele 

Zeilen wie Spalten zu haben, sondern sie kann aus m Zeilen und n Spalten bestehen. 
Eine solche rechteckige Matrix heiBt dann m n-Matrix. Zum Beispiel: 

au a21 a 311 
a21 a22 a32 m = 4 Zeilen 

~( = 
a31 a23 a33 n = 3 Spalten 

a41 a21 aM 

Der erste Index jedes Elementes giht die Zeilen- und der zweite d.ie Spalten
nummer an. Die Elemente konnen reelle oder komplexe Zahlen sein. 

Gleiche Matrizen. Zwei Matrizen sind gleich, wenn sie iibereinstimmen in der 
Zeilenzahl m und in der Spaltenzahl n und auBerdem jedes Element der einen 
Matrix gleich dem entsprechenden der anderen ist. 

(i=1,2, ... ,m) 

(k = 1, 2, ... , n). 



1.3 Matrizenmultiplikation 3 

Zum Beispiel: 

9! = [~ -7 :] rn b12 
biS] )8= 

0 0 b21 b22 b23 

9! = )8, wenn bn = 4 b21 = 5 

bJ2 = -7 b22 = 0 

b13 = 0 b23 = 2. 

Nullmatrix. Eine Matrix ist Null, wenn aIle ihre Elemente Null sind. Man 
nennt sie auch Nullmatrix und, sofern sie einreihig ist, Nullvektor. Zum Beispiel: 

a = [~] = o. 

Summe (DiJJerenz) zweier Matrizen. Bei der Addition (Subtraktion) zweier 
m n-Matrizen von je m Zeilen und n Spalten entsteht eine neue mn-Matrix, deren 
Elemente durch Addition (Subtraktion) der entsprechenden Elemente der Aus
gangsmatrizen gebildet werden: 

(i = 1, 2, ... , m) 

(k=1,2, ... ,n). 
Zum Beispiel: 

)8 = [ 4 1), 
-3 0 

9{-)8= . [
1 -71 
10 8J 

Produkt einer Matrix mit einer reinen Zahl. Als Produkt einer Matrix mit einer 
reinen Zahl k ergibt sich eine Matrix gleicher Zeilen- und Spaltenzahl, in der jedes 
Element das k-fache des entsprechenden Elementes der urspriinglichen Matrix ist. 
Zum Beispiel: 

an a12 an k au k~2 k a1n ) 

k·9!=9{·k=k 
a21 a22 a2n k a21 k a22 k a2 .. 

a fn1 a",z a'rnn k a",i kam2 ka",n 

1.3 Matrizenmultiplikation 
Das Produkt einer m n-Matrix 9{ mit einer n p-Matrix )8 in der Reihenfolge 

9{ . )8 ist die m p-Matrix (£ = 9{ . )8, deren Element Cik das skalare Produkt der 
i-ten Zeile der Matrix 9{ mit der k-ten Spalte der Matrix )8 ist. Zu beachten ist, 
daB im allgemeinen 9{ . )8 nicht kommutativ ist, d. h. 9{ . )8 =f= )8 . 9{: 

(i=1,2, ... ,m) 

(k = 1, 2, ... , p) 

1* 
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Zum Beispiel: 

[~' 
llt.2 

~=[~ b12 b13 b14 b151 
~= a21 a22 

b21 b22 baa b24 b25J ' 
a3! aa2 

~ ~ - ~ 

[: a~l b12 bI3 b14 b~l- [~ 
'::12 11.3 C14 CI5 

a22 • [Ou 
b22 baa b24 

- C2I C22 C23 C24 C25 

b21 b25 
a3l a32 C31 C32 Cas C34 Cas 

'In = 3 Zeilen 1L= 2 Zeilen m = 3 Zeilen 

n. = 2 Spalten p = 5 Spalten p = 5 Spalten. 

Beispielsweise errechnet sich, das Element c22 als skalares Produkt der 2. Zeile 
von ~ und der 2. Spalte von ,~: 

C22 --:- au . b12 + a22 • b22 • 

Wie bei jeder Rechnung, so ist auch bei der Matrizenmultiplikation eine Kontrolle 
moglich, und zwar in Form von Summenproben. Dazu werden beispielsweise in 
~ . ~ = ~ die Spaltensummen von ~ zu einer neuen Zeile zusammengefaBt und 
mit der Matrix ~ multipliziert. Die aus dieser Multiplikation hervorgehende neue 
Zeile von [ muB gleich der Spaltensummenzeile von ~ sein. In derselben Weise 
konnte an Stelle der Spaltensummenprobe eine Zeilensummenprobe ausgefiihrt 
werden. 

Beispiel zur Spaltensummenprobe: 

r1 :j ~= [: 
-4 

-~] 5 ~= ; 
3J 

~ ~ ~ 

[: 
-4 

-~l. 
-1 

:1 
[-18 10] 

5 4 15 11. 
o e •••••••• 

1 
......... 

5 1 -2 -3 21 

Fiir die praktische Durchfiihrung von Matrizenmultiplikationen erweist sich fol
gendes Schema als sehr zweckmaBig: 

p 

n ~ 

Zum Beispiel: 1 

:1 ~= 4 

1 3J 
n 

~= [: 
-4 1] [-18 10] = ~. 

5 -3 15 11 
m ~( ~(.~=~ ......... . .......... 

5 1 -2 -3 21 
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Bei dieser Anordnung steht das Element Gik der Produktmatrix m:. ~ = ~ genau 
im Kreuzungspunkt der fUr seine Berechnung notwendigen i-ten Zeile von m: und 
k-ten Spalte von ~. Fur die Spaltensummenprobe ist unten im Schema eine zu
satzliche Zeile vorgesehen. 

Besonders gunstig ist das soeben beschriebene Schema beim Bilden von 
Matrizenprodukten aus mehreren Faktoren, wie z. B. 

&=m:.~.~.;3). 

Das Schema sieht dann so aus: 
;3) 

~ ~.;3) 

~ ~~;3) 

m: 12{·~·~·;3) 

Man kommt dabei aus mit einem Minimum an Schreibarbeit, weil jede Matrix 
und jedes Teilprodukt nur ein einziges Mal aufzuschreiben sind. Die Spaltensum
menproben fUr jedes Teilprodukt lassen sich auch hier leicht einfUgen. 

1.4 Kehrmatrix 
Es ist oft wunschenswert, bei dem linearen Gleichungssystem (I) die Lasung 

fUr die Unbekanllten xk formelmaBig mit den zunachst noch unbestimmten, in 
allgemeiner Buchstabenform vorliegenden GraBen bk anzusetzen. Dieser Fall tritt 
beispielsweise in der Baustatik auf, wenn ein statisch unbestimmtes Tragwerk 
fUr mehrere Belastungsfalle zu untersuchen ist. Die Elemente aik der Koeffi
zientenmatrix m: sind nur abhangig von den Steifigkeiten und Langen der Stabe, 
wahrend die Belastung lediglich in die GroBen bk eingeht. 

Als Lasung von (I) in der gewunschten Form bekommt man folgende lineare 
Beziehungen: 

Xl = LXn bl + "1.2 b2 + ... + (Xl" bn 

X 2 = (X21 b1 + (X22 b2 + ... + (X2n bn 

Xn = (X"l b1 + (Xn2 b2 + ... + (Xnn bn 

oder in Matrizenform 

und kurz 
f = m:-l '6. 

(III) 

(IV) 

(IVa) 

Die Matrix m:-l ist die sog. Kehrmatrix oder inverse Matrix zur Koeffizienten
matrix m:. Ihre Elemente (Xik nennt man auch EinfluBzahlen, weil sie den EinfluB 
dar GraBen bk auf die Unbekannte xk widerspiegeln. In der Baustatik werden sie 
im allgemeinen als fJ-Zahlen bezeichnet. 
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Die Elemente (Xik der Kehrmatrix 12(-1 werden zweckmaBigerweise mit Hilfe 
eines Matrizenverfahrens berechnet, das in der Literatur (z. B. ZURMUHL, Matri. 
zen, Berlin 1961) beschrieben ist. 

Zur Weiterverwendung in einem spateren Abschnitt dieses Buches wird hier 
noch ffir die zweireihige Matrix 

12( _ [au a12] 

a21 a22 

die dazugehorige Kehrmatrix formelmaBig angegeben. Sie lautet 

fUr D = all au - au ~1· 

2 Allgemeine Betrachtungen zum 
Reduktionsverfahren 

2.1 Grundprinzip der Verfahrens 

(V) 

Dem Reduktionsverfahren liegen die allgemeinen Losungen der Differential· 
gleichungen fiir Biegung, Torsion und Langsdehnung zugrunde. Das ist im Prinzip 
nicht neu, denn in der Statik gibt es fiir Einfeld· und Durchlauftrager Berech· 
nungsverfahren, die ebenfalls diese allgemeinen Losungen als Grundlage haben. 
Neu ist hier nur die Anwendung der Matrizenrechnung, speziell der ttbertragungs. 
matrizen, mit deren Hilfe die sich bei der gewohnlichen Rechnung ergebenden 
schwerfalligen und umstandlichen Ausdriicke in kurzer und iibersichtlicher Form 
darstellen lassen, was die gesamte Rechnung weitgehend schematisiert, somit 
stark vereinfacht und anschaulicher macht. 

Das Prinzip des Verfahrens solI an Hand von Abb. 1 erlautert werden. Der 
o /! n-T n 

ir' " -+-l, ± l,J 
-'------r1-

,. , . 

Abb. 1. Beliebig gestfttzter, am linken Ende durch ein Moment M. belasteter Durchlauftrager 

Spannungs. und Verformungszustand des beliebig gestiitzten Durchlauftragers 
bei reiner Biegung wird beschrieben durch die beiden KraftgroBen M und Q 80wie 
durch die beiden DeformationsgroBen w und gy. Wird dieser Trager am linken 
Ende durch das beliebige Moment Mo belastet, dann werden samtliche Defor· 
mations· und KraftgroBen an den Stiitzen lineare Funktionen dieses Momentes. 
Ein n·faches Moment Mo wiirde also n·fache Kraft· und DeformationsgroBen a.n 



2.2 Vorzeichendefinition 7 

den Stiitzen hervorrufen. LaBt man nacheinander am linken Tragerende die Gro
Ben Qo, wo' CPo und schlieBlich eine auBere Belastung am Trager selbst angreifen, 
dann sind wiederum samtIiche Kraft- und DeformationsgroBen an den Stiitzen 
lineare Funktionen von Qo' wo' CPo und der auBeren Belastung. Die GroBen Mo' 
Qo, Wo und CPo sind willkiirlich wahl bar ; sie werden im folgenden als FreigrofJen 
bezeichnet. Genau die Halite dieser FreigroBen ist durch die Randbedingungen 
am linken Tragerende bereits festgelegt. Beispielsweise treten in Abb. 2 am linken 
Tragerende kein Moment und keine Querkraft auf: somit wird Mo = 0 und Qo = O. 

{ 

," I ,,~ "] ( i il ,-~_, _----" 
frclg' riifJcn ~ W',(/'Io.fjo.P'p) Wz(/'Io.tPo'P.Pj ~ (Wg.tpo.p.PJ Hand-

m ( 1,/ Pi ( J () 0 bedingungcn 
TO 'I, "'0. tpo·P" ~ • fJ'J .. = 

Rand- J~ H, (Wg,tpo,p'p) HA J MJ ( .. J M, (Wq.tpo.P,PJ 
bedingungenl~ e,( /fo. '10' p, P) ez ( ) UJ ( • ) ~, ( " J 

Abb. 2. Beliebig gestiitzter Durchlauftrager mit Freigrollen und Randbedingungen 

Als unbekannte FreigroBen bleiben noch Wo und CPo iibrig. Von diesen und von der 
auBeren Belastung sind samtliche Kraft- und DeformationsgroBen sowohl an den 
Stiitzen wie auch in den Feldern linear abhangig. Die Unbekannten Wo und CPo 
lassen sich aus den Randbedingungen am rechten Tragerende ermitteln. Da das 
Tragerende rechts eingespannt ist, lauten die zugehorigen Randbedingungen 
w4 = 0 und CP4 = O. Das ergibt gerade zwei lineare Gleichungen fUr die beiden 
Unbekannten Wo und CPo' auch bei beliebig groBer Felderzahl n. Hat man die 
unbekannten FreigroBen ermittelt, so lassen sich die tatsachlichen Werte samt
licher Kraft- und DeformationsgroBen am Trager ohne weiteres angeben. 

Damit ist das Grundprinzip des Verfahrens erklart, und man braucht nur noch 
den linearen Zusammenhang zwischen Deformations- und KraftgroBen am linken 
und rechten Tragerende herzustellen, was mit Hilfe von tJbertragungsmatrizen 
geschieht. Biegesteifigkeit und Belastung diirfen iibrigens beliebig variabel sein; 
Voraussetzung ist nur die Einhaltung der Theorie 1. Ordnung und die volle Giiltig
keit des HooKEschen Gesetzes, wie bei vielen anderen Verfahren der Statik auch. 

2.2 Vorzeich(mdefinition 
Am raumlichen Stab, der nach allen Richtungen elastisch verformbar sein solI, 

treten folgende Kraft- und DeformationsgroBen (Abb. 3a) auf: 

in x-Richtung 

in y-Richtung 

in z-Richtung 

1 
Langsverschiebung u [m] 
Langskraft N [Mp] 
Langsverdrehung () 
Torsionsmoment M,. [Mpm] 

1 

1 

Durchbiegung 
Querkraft 
Neigungswinkel 
Biegemoment 
Durchbiegung 
Querkraft 
N eigungswinkel 
Biegemoment 

v 
Qv 
rp 

M" 
w 
Q. 
'P 
M. 

[m] 
[Mp] 

[Mpm] 
[m] 
[Mp] 

[Mpm]. 
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Davon sind je eine Kraft- und DeformationsgroBe einander zugeordnet (kon
jugiert), so daB sechs konjugierte Paare vorhanden sind: (u, N), (D, M",), (v, Qy), 
(q;, My), (w, Qz) und(tp, M z). Die Vorzeichen werden entsprechend Abb. 3a gewahlt. 

____ ~"'" linkesSchniffufer 

~vH!J9'Y 
:c.". 

l~ "'-"'zN 
t,; '" U _ L rechfesSchniHufer 

~g.v "'g'9' Y 

a b 

Abb.3a. Positive Definition der Kraft- und Defor- Abb.3b. Positive Definition der Belastungsfunktion 
mationsgrllilen am raumlich beanspruchten Stab am raumlich beanspruchten Stab 

Am rechten Schnittufer haben je zwei GroBen eines konjugierten Paares das gleiche 
Vorzeichen, d. h., einer positiven Querkraft Qz entspricht eine positive Verschie
bung w, einem positiven Moment My ein positiver Neigungswinkel q; usw. Gegen 
die Pfeilrichtung des Momentenvektors gesehen ist ein linksdrehendes Moment 
positiv. Das gleiche gilt auch fiir die Drehwinkel. 

Die Belastungsfunktionen am raumlichen Stab sind in Abb. 3 b angegeben: 

x.Richtung 

y-Richtung 
z-Richtung 

Ii likes SchniHufer 
f{z(r) 

! I J I ! ! I I 
If' 

~rT77777777:'777777I, ~) M!J 

t gz 

{ Langsbelastung 
Torsionsbelastung 
Querbelastung 
Querbelastung 

rechlss SchniHufer 

" , ! I jz~r{ I ! D 

Abb. 4. Positive Definition der Kraft- und Deformatious
grllilen ·sowie der Belastung des in der x-z-Ebene bean

spruchten Stabes 

p(x) 
t(x) 
q.(x) 
q.(x) 

[Mp/m] 
[Mpmjm] 
[Mp/m] 
[Mpjm]. 

In positiver Richtung der Achsen 
wirkende Belastungsfunktionen 
sind positiv definiert. 

Beim Sonderfall der ebenen 
Statik (Biegen in der x-z-Ebene) 
sind somit die positiven Kraft
und DeformationsgroBen sowie 
die positive Belastungsfunktion 
entsprechend Abb. 4 definiert. 

Die Vorzeichen wurden hier anders definiert als beim KraftgroBen- oder Defor
mationsverfahren. Dafiir waren folgende Griinde maBgebend: Beim Reduktions
verfahren wird stets nur mit den Kraft- und DeformationsgroBen am rechten 
Schnittufer gerechnet, und da es sich um ein rein mathematisches Verfahren han
delt, ist es zweckmaBig, auch eine mathematisch sinnvolle Definition einzufiihren: 

Konjugierte Gropen erhalten am rechten Schnittufer gleiche Richtungen und 
V orzeichen. 
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Besonders bei raumlichen Tragwerken ist diese Definition aus Griinden der Dber
sichtlichkeit unbedingt vorteilhaft. Die Aufzeichnung der Schnittkraftdiagramme 
bereitet keine Schwierigkeiten, da die Querkrafte im positiven Wirkungssinn vom 
Trager aus angetragen werden und die Momente auf der Seite des Tragers, auf del' 
sie Zug erzeugen. Besonders zu beach ten ist auch, daB beim Reduktionsverfahren 
die Druckkraft als positive Langskraft definiert ist. 

3 Beliebig gestUtzter Einfeld- und Dnrchlauftrager 
fUr feldweise konstante Biegesteifigkeit E· I" 

3.1 Grnndlagen 

3.1.1 Allgemeines 

Bei reiner Biegung in der x-z-Ebene treten die beiden konjugierten Paare 
My und ffJ sowie Q. und w auf, auBerdem die Belastung q.(x). Der Einfachheit 

o 6.3 'I S n-1 n 

--{l-----{ 

Feld 1 Feld3 feldll felrln 
Abb. 5. Einteilung des Durchlauftragers in Felder nnd Festlegung der Feldgrenzen 

halber werden die Indizes y und z weggelassen. Zu Beginn der Rechnung wird der 
Durchlauftrager in einzelne Felder eingeteilt (Abb. 5). Feldgrenzen sind freie 
Tragerenden, Stiitzen, Momentennullpunkte (Gelenke), Querkraftnullpunkte usw. 

3.1.2 Feldmatrix 

Abb. 6 zeigt als Teil eines Durchlauftragers das Feld lk. Der Trager wird un
mittelbar rechts neben Stiitze i und unmittelbar links neben Stiitze k zerschnitten, 
und die dort auftretenden Kraft-
und DeformationsgroBen werden 
unter Beachtung der Vorzeichen
definition von Abschn. 2.2 einge
tragen. 1m folgenden werden nur 
die Kraft- und Deformations-
groBen am rechten Schnittufer 
jedes Schnittes betrachtet. 

Nun wird der lineare Zusam- ,xk fJ'k-9'k fl,r/ 
menhang zwischen den Deforma- lk -------...I 
tions- und KraftgroBen in den Abb.6. Reine Biegung in der x-z-Ebene: Positive Definition 
beiden Schnitten i und k ge- der Belastung sowie der Randverformung 

sucht. Die Differentialgleichung fUr die Biegelinie ist 

[E I "( )]" ~. k·Wl, xk =qk(xk). (1) 
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Ihre allgemeine L6sung mitsmnt ihren ersten vier Ableitungen lautet unter 
Beriicksichtigung der Vorzeichendefinition: 

Darin ist 

Xk 

Xk 

=f qk(~)d~+Cl 
o 

Xk 

= f QkO(~) d~ + c1 xk + c2 
o 

Xk x 3 x".! 
-Elk f IP/,o(~) d~ + c1 6k + c2 2" + C3:Lk + c4 

o 

= Elk' wkO (xk) + c1 ~% + c2 ~~ + c3 X/c + c4 

- CfkO (x/c) = jk i~~~) d~ I 
M"o(x/c) = r QkO(~) d$ 

() 

o Xk \ 

+ wkO (xk) = -/ IPkO (~) d~ J 

fUr (0 < ~ < xk ) (0 ::;: Xk :s: l/c); 

an der linken Feldgrenze gilt fUr xk = 0 (s. Abb. 6): 

Qk(Xk = 0) = Qi ~ l1. = Q, = Qk(O) 

Mk(x/c = 0) = Mi ~ c2 = Mi = Mk(O) 

Cf/C(xk = 0) =~ (Pi ~ C3 = -Elk Cfi = -EI~ IPk(O) 

Wk(Xk=O) = Wi ~ C4 = Elkw;= Elkwk(O). 

• (2) 

(3) 

Die vier an sich willkiirlichen Integrationskonstanten sind hier also die vier 
Kraft- und Deformationsgr6Ben am linken Tragerende. Die Konstanten in (2) 
eingesetzt, neu geordnet und IPk(Xk) und w/c(xk) durch Elk dividiert, gibt: 

2 3 

Wk(Xk) = 1· wk(O) -X/cIPk(O) + 2ilk Mk(O) + 6 ilk Qk(O) + WkO (xk)·1 

IPk(Xk) = 1· IPk(O) - ;;k Mk(O) - 2;~k Qk(O) + IPkO(Xk)' 1 

Mk(Xk) = 1· Mk(O) + xk Qk(O) + MkO(Xk) . 1 (4) 

Qk(X/C) = 1· Qk(O) + QkO(XJ;)' 11 
qk (xk) == qk (xk) . 1 I 
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Damit ist bereits der lineare Zusammenhang der Kraft- und DeformationsgroBen 
zwischen dem Iinken Tragerende und einem beliebigen Punkt an der Stelle xk des 
Feldes lk bekannt. 

Fiir Xk = lk erhalt man den Zusammenhang zwischen den Kraft- und Defor
mationsgroBen am Iinken und rechten Tragerende 

li li 
U'k(lk) = 1· wk(O) -lkep/c(O) + 2Elk Mk(O) + 6Elk Qk(O) + wko(lk)· 1 

epk(lk) = 1· epk(O) - ~;k Mk(O) - 2;lk Qk(O) + epko(lk)· 1 

Mk(lk) = 1· Mk(O) + lk Qk(O) + MkO(lk) . 1 
(4a) 

Q/:(lk) = 1· Qk(O) + QkO(lk)· 1 

Wenn die letzte Zeile durch qk (lk) dividiert wird,. so schreibt sich dieses Gleichungs
system in folgender Matrizenform: 

l% n 
2 Elk 6Elk wkO (ll:) 

epk (lk) 

Mk(lk) 

Qk(lk) 

1 

o 1 lk l~ 
- El; - 2Elk fPko(lk) !Pk (0) 

Mk(O) 

Qk(O) 

1 

o 
o 
o 

oder noch kiirzer: 

Darin sind 
Wk (l/,) 

epk (lk) 

tJk (lk) = M k (lk) 

Qk(lk) 

1 

o 
o 
o 

und ~k die gesuchte Feldmatrix 

o 
~k= 0 

o 
o 

1 

o 
o 
o 

1 lk Mko(lk) 

o 1 Q"O(lk) 

o 0 1 

Wi wk(O) 

'Pi !Pk(O) 

!;)k(O) = tJi = M; - Mk(O) 

l~ 
2 Elk 

lk 
-El" 

1 

o 
o 

Q; Qk(O) 

1 1 

lZ 
-- wko(lk) 
6Elk 

l% (l ) 
- 2Elk epkO k 

1k MkO(lk) 

1 QkO (lk) 

o 1 

(5) 

(5a) 

(5b) 
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Tabelle la. Belastun{}sgrofJen bei reiner Biegun{} in der x~z-Ebene fur feldweise konst. 

MbZ 
2EI~ 

Biegesteifigkeit Elk 

'PkO (lk! 

I 
Pa~ 

~ 

2 Elk 
I 

Mko(lk) QkO (lk) 

I p. ak p 

M 0 
I 

---------:~-~ --
I 

q IZ 
-SEl; 

q l~ 
2 q lie 

---------I-----~- ~--- --~-- -- - -~--~-

~ I 

I ' 
~lK 

unglcichfiirmigc 
Tcmpcroturiindcrung 

q l~ 
120El~ 

q l~ 
-

- 24El~ 
q Ii q lk 
6- 2~ 

2 

o o 

c:rof1 
Ii rOC] " 

At = ti - ta 

hk : Tragerhiihe (konst. iiber 
Tragerlange) 

Die Elemente der ersten vier Spalten der Feldmatrix sind nur abhangig von Feld
lange lk und Biegesteifigkeit Elk. Lediglich die letzte Spalte hangt nach G1. (3) 
von der gegebenen Belastung abo Bei genauerer Betrachtung der GIn. (3) stellt 

r-=~...u..u..J..U.J..J..W.U.u.w.~) i'lko (lk) 

!--__ XkZk __ --<.I flk=consf 

man fest, daB die in ihnen definierten Zahlen
werte wko(lk)' <fJko(lk)' M kO (lk) und QkO (lk) nichts 
anderes sind als die an die rechte Feldgrenze 
reduzierten Belastungsfunktionen qk (xk ) und 
MkO(Xk) Elk. Mit anderen Worten: Man 
stellt sich den betrachteten Trager von der 
Feldlange lk links frei und rechts eingespannt 
vor und bela stet ihn mit diesen Funktionen 
(Abb. 7). Die sich daraus ergebenden negativen 
Stiitzenreaktionen sind - unter Beachtung 
der Vorzeichen - die in den Gin. (3) definier

Abb.7. Darstellung der Belastungsgrollen ten festen Werte, die im folgenden Bela
als an die rechte Feldgrenze reduzierte 

FlInktionen qk lind MkO/Eh stungsgroBen genannt werden sollen und zum 
Zeichen dafiir, daB sie aus der Belastung her

riihren, den Index 0 erhalten. Die Werte fUr QkO(lk)' MkO(lk)' <fJko(lk) und wko(lk) 
sind daher auf einfache Weise nach bekannten Verfahren, entweder graphisch 
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Tabelle lb. Umgerechnete Belastungagro/Jen bei reiner Biegung in der x-z-Ebene fur feldweiae 
konat. Biegesteijigkrit Elk 

* Pe l~ Vergleichsgrii.Ben: w = w EIe 

* Pel~ qJ=qJ -
EIe 

Q = Q* Pe 

Pc 
q=q*T 

c 

pc. le, Ie beliebig wahlbar 

P 
1 P a~ Ie 1 P a~ Ie 

, 

P ak Pc t= K~ 
/JK ---I "6 Pe l~ I" - T Pe l~ II; P" 1; 
le 

"'KG K~ 
''elc Lk_j 1 M b% Ie 

I 
M bk Ie M 

2 Pelc l~ Ik - Pc lc 7:; I" Pe lc 
Ie 

1[* 

E:111~1~ q* It, Ie q* lZ Ie q* l~ 

24 l~ Ik - "6lf Ik 2 l~ 
Ie 

I{* 

I~ q* It Ie q* lZ Ie q* l:' 

L-!:J£. ----J 120 l: I" - 24 l~ Ik "6 l~ 
lc 

t~~ q* l~ Ie q* l1 Ie q* l£ 
30 l~ Ik -"8 l~ I" 3" l~ 

Ie 
ung!cichformige I 

Temperofuriinderung IXt Lit l~ EIe + IXt Lit lk EIc \ 0 lK 
- 2hk l~ Pele I" te[·C(ZC i hk le Pc le 

ttl·C] ~ hk : Tragerhiihe (konst. iiber 

I At-ti-ta Tragedange) 

I P 

I Pe 

0 

* lk q -
lc 

q* l" 
2"T; 

q* lk 
27:; 

0 

i 

1 

mit Kraft und Seileck oder analytisch [nach G1. (3)] zu ermitteln, z. B. fUr eine 
Einzellast nach Abb. 8. 

IP J ~kO (Ik) UkO (lk) - P 

.----=-=-----fi~) "'koflk) "'kO (tk) - P'/J 
fIk ~ 

-'lkfJ (It) 

1""""-'-.u.J".O ........................ u....u.~.) WkfJ (lk) 

I-----a-J 
Abb. 8. Ableitung der Belastungsglieder fUr Einzellast P 

In Tab. la sind die BelastungsgroBen ffir die wichtigsten Belastungsfii1le 
angegeben. Aus ihnen lassen sich andere durch Superposition ableiten. 
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3.1.3 Punktmatrix 
1m vorangegangenen Abschnitt wurde gezeigt, wie die Feldmatrix ~k Kraft

und DeformationsgroBen vom linken zum rechten Feldende leitet. Nun wird unter
sucht, wie der trbergang an den Feldgrenzen von einem zum anderen Feld vor sich 
geht. Die Feldgrenzen waren definiert als Stiitzen, Gelenke, Querkraftnullfelder 
oder dergieichtlll. Je nach Art und konstruktiver Ausbildung der Feldgrenze kann 
der Wert einer Kraft- una DeformationsgroBe links neben dieser Feldgrenze einen 
anderen Wert haben als rechts von ihr, d. h. das Diagramm der betreffenden 
GroBe kann sich an der Feldgrenze sprunghaft andern. Der Differenzbetrag dieser 
sich sprunghaft andernden GroBe wird im folgenden als SprunggroBe bezeichnet. 
Sie muB an der Stelle des Tragers, an der sie auf tritt, neu in die Rechnung ein
gefiihrt werden. Praktisch wird dieser trbergang von der Stelle unmittelbar links 
neben der Feldgrenze zu der Stelle unmittelbar rechts neben der Feldgrenze mit 
Hilfe der sog. Punktmatrizen vorgenommen. Bevor diese jedoch abgeleitet werden 
konnen, miissen noch die verschiedenen Ausbildungsarten der Feldgrenzen mit 
den dazugehorigen SprunggroBen untersucht werden. 

k Elasti8Ch 8enkbare Stiltzung (Abb. 9a). Die Feder 

l kk hat die Federkonstante kk [MpJm] und wird um den 
a. 

b 

t 

/ Betrag wk zusammengedriickt (Abb. 9b). Es erglbt 

--------pvk--

f 1,·.,--i, 
Abb.9. 

Elastisch senkbare Stiltze 

k 
a. --:;J"';",z/'"""'K,"'-k-

b~ 

Abb,10. 

sich dann nach dem HOoKEschen Gesetz eine auf den 
Trager wirkende Reaktionskraft (Abb. 9c) von der 
GroBe 

(6a) 

Das negative Vorzeichen muB stehen, weil die Kraft von 
unten nach oben auf den Trager wirkt, also nach 
Abschn. 2.2 negativ definiert ist. Bei dieser Stiitzungsart 
andert sich also das Querkraftdiagramm an der Stiitze 
sprunghaft um den Betrag der SprunggroBe Qk = - kk Wk' 

Die iibrigen GroBen w, ffJ und M gehen stetig iiber, d. h. 
die haben links und rechts von der Stiitze den glei
chen Wert. 

Elasti8Ch drehbare Stiltzung (Abb. lOa). Die Dreh
feder hat die Drehfederkonstante Kk [Mpm] und wird 
in positiver Richtung verdreht um den Winkel ffJk 

(Abb. lOb). Dassich nach dem HOoKEschen Gesetz 
ergebende, auf den Trager wirkende Reaktionsmoment 
hat die GroBe 

Elastisch drehbare Stiltze (6b) 

k Das negative Vorzeichen ergibt sich bei der Beachtung 
1r4IjKK der Vorzeichendefinition fiir Momente. Hier andert 

Abb.l1. Elastisch senk- und sich der Momentenverlauf sprunghaft um den Wert 
drehbare Stiltze Mk = -KkffJk' ffJ, W und Q andern sich an derStiitze nicht. 

Elasti8Ch 8enk- und drehbare Stiltzung (Abb. 11). Die Reaktionen der GIn. (6a) 
und (6b) treten gleichzeitig auf. An dieser Stiitze miissen demnach zwei Sprung
groBen beriicksichtigt werden. 
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Festes gelenkiges Lager (Abb. 12). Die an dieser Stiitze auftretende Stiitzkraft 
verursacht eine sprunghafte Anderung des Querkraftverlaufes. Es muB die Sprung
groBe Qt eingefiihrt werden, die der vertikalen Stiitzkraftkom- . 
ponente entspricht. Diese SprunggroBe muB im Gegensatz zu :r: 
den bei Federn auftretenden SprunggroBen, die als Funk-
tionen von W/c und f{J/c bekannt sind [s. GIn. (6a) und (6b»), Abb.12. Festes gelen-

als Unbekannte in die Rechnung aufgenommen werden. kiges Lager 

Gelenk (Abb. 13). 1m Gelenkpunkt tritt die unbekannte SprunggroBe f{J~ hinzu. 
w, M und Q andern sich nicht. 

Querkraftnullfeld (Abb.14). Unbekannte SprunggroBe ist wk. f{J, M und Q 
andern sich nicht. 

Abb. 13. Gelenk Abb. 14. Querkraftnullfeld Abb. 15. Senkrecht gefilhrtes Lager 

Senkrecht gefiihrtes Lager (Abb. 15). Infolge der beweglichen senkrechten 
Fiihrung kann keine vertikale Stiitzkraft auftreten; damit andert sich auch die 
Querkraft nicht. Die Durchbiegung w und die Verdrehung f{J miissen auf Grund 
der konstruktiven Ausbildung des Lagers auf beiden Seiten gleich sein. Die durch 
die senkrechte Fiihrung hervorgerufene seitliche Einspannung verursacht ein 
Stiitzmoment, das als unbekannte SprunggroBe M~ in die Rechnung eingeht. 

Nachdem die verschiedenen Ausbildungsarten der Feldgrenzen erlautert wur
den, kann nun die Punktmatrix abgeleitet werden. In Abb. 16 ist die Stiitze k 
mit den benachbarten Fel-
dern l/c und lie + 1 schema
tisch dargestellt. In zwei 
unmittelbar rechts und 
links neben der Stiitze ge
fiihrten Schnitten sind die 
in Frage kommenden 
Kraft-, Deformations- und 
SprunggroBen eingetragen. 
Die am rechten Feldende 
von Feld l/c wirkenden 

Sffjfzfl...K 

~ 
MIr - -K/r"!k(lk) 
gk--Kk,Wk(lk) 
WI 
9'f 
Nt 
Qf 

Abb.16. Zur Ableitung der Punktmatrix erforderliche Kraft- und 
Deformationsgro/3en an Feldgrenze Ie 

GroBen w/c(l/c), f{J/c(l/c), Mdl/c) und Q/c(l/c) ergeben sich aus G1.(5). Es sind die 
GroBen, die unter Beriicksichtigung der an der Stiitze evtl. hinzukommenden un
bekannten SprunggroBen w~, f{J~, M~ und Qt sowie der von f{J und w linear abhan
gigen und damit bekannten FedersprunggroBen M/c = -K/cf{J/c(l/c) und 
Q/c = - k/c W/c (l/c) auf die rechte Seite der Stiitze iibergeleitet werden sollen. 
Nach den aus der Statik bekannten Gleichgewichtsbedingungen erhiilt man aus 
diesen GroBen die neue Kraft- und DeformationsgroBen rechts von der Stiitze, 
d. h. am linken Ende vom Feld lk+ l' Die Ableitung des Momentes M k+ 1 (0) soIl 
an Hand von Abb. 17 a, in dem allein die Momente eingetragen sind, gezeigt 
werden. Zunachst ist im Schnitt links neben Stiitze k nur das Moment M/c(l/c) als 
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Stabendmoment am linken und als Stiitzenmoment am rechten Schnittufer vor
handen. An den Stiitzen kommen die SprunggroBen Mk = - Kk ({Jk(lk) und Mf, 

reId lk 3fiifze k reId 1101 
Hk --Kk'ik (lk) 

(&J W////M////1 ) ( V////l////lI///1 
a. Mk(lk) Hk(llt) ""It./OJ ""k., (0) -Hi -K" ,(llt)+111r (I"J 

.~--kk /+k(l,j 

W/W////////.l t ,~~ lW//$////////d 
b gk(l,,) 'k(lkJ Ik.d/It) gktl (0) ~U:-kk Ilk (l"j+MllrJ 

Abb. 17. Positiv definlerte Momente und Querkrafte an der Feldgrenze k 

neu hinzu. Die SprunggroBen und das Moment Mk(lk) miissen mit dem rechts 
von der Stiitze k auftretenden Moment M k + 1 (0) im Gleichgewicht stehen: 

MU1 (0) = Mk(lk) - Kk ((Jk(lk) + M~. 
Die Ableitung von Qk + 1 (0) erfolgt an Hand von Abb. 17b: 

Qu 1 (0) = Qk (lk) - kk wk (lk) + Qk' 

Die GroBen Wk + dO) und ({Jk +1 (0) bekommt man auf die gleiche Weise. Es konnen 
nun aIle fiir den Feldiibergang maBgebenden Gleichungen angegeben werden: 

Wk+ 1(0) = wk(lk) + w~ 
({Jk + 1 (0) = ({Jk (lk) + ({J~ 

M U1 (O) = -Kk'({Jk(lk) + Mk(lk) +MA, (7) 

QU1(0)=--kk' Wk(lk) + Qk(lk) +Q~ 

1 1 
In Matrizenform 

Wk+1 (0) 

((JudO) 

MU1 (0) -

Qu 1 (0) 

1 

oder als Matrizengleichung 

1 0 

0 1 

0 -Kk 

-kk 0 

0 0 

0 0 

0 0 

l' 0 

0 1 

0 0 

t)U 1 (0) = Uk t)k (lk)' 

Darin ist Uk die gesuchte Punktmatrix 

1 0 0 0 

0 1 0 0 

Uk = 0 -Kk 1 0 

-kk 0 0 1 

0 0 0 0 

wA, wk(lk) 

({JA, ({Jk (lk) 

M S k Mk(lk) 

Qk Qk (lk) 

1 1 

WS k 

({Jk 

M S k 

Qk 

1 

(8) 

(8a) 

(8b) 
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Gl. (Sa) in Gl. (oa) eingesetzt, ergibt 

tlk+ 1 (0) = Uk lYk tlk (0). (S c) 

Diese Gleichung driickt den linearen Zusammenhang 
zwischen den Deformations-und KraftgroBen ullmittel
bar rechts llebell Stiitze k -1 und unmittelbar rechts 
neben Stiitze k aus (s. Abb. lS). Es bedeuten: 

'll7H Uk 'UkfT 
7<-1 k 7<+1 

Uk: Punktmatrix an der Feldgrenze k; 

lYk: Feldmatrix des Feldes lk; 

tlk(O): Vektor mit den Elementen wk(O), tpk(O), Mk(O), 
Qk(O) und 1, ein sog. Zustandsvektor an der 
Stelle XIc = 0 des Feldes lk' also unmittelbar 
rechts neben Stiitze k - 1; 

tlk + dO): Zustandsvektor an der Stelle Xk + 1 = 0 des 
Feldes lk + 1, also unmittelbar rechts neben 
Stiitze k. 

Man bekommt also den Vektor t)k+ dO) aus einer 
einfachen Matrizenmultiplikation des Vektors tlk(O) 
mit der Punktmatrix Uk und der Feldmatrix lYk' 

3.1.4 Randbedingungen 

Durch mehrmalige Anwendung von Gl. (8c) liLBt 
sich bei jedem beliebigen Durchlauftrager der line are 
Zusammenhang zwischen den Kraft- und Deforma
tionsgroBen am linken und rechten Ende herstellen. 
Es bleibt nun noch zu untersuchen, wie die Randbe
dingungen an beiden Enden des Durchlauftragers 
lauten. 

Bei Biegung in der x-z-Ebene sind nur die beiden 
konjugierten Paare M und tp sowie Q und W vorhanden. 
Die Randbedingungen an jedem Tragerende ergeben 
sich immer so, daB in jedem konjugierten Paar ge
rade eine GroBe bekannt ist (Null oder const). An 
jedem Tragerende sind somit stets zwei Randbedin
gungen zu erfiillen. 

Linkes Trligerende. Die beiden Kraft- und De
formationsgroBen, die nicht durch Randbedingungen 
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festgelegt bzw. bekannt sind, gehen als FreigroBen in die Rechnung ein. Samtliche 
iibrigen Kraft- und DeformationsgroBen am Durchlauftrager ergeben sich als 
Linearkombination dieser GroBen. Beispielsweise lauten bei einem festen gelen
kigen Lager (Abb. 19) die Randbedingungen: WI (0) = 0 und MI (0) = O. Frei
groBen sind daher qJI (0) und Q1 (0). 

o 1 n o 
#7 r 

fJ', (OJ} freigrii8en . 
2, (OJ 

~: f%j::} RontllJetllfigungen 

-.. , , n~""""-----"--- ... ---{ 
K0;MKo i 
W,(Oj} freigriJ'Ben 
fJ', (0) 
MdOj c - Ko '!dO)} Rondbedingungen. bckonnl 
2, (0) = -KO W,(O) ols funklion yon 'MOj u.JV,(OJ 

Abb.19. Linkes Tragerende: FreigrllJ3en und Rand- Abb.20. Linkes Tragerende: FreigrllJ3en und Randbe-
bedingungen am festen gelenkigen Lager dlngungen an elastisch senk- und drehbarer Stiitzung 

Ein elastisch senk- und drehbares Lager dagegen (Abb. 20) kann sich frei ver
formen; qJI (0) und WI (0) sind demnach FreigroBen. Die dazugehorenden konju
gierten GroBen MI (0) und Q1 (0) sind bekannt als Funktionen von qJI (0) und WI (0): 
MI (0) = - Ko qJI (0) und Q1 (0) = - ko WI (0). 

Rechtes Triigerende. Die beiden vorgeschriebenen Randbedingungen werden 
dazu benutzt, die zwei FreigroBen vom linken Tragerende zu berechnen. 

o 

Abb. 21. Rechtes Tragerende: Randbedingungen an fester 
Einspannung 

Beim fest eingespannten 
Tragerende nach Abb.21 
(auch beim festen gelenkigen 
Lager) kann die Berechnung 
irq Feld In an der Stelle 
xn = lnabgebrochen werden. 
Der tJbergang an der Feld
grenze mit Hilfe der Punkt
matrix ist nicht erforderlich, 

weil an diesem Tragerende keine SprunggroBen auftreten. Die Randbedingungen 
lauten: wn (In) = 0 und qJn (In) = O. 

Anders liegen die Verhaltnisse beim gefederten Tragerende nach Abb. 22. 

o 11.-1 11. 

--,:trf'l------:-lr~ Kn 

L-- xn 1'111. :: Wn+1 (OJ + 0 
Ifn = Ifno (0)., 0 
MnA (0) = o} Rond-
en .. ' (0) = 0 bedingungen 

Abb. 22. Rechtes Tragerende: Randbedingungen an elastisch senk
und drehbarer Stiitzung' 

Hier wirken an der Stiitze n 
die GroBenMn =-KnqJn(ln) 
und Qn = -kn wn (In) auf den 
Trager, und es muB der 
tJbergang von der linken zur 
rechten Seite der Stiitze mit 
Hilfe der Punktmatrix Un 
durchgefiihrt werden. Die 
Randbedingungen lauten 

dann M n+1(O) = 0 und Qn+1(O) = O. In Wirklichkeit existiert das Feld In+1 
gar nicht; es wird aber trotzdem eingefiihrt, um anzuzeigen, daB mit der 
Punktmatrix Un gerechnet werden muB. 

In Tab. 2, S. 17, sind aIle moglichen Randbedingungen bei reiner Biegung 
in der x-z-Ebene zusammengestelIt. 
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3.1.5 Betrachtung am ganzen Tragwerk 

Abb. 23 stellt einen beliebig gestutzten Durchlauftrager mit n Feldern dar. 
Es sollen aIle Kraft- und DeformationsgroBen unmittelbar rechts neben jeder 

Abb. 23. Beliebig gestiitzter Durchlauftrager mit Angabe der Feldmatrizen lYk und Punktmatrizen mk sowie 
der Zustandsvektoren \:)k(O) 

Stutze ermittelt werden. Die Feldmatrizen ~k fiir aIle Felder [G1. (5b)] und die 
Punktmatrizen an allen Stutzen sind bekannt [G1. (8b)]. 

Wir beginnen am linken Ende des Tragers. Der Zustandsvektor t)1 (0) am linken 
Tragerende wird als Anfangsvektor bezeichnet. Er hat die Form 

(9) 

mit A und B als FreigroBen, die nach Tab. 2 zu ermitteln sind. Die Dreiteilung 
des Anfangsvektors ist praktisch aus rechentechnischen aber auch aus mathe
matischen Grunden. Die beiden Vektoren !1 und !2 sind zwei linear unabhangige 
Losungen der homogenen und !a eine Partikularlosung der inhomogenen Diffe
rentialgleichung. 

Einige Beispiele fiir die Aufstellung des Anfangsvektors: 

a) Festes gelenkiges Lager nach Abb. 19: 

FreigroBen IPI (0) Randbedingungen WI (0) = 0 

MI(O) = O. 

Der Anfangsvektor lautet 

r WI (0) = 0 0 0 0 01 

IPI (0) IP~ (0) 1 0 0 

t)1 (0) = M 1 (0) = 0 0 o IP1(0) + o Ql(O) + 0 1 

Q1 (0) Q1 (0) 0 1 0 

l 1 1 lo 0 1 

1)1 (0) = <PI (0) Il + Q1 (0) !z + !a· 
2* 
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b) Gefedertes Lager nach Abb. 20: 

FreigroGen 911 (0) 

WI (0) 

bekannte GroBen Ml (0) = - KOI (0) 

Q1 (0) = - ko WI (0) . 

Der Anfangsvektor lautet 

WI (0) WI (0) 1 0 

911 (0) 911 (0) 0 1 

t)1 (0) = M1 (0) - Ko 911(0) - 0 w1(0) + -Ko 911(0) + 
Ql(O) - ko w1 (0) -ko 0 

1 1 0 0 

~h (0) = WI (0) !1 + 911 (0) !2 + !3' 

0 

0 

0 1 

0 

1 

Mit bekanntem Anfangsvektor t)1(0) konnen nun der Reihe nach aus G1. (8c) die 
Zustandsvektoren t12 (0), tJa (0), t)4 (0) usw. berechnet werden: 

t)2 (0) = U1 g:1 t)l (0) 

t)3 (0) = U2 g:2 t)2 (0) 

t)4 (0) = U3 g:3 tJa (0) 

t)n_l(O) = Un- 2 g:n-2 t)n-2(0) 

t)n (0) , Un- 1 g:n-l t)n-l (0) 

t)n+1 (0) = Un g:n t)n (0). 

Jetzt sind samtliche Kraft- und DeformationsgroBen reehts neben jeder Stiitze 
bekannt, und zwar als Linearkombination der beiden FreigroBen yom linken 
Tragerende. 

Setzt man die vorstehenden Gleiehungen alle ineinander ein, so erhalt man 
den unmittelbaren linearen Zusammenhang zwischen Anfangsvektor t)1 (0) und 
Endvektor t)n+dO) in der Form: 

.' 
(10) 

G1. (10) ist die fiir die Berechnung des Durchlauftragers nach dem Reduktions
verfahren maBgebende Gleiehung. 
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3.1.6 Ausfiihrliches Rechenschema 
Zur Ausfiihrung der Matrizenmultiplikation von G1. (10) kann folgendes 

Rechenschema angegeben werden: 

A B 1 

(1-:1) (f2) (f3) t)I(O) 

(U:l) ( -I- ) ( -I- ) ( -I- ) ----+ t)l (lI) 

(Ui ) ( -I- ) ( -I- ) ( -I- ) ----+ t)2 (0) 

(U:2) ( -I- ) ( -I- ) ( -I- ) ----+ t)2 (l2) (11) 

(U2) ( -I- ) ( -I- ) ( -I- ) ----+ t)3(0) 

mn) ( -I- ) ( -I- ) ( -I- ) ----+ t)n (In) 

It)n +1 (0)1 
Randbedingungen 

(Un) I( -I- ) (-I-) ~ ----+ erfiillen ----+ A und B. 

Die drei GraBen A, B und 1 werden iiber die drei Anteile fl' f2' f3 des Anfangs
vektors t)l (0) herausgezogen. Links schreibt man die Feld- und Punktmatrizen 
untereinander auf und multipliziert nun die drei Spalten des Anfangsvektors 
unabhangig voneinander mit den Feld- und Punktmatrizen nach unten, was die 
senkrechten Pfeile andeuten. Die Produktzeilen des Rechenschemas (senkrechte 
PIeile) sind entsprechend G1. (5a) und (8a) die Zustandsvektoren t)k(O) (Kraft
und DeformationsgraBen unmittelbar rechts neben Stiitze k -1) und t)k(lk) 
(Kraft- und DeformationsgraBen unmittelbar links neben Stiitze k), die allerdings 
noch in ihre drei Teile zerlegt sind. Wenn die FreigraBen aus dem Zustandsvektor 
t)n+dO) (eingerahmte Rechtecke) mit Hilfe der Randbedingungen am rechten 
Tragerende ermittelt worden sind, dann kann auf zwei verschiedene Arten weiter
gerechnet werden: 

1. Die bekannten FreigraBen werden mit den ihnen beigeordneten ersten bei
den Spalten multipliziert, zur dritten Spalte addiert und rechts herausgeschrieben. 

2. Man stellt den Anfangsvektor t)l (0) mit den bekannten FreigraBen zahlen
maBig in der Form 

Wl(O) 

({!i (0) . 

t)l (0) = Ml (0) 

Ql(O) 

1 

auf und multipliziert ohne Zerlegung an allen Feld- und Punktmatrizen herunter. 
Dann miissen die Randbedingungen am rechten Tragerende von selbst erfiillt 
sein, was gleichzeitigals Kontrolle dient. 
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Damit sind alle Zustandsvektoren, .also die gesuchten Kraft- und Deforma
tionsgroBen M, Q, w, gl, unmittelbar links und rechts neben den Stiitzen bekannt. 
Zwischenwerte konnen sehr einfach nach Gl. (4) berechnet werden. 

Als Kontrollen fiir die Richtigke~t der Ergebnisse sind wahrend der Rechnung 
die bekannten Summenproben fiir M:atrizenmultiplikationen durchzufUhren und 
am SchluB der Rechnung die Gleichgewichtsbedingungen .I V = 0, .I H = 0 und 
.I M = 0 an jeder Feldgrenze und am ganzen Tragwerk zu iiberpriifen. 

Wie bereits in der Ableitung des Anfangsvektors angedeutet wurde, sind die 
ersten beiden Spalten der Vektoren tJk zwei linear unabhangige LOsungen der 
homogenen Differentialgleichung der Biegelinie und die dritte Spalte eine Parti
kularlosung der inhomogemin Gleichung. Das bedeutet, daB die Belastung nur in 
die dritte Spalte eingeht, so daB fUr jeden neuen Belastungsfall nur diese Spalte 
neu berechnet zu werden braucht. Das Reduktionsverfahren unterscheidet sich 
also in dieser Hinsicht nicht yom KraftgroBen- oder Deformationsverfahr.en. 

3.1. 7 Verkiirztes Rechenschema 

Der Rechengang kann wesentlich verkiirzt werden, wenn man auf die Berech
nung der Kraft- und DeformationsgroBen unmittelbar links neben den Feld
grenzen (Vektoren tJk(lk» zunachst verzichtet und nur die Vektoren tJk(O), d. h. 
unmittelbar rechts neben den Feldgrenzen, berechnet. Das Rechenschema hat 
dann folgendes Aussehen: 

A B 1 

(~1) (~2) (~3) -+ 1)1 (0) 

(U1 ~1) ( t ) U· ) ( t ) -+ tJ2(0) 

(U2 ~2) ( t ) ( t ) ( t ) t)s (0) Rand- (12) 
-+ 

bedingungen 
erfiillen 

(Un ~n) I( t ) ( t ) ( t )1 -+ It)n+1 (0)1 -+ A und B. 

Es miissen also vorweg die Produktmatrizen Uk ~k berechnet werden. Ansonsten 
verlauft die Rechnung genau so, wie beim Rechenschema (11). Zum SchluB kann 
man die Kraft- und DeformationsgroBen unmittelbar links neben den Stiitzen nach 
Gl. (7) aus den GroBen rechts neben den Stiitzen auf folgende Weise ermitteln: 

glk(lk) = glU1 (0) - gl~ 

Mk(lk) = MU1 (0) + Kkglk(lk) - Mk 

Qk(lk) = Qk+1 (0) + kk wk(lk) - Qk' 
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Fiir den Sonderfall, daB die SprunggroBen Wk = IPk = 0, erhiilt die Produkt-
matrix folgende Form: 

l~ 13 

WkO (lk) 1 -lk ~ 

2Elk 6 El,c 

0 lk 12 
IPkO (lk) 1 k 

-Elk - 2Elk 

Uk iYk = 0 -Kk K lk 
1 + k Elk 

, -I-K ~ 
Ok' k 2Elk .Mko(lk) - Kk IPko(lk) -+- .M~ 

Z-! l~ 
-kk kkl" k k 1-kk6E1 Qko(lk) - kk wko(lk) -+- Q~ - k2EI" 

" 
0 0 0 0 1 

Man erkennt, daB diese Produktmatrix entsteht, wenn in der Feldmatrix iYk zur 
4. Zeileihre mit - k" multiplizierte 1. Zeile undzur 3. Zeile ihre mit- Kkmulti
plizierte 2. Zeile addiert wird. Unter Beriicksichtigung dieser Feststellung liiBt 
sich diese Matrix fiir die praktische Berechnung mit dem Rechenschema (12) 
in folgende einfache Form umschreiben: 

h -l" 
1~ 1" 

wkO (lk) Ie 

2EI" tEl; 
o 0 

0 1 lk 1~ 
CfJko (lk) - Elk -2Ei;. 

~\= 0 0 1 lk -M~kO(lk) -j-- .M~ 

o 0 
(13) 

0 0 0 1 QkO (lk) -l- Q~ 

0 0 0 0 1 

fiir IP~ = w~ = O. 

Diese Matrix wird im folgenden als Leitmatrix £k bezeichnet. Sie hat 7 Spalten 
und 5 Zeilen, d. h., sie ist nicht quadratisch. Der linke quadratische Teil von 
5 Spalten und Zeilen ist die bekannte Feldmatrix von Gl. (5 b). Die beiden letzten 
Spalten aber enthalten die Federkonstanten und leisten dasselbe wie die Punkt
matrix Uk. Dabei wird im folgenden die gerasterte zweispaltige quadratische 
Untermatrix als Federmatrix bezeichnet. 

Die Gl. (10) kann man nun kiirzer schreiben 

lJn+l(O) = £n £n-l··· £2 £1 th(O). (lOa) 

Auch das Rechenschema (12) erhiilt ein anderes Aussehen 

A B 1 

(1;1) (1;2) (1;3) ~ tl1(0) 

(£1) 0) (.j,) 0) ~ tJ2(O) 

(£2) (t) (t) 0) ~ tJ3(0) (12a) 

(£3) 0) ( ! \ 
'\' J 0) -',>- tJ4(0) Rand-

bcdingungen 
erfiillen 

(£n) 1(')' ) 0) 0)1 ~ ItJn-l-l(O)IJ ~ A und B. 
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Allerdings ist die Multiplikation jetzt verschriinkt durchzufiihren, d. h. man be
trachtet die ersten zwei Zeilen von t)k + 1 (0) als die letzten von t)k (0) und multipli
ziert wie gewohnlich. 

3.1.8 Einfiihrung von dimensionslosen VergleichsgroBen fiir die prsktische 
Berechnung 

Bei der Zahlenrechnung ist es vorteilhaft, die Kraft- und DeformationsgroBen 
w, rp, M und Q durch dimensionslose GroBen w*, rp*, M* und Q* zu ersetzen. Dazu 
miissen die Feld- und Produktmatrizen sowie die Federkonstanten mit Hilfe der 
folgenden Beziehungen umgerechnet werden: 

p 

q = q* ----" 1 1c 
(14) 

Darin sind Pc, 1c und Ie beliebig wahlbare GroBen. Sie sind nach Moglichkeit so 
zu wahlen, daB aIle Elemente der Matrizen nahe bei 1 liegen. 

Feldmatrix \J; (umgerechnete Matrix). Die erste Zeile von Gl. (4a) heiBt 
. p p 

wk(lk) = wk(O) -lk<Pk'(O) + 2;Ik Mk(O) + 6;~Qk(0) + wko(lk)' 

In diese Gleichung werden die Beziehungen (14) eingesetzt 

* (lk) Pc1~ *(0) Pc1~ 1 *(0) Pc1~ + 1~ M*(O) P 1 
wk Z; EIc = UJk Inc -- k <Pk EIc 2EIk k c c 

+ 6;Ik Q~ (0) Pc + w~o (!:) ~;cg 

Das gleiche fiir die anderen Zeilen von Gl. (4a) durchgefiihrt und in Matrizenform 
geschrieben, gibt: 

*Ck) 1 1k 1 1t Ie 1 1~ Ic 
* Ck) w:(O) W k Z; -Z; 2 1~ Ik (; 12 . Ik W kO Z; 

*Ck) 0 1 
. 1k Ie 1 1~ Ie * Ck) rp~ (0) rpk Z; - Z; Ik - 2 1~ . Ik rpkO Z; 

M:G:) 
- 0 0 1 1k M* (!~) ~(O) (15) 

Z; kO 1e 

Q~G:) 0 0 0 1 Q:oG:) Q:(O) 

1 0 0 0 0 1 1 J 
oder als Matrizengleichung 

t): G:) = \J: t): (0). (15a) 

Die Matrix ~t illt die gesuchte dimensionslose Feldmatrix. Die BelastungsgroBen 
'II to. <plo, Mlo und Qlo sind in Tab. 1 b (Seite 13) zusammengestellt. 
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Federkonstant(lll k: und K!" Nach Gl. (6a) ist Qk = - kk Wk. Die Beziehung 
(14) eingesetzt 

Q* P k * Pel~ 
k c = - kWk EI ' 

c 

durch Pc geteilt 

Darin ist 

die umgerechnete Federkonstante. 

Nach Gl. (6b) ist 

Mit den Beziehungen (14) 

M* P 1 K * Pel~ 
k c c = - k f/Jk EI 

c 
durch Pc 1c geteilt 

M* K lc * 
k = - k Elk f/Jk • 

Darin ist 

die umgerechnete Federkonstante. 

(16a) 

(16b) 

Punktmatrix Uk" Die Matrix (Sb) lii6t sich sofort in die dimensionslose Form 
umschreiben: 

1 0 0 0 w*s 
k 

0 1 0 0 *s 
f/Jk 

U~= 0 -K: 1 0 M*' k (17) 

-k: 0 0 1 Q:s 

0 0 0 0 1 

L "tm tr" £* (f" *. 8* 0) el a IX k ur wk = f/Jk = . Die Beziehungen (14) werden in Gl. (13) 
eingesetzt. Das gibt: 

1 
lk 1 l~ Ie 1 l: Ie 

* Ck) -1; 2" l~ Ik "6 l: Ik W kO 1; o 0 

0 1 lk Ie 1 l~ Ie 
* Ck) -1; Ik - 2"l~ Ik f/JkO 1; o 0 

£~= 0 0 1 lk M:o(!:) 1; 

10 
0 0 1 Q:on:) 

(1S) 

l 0 0 0 0 1 o 0 
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3.2 Berecbnung des Einfeldtragers 

3.2.1 Allgemeines 

Nach dem Reduktionsverfahren berechnet sich der Einfeldtrager sehr einfach. 
Dabei spielt es keine Rolle, wie der Trager an den Stiitzen gelagert ist. Ein Trager 
auf zwei gelenkigen Stiitzen (statisch bestimmt) macht annahernd ebensoviel 
Arbeit wie ein Trager auf zwei elastisch senk- und drehbaren Stiitzen (zweifach 
statisch unbestimmt). Jedesmal sind zwei lineare Gleichungen mit zwei Unbe
kannten zu losen. 

An zwei Beispielen wird gezeigt, wie mit dem Reduktionsverfahren praktisch 
zu rechnen ist: 

3.2.2 Beispiel 1: Aufgabenstellung und Geometrie (Abb. 24a) 

Gesucht sind samtliche Kraft- und DeformationsgroBen am Trager in all
gemeiner Form. Es wird mit den tatsachlichen dimensionsgebundenen Wer-
ten gerechnet. Da nur ein Feld vor- 0 ~ P 1 

liegt und an der Stiitze 1 keine Sprung- a 1111 II 1111111111111111 ~ 

grof3e auf tritt, ist fUr die Berechnung = fI -J~ 
folgende Beziehung maBgebend [nach x, 
Gl. (5a)]: IT 

t)l (~) = iJl t)l (0). -q,(O) t),(I,J 

Anfangsvektor t)l (0). Die Randbe
dingungen an beiden Enden sind in 
Abb. 24 b eingetragen. FreigroBen sind 
demnach Ql (0) und CPl (0) (s. Tab. 2). 
Damit wird der Anfangsvektor nach 
Gl. (9) 

o 
1 

o 
o 

b 
~ 

1'1,(0)=0 
Mdoj=o 

Abb. 24. Beispiell: Links gelenkig und reehts fest 
eingespannter Einfeldtrager 

o 
o 

1 

o 

o 
o 

o 
1 

Feldmatrix. iJl" Sie wird aufgestellt nach Gl. (5 b). Die Belastungsgrof3en sind 
nach Tab. 1: 

p l~ 
1Jf10 (~) = -T 

Qlo(ll) = P 11, 
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Reehensehema R 1 [nach Gl. (11)]. Zu Beispiel 1: 

§: ... ::;-

0' 0' 0' 0' - -;;1 ... 
~f c; &. 

II 
"~I .; "" - ...... 
!;),~ R. 

0 ,...;I~ 0 ccloo ,..., 

I I 

,..., 0 0 0 0 ,..., 

§: 0 0 0 ,..., 0 

cS 

§: 0 ,..., 0 0 0 

s: 
0' -~ ::;-

- ~ ::E: 
;; s: 
II II 

0 0 

[I..;' "Ioi !;),I~ !;),I~ 
~ I 

I ...... ~ ~I~ ~ ~ C\J 

~ I _ ... 
I 

,..., 

-I.;~I"""'; ;:::0;;;;; !;),~ 
:;:l.."" ~ 

G'J I 

I .; "'~I"""'; ~~;;;;; - ~ 
I~ 

I 

--::E: ... ::;-

-~ 
~ 

II 

~Ioo 

~!C'J 
!;), 

.... '" 

0 

::!;I 
!;),iG'J 

_ ... 

I.; ~.; ...... 
~I;;;;; -,~. ,..., 

G'J I 

-""' 
I 

,..., 0 

,..., 0 0 

... 
lJ::;i 

-'.:::!': 
-; 
II 

,..., 

""' -R. 
.0100 

"" ,..., 
R. 

,..., 0 

0 0 

_ ... 
R. 

,..., 

,..., 0 

0 0 

0 0 

0 0 

ErIiiuterung zum Reehensehema. Nachdem die Matrizenmultiplikation 
t)1 (II) =~1 t)1 (0) ausge£iihrt worden ist, werden die Randbedingungen am rechten 
Ende WI (~) = 0 und CPl (~) = 0 befriedigt. Das fiihrt zu den beiden im Rechen
schema eingerahmten Gleichungen: 

WI (~) = - ~ Cf!t (0) + 6~~11 QI (0) + ·2:~t =0) 
l~ p If 

CPl (II) = 1CPl (0) - 2Ell Q1 (0) - 6Ell = 0 
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mit den Losungen: 

1 P l~ 
f{!1 (0) = - 48 ]if!; 

29 

Jetzt gibt es zwei Moglichkeiten zur Ermittlung der Komponenten des Zustands
vektors t)1 (11) : 

1. Man multipliziert die erste Spalte der Vektoren t)1 (0) und t)1 (l1) mit f{!1 (0), 
die zweite Spalte mit Q1 (0), addiert beide Produkte zur dritten Spalte und zieht 
die Summe nach rechts heraus. Zum Beispiel ergibt sich das Moment M1 (11) als 
3. Komponente von t)1 (l1): 

M1 (~) = 0 . f{!1 (0) + II Q1 (0) + pi1 = - ~ P 1~ + P21; = P81~ • 

2. Der Anfangsvektor t)1 (0) HiBt sich mit Hilfe der bekannten FreigroBen 
leicht aufstellen. Die Komponenten des Zustandsvektors t)1 (11) bekommt man 
durch Multiplikation des Anfangsvektors t)1 (0) mit der Feldmatrix iY1. 

Zum Beispiel 

WI (~) = 0 . 1 + ( - :8 ~}:) (- 11) + 0 . 2 ill + (- ~ P 11) 6 ~Il + 1 . 2:~~1 = 0 

oder 

M (l ) 0 0 + ( 1 PI lr) 0 + 0 1 + 1 ( 3 pI) + 1 P l~ _ + P If 
1 1 =. - 48 Ell· . 1 -"8 1 ·2- -8' 

Damit sind die Komponenten der Vektoren t)1 (0) und t)1 (l1) bekannt. 

Auflagerkrafte. Sie lassen sich an Hand von Abb. 25, in der in Schnitten 
neben den Stiitzen die positiv definierten Schnittkrafte eingetragen sind, aus den 
Gleichgewichtsbedingungen an den Stutz en ermitteln: 

0 
A+ Ql(O)=O 

3 '~ ~ A =-Ql(O) ="8P11 .K 
T,(Oj edl,j-:::-/,f8 

5 ,11 ( )t lEt B - Ql(ll) = 0 ~ B= Qd1l) ="8P II 
A 1 MdOj Mdl,) 

P Ii to MB - M 1(l1) = 0 ~ ME = M 1 (l1) = 
8 Abb. 25. Ermittlung der Auflagerkrafte 

aus den Schnittkraften an den Knoten 

Gleichungen fUr M, Q, w und f{! in Abhangigkeit von Xl' Man erhalt sie durch 
Einsetzen des Vektors t)l (0) in die Gin. (4), wobei die Belastungsglieder jetzt eben
falls als Funktionen von xl anzusehen sind: 

MI(xl ) = 

QI(X1) = 

xi P xf 
f{!1 (0) - 2EI Q1 (0) - 6El-

I 1 
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Wir setzen die Losungen flir CfJl (0) und Ql (0) ein und bekommen die endgiiltigen 
Gleichungen 

P It (Xl xr xi 
W1(X1 ) = 48EI-; y; - 3 If + 2 It) 

P l~ ( xi Xi) 
CfJl (Xl) = - 48EII 1- 9 It + 8lf 

. p l; (xi Xl) ..:111 (xl) = 8- 4 li - 3 y; 

QdXl) = P 11 (~l - ~). 

Auf die Aufzeichnung der Schnittkraftdiagramme wird verzichtet, weil sie bei 
diesem einfachen Trager bekannt sind. Man kontrolliere das Gleichgewicht! 

3.2.3 Beispiel 2: Geometrie und Aufgabenstellung (Abb. 26) 

5m Federkonstanten: 

Ell = 1250 Mpm2 kl = 500Mp/m 

p= 2 Mp/m Kl = 5000Mpm 

p= 5Mp. 

Abb. 26. Beispiel 2: Links fest eingespannter nnd rechts elastisch senk- nnd dl'ehbar gelagerter EinfeIdtriiger 

Gesucht: Schnittkraftschaubilder und DeformationsgroBen an Stiitze 1 infolge 
auBerer Belastung. 

Wegen der elastisch senk- und drehbaren Ausbildung der rechten Stiitze muB 
an ihr der Ubergang mit Hilfe der Punktmatrix bzw. Leitmatrix vorgenommen 
werden. Die Berechnung des Tragers erfolgt nach der Beziehung 

Dieses Beispiel wird mit Zahlenwerten durchgerechnet. Es empfiehlt sich daher 
die Einfiihrung dimensionsloser VergleichsgroBen nach G1. (14). 

Es wird gewahlt 

Pc = 5 Mp 

Elc = 6 Ell' 
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Damit wird nach GIn. (16a) und (16b) 

* l~ _ 125 25 
k1 = k1 Elc = 000 6· 1250 - S-

K* K lc -000 5 10 
1 = 1 IiJI = 0 ~250 ="3 ' 

e 

ferner fUr die Belastung 

* lc 2 5 2 p =p-= .-;;-= . 
Pc 0 

Anfangsvektor t)i(O). Nach Tab. 2 treten am linken Ende, das fest einge
spannt ist, die FreigroBen Mi(O) und Qi(O) auf. Es sind ebenfalls dimensionslose 
GroBen. 

Der Anfangsvektor lautet nach G1. (9) 

t)~ (0) = M~ (0)1;1 + Q~ (0) !2 + t3 . 1 

oder in seine Komponenten aufgelost 

W~(O) = 0 0 0 0 

IP~(O) = 0 0 0 0 

t)~ (0) = M~(O) 1 M~(O) + 0 Q~(O) + 0 1. 

Q~(O) 0 1 0 

1 o J 0 1 I 

Leitmatrix £i. Nach G1. (18) fUr ~: = 1 und :: = 6 

1 -1 3 1 
5 

0 0 S-

O 1 -6 -3 11 
0 0 

4 

Q*- 3 10 
"'1 - 0 0 1 1 0 3 2 

25 
0 0 0 0 1 3 -S-

O 0 0 0 1 0 0 

Beispielsweise die erste Komponente in der Lastspalte entsteht nach Tab. 1 b Wle 
folgt: 

* (l1) 1 P (a)3 Ie p* It Ie 1 1 2 5 
WlO T; = 6" . Pe 1~ II + 24 l~ II = 6" . 1 . S- . 6 + 24 . 1 . 6 = 8"' 
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Rechenschema R 2 [nach Gl. (12a)]. Zu Beispiel 2: 

c 
~ 

*~ 
.P' 

0' 0' 0' 0' 0' 0' 0' 0' 
~ ~ ~ ~ 

*'"' *'"' *'"' *~ ;::: 8- ~ 0' 
·)(00<1 * 1:" *1:" *'" ;::: 8- ~ 0' 

II II I! II II II II 
t-

t- <C 
LC 0 

0 
<o:!' C'J ,...., 

0 <o:!' 00 
o~ ,...., 

I 

ro ,...., 
<C LC ,...., t-
<o:!' ro 0 0 0 ,...., 0 
o~ o~ 

+ + 

0 0 0 0 ,...., 
1.01 00 

::11--1< C'J[ro ~:i ,...., ,...., 

0' 
~Iro *,... 0 0 0 ,...., 0 ,...., ro ,...., 

0 
0' I 

,...., 
I 

0' 0 0 ,...., 0 0 ro ,...., .0 0 
*~ 

<::; C'J C'J 

~ I 

e c 
~[ro 

0 ~[ro 
*~ 

0 
I .P' 

~Iro 
~[ro 0 0 0 

I 

,...., 

1.0100 
::11--1< 

rolC'J + 
I 

ro 
;;100 

I 
,...., ro ,...., ,...., 0 

I 

ro <::; ,...., 0 C\J 

I 
,...., ,...., 0 0 0 

I 

,...., 0 0 0 ,...., 
I 

*'"' (;i 

Erlauterung zum Rechengang im Rechenschema. Hier .muG die In 
Abschn. 3.1. 7 beschriebene verschrankte Matrizenmultiplikation angewandt wer-
den. Beispielsweise ergibt sich die 3. Komponente in der ersten Spalte vom 
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Die Summenprobe fiir die Uberpriifung der richtigen Durchfiihrung der Matrizen
multiplikationen kann gleich in die Rechnung mit eingebaut werden. Zu diesem 
Zweck addiert man in der Leitmatrix ~i die negativen Summen ihrer ersten vier 
Spaltenelemente zur letzten Zeile und schreibt sie in die Matrix hinein. Zum 
Beispiel ergibt sich fur die Lastspalte: Negative Summe der ersten vier Spalten
elemente 

_ (~ _ 11 + ~ + 3) = _ 19 
8 4 2 8 . 

Dieses Ergebnis wird zum letzten Spaltenelement dazugeschrieben: 

1 _19 
8 

Nun wird mit dieser neuen Zeile, der sog. Kontrollzeile, die Matrizenmultipli
kation wie ublich durchgefUhrt. Die Ergebnisse, die man dabei als letzte Zeile 
des Vektors t)~ (0) bekommt, werden zu der Summe seiner ersten vier Spalten
elemente addiert. Wenn die Rechnung richtig ist, muB in den ersten beiden Spal
ten fUr die letzten Komponenten 0 und in der letzten Spalte 1 als Erge bnis 
erscheinen. 

Diese Kontrolle wird fur die erste Spalte des Vektors t)~(O) vorgefiihrt: Aus 
der Matrizenmultiplikation ergibt sich 

( 19 ) 25 10 ~ 
-1·0+ 0·0 + 2·1 + 0·0 + -8- + 1 0 +"3. 3 +"3 (- 6) = + I. 

Die Summe der Spaltenelemente ist 

3 - 6 + 21 - 25 = - 7. 

Beide Ergebnisse addiert gibt Null. 

Ermittlung der Freigroflen Mi (0) und Qi (0). Am rechten Trager lauten die 
Randbedingungen (Tab. 2) 

M~(O) = 0 und Q~(O) = o. 
Mit den Werten aus dem Rechenschema ergeben sich daraus die beiden Bestim
mungsgleichungen 

M~(O) = 21 . M~(O) + 11 . Q~(O) + ~23= 0 1 

Q~ (0) = - 26 . M~ (0) - ~2 . Q~ (0) - ;! = 0 J 

mit der Lasung 
M~ (0) = + 0,44570 

Q~(O) = - 1,82057. 

Mit diesen Werten kannen im Rechenschema die Komponenten der Zustands
vektoren t)t(O) und t);(0) berechnet werden. Samtliche Werte sind vorlaufig 
noch dimensionslos. Die dimensionsrichtigen GraBen erhalt man nach den Bezie-

3 Kersten, Reduktionsverfahren 
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hungen (14) durch Multiplikation mit einem Faktor 

w = w* PEcII~ w* 5·125 - w* 5 - w*· (108333 [m] 
c 6 . 1250 - 60 -- ; 

* Pc l~ * 5· 25 __ * 1 _ * 0 016666 
Cf! = Cf! EI Cf! ~ 1250 - Cf! 60 - Cf! • , 

c 

1lf = 1lf* . Pc It = 1lf* . 5 . 5 = 1lf* . 25 [MpmJ 

Q = Q*. Pc = Q* . 5 . [Mp] 

Damit wird: 

w1(0)= 0 

Cf!l(O)= 0 

ill (0) = 1lfl (0) = 11,142 Mpm 

Ql (0) = - 9,102 Mp 

t 1 

w2 (0) = 0,011794 m 

Cf!2 (0) = 0,0006251 

il2(0) = M 2 (0) = 0 

I~'(O)~O 
Das sind die tatsachlichen Kraft- und DeformationsgroBen· unmittelbar rechts 
neben den Stiitzen 0 und 1. 

Auflagerkrafte. Sie werden aus den Gleichgewichtsbedingungen an den her
ausgeschnittenen Stiitzen nach Abb. 27 ermittelt. Dabei ist zu beachten, daB die 
Federreaktionen k . w und K • Cf! an Stiitze 1 in positiver Richtung anzusetzen sind: 

~ J2 
MO) If]Wz(oJ 

r----..f1n 

MAC Bt l (- )t '~t f1.(O)E'D 

t:dO
) 

K1'fefOJ y eafo)-O 

to 
J.llh. 27. Ermittlung der Auflagerkriifte aus den Schnittkriiften an den Knoten 

A + Ql (0) = 0 -+ A = - Ql (0) = 9,102 Mp 

B - kl w2 (0) = 0 -+ B = kl w2 (0) = 500 . 0,011794 = 5,897 Mp 

.I (A + B) = 15,000 Mp 

.i:V A - 1lfl (0) = 0 -+ 1lf A = Ml (0) = 11,142 Mpm 

M B - K2 Cf!2 (0) . 0 ---7 1lf B = K2 Cf!2 (0) = 5000 . 0,0006251 = 3,125 Mpm. 

Biegelinie und Diagramme fUr Moment und Querkraft. Die Biegelinie laBt 
sich mit den errechneten Verdrehungen und Verschiebungen geniigend genau 
skizzieren. Ihre Gleichung in Abhangigkeit von x bekame man nach der 1. Zeile 
von Gl. (4). 

Bei der Aufstellung der Schnittkraftdiagramme ist folgendes zu beachten: 

.111 omentendiagramme. 

Die beim Reduktionsverfahren positiv definierten Momente erzeugen an der 
Oberseite der Balken Zug (Vorzeichendefinition nach Abschn. 2.2). Die Momenten-
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werte sind bei Aufzeichnung des Diagrammes stets auf der Seite des Balkens an
zutragen, auf der sie Zug hervorrufen. Die Vorzeichen der Diagramme werden 
entsprechend den allgemeinen Regeln der Statik bestimmt: Eine Seite des Bal
kens (meistdie Unterseite wirdals Zugseite definiert (durch unterbrochene Striche 
gekennzeichnet), und die Momentendiagrammflachen, die sich auf dieser Seite 
befinden, erhalten ein positives Biegeliflle 
V orzeichen. I 
Querkraftdiagramme. /1 Mpjm. + SMp 

l1.1¥Z(tllllllllll~=-~ . W=1,179cm. 
Positive Querkrafte entspre- Mpm. ~ --_ _~_ '1'=0000&1:5 

'1'=0 -------- ' 
chend der Definition beim Re- 1 W -0 , 3,11:5 Mpm. 
duktionsverfahren sind Krafte, 9,102 Mp t 
die am rechten Schnittufer eines i 5,897 M#J 
Schnittes von oben nach unten I· 5 m. ·1 
wirken (s, Abschn. 2.2). Die 
Querkraftdiagramme zeichnet 
man auf, indem die Querkrafte 
des rechten Schnittufers von 
der Tragersystemlinie aus mit 
der sich aus der Rechnung er
gebenden Richtung nach oben 
oder unten abgetragen werden. 
Die V orzeichen der Diagramme 
ergeben sich aus dieser Defi
nition. 

Nach diesen Erlauterungen 

-9,103 

e [Mp] 

+5,097 

----
~"" ----,..------

-11.192" --
WJ.J..1.WJ.lIIq,,-im,'TTT'm'1Tl:lTl-mmm'TTr.,...w..u - 3,125 M [Mpm.] 

Abb. 2S. Biegelinie nnd Schnittkraftdiagramme fiir Beispiel :2 

konnen die Schnittkraftdiagramme des berechneten Tragers angegeben werden 
(Abb.28). 

3.3 Durchlauftrager ohne Zwischenbedingungen: Durchlauf
trager auf elastisch senk- und drehbaren Stiitzen 

3.3.1 Allgemeine ErIauterungen 

Dieser Trager kann mit der bis jetzt behandelten Theorie ohne weiteres nach 
Gl. (10) berechnet werden. Er kann sich frei unter der Belastung verformen, ohne 
daB ihm von vornherein irgendwelche Zwischenbedingungen an den Feldgrenzen 
(Stiitzen) auferlegt werden. Die Querkraft- und Momentendiagramme andern sich 
zwar sprunghaft an den Stiitzen. Die sich daraus ergebenden SprunggroBen sind 
aber nach Gl. (6a) und (6b) bekannt als Funktionen der Durchbiegung und Ver
drehung an der betreffenden Stiitze. 

An dem eben Dargelegten andert sich auch nichts, wenn an einigen oder an 
allen Stiitzen eine Drehfeder oder eine Senkfeder fehIt. Voraussetzung fUr das 
Fehlen von Zwischenbedingungen ist lediglich, daB im Inneren des Systems keine 
Verschiebungs- oder VerdrehungsgroBen (oder beides) vorgeschrieben sind. Die 
Stiitzen am linken und am rechten Ende des Durchlauftragers konnen beliebig 
ausgebildet sein. Die an ihnen vorgeschriebenen Bedingungen werden durch die 

3* 
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Randbedingungen erfiillt_ Unabhiingig von der Zahl der Felder ist beim Durch
lauftrager ohne Zwischenbedingungen stets ein lineares Gleichungssystem mit 
zwei Unbekannten zu lOsen. 

Die auBere Belastung kann auf zwei verschiedene Arten angesetzt werden: 

1. Moglichkeit. Die BelastungsgroBen fiir jedes Feld werden in der bereits 
angegebenen Weise nach Tab. la oder 1 b berechnet. 

2. Miiglichkeit. Die Belastung wird in Form von Knotenkriiften und Knoten
momenten in der Rechnung angesetzt. Zur Berechnung dieser Krafte wird wie 
beim Deformationsverfahren ein geometrisch bestimmtes Hauptsystem eingefiihrt, 
bei dem an allen Stiitzen die Durchbiegung w und an allen Innenstiitzen sowie an 
den elastisch eingespannten AuBenstiitzen die Verdrehungen f{J Null sind. Die 
Stabe des Tragwerkes sind somit am sog. geometrisch bestimmten Hauptsystem 
entweder beiderseitig eingespannt oder einseitig eingespannt und andererseits 
gelenkig gelagert. Durch die auBere Belastung entstehen an ihnen die in 
Abb. 29b positiv definierten Randschnittkrafte. 

K-7 k hl kf; 
a. f""""""'!,"""""'l I 

.1. lk .1. lk+7 I. lk+iJ ·1 l"+J 

b 
~k-7; ~kt 2 k+1 ko 
~t (( ~ti!J2)~~}" 2k+l.~t,1 ~Mk-d I 

t?;-7 = ° 'Iv ° WM=o 
k-7=O Wk=O 

, P"-1.0 . 'PIr.o ,Pktl.0 
,......MIr-7.0 ,--..Mk.O 

I 1 ] c 
I 

Abb. 29. Beiastungseintragung durch Knotenkrafte und Knotenmomente 

Die Bezeichnungsweise ffir diese Krafte wird folgendermaBen gewahlt: 

M~:l Stabendmoment des Stabes k + 1 am Knoten k infolge auBerer 
Belastung; 

QU 1 Stabendquerkraft des Stabes k + 1 am Knoten k infolge auBerer 
Belastung. 

In der Literatur (z. B. Betonkalender, PORSCHMANN: Bautechnische Berech
nungstafeln usw.) sind die Randschnittkrafte fUr beidseitig eingespannte sowie 
fiir einseitig eingespannte und andererseits gelenkig gelagerte Stabe ffir viele Last
falle angege ben. Sie konnen von dort unter Beachtung des hier positiv definierten 
Richtungssinnes entnommen werden. 

Beispielsweise am beidseitig eingespannten Balken von der Lange lk fiir gleich
maBig verteilte Last p ergeben sich folgende Stabendschnittkrafte: 

Q" __ pl" 
"-1,0 - 2 

M" plj1 Mk 
k-1,O = 12 = "0' 

Qk _plk 
kO - 2 
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Man erhiilt nun aus den Randschnittkraften in Abb. 29b die positiv definierten 
Knotenkrafte: 

Knoten k - 1 Knoten k Gelenk k + 1 

Q k P Qk Qk+l P Qk+l 
Pk-l,O=- k-l,O kO= kO- kO k+l,O= k+1,0 

.t'I!k-l,O=-.t'I!Ll,O .i.lfkO=.t'I!~O-.t'I!~tl .i.lfk+l,O=O. 

Mit diesen die gegebene Belastung ersetzenden KraftgroJ3en wird das Tragwerk 
in den Knoten belastet (Abb. 29c) und in der gewohnten Weise berechnet. Bei 
Verwendung des Rechenschemas (11) stehen sie in der Lastspalte der Punkt
matrix (8b). Bei Rechnung nach Rechenschema (12a) erscheinen sie in der Last
spalte der Leitmatrix (13), in der 

wird. 

11)ko(lk) = 0 

QkO(lk) = 0 

.i.lfkO (lk) = .t'I!kO 

Qko(lk) = PkO 

Wenn das Tragwerk fur die Belastung mit den Knotenkraften berechnet 
worden ist, erhalt man die tatsachlichen Randschnittkrafte der Stabe ebenso 
wie beim Deformationsverfahren durch Superposi~ion der Schnittkrafte am geo
metrisch bestimmten Hauptsystem mit den Schnittkraften infolge der Belastung 
des geometrisch unbestimmten Systems mit den Knotenkraften; z. B. sind die 
tatsachlichen Randschnittkrafte am Stab 1k: 

.i.lfk(O) = .t'I!L1,0 + .t'I!k(O) Qk(O) = QLl,O + Qk(O) 

.i.lf k (lk) = .t'I!%o + .t'I! k (lk) 
Darin sind 

.t'I!k(O), Qk(O), .t'I!k (lk)' Qk (lk) die Randschnittkrafte des Stabes 1k bei Belastung 
des geometrisch unbestimmten Tragwerkes mit den Knotenkraften PkO und .i.lfkO ; 

.i.lfk-1,O' .t'I!~o, QLl,O' Q~o die Randschnittkrafte des beidseitig eingespannten 
oder einseitig gelenkig gelagerten Stabes 1k infolge auJ3erer Belastung. 

An einem 2-Feldtrager wird die Berechnung des Durchlauftragers ohne 
Zwischenbedingungen vorgefUhrt. Dabei werden auch die beiden Moglichkeiten 
der Lasteintragung gezeigt. 

3.3.2 Beispiel 3 

3.3.2.1 Geometrie und Aufgabenstellung (Abb. 30) 
1000 

EI = const = -- Mpm2 
3 0 P 

P = 3 Mp ~-'w;:pIlo:fiIIIIIJ;I!~~..L---*-~*" 
p = 3 Mp/m. 

Federkonstanten 

fur Verdrehung 

Xo = 2000Mpm 

Xl = 3000Mpm 

X 2 = 2000Mpm 

Z1-----
Abb. 30. Beispiel 3: Zweifeldtriiger auf elastisch senk

und drehbaren Stlitzen 

fUr Verschiebung 

ko = 300 Mp/m 

~ = 200 Mp/m 

k2 = 300 Mp/m. 
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Gesucht sind Momenten- und Querkraftdiagramme sowie Deformationsgr6Ben w 

und cp an den Stiitzen_ 
Der Trager wird berechnet nach G1. (lOa): 

t)3 (0) = 22 21 t)l (0). 

Die Kraft- und Deformationsgr6Ben werden durch dimensionslose Vergleichs
gr6Ben ersetzt mit Hilfe von: 

tc = 4m 

Pc = 3Mp 

Elc = 6El. 

Damit ergeben sich folgende umgerechnete Federkonstanten: [nach G1. (16a) und 
G1. (16b)]: 

* ~ 4·3 
Ku = Ko El = 2000 6. 1000 = 4 

c 

* 19 64· 3 
ko = ko 6El = 300 6. 1000 = 9,6 

c 

* 4·3 
Kl = 3000 6. 1000 = 6 

* 64·3 
kl = 200 6. 1000 = 6,4 

K~= 4 k~ = 9,6. 

Die umgerechnete Belastung ist 

p* = P .!"-. = 3 .! = 4. 
Pc 3 

3.3.2.2 Lasteintragung durch Belastungsgro6en nach Tab. 1 b 

Anfangsvektor t)i(O). Die Randbedingungen (nach Tab. 2) sind in Abb.31 
dargestellt. Freigr6Ben sind cpi (0) und w'J' (0). AuBerdem treten an der Stiitze 0 

Rand
'-""--'-'"-_-' bedingungen 

Abb. 31. Freigrollen und Randbedingungen fiir Trager von Beispiel 3 

die Federreaktionen Mi(O) = - K~ cpi(O) und Qi(O) = - k~ wt(O) auf. Der 
Anfangsvektor heiBt 

t)~ (0) = w~ (0) ];1 + cp~ (0) ];2 + ];3 
oder ausfiihrlich 

w~(O) 1 0 0 

cpr (0) 0 1 0 

t)i (0) = M~ (0) = - K~ cpi (0) - 0 w~(O) + K* - 0 cpi(O) + 0 1. 

Qr(O) = - k~ w~(O) -k* 0 0 0 

1 0 J 0 1 
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Leitmatrizen £i und £~. Fur jedes der beiden Felder ist nach Gl. (18) eine 
Leitmatrix aufzustellen. Die Belastungsglieder werden nach Tab. 1 b errechnet. 
In der 6. und 7. SpaIte der Leitmatrix £i stehen die Federkonstanten ki und Ki 
der Stutze 1 und in der Matrix £~ die Federkonstanten k~ und K~ der Stutze 2. 
Die letzten Spalten der Leitmatrizen sind wie beim Beispiel 2 (Abschn. 3.2.3) die 
KontrolIzeilen. 

Erliiuterung zum Rechengang. In der bekannten Weise werden mit Hilfe der 
verschrankten MatrizenmuItiplikation die Elemente der SpaIten fUr die Zustands
vektoren t)~ (0) und t); (0) errechnet. Am Ende der Berechnung des Vektors 
£i tJi(O) = tJ~(O) wird mit Hilfe der KontrolIzeile von Matrix £i die Kontrolle 
durchgefUhrt. Die Werte aus der MatrizenmuItiplikation und die Summe der 
Spaltenelemente sind nochmals zum besseren Verstandnis eingetragen. Ihre 
Summe gibt, wie erwartet, 0 und 1. Nun wird weiter multipliziert. Beispielsweise 
ergibt sich das 3. Element der ersten Spalte vom Vektor t); (0) aus folgender Pro
duktsumme: 

0(- 8,6) + O· 28,8 + 1 (- 182,4) + 1 . 45,44 + 0,75·0 + o· (- 539,16) 

+ (- 4) (986,88) = - 4084,48. 

Zum Schlu13 wird wieder mit der Kontrollzeile von Matrix £! die Richtigkeit der 
Matrizenmultiplikation uberpruft. 

Ermittlung der FreigroJlen. Die Randbedingungen am rechten Tragerende 
(Tab. 2 und Abb. 31) sind 

M;(O) = 0 und Q;(O) = O. 

Damit erhaIt man folgende Bestimmungsgleichungen (im Rechenschema ein
gerahmt) fUr die beiden Freigro13en 

M~ (0) = - 4084,48 . wr (0) - 2868,40 . I}?~ (0) + 639,300 = O} 
Q; (0) = + 5221,37 . wr (0) + 4084,48 . I}?r (0) - 775,509 = 0 

mit der Losung: 

I}?~ (0) = - 0,0999249 

wr(O) = + 0,226694. 

Nun k6nnen im Rechenschema die Zustandsvektoren t)'j' (0), t)! (0) und tJt (0) 
berechnet und rechts herausgeschrieben werden. Die Umrechnungsfaktoren nach 
den Beziehungen (14) zur Ermittlung der dimensionsrichtigen Werte sind: 

w = w* ~j! = w* ~ :{~~03 = w* ·0,096 em] 

* Pc l; _ * 0,096 _ * 0 0"4 I}?= I}? "JtT-1}? 4,--1}? . , ~ 
c 

M = M* Pc lc = M* . 3· 4 = ... 7J;I* . 12 [l\1:pm], 

Q = Q* Pc = Q*. 3. [Mp] 
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Damit bekommt man die wirklichen Kraft- und DeformationsgroBen unmittelbar 
rechts neben den Stutz en 0, 1 und 2: 

( WI (0) ( 0,02176 m w2 (0)} 0,0335 m 

IPl(O) 1-0,~02398 IP2(0)1 0,000735 

t)1 (0) = M 1 (0) ~I 4,,96 Mpm t)2 (0) = M 2 (0) = 0,473 Mpm, 

Q1 (0) -5,528 :Mp Q2(0) -1,238 Mp 

1 l 1 1 1 

W3 (O)} 0,01583 m} 

IP3 (0)1 0,002275 I. 
,,,(0) ~ I~:~~; ~ I: I 

II 1 J 

Biegelinie, Querkraft- und Momentendiagramme, Auflagerkrafte. Die Biege
linie wird mit Hilfe del' errechneten FormanderungsgroBen an den Stutzen skizziert 
(Abb.33). 

Querkraftdiagramm. Die Querkriifte unmittelbar rechts neben den Stutzen 
Q1 (0) und Q2 (0) sind aus dem Rechenschema bereits bekannt. Die Querkriifte 
links neben den Stutz en erhiilt man aus der 4. Zeile von Gleichungssystem (7): 

QI.;(ll.;) = Q"C""l(O) + kl.;wk(lk)· 
Ole 
J2-A--, ---J)-rl"t-, ---1) 

ko ~(O)=-el(O) ,k7 w,,(O) 

.~ ,--- t rtezrO)!-
QlO)=-ko ~(o) eA) Q2{o) 

fA 18 
MZ1)r ~ W;;(O)fRz(oJ fiandquerkriIfle 

Me 
Ko'FdO)=-f1do) M8f/fJz(O) ~ 
" t: 1';-:' E----:\ f..1<if!3(O) l '. 1..- (.)Mz{O) ) I;: 

"- f1dO)=-KorMO) M3{o) 
MA f17(ld=~lJlz{0)fMz(o) f1z{ ld=ir3fJlsi°) 

Randmomenfe 
Abb. 32. Positiv definierte Querkriifte und "'Iomente in Schnitten rechts und links neben den Stiitzen 

Darin kann gesetzt werden fUr 

wk (lk) = WI.:+ 1 (0). 
Das gibt 

Qk(lk) = Qk+1 (0) + kk WI.:+1 (0). 

In Abb. 32 sind in Schnitten links und rechts neb en den Stutzen die Querkriifte 
so eingezeichnet, daB man sich ein anschauliches Bild uber die Herkunft und 
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Weiterleitung der einzelnen Anteile verschaffen kann (samtliche Krafte treten in 
den Schnitten paarweise auf). 

Die Zahlenwerte sind folgende: 

Q1 (0) = -6,528 Mp 

Q2(0) = -1,238 Mp 

Q3(0) = ° 
Ql(~) = Q2(0) '+ kl w2(0) 

= -1,238 + 200·0,035 = 5,472 Mp 

Q2(12) = Q3(0) + k2 w3(0) 

= 0+ 300·0,01583 = 4,746 Mp. 

Abb. 33 zeigt das Diagramm. 

tc,53Mp tG.71Mp JJJt'f'75MP 
1'1= E,17em. 1'1= 335 ern. 1'1= 1.58 em. 

fJJ =-0,00E39 f} =0.000735 q; = 0.003215 
I I 1m 1m • !fm. •• Em. 

-C,SZ8 ~ +1,338 
rTITJJIIJJ3tJmn 

-, ~~~~'.illlBU-%5.'i . 'f79G ~-~-------_~-E.G8~O -- -;;7.,;:-;:-:(r11-

+ _ . ¥7J + M l MpTTL 1 
Abb. 33. Biegelinie und Schnittkraftschaubilder fUr Beispiel 3 

Die Auflagerkrafte ergeben sich aus der Gleichgewichtsbedingung E V = ° 
an den Stiitzen (Abb. 32): 

A = ko WI (0) = 300 . 0,02176 = 6,528 Mp 

B = kl w2 (0) = 200·0,03354 = 6,708 Mp 

C = k2 w3 (0) = 300.0,01583 = 4,746 Mp 

KontrolIe: V ~ 18,0 Mp. 

Momentendiagramm. Die Momente rechts von den Stiitzen sind bekannt, 
links vom Schnitt werden sie errechnet nach Gl. (7): 

Mk(lk) = MH1(O) + K k 97Hl(O). 

Die Momente in den Schnitten links und rechts von den Stiitzen sind in der glei
chen Weise wie die Querkrafte ebenfalls in Abb. 32 veranschaulicht. 

Zahlenwerte (Diagramm s. Abb. 33): 

Ml (0) = 4,796 Mpm Ml (~) = M2 (0) + Kl 972 (0) 

M 2 (O) = 0,473 Mpm 

M 3 (0) = ° 
= 0,473 + 3000·0,000735 = 268 Mpm 

M 2 (12) = M3(0) + K 2973(0) 

= ° + 2000 . 0,002275 = 4,55 Mpm. 
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Momente als Stiitzenreaktionen aus EM = 0 an den Stiitzen (Abb. 32): 

MA = -Ko 9Jl(O) = -2000 (-0,002398) '-- 4,796 Mpm 

MB = -KI 9J2(0) = -3000·0,000735 = -2,205 Mpm 

Me = -K29J3(0) = -2000·0,002275 = -4,550 Mpm. 

3.3.2.3 Lasteinhringung durch Knotenkrafte 

43 

Knotenmomente und Knotenkrafte infolge der Belastung. a) Randschnitt
krafte am beidseitig eingespannten Balken: 

Q~~ = - P2l1 = - 3 ~ 4 = _ 6 Mp = - Qi~ (ll) 

(2) _ P P ( 2 . 3) _ 3 3 ( 2 . 3) _ 63 
QI0 - - 2 - 19 1 + ---r;: - - 2"' - 16 1 + 4 - - 32 Mp 

Q(2) = + P + P . 32 (1 + 2) = ~ + ~ ~ (1 + 2) = 129 M 
20 2 l; lc 2 16 4 32 P 

M(I) _ M(l) (l ) - P l; _ 3· 16 - 4 M 
00 - 10 1 - 12 - 12 - pm 

mit den Beziehungen (14) umgerechnet 

Q*(I) _ _ Q*(1) - _~ -- _ 2 
00 - 10 - Pc-

Q*(2) - _~ - _ 06-62-
10 - 32 . 3 - , 00 

Q*(2) - ~~ - 1 3437~ 
20 - 32. 3 -, a 

M*(1) - M*(1) - 4 - 0 33 
00 - 10 - Pc lc - , 

* (2) _ 33 __ 11 __ _ 
MlO -16 .12 - 6-1 - 0,17187:-> 

M*(2) - 51 - 0 26-62-' 
20 - 16 . 12 -- , a a, 

b) Knotenmomente 

M * - M*(I) - 1 - 03-;; 
00-- 00 -- 3--' J 

M* - M*(1) - M*(2) - 0161458 10 - 10 10 - , 

M~o = M~ci2) = 0,265625; 
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c) Knotenkriifte 

Q* - _Q*(l) - 2 
00- 00-

Q~o = Q~J1) - Q~J2) = 2,65625 

* _ *(2) _ 43_ 
Q20 - Q20 - 32 - 1,34375. 

Anfangsvektor 

( w~(O) 

IP~ (0) 

t)~(0) = M~(O) = -K~ IP~(O) + M~o 
Q~(O) = - k~ w~(O) + Q~o 
1 

1 o 1 
0 1 

- 0 w~(O) + K* - 0 IP~(O) + 
-k~ 0 

0 0 

0 

0 

M~o l. 

Qrio 

4 

Leitmatrizen 2i und 2~. Es sind die gleichen Matrizen wie vorher, lediglich 
die Lastspalte iindert sich. In der Lastspalte von 2t erscheinen Mio und Q!o, und 
in der Lastspalte von 22 stehen M;o und Q~o. 

Rechenschema R 3.2 [nach G1. (12a)]: 

Erliiuterung. Das Schema ist mit Ausnahme der Lastspalten das gleiche wie 
R 3.1. Man sieht, daB die Bestimmungsgleichungen fUr die FreigroBen wi(O) und 
lPi(O) dieselben sind wie unter Abschn.3.3.2.2. Es wird also wieder 

w~(O) = 0,226696 

IP~(O) = -0,0999249. 

Damit konnen die Komponenten der Zustandsvektoren t)i(O), t);(0) und t);(0) 
ermittelt und im Rechenschema rechts herausgeschrieben werden. Die Form
iinderungsgroBen sind die endgiiltigen dimensionslosen GroBen. Die endgiiltigen 
dimensionslose~ Schnittkriifte bekommt man durch Superposition: 

M~(O) = Mriri1) + M~(O) = 0,3 + 0,066357 = 0,39969 

.Llf~ (0) = M~J2) + ~1J1~ (0) = 0,171875 --- 0,132425 = 0,03945 

Q~(O) = Q~~l) + Q~(O) = - 2,0 -- 0,17626 = - 2,17626 

Q~(O) = Q~Jl) + Q~(O) = - 0,65625 + 0,243424 = - 0,412776. 

Diese Werte stimmen mit den entsprechenden aus Rechenschema R 3.1 iiberein. 
Eine weitere Rechnung eriibrigt sich. 
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3.4 Durchlauftrager mit Zwischenbedingungen 
3.4.1 Allgemeine ErUiuterungen 

1m Abschn. 3.1.3 wurde gezeigt, daB an Feldgrenzen, die nicht voU elastisch 
gefedert sind, sog. SprunggroBen (MS, QS, wS oder ql) auftreten konnen. Diese 
GroBen'sind unbekannt und miissen wahrend der Rechnung aus Zwischenbedin
gungen ermittelt werden. Die zu jeder SprunggroBe gehorende Zwischenbedingung 
findet man an der betreffenden Feldgrenze, und zwar ist jedesmal die zur Sprung
groBe konjugierte GroBe an eine bestimmte Bedingung gebunden. Beispielsweise 
wird beim gelenkigen festen Lager die SprunggroBe QS durch die Zwischenbedin
gung w = const (oder 0) festgelegt. Die vier moglichen Zwischenbedingungen am 
in der x-z-Ebene auf Biegung beanspruchten Durchlauftrager sind in Abb. 34 
angegeben. 

e3 fl' ! ~91s ~~WS = 
ZwischenbedinglJng: W=Q M=o e=o ,,=0 

festes gelenk. Luger {jelenk QlJerkruffnlJllfeid senkrechfe FiihrlJn,q 
Abb.34. Zwischenbedingungen mit den dazugehiirenden SprunggriiBen 

~ln einem Durchlauftrager mit n Zwischenbedingungen treten somit in der 
Rechnung n + 2 Unbekannte auf. Bei Tragern mit mehreren Zwischenbedingun
gen - mit Ausnahme des noch zu behandelnden Durchlauftragers auf lauter 
festen Stutzen - wird sich also der Rechenaufwand im Verhaltnis zu Tragern 
ohne Zwischenbedingungen erheblich erhohen. Solche Trager mit einer Tisch
rechenmaschine nach dem Reduktionsverfahren zu berechnen, ist deshalb nicht 
zweckmaBig, man sollte dann ein anderes Verfahren wahlen oder zumindest ein 
elektronisches Rechengerat verwenden. 

Anders ist es bei Durchlauftragern mit nur einer oder zwei Zwischenbedin
gungen; hier lohnt sich noch eine Berechnung nach dem Reduktionsverfahren. 
Solche Trager kommen in der Praxis haufig vor. Zum Beispiel bei der Bestimmung 
von EinfluBlinien wird an der untersuchten Stelle ein Gelenk eingebaut und ein 
Momentenpaar angesetzt. 1m Gelenk muB dann die Bedingung M = 0 erfiillt 
werden. Auch bei durchlaufenden Tragerrosten tritt an den mittleren Stutz en die 
Bedingung w = 0 auf. Es werden deshalb im folgenden zwei Wege gezeigt, wie 
man Trager mit Zwischenbedingungen berechnen kann. Weiterhin wird der Son
derfall des Durchlauftragers auf lauter festen Stiitzen behandelt. Obwohl fUr 
diesen Trager an jeder Stiitze die Bedingung w = const erfiillt sein muB, laBt sich 
die Rechnung so weit vereinfachen, daB zum SchluB nur noch eine einzige Unbe
kannte auftritt. 

3.4.2 1. Weg: Ausfiihrliches Verfahren 

3.4.2.1 Theorie 

Die an den Feldgrenzen mit Zwischenbedingung auftretenden unbekannten 
SprunggroBen werden zusatzlich zu den beiden FreigroBen A und B, die yom 
linken Tragerende herriihren, in die Rechnung aufgenommen. Die Anzahl der 
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Unbekannten erhoht sich somit wahrend der Rechnung, die wieder nach Schema 
(11) oder (12a) vorgenommen wird. Will man Schema (12a) benutzen, so muf3 
beim Vorhandensein der SprunggroBen cps oder w' an der in Frage kommenden 
Feldgrenze die Leitmatrix in Feld- und Punktmatrix getrennt werden. Die 
SprunggroBen stehen in den Lastspalten der Leit- oder Punktmatrizen und gehen 
automatisch in die Rechnung ein. Zum SchluB sind die beiden Randbedingungen 
am rechten Tragerende und die Zwischenbedingungen an den Stiitzen zu erfiillen. 
Man erhalt bei einem Durchlauftrager mit n Zwischenbedingungen ein lineares 
Gleichungssystem mit n + 2 Unbekannten, das aber gestaffelt ist und dessen 
AuflOsung keine groBe Miihe bereitet. Dieses Verfahren ist am einfachsten, weil 
nach Aufstellung des Rechenschemas die Matrizenmultiplikation in gewohnter 
Weise ohne Beachtung irgendwelcher Zwischenbedingungen bis zur letzten Zeile 
des Schemas ausgefiihrt werden kann, erfordert aber einen groBeren Rechenauf
wand als das i~ Abschn. 3.4.3 geschilderte Ablosen der FreigroBen. 

3.4.2.2 Beispiel 4.1 

Es solI der Trager nach Abb. 35 berechnet werden. Gesucht sind die Schnitt
kraftschaubilder sowie die VerformungsgroBen an den Stiitzen infolge 'der angege
benen Belastung und der Senkung der Stiitze 1 um 2 cm. 

o 1 P = 3 Mp/m i! !P- GMp 

~ . <_ J Jj ~,':i),! U;~!I111 " l fI ·~",I· 'DO ",m' 
e: I,.,,,, ,. ~":."m~ 

Abb. 35. Beispiel 4.1: Durcblauftrager auf drei Stiitzen 

Die Randbedingungen und die FreigroBen (nach Tab. 2) sowie die Zwischen
bedingung ,dw1 = 2 cm mit der dazugehOrenden SprunggroBe Qf (nach Abb. 34) 
sind in Abb. 36 dargestellt. 

r~: ~'Ig*s t~ o t f 1 Jl* Ii! 
~r---____ ~t ________ ~;~~II~I~llull~II~I~llull~TI~lull~II~I~II~lull~l! 

, ~ 

W;'O) = 0 

tpN°)-O 
1+':(-1:)= tt:fO)-ilcm 
( ZwischenbedingunuJ 

M:r~ = 0 

g:(fiJ - 0 
Hontlbelingung 

Abb. 36. FreigroJ3en und R,andbedingungen fiir Trager VOn Beispiel 4.1 

Es wird mit dimensionslosen GroBen gerechnet. Dazu wird gewahlt: 

E1c=6EI 

* _ lc _ 3 1 _ 1 
q - q Pc - . (; - :2 • 
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Die Stiitzensenkung muB ebenfalls in einen dimensionslosen Wert umgerechnet 
werden: 

t( ll) * A E1e 6·100 
W T = w,(O) = aWl Pl3 = 0,026-13= 2. 
"Ie t..- cc 

Sie ist positiv, weil nach unten gerichtet (s. Abschn. 2.2). 
Die Rechnung solI in diesem Fall mit Rechenschema (11) durchgefiihrt werden. 

Die Feldmatrizen iH und B-~ sind nach Gl. (Vi) und die Punktmatrix ut in der 
Qis steht, nach Gl. (17) aufzustellen. 

Die Matrizenmultiplikation wird in bekannter Weise einschlieBlich der Rechen
kontrollen mit Hilfe der Kontrollzeilen in den Matrizen B-i, Ui und B-~ ausgefiihrt. 

Rechenschema R 4.1 M~(O) Q~(O) 1 

u~= 

1 -2 12 S 1 

o 1 -12 -12 C) 
-.J 

o 0 1 

o 0 o 

-1 1 -1 

100 

010 

o 1 1 -3" 

o 0 o 
') 

:2 1 

1 

1 1 

o 0 

o 0 

o 0 

-1 - -=- -1-1 
3 l-Qt" 

1 -2 12 8 2 

o -12 -12 -4 

~; = 0 0 1 2 1 

000 1 1 

-1 1 -1 1 1 

o 
() 

1 

o 

o 

12 

1 

o 

8 

o 
o 
o 
1 

o 

-12 

2 

1 

o 
o 
o 
o 
1 

1 

-3 

1 

1 

o 0 1 

12 8 1 

-12 -12 -3 

G 2 

o 1 

o o 1 

96 112 

-72 -96 -43-12Q~s 

o o 1 



3.4 Durchlauftrager mit Zwischenbedingungen 

Die Randbedingungen am rechten Triigerende sind (Abb. 36) w~(l2/lc) = 0 
und M"t,(l2/lc) = O. Die Zwischenbedingung an der Stiitze 1 lautet w:(O) = 2 
(Stiitzensenkung). Damit ergeben sich folgende Bestimmungsgleichungen (ein
gerahmt im Rechenschema): 

w~(O) =12M~(0)+ 8Q1(0) + 1=2\ 

w~(~:) = 96 M~(O) + 112 Q~(O) + 8 Q~s + 41 = 0 I_ 

M;(t)= 5M1(0)+ 8Q1(0)+2Q~s+ 5=0) 

w~(O) 0 wI(O) = 0 

<p1 (0) 0 <PI(O) = 0 

M1(0) 0,7045 = t)1 (0) MI(O) = 4,227 Mpm = t)1 (0) 

Q~(O) = -0,9318 Q1 (0) = -5,591 Mp 

1 1 

w~(~:) = w~(O) = 2 I w1(l1) = 0,02 m 

*(1) 02-;; <PI T; = - , I <PI (l1) = -0,0027 

M1 (!:) = -0,1590 *C2 ) = t)l T; Ml (l1) = -0,954 Mpm = t)1 (l1) 

Q1 (!J =--: 0,0682 Q1 (l1) = 0,409 Mp 

1 1 

Iw;(O) 2 w2(0) = 0,02 m 

<P; (0) = -0,27 <P2(0) = -0,0027 

M~(O) = -0,0681 = t)~ (0) M 2(0) = -0,409 Mpm = t)2(0) 

Q:(O) = -0,4659 Q2(0) = -2,795 Mp 

1 1 

I w~ (::) = 0 I I w2 (l2) = 0 

*(~) -<P2 -10 
2,13 632 fP2 (/2 ) = 0,02136 

IM:G:) = 0 I M 2(l2) = 0 = t)2 (l2) 

Q:U:) = 0,53 409 Q2(l2) = 3,205 Mp 

1 1 

4 Kersten, Reduktionsverfahren 
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Losung des Gleichungssystems: 

((.i11~(0) = -0,931~ 
Q1 (0) = +0,7040 

Qr" = -0,53409. 

Mit diesen Werten erhiilt man die dimensionslosen Komponenten der Zustands
vektoren I:)i (0), I:)i (ll/le), I:)i (0) und I:)i (l2/ lcl· 

Die wirklichen Kraft- und DeformationsgroBen bekommt man aus diesen 
durch Umrechnung mit Hilfe der Beziehungen (14): 

P 1" 6 
w = w* -"-." = w* - = w* . ° 01 [m] E1c 600 ,. 

P [2 
r = r* EI C = r* . 0,01 

c 

M = M* Pe le = M* . 6 [Mpm] 

Q = Q* Pe = Q* . 6 [Mp] . 

Sie stehen im Rechenschema rechts neben den dimensionslosen Komponenten. 

Abb. 37 zeigt die positiven Momente und Querkriifte in Schnitten rechts und 

0 2 
~ ~ ::8.. = 

Qdo) ~I (ll) ~ilaJ 
• t J t H ~ t l· 
fA otUz(Oj tc 

Rondquerkriiffe 
No 

H( ('f.(O) 
i4 .) ( ) (.) 

Mdoj Nd l /) 
Randmomenfe 

Abb.37. Positiv definierte Qnerkriifte nnd Momente in Sehnitten reeh!s und links neben den Stiitzen 

links neben den Sttitzen. Danach ergeben sich aus den Gleichgewichtsbedingungen 
die Auflagerreaktionen 

A = - Q1 (0) 5,591 Mp 

B = Q1 (~) - Q2 (0) = 0,409 + 2,795 = 3,204 Mp 

3,205 Mp 

Kontrolle: LV = ]2,000 Mp = 3·2 + 6 

M A = lJfi (0) = 4,227 Mpm 

M B = M 2(0) - M1 (l1) = - 0,409 +0,954 = 0,549 Mpm. 
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Die skizzierte Biegelinie sowie die Schnittkraftschaubilder sind in Abb. 38 dar
gestellt. 

Biegelinie 

¥,zZ7Mpm 13MP 3 Mpjm. 

( ~r---'-====:t:.(Jn"'" 11 mrt~ 
t 5,SDl Mp /.1mMpm tZ 

tU05M 
I 3,20~Mp , P 

1'1-0 Jr'=2cm /;=0 

t 1 m. --\4- 1 m. _:+1 ~~-_o,O_O_t7_ i'm ----1.1 = 0.0313 

-5,591 I I -r95 

~ e[Mp] 
+0.:09 ~+J,305 

e 

Abb. 38. SchnittkraftschaubiJder zu Beispiel 4.1 

3.4.3 2. Weg: Ablosung der FreigroBen 

3.4.3.1 Theorie 

Es wird die Feldgrenze an der Stiitze k betrachtet (Abb. 39). An dieser Stelle 
ist beispielsweise eine bleibende Stiitzensenkung LlWk vorhanden, die als Sprung-

if ~ Q; k+7 

1 !".,,(lh"~ 
Z - -f. I~. __ II< __ fVkfl(O)Z="Lf W~_ll'._ 
k-l +1 k+c 

k_1 

Abb.39. Stiitze " mit Zwischenbedingung wk+1 (0) ~ Llwk und SprunggroBe Qs 

groBe die Querkraft Q~ hervorruft. Rechts neben der Stiitze kann der Zustands
vektor t)" + 1 (l" + 1 = 0) angegeben werden, dessen Komponenten lineare Funk
tionen der FreigroBen A und B sind: 

4* 

w,,+I(O)=Acxw +Bf3w +Yw 

<PH I (0) = A cx<p .+ B f3<p + Y<p 

tlk+1 (lHI = 0) = MHI(O) = A cxM + B f3M + YM I Qk+ I (0) = A cxQ + B f3Q + YQ 

I 1 = 1 J 
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Die Durchbiegungskomponente wk + 1 (0) muB infolge der Zwischenbedingungen 
den festen Wert LtWk annehmen: 

Wk+l(O) = AiXw + Bflw + I'w = Ltwk• 

In dieser Gleichung liiBt sich die eine Komponente durch· die andere ausdriicken, 
beispielsweise B durch A: 

B = - IXw A + AWk-Yw • (19) 
{lw . f1w 

Gl. (19) wird in den Vektor tJk+1(lk+1:"" 0) eingesetzt. Die Komponenten des 
Vektors sind dann nur noch abhiingig von der FreigroBe A. Die SprunggroBe Q1" 
die an dieser Feldgrenze hinzukommt; wird als neue Konstante an Stelle von B 
eingefiihrt. Damit entstep-t der neue Vektor ijk+ 1 (lk+ 1 = 0): 

Wk + 1 (0) = 0 . A + 0 . Qk + LtWk 

~k+l(O) = A (iX",- ;: fl",) + o· Qk + (AWp:Yw )fJ", + 1'", 

iJk+ 1(1k+ 1 = 0) = Mk+l(O) = A (iXM-;: ,8M)rt. 9: Qk + (Awp:Yw ),8M + I'M 

Qk+1(O) = A (lXQ - ;: ,8Q) + l· Q; + (AWp:Yw ),8Q + I'Q 

1 

oder in iibersichtlicherer Form: 

Wk+1 (0) 0 01 LtWk 

IP.t + 1 (0) (iX",- ;:fJ",) 0 AWk-YW,8 + 
f1w '" 1'", 

ijk+l (lk+l=O) = Mk+l(O) (iXM~;: ,8M) ·A+ 0 ·Qk+ AWk-YW,8 + _.p;;;- M I'M 

Qk+l(O) (iXQ - ;: ,8Q) 1 AWk-YW,8 + f1 Q YQ 
tV 

1 0 0 1 I 

.1. 

(19a) 
Mit dem Vektor fj"k+l(lk+l = 0), der eine Funktion der FreigroBe A und 
der neuen Konstanten ~ ist, wird die Rechnung in gewohnter Weise weirer
gefiihrt. Wenn an verschiedenen Feldgrenzen Zwischenbedingungen auftreten, 
ist es vorteilhaft, eine der beiden FreigroBen (hier A) durchweg beizubehalten 
und die SprunggroBen stets aufs neue abzulosen. 

Die V ortelle dieses Verfahrens sind folgende: Erstens hat man am Ende der 
Rechnung nur zwei lineare Gleichungen mit zwei Unbekannten zu losen und 
zweitens auch nur drei Spalten an allen Leitmatrizen entlang zu multiplizieren. 

3.4.3.2 Beispiel 4.2 

Das Verfahren wirdan Hand des Tragwerkes von Beispiel 4.1 (Abschn. 3.4.2.2, 
Abb.35) vorgefiihrt. Die Rechnung erfolgt l'lach Rechenschema (12a). Der 
Anfangsvektor tJi (0) liegt bereits fertig vor uhd die Leitmatrizen 2i und 2~ 
konnen sofort aus den ebenfalls bekannten Feldmatrizen ~i und ~~ sowie der 
Punktmatrix Ui (im Beispiel 4.1) entwickelt werden. 
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Jf~ (O)Q~ (0) 1 

Rechenschema R 4.2 o 0 0 I W:(O)= 0 

1 -2 12 8 1 

0 1 -12 -12 -3 

2~ = 0 0 1 2 1 

0 0 0 1 1 

1-1 0 -1 1 1 

2 -2 12 8 2 

0 1 -12 -12 -4 

2: = 
0 0 1 2 1 

0 0 0 1 1 

-1 1 -1 1 1 

t)~ (0) = 

0 0 

0 0 

1 
0--

3 

0 0 

0 
1 
:3 

o 
1 

o 
o 

-12 

i) 

0 

0 

o 
o 
1 

o 

o IPl (0) = 0 

o 1= M~(O) = 0,7045 

o Q~ (0) = -0,9318 

1 J I 1 

-12 -3 

6 2 = t);(0) 

1 1 

0 1 

= t)~ (0) 

M~(O) Q~s 1 

0 0 2 w~(O) = 2 1 
6 o -4,5 * I IP2(0) = -0,272731 

-4 o -2,75 = M;(O) = -0,06818 = i)~(0) 

3 
1 

9 
Q;(O) = -0,46590 

2 S-

O 0 1 1 

0 0 

0 0 

0 0 

11 
-72 8~ 

72 -12 -55 

I - 7 2~ 

Iw; (l2) = 01 
IP; (l2) = 2, 

IM;(l2) = ~ 
13632 

0 0 -1,5 1 2,125 Q;(l2) = 0, 53409 

0 0 0 0 1 1 

Erlauterung zum Rechengang im Rechenschema. Es werden zunachst 
der Anfangsvektor t)~ (0) sowie die Leitmatrix hingeschrieben und miteinander 
multipliziert. Die erste Komponente des Vektors 2~ t)~(0) ist die Durchbiegung 
an der Stiitze 1 (im Rechenschema eingerahmt), die laut Zwischenbedingungen 
den Wert 2 annehmen soIl: 

w;(O) = 12 M~(O) + 8 . Q~(O) + 1 = 2 
oder 

Q*(O) = 2 -1-12M~(Q.l = ~ _ ~ J.lf*(O) 
1 8 8 2 1 • 

Damit istdie GroBe Q!(O) ausgedriickt durch die HauptfreigroBe Mi(O). Mit 
dieser und der neu hinzutretenden SprunggroBe Qis wird der neue Vektor ~i (0) 
nach Gl. (19a) aufgebaut und unter den Vektor 2~IPi(0) geschrieben. 
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Beispielsweise ergibt sich die zweite Komponente von ih (0) : 

;P:(O) = -12 M~(O) - 12 Q~(O) - 3 

= -12 ~(O) -12 (~ .:.. ; Mi(O)) - 3 = 6 Mi(O) - 4,5. 

Nun lauft die Rechnung wie iiblich weiter. ij~(O) wird mit der Leitmatrix 2: von 
Feld 2 multipliziert. Zum SchluB erhalt man mit Hilfe der beiden Randbedingun
gen am rechten Tragerende die zwei Bestimmungsgleichungen fiir Mt(O) und Qt 
(eingerahmt) : 

mit der Losung 

W~(::) = - 72 Mi(O) + 8 QtB + 55 = 0) 
M~ (t) = - 7 Mi(O) + 2 Qt" + 6 = 0 

Mi(O) = 0,7045 

QtB (0) =--= - 0,53409. 

Mit diesen beiden GroBen werden im Rechenschema die Zahlenwerte der dimen
sionslosen Komponenten der beiden Zustandsvektoren ij~(O) (rechts von Stiitze 1) 

und t)~ G:) (links von Stiitze 2) errechnet. Bevor der Vektor t)i (0) aufgestellt 

werden kann, muB noch Qi (0) ermittelt werden 
* 13* 1 3 ~ -

Ql(O) =8 - 2Ml (0) =8 - 2 0,7040 = -0,9318. 

Die Komponenten des Vektors t)i U:) werden mit Hilfe von G1. (7) gefunden. 

Ein Vergleich der errechneten Komponenten der Vektoren t)i(O), ij;(O) und 
CfJ~(l2Ilc) mit denen im Rechenschema R 4.1 yom Abschn. 3.4.2.2 zeigt vollkom
mene "(jbereinstimmung in den Werten und Vorzeichen. 

3.4.4 Sonderfall: Durchlauftrager auf festen Stutz en 
3.4.4.1 Theorie 

3.4.4.1.1 ]reUl~rix 
Sowohl beim KraftgroBen- wie auch beim Deformationsverfahren bestehen 

vereinfachte exakte Verfahren fiir die Berechnung von Durchlauftragern (z. B. 
CLAPEYRONSche Gleichungen, Festpunktverfahren, Traversenmethode usw.). Auch 
nach dem Reduktionsverfahren kann man die Berechnung solcher Trager wesent
lich verkiirzen. An jeder Stiitze treten namlich die gleichen Bedingungen W = const 
auf. Dadurch ist es moglich, mit Hilfe der Durchbiegung w die dazu gehOrende 
konjugierte GroBe Q aus den GIn. (5a) zu eleminieren. Die GIn. (5a) lauten 
aus£iihrlich: 

l~ I; 
wk(lk) = 1· wk(O) -lk9"k(O) + 2Elk Mk(O) + 6Elk Qk(O) + wlco(lk) 

CfJk(I,,) = + CfJk(O) - ~;k Mk(O) - 2;fI~ Qk(O) + CfJko(lk) 

Md1k) = + Mk(O) + lkQk(O) + MkO(lk) 

Qk(lk) = + Qk(O) + Qko(lk) 

1= 1 
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Die erste Gleichung wird nach Qk (0) aufgelost: 

Q O· 6Elk [l 0 6 Elk 0) 3 M 6Elk 1 k( ) = -zs- wk( k) -wk( )] + -Z~ f{Jk( - -l k(O) - -l" wkO ( k)' 
k k k k 

(20) 

Qk (0) in die zweite und dritte Gleichung eingesetzt, gibt das neue Gleichungs
system 

f{Jk(lk) = - 2 f{Jk(O) + 2;lk Mk(O) + ~ (wk(O) - W/:(lk)) + ~ wko(l/c) + f{Jko(l/c) 

Mk(lk) = 6~lk f{Jk(O) - 2 Mk(O) + ~!lk (wk(lk) - wk(O): - 6~lkWko(lk) + Mko(lk) 

1=1 

Wegen 
(21) 

(s. Abb. 40) liiBt sich dieses Gleichungssystem in Matrizenform so schreiben: 

k-3 lH k 

A - ,*W,Jl/r-OJ K 
lk-3 lk-l 1'7771: l/r '7771: 

1k+l 

Wk-1 (l1/,-11 =~(l/r=O) 
Abb.40 

( f{Jk(l,J (-2 + LIe 
3 -

'>EI r;; (Wk- 1 - wk) + f{Jko(lk) f{Jk(O) 
'"' 1~ 

Mk(lk) - 6Elk -2 6Elk ( .) M 1 Mk(O) (22) 
T T wk - Wk- 1 + kO( k) 

l 1 0 0 1 1 

Darin bedeuten die Abkurzungen 

- 3 1 f{J/co (lk) = lk wkO (lk) + f{J/c0 (lk) . 

- 6 Elk J' 
MkO(lk) = - l~ WkO(l~,) + Mko(lk) 

(22a) 

Fur G1. (22) lautet die Kurzform 

t)k (lk) = ~ dk t)k (0) , (22b) 

worin ~dk die Feldmatrix des Feldes k fur Durchlauftriiger auf festen Stiitzen ist. 

(-2 l" 3 -
2 Elk z;; (Wk- 1 - Wk) + f{Jko(lk) 

~dk = 6 Elk 
-2 

6Elk - (22c) 
z-;; ---r- (Wk - Wk- 1) + MkO(lk) 

k 

0 0 1 

Matrizen-G1. (22) ist die um die Ordnung 2 erniedrigte G1. (5). Sie druckt den 
linearen Zusammenhang zwischen den Verdrehungen und Momenten am linken 
und rechten Feldende des Feldes lk aus. Die Stutzenbedingungen wk = const 
erscheinen in der Lastspalte und bereiten keinerlei zusiitzliche Schwierigkeiten. 



56 3 Beliebig gestiitzter Einfeld- und Durchlauftrager 

3.4.4.1.2 Punktmatrix 

Fiir den Dbergang iiber die Stiitze k gelten analog zu G1. (7) folgende Bezie
hungen 

IP"-i-1(0) = IP,,(l,,) +IP~ 1 
llfH 1 (0) = - K" IPdl,,) + lJiI,,(lk) + lJiI~ 

1=1 
oder als Ma trizengleich ung geschrie ben: 

IPH 1 (0)11 1 

lJiI":l(O) = -;" ~ ~~ 

und noch kiirzer 

(23) 

(24) 

(24a) 

Darin ist lidk die Punktmatrix an der Stiitze k fUr den Durchlauftrager auf £esten 
Stiitzen: 

1 0 IP~I 
11"k= -K" 1 lJiI~ . 

o 0 II 
Setzt man in G1. (24a) die G1. (22b) ein, so ergibt sich 

tJH 1 (0) = ltd" g:d" tJk (0). 

(24b) 

(24c) 

Diese Gleichung driickt den linearen Zusammenhang zwischen den Momenten 
und Verdrehungen unmittelbar rechts von Stiitze k - 1 und unmittelbar rechts 
von Stiitze k aus. 

Der Rechnungsgang ist also der gleiche wie der beim belie big gestiitzten 
Durchlauftrager (Schema 11 bzw. 12). Man erhiilt die zu at (10) analoge Gleichung 

\:)n+1(0) = Udn g:dn ltdn- 1 g:dn-1'" Ud2 g:d2 Ud1 g:d1 t)1(0)- (24d) 
Der Rechenaufwand wird allerdings wesentlich geringer, weil die verwendeten 
Matrizen nur von der Ordnung 2 sind. 

Der Anfangsvektor hat hier die Form 

t)dO) = A rl + 1 . r2' (25) 
Es gibt nur noch eine FreigroBe A, und zwar je nach den Randbedingungen am 
linken Tragerende IPI (0) oder MI (0). Die FreigroBe kann nach Tab. 2 bestimmt 
werden, wenn man dar in die unterdriickten konjugierten GraBen WI (0) und QI (0) 
weglaBt. 

Auch hier kann man fUr den Sonderfall, daB IP~ = 0, Feld- und Punktmatrix 
zusammenfassen und bekommt die Leitmatrix 

oder ausfUhrlich 

-2 

£dl: = 6Eh 
lie 

o 

-2 

o 

£dk = Ud" . t\;d" 

3 
T,; (W"_l - 10k ) + r"o(lk) 

6EI -
ric k (w" - W k - 1) + M"o(lk) (26) 

1 
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Darin sind 
- 3 
(ho (l;,) = -l wkO (llc) + fPkO (lk) 

Ie 

- 6Elk 
.Jfko(lk) = -i2WkO(lk) + MkO(lIc) 

k 

K/c die Drehfederkonstante. 

Gl. (24d) geht in diesem FaIle tiber in 

(24e) 

3.4.4.1.3 Wiedergewinnung der unterdrilckten GrofJen Q und W 

Das konjugierte Paar Q und wist aus dem Kern der Feldmatrix entfernt 
worden. Man nennt es unterdrilckt. Es ist nun zu untersuchen, wie es sich im 
Bedarfsfall wiedergewinnen laBt. 

Aus der 3. Zeile von Gl. (5) erhalt man die Querkraft rechts neben den Feld-
grenzen 

(27) 

Wenn aIle Momente bekannt sind, lassen siclt die Querkrafte aber auch auf 
andere Weise nach den allgemeinen Regeln der Statik ermitteln. 

Der Verlauf der Durchbiegung W/c im Feld lk ergibt sich schlieBlich aus folgen
den -oberlegungen: 

Die erste Zeile von Gl. (5) in Abhangigkeit von der Veranderlichen X/c heiBt 
x~ x~ 

wk(x/c) = wk(O) - X/c fPk(O) + 2E~k Mk(O) + SElk Qk(O) + WkO(Xk)· 

In diese wird fUr Q/c(O) Gl. (20) eingesetzt, und man bekommt unter Beachtung 
von Gl. (21) die gesuchte Gleichung der Biegelinie 

wk(x/c) = -xk(l- ~:) [(1 + ;jfPI'(O) -2;Ik Mk(O)] 

(28) 

Darin sind 
wk und Wk-l: Senkung der Sttitzen k und k - 1; 

fPk(O) und Mk(O): Verdrehung und Moment am linken Feldende (Xk = 0); 
w/co(xk) und wko(lk): BelastungsgroBen nach Tab. 1 an den Stellen xk und lk. 

3.4.4.1.4 Einfilhrung von dimensionslosen VergleichsgrofJen 

Auch bei der Berechnung des Durchlauftragers auf festen Sttitzen ist es zweck
maBig, fUr die Zahlenrechnung die Kraft- und DeformationsgroBen mit Hilfe der 
Beziehungen (14) in dimensionslose Zahlen umzuformen. 

Feldmatrix: 'Jlk 
-2 

-2 (29) 

o o 1 
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Darin sind 
~* (lk) 31c * (lk) * (lk) 
gykO T; = T,; wkO 7c- + gykO T; 

M* (~)=_6~tIk * (lk)+M* (~~) 
kO I 12 I wkO I kO I ' 

c IC c c c 

Wko (~;) , gyko (~:) und Mko (~:) sind BelastungsgroBen naeh Tab. 1 b. 

Punktmatrix U~ k: 
1 0 *8 

gyk 

U~k = -K~ 1 M~s 

o 0 1 

Darin ist K'J: = Kk~I [naeh Gl. (16b)]. 

Leitmatrix Bdk' FUr gy~ = 0 

-2 ~~: :: 3 :: (W~_l -w~) + q;:o(::) 

(30) 

-2 

o 

6 h l~ (* * M* ( lk) Ie l"k Wk - Wk - 1) + ~ kO T; , M*s 
T k 

o 1 
K* . (31) 

- k 

o 1 1 

3.4.4.2 Beispiel 4.3 
Es wird noeh einmal der Durehlauftrager auf festen Stiitzen von Beispiel 4.1, 

Absehn. 3.4.2.2, Abb. 35, bereehnet. Die Aufgabenstellung bleibt die gleiehe, 
ebenso werden mit denselben VergleiehsgroBen verwendet. 

Anfangsvektor. In Abb. 41 sind die Randbedingungen am Trager eingezeieh
net. FreigroBe am linken Ende ist Mi(O). Naeh Gl. (25) lautet der Anfangsvektor 

t)i(O) = Mi(O) tl + 1· t2 

o I p 7 p" C 

~ tPc" jllllllllllill II I II i I I i~ 
\ ~ ~ 

~ JL ----+I--.!:L .1 
~ ~ l 

1'1/'(0)=0 1'1;(0)=1'1,*=3' w;rt)=w."=O 

'," (0) = 0 Ifa" r t) +0 
I Ht (0) I freigrii/3e 

Q; (0) unf.trdruckf I HI (-1:-) - 0 I Rondbedifl!Jung 

oder ausfiihrlieh 

e; (-i:-J + 0 unferdruckf 
Abb. 41. FreigriiBen und Randbedingungen flir Beispiel 4.3 

gyi(O) = 0 

tJi(O) = Mi(O) 

1 

o o 
1 Mi(O) + 0 1. 

o 1 

Leitmatrizen£~k [naehGl. (31)]. Es sind lc = 1m, Pc = GMp und Elc = GEl" .. 
Die dimensionslosen Stiitzenbedingungen sind: w~ = 0, u'i = 2, u'~ = 0; die 

1 
dimensionslose Federkonstante ist Ki = 3 . Damit wird filr 



Feld 1: 

Feld 2: 

3.4 Durchlauftriiger mit Zwischenbediugungen 

1-2 +6 
3 3 

0 

£* -__ 11 
2 (0 -- 2) +-2' 1 - 3 

-2 -} (2 - 0) - ! . 1 + 1 
1 dl-,- -3 0 

'-

l 0 0 1 0 

1 -2 +fi ~ (2 - 0) + ~ . 2 - 4 0 

~* 1 
. d2= 2 

o 
-2 ! (0 - 2) + (- ~) + 1 

o 1 

o 

01 
BelastungsgroBen nach Tab. 1 b: 

q* = q~ = 3~=~ 
Pe G 2 

,* (~) _ * lJ ic ~ _ ~ ~ ~ ~ _ ') 
U 20 Ie - q It 12 24 - 2 1 1 24 - -

* (lk) __ * l~ Ie. ~ __ ~ 23 G __ 4 
if20 lc - q lJ 12 G - 2 1 G-

M* (lk) _ * l~ 1 - 1 
20 T; - q l~ 2 - . 

Rechenschema R 4.3 [nach Gl. (12a)]: 
M~(O) 1 

0 0 rp~ (0) 0 

tl~ (0) = 1 0 M~(O) 0,7045 

0 1 1 

-2 6 -4,5 0 6 -4,5 cP; (0) = -0,27 

(1* --
~dl- 0,5 -2 1,25 -0,33 -4 2,75 M;(O) = -0,06818 

1,5 -4 3,25+1 0,33 ° 1 l 1 
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= t)~ (0) 

= t); (0) 

1-2 6 2 0 -36 27,5 f *(2) I CP2 T; = 2,1363 I 

I ~~~U:) 2* - 0,5 -2 0 0 11 -7, 751 ~ 1pr,G:) ~- 0 I 
d"2-

I,D -4 -2+1 0 0 1 
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Erliiuterungen zurn Reehensehema. Die letzten Zeilen der Leitmatrizen wer
den wieder als Kontrollzeilen ausgebildet, d. h. die negativen Spaltensummen der 
ersten beiden Zeilen werden zur letzten addiert. Die Matrizenmultiplikationen, 
einschlieBlich der Kontrollen, konnen in bekannter Weise durchgefiihrt werden. 

Aus der Randbedingung am rechten Ende M~(l2/lc) = 0 (s. Abb. 41) folgt die 
Bestimmungsgleichung fiir die unbekannte FreigroBe Mi (0) : 

mit der Losung: 

M~(O) = 0,7045. 

Damit wird die erste Spalte der Leitmatrizen multipliziert, dann zur letzten 
addiert und die Summe rechts herausgeschrieben, oder man multipliziert den nun 
zahlenmaBig bekannten Anfangsvektor an den beiden Leitmatrizen herunter. 
Die Ergebnisse sind die dimensionslosen Komponenten rp* und M* der Zustands
vektoren tJi (0) (rechts von Stiitze 0), tJ: (0) (rechts von Stiitze 1) und tJ~ (l2/lc) 
(links von Stiitze 2). Sie stimmen mit den Ergebnissen im Rechenschema R 4.1 
von Abschn. 3.4.2.2 genau iiberein. Die Komponenten links von Stiitze 1 bekommt 
man mit G1. (23). Die unterdriickten Querkrafte lassen sich nach G1. (27) wieder
gewinnen. Auf eine weitere Berechnung dieses Beispiels wird verzichtet. 

3.5 Ermittlung von Einflu.Blinien 

3.5.1 Allgemeines 

Die Bestimmung von EinfluBlinien spielt in der Baustatik eine groBe Rolle 
bei beweglichen Lasten (Briicken, Kranbahnen usw.). Es werden deshalb hier 
zwei Verfahren angegeben, mit denen man EinfluBlinien aufstellen kann. 

3.5.2 Verfahren 1 

3.5.2.1 Grundlagen 

Bei diesem Verfahren wird eine alte Regel der Statik angewandt, die auf dem 
Satz von MAXWELL-BETTI beruht und. hier als bekannt vorausgesetzt wird. 
Danach erhalt man die MomenteneinfluBlinie fiir eine wandernde Einzellast wie 
folgt: An der Stelle des Tragwerkes, fiir die die EinfluBlinie aufgestellt werden 
solI, wird ein Gelenk (Momentennullpunkt) angebracht. 1m Gelenk laBt man nun 
als Belastung ein Momentenpaar von der GroBe 1 angreifen. Infolge der Belastung 
mit dem Momentenpaar stellt sich am Tragwerk die Biegelinie w(x) ein und im 
Gelenk selbst tritt die Winkeldifferenz Llrp auf. Die durch die Winkeldifferenz Llrp 
dividierte Biegelinie w(x) ist die gesuchte EinfluBlinie. 

Die Anwendung dieser Regel auf das Reduktionsverfahren bereitet keinerlei 
Schwierigkeiten. Beispielsweise solI an dem beliebig gestiitzten Durchlauftrager 
von Abb. 42a rechts neben der Stiitze k die EinfluBlinie fiir das Moment berechnet 
werden. Dazu werden rechts von Stiitze k ein Gelenk und ein Momentenpaar ange
bracht (Abb. 42b). Das linke Moment wirkt als Knotenmoment auf Knoten K. 
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Es muB deshalb in der Rechnung als bekannte SprunggroBe in der Punktmatrix 
der Stiitze k erscheinen. Sein V orzeichen ist positiv nach der V orzeichenregel von 
Abschn.2.2. DasrechteMoment wirkt nach dieser Vorzeichenregel im negativen 
Richtungssinn.Es greift am linken Ende von Feld lH 1 an (b = lH 1 in Tab. 1). 

o Jr-1 Ir 1<+1 n 
a. ~ 

1--ll-----,.,.I-, Jl I k l7 I", 1 12 l" 1 
a 

b ~:!------n--I 
k-I n 

Abb. 42. Belastungsanordnung zur Ermittlung der Momenteneinflulllinien rechts neben Stiitze k 

Der Trager ist also zum Trager mit Zwischenbedingung geworden. 1m Gelenk 
muB die Bedingung Mk = 0 erfUllt werden. AuBerdem tritt an dieser Stelle die 
unbekannte SprunggroBe q{ auf. Sie ist gleich der Winkeldifferenz Llip im Gelenk. 
Die Berechnung kann nach Abschn. 3.4 erfolgen. 

Die EinfluBlinie fUr das Moment ergibt sich unter Beachtung der Vorzeichen
regel nach der Formel 

(32) 

Darin ist Mk (0): EinfluBlinie fiir das Moment an der Stelle x = 0 im Feld k; 

W (xk ): Biegelinie des Tragers infolge der Belastung mit dem Momen
tenpaar. Man erhalt sie nach Gl. (4) beim beliebig gestiitzten 
Durchlauftrager oder beim Durchlauftrager auf festen Stiitzen 
nach Gl. (28); 

m8 • 
rk' Winkeldifferenz im Gelenk, in der Berechnung als Sprung

groBe in Erscheinung tretend; 

P: Wandernde Einzellast. Meist wird P = 1 Mp gewahlt. 

Es geniigt im allgemeinen, die MomenteneinfluBlinien an den Stiitzen aufzu
stellen. AIle iibrigen EinfluBlinien fUr Feldmomente, Querkrafte und Auflager
krafte konnen daraus leicht abgeleitet werden. 

3.5.2.2 Beispiel 5.1 

Fiir den Trager nach Abb. 43 solI die Ein
fluBlinie des Momentes an der Stelle rechts 
neben Stiitze 1 aufgezeichnet werden. Es han
d3lt sich um einen Durchlauftrager auf festen 
Stiitzen. Deshalb wird zur Berechnung das ab- k1 - zoo Mpm 
gekiirzte Verfahren von Abschn. 3.4.4 benutzt. IT = 100 Mpma 
In Abb. 44 ist der Trager in der Form darge- Abb.43. Beispiel 5.1: Durchlauftriiger 
stellt, in der er berechnet werden muG, ein- auf drei vertikal unverschieblichen 

Stiitzen 
schlieBlich Rand- und Zwischenbedingung. Es 
wird nach Schema (11) mit dimensionslosen VergleichsgroBen gerechnet. 
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Es sel 
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Ele =6EI. 

o /1*-1 -/1*=1 

~r----------'~~~c(~--------~A 
I ~.I' 
1-----+- I~ JL ---..<_, 

C Zwischenbedg.: \ M:(O/-O\ lc 111;( i:) = 0 IVt"{o) = #0=0 

'11*(0) = 0 

I /1N0) I Freigrii8e 
Qt (0) unferdrilcld 

Sprunggrii!3c: I fjJ/'s I fjJ£*(1; J '" 0 

I M;(ffJ=OI Rondbedingung 

Q/f-/jJ",O unfertfriicld 

Abb. 44. FreigriilJen und Randbedingnngen flir Beispiel 5.1 

Aufstellung der Fe1dmatrizen nach G1. (29) 

a) Feld 1: Keine Belastung: 

-2 +6 0 

0,0 -2 0 

o 0 0 

b) Fe1d 2: Als Belastung wirkt am linken Feldende das Moment M = -1 Mpm. 
Die BelastungsgroBen sind daher (fur b = 12 ) : 

-2 +6 -6 1 
iY:2 = +0,0 -2 +2 I· 

0 0 1 J 

Aufstellung der Punktmatrix UtI [nach Gl. (30)]. Genaugenommen muBten 
zwei Punktmatrizen aufgestellt werden. Die eine muBte den Zusammenhang 
zwischen den GroBen cp* und M* unmittelbar links und unmittelbar rechts neben 
Stutze 1 (aber links vom Gelenk) herstellen und die zweite den Dbergang von 
links vom Gelenk zu rechts vom Gelenk. Da uns aber in diesem FaIle 
nur die Kraft- und DeformationsgroBen links von Stutze 1 und rechts vom 
Gelenk interessieren, werden beide Punktmatrizen zu einer zusammengefaBt. 
SprunggroBen sind die Winkeldifferenz cprs und das linke auBere Moment 
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M = 1 Mpm (M~ = A~---; = 1). Die umgerechnete Federkonstante ist 

Rechenschema R 5.1 

-2 () 

<""* 
U"dl = l 0,5 -2 

1,5 -4 

1 0 

U~l= -0,33 1 

-0,66 -1 

-2 13 

,,:,~ I 0,5 -2 

1,5 -4 

* 1c 00 1 1 
KI = KI EI = 2 6 ·100 = 3"' 

c 

1 0 *" TI 

U~l = 1 
1 1 

3 

0 0 1 

JI~(O) 1 

0 0 11 T~(O) 

~'251 ~ u,: (0) t)~ (0) = 1 0 11= M~(O) 
0 1 I 1 

0 11 
6 

0 I -2 

1 0 

*" TI 1 I 6 

-1-p;'+11 
1-4 

0 

-6 -36 

2 I 11 

4+1 0 

0 

0 

1 

*" TI 

1 

1 

2 *. - Tl 

0,5<pi"1 

1 

T~(O) =-4 

o 
1 

T;(t) = 2 
IM~(t) = 0 

1 

= t)~(0) 

ErIauterung zum Rechenschema. Die Rechnung verlauft in bekannter Weise, 
ebenso die Rechenkontrollen mit den Kontrollzeilen. Nachdem alle Matrizen
multiplikationen ausgefiihrt sind, konnen die Unbekannten M~ (0) und Tr" 
ermittelt werden. Dazu stehen uns eine Randbedingung am rechten Tragerende 
M~(l2Ilc) = 0 und eine Zwischenbedingung im Gelenk M~(O) = 0 (s. Abb.44) 
zur Verfiigung. Man bekommt die Gleichungen 

mit der Losung 

M~(O) = 0 = - 4 M~(O) + 1 l 
JI~ (~:) = 0 = 11 M~(O) + 0,5 T~s 
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Wir setzen die Werte in das Rechenschema ein und erhalten damit die dimen
sionslosen Komponenten der Zustandsvektoren t)i (0) (rechts von Sttitze 0), 
t)!(lill.) (links von Sttitze 1), t):(0) (unmittelbar rechts neben dem Oelenk) und 
t); (12/1.) (links neben Sttitze 2). 

Faktor [nach 01. (14)] fUr die Ermittlung der dimensionsrichtigen Werte: 

* Pele _ 1 * 
cP = cP EI - 600CP 

Die dimensionsrichtigen Werte sind: 

CPI(O) = 0 

MI (0) = 0,25 Mpm = t)l (0) 

1 

1 
CP2 (0) = - 150 

M 2 (0) = 0 

1 

= t)2(0) 

[Mpm] . 

1 
CPI(~) = 400 

MI (II) = - 0,5 Mpm = t)l (~) 

1 

1 
CP2 (12) = 300 

M 2(12) = 0 

1 

Gleichung der Biegelinie [nach 01. (28)] 
a) fur Feld 1: 

01. (28) lautet ftir Feld 1: 

WI (Xl) = - Xl (1- ~l) [(1 + ~l) CPl(O) - 2i1 MI (O)J 

[ xf xf ] + wIO (:t1) + Wo + If (wI-WO) -If wlo(ll) • 

Darin sind 
11 = 2m CPI(O) = 0 

EI = 100 Mpm2 MI (0) = 0,25 Mpm 

W10(XI) = WIO(~) = 0 Wo = WI = 0 

(keine Belastung vorhanden). 

Setzt man diese Werte ein, so ergibt sich die Biegelinie ftir Feld 1: 

1 t2 t3 = 200 (s-l - \il) [m] fiir 

b) fur Feld 2: 

W2 (X2) = - w2 (1 - ~2) [(1 + ~2) CP2(0) - 2~21 M 2 (O)] 

+ [w20 (XZ) + WI + ~~ (W2 - wJ - ~~ w20 (12)J . 



Darin sind: 

3.5 Ermittlung von EinfluBlinien 

EI = 100 Mpm2 

1 
CP2 (0) = -150 

M 2 (0) = 0 

M . x; -1 . X;) . 
W 20 (x2) = 2EI - = wO Belastung mIt 

M= -lMpm an 
(l ) M l~ -1 . 4 1 S't 11 0 

w20 2 = 2EI = -200 = - 50 e e x2 = . 

Mit diesen Werten erhiilt man die Biegelinie fur Feld 2: 

Gleichung der Einflu(3linie fur das Moment rechts neben Stutze 1 

[nach Gl. (32)]: 

M (0) = _ w(x) P. 
2 tpI 

Darin sind: 
oS *8 1 5,5 11 

CPl = CPl 600 - 600 1200 

P = Einzellast [Mp] 

w(x) = Biegelinien der Felder 1 und 2 [m]. 

Feld 1: 

M (0) = + W1(X1) . 1200 P =.~ (.1:2 _ 103 ) P = 0 54 (10 2 _ ;:3) P [Mpm]. 
1 11 200.11 "1';1 '''1 ~1 

Feld 2: 

M (0) = W 2 (X2) • 1200 P = ~ (2~ _ 3~2 + ~3) P 
2 11 150 . 11 2 2, 2 
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Diagramm fUr die EinflulUinie (fur wandernde Einzellast P = 1 Mp). Die 
EinfluBordinaten werden in den Funftelpunkten der Felder errechnet: 

Fiir P ~ 1 Mp 

I Feld 1 I Feld 2 ; ~' ;' ;'-;' 2~- 3;' + e' I M,(O) [Mpm] M,(O) [Mpm] 

° ° ° ° ° ° ° 0,2 0,04 0,008 0,032 0,282 0,0174 0,2094 
0,4 0,16 0,064 0,096 0,384 0,0523 0,2796 
0,6 0,36 0,216 0,144 0,336 0,0785 0,2443 
0,8 0,64 0,512 0,128 0,192 0,0698 0,1396 
1 1 1 ° ° ° ° 5 Kersten, Reduktionsverfahren 
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Die Zugzone wird am Trager unten angenommen_ Samtliche EinfluBwerte sind 
positiv und erzeugen an der positiv definierten Zugzone Druck. Das Diagramm 
(Abb.45) hat somit ein negatives Vorzeichen. 

018 

~ 

~ ~ ~ ~ 
.... 

~ ;;;? ~ ." 
~ " ::g ~ ... 

"'" "'" "" "" ~ 

"'" ""'. ""'. .... ""' . "'" <:::; "". ""'. c:::r "'" Abb.45. EinfluBlinie ffir das Moment M.(O), rechts neben Stiitze 1 

3.5.3 Verfahren 2 

3.5.3.1 Grundlagen 

Das Verfahren soIl an Hand des Tragers von Abb. 46 erlautert werden. Auf 
jedes Feld k des Tragers wird eine Einzellast P k gesetzt, die keinen festen Angriffs
pUnkt hat, sondern iiber das Feld wandert. Der jeweilige Angriffspunkt wird 
festgelegt durch den freien Parameter xk ' der von der rechten Feldgrenze (Stiitze k) 
bis zur Kraft zahlt. Bei n Feldern hat man also n freie Parameter xl' X2, ... , Xn 

Pn. :r 

·~I' 'f r En., 

Abb. 46. Belastungsanordnung zur Ermlttlung von EinfluBlinien nach Verfahren 2 

und n Krafte PI' P2, ••• , Pn , die in die Rechnung eingehen. Die weitere Berech
nung wird in der iiblichen Weise mit dem Rechenschema (11) oder (12a) durch
gefiihrt. Zum SchluB erhalt man die Gleichungen jeder gewiinschten EinfluBlinie 
der Kraft- und DeformationsgroBen an den Stellen unmittelbar neben den 
Stiitzen; beispielsweise die Gleichungen der EinfluBlinie imFeld 1 des Momen
tes Ma(O) an der Stelle rechts neben der Stiitze 2, indem man in der Momenten
komponente des Vektors t)a(O) die Kraft PI = 1 und aIle iibrigen Pi = 0 setzt. 
Die Gleichung in Feld 2 bekommt man, wenn P2 = 1 und alle anderen Pi = 0 
sind usw. 

Dieses Verfahren ist sehr vorteilhaft, wenn an vielen Stellen des Tragers die 
EinfluBlinien aufzustellen sind. Das Rechenschema fUr den Trager braucht dann 
nur ein einziges Mal durchgerechnet zu werden, wobei allerdings fiir jedes Feld k 
eine Last Pk und ein freier Parameter xk mitzufiihren sind. Das gibt bei vielen 
Feldern lange Ausdriicke in der Lastspalte. 

Die Berechnung kann iibersichtlicher gestaltet werden, wenn sie in Abschnitten 
vorgenommen wird. Man muG namlich nicht aIle Felder gleichzeitig belasten, 
sondern kann jedes Feld fiir sich berechnen. Dabei ande:·t sich jeweils nur die 
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letzte Spalte (Lastspalte) im Rechenschema, und da diese Spalte unabhangig von 
den unbekannten FreigraBen ist, laBt sich die LOsung des Gleichungssystems so 
allgemein angeben, daB sie fiir jedes einzelne Feld benutzt werden kann. 

Besonders einfach wird die Rechnung, wenn aIle Felder gleiche Biegesteifigkeit 
und Lange haben. Dann braucht das Rechenschema nur fUr die Belastung des 
ersten Feldes durchgerechnet zu werden. Bei der Untersuchung der anderen Felder 
wird die letzte Spalte (Lastspalte) im Rechenschema um jeweils ein Feld weiter 
nach unten geriickt. Bei Beachtung der Symmetrie des Tragwerkes kann die 
Berechnung sogar auf das mittlere Feld beschrankt werden. Alles weitere sieht 
man am folgenden Beispiel. 

3.5.3.2 Beispiel 5.2 

Um einen Vergleich mit Verfahren 1 zu ermaglichen, wird der Trager von 
Abb.43 (in Abschn. 3.5.2.2) nochmals nach diesem Verfahren berechnet. Samt
liche geometrischen Werte sowie die Aufgabenstellung werden von dort iiber
nommen. 

Zur Bestimmung der EinfluBlinie wird der Angriffspunkt der wandernden 
Einzellast P = 1 Mp offengelassen. Das Belastungsschema ist in Abb. 47 ange-

Abb.47. Beispiel 5.2: Belastuugsanordnung zur Ermittlung der EinfluBlinie 

geben. Auf Feld 1 wandert die Kraft PI mit dem freien Parameter Xl (0 < Xl < ll) 
und auf Feld 2 wirkt die Kraft P2 mit x2 (0 < Xl < 11 ). Die Berechnung erfolgt 
nach dem verkiirzten Verfahren von Abschn.3.4.4 und nach dem Rechen
schema (12a). 

Leitmatrix 2~1 [nach Gl. (31)]: 

-2 6 3 P 3 2 
2 1 Xl - 3Pl Xl 0 

Q* 1 
-2 1 3 1 

'~dl = 
2 - -:.[ PI Xl + PI Xl -3 

0 0 1 0 

Die BelastungsgraBen sind nach Tab. 1 b fUr P = PI und a = xl: 

* (~)_~Pl(Xl)3[c_p 3 
WlO 1 - 6 P 1 [- 1 Xl 

c eel 

* (~) __ ~Pl(Xl)2 [c-_3P 2 
qJlO I - "P 1 [- 1 Xl 

c '-' eel 

U'* (ll) _. PI Xl __ P , 
-"H IO T - P T - 1 .rl • c c c 

Diese GraBen gelten auch fiir Feld 2, wenn der Index 1 durch 2 ersetzt wird. 

5* 
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Feldmatrix 2:2 [nach G1. (31)]: 

-2 6 3 P 3 p.2 "2 2 X2- 3 2 X2 

2:2 = 1 
-2 1 3 

"2 -"4 P2X2 + P2X2 

0 0 1 

Das Rechenschema R 5.2 wird wie ublich einschlieBlich der Kontrollen durch
gerechnet. Die Bestimmungsgleichung fUr die FreigroI3e Mt (0) ist 

M~(i.-) = 0 = 11 M~(O) + A. 

Daraus folgt 

als Losung, worin 

A = : PIX~- ~ PI xi - 2PI XI - ~ P2X~ + P2x2 • 

Gleichung der Einfiu.Blinie des Momentes M; (0) (rechts von Stutze 1). Die 
Momentenkomponente des Zustandsvektors t); (0) aus dem Rechenschema heiI3t 

M~(O) = - 4 M~(O) - ! PI X~ + PI xi + PI Xl' 

Mit Mt (0) = - ~ wird 

* 4 A 3 P 3 P 2' P M 2 (0) = u -"4 I Xl + I Xl + I Xl 

und fiir A der obenstehende Ausdruck eingesetzt, gibt 

* 3 3 3 p 2 3 p lp 3 4p 
M2(0)=44PIXI-U IXI + U IXI - U 2 X2+U 2X2' 

Um jetzt die Gleichungen der EinfluBlinie in den einzelnen Feldern zu bekommen, 
hat man in dieser Gleichung zu setzen fUr 

Feld 1: 

Feld 2: 
Das gibt: 

Feld 1: 

Feld 2: 

Zahlenwerte fiir die Ordinaten der Einfiu.Blinie des Momentes M 2(0) (fur 
wandernde Einzellast P = 1 Mp). Die Ordinaten sind mit Pc lc zu multiplizieren: 

M = M* Pc lc . M*. [Mpm] 

Es werden Werte fiir die Ordinaten in den Funftelpunkten jedes der beiden Felder 
angegeben. Die Parameter Xl und X2 ziihlen von den Stutzen aus nach links 
(s. Abb. 47). 
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EinflufJlinie im Feld 1 

x,[m] 

° 0,4 
0,8 
1,2 
1,6 
2,0 

EinflufJlinie im Feld 2 

x, [m] 

° 0,4 
0,8 
1,2 
1,6 
2,0 

4 Ebene offene Rahmentragwerke 

x2 
1 x8 

1 
x~ 2 
4-X1 + X, 

° ° ° 0,16 0,064 0,256 
0,64 0,512 0,288 
1,44 1,728 0,192 
2,56 4,096 0,064 
4,00 8,000 ° 

4X2-X~ M,(O) [Mpm] 

° ° 1,536 0,1396 
2,688 0,2443 
3,072 0,2792 
2,304 0,2094 

° ° Die Ergebnisse stimmen mit denen von Beispiel 5.1 iiberein. 

4. Ebene offene Rahlnentragwerke 

4.1 Grundlagen 

4.1.1 Allgemeines 

M,(O) [Mpm] 

° 0,0698 
0,0785 
0,0523 
0,0174 

° 

Als offene Rahmentragwerke werden die in Abb.48 dargestellten Systeme 
bezeichnet. Sie sind nach allen Seiten offen, d. h. die Tragwerksstabe bilden keine 
geschlossenen Vielecke. Bei der Berechnung solcher Tragwerke entstehen neue, 
noch nicht behandelte Probleme. 

1 I I I 

Abb. 48. Offene Rahmentragwerke 

Bisher haben wir uns nur beschaftigt mit reiner Biegung in der x-z-Ebene. 
Jetzt tritt aber auch die Langsdehnung in x-Richtung (in Richtung der Stab
achse) auf. Die Rechnung muS deshalb nicht nur mit zwei, sondern mit drei 
konjugierten Paaren durchgefiihrt werden, namlich: 
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Biegung in x-z-Richtung 
(My, cp) sowie (Q., w), 

Langsdehnung in x-Richtung 
(N, u) (Langskraft und Langsdehnung). 
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Fiir die Biegung gelten die alten Beziehungen; jedoch fUr das konjugierte Paar 
N und u sind neue Feld- und Punktmatrizen sowie Randbedingungen aufzustellen. 
Die Indizes bei My und Q. werden wieder weggelassen. 

Ein weiteres Problem ist das sog. Anfedern von Rahmenteilen. Die Berechnung 
der Rahmen erfolgt jetzt an einem sog. Hauptstrang des Tragwerkes, an den die 

iibrigen Tragwerksteile angefedert 1 1 1 1 A 
sind. Das sieht beispielsweise beim '7777. 

Durchlaufrahmen von Abb. 49 fol- z / " , ~ 
gendermaBen aus: Der horizontale 
durchlaufende Biegetrager wird 
zum Hauptstrang erklart und die ~ ~ ~ 
Rahmenstiele werden an ihn ange
federt. Man erhalt dabei, wenn 

Abb 49. Durchlaufrahmen: Anfederung der Stiitzen 

die Langsdehnung der Stiele unendlich groB gesetzt wird, einen Durchlauf
trager auf festen Stiitzen. Die Rahmenstiele sind an den Stiitzen ersetzt durch 
Drehfedern und Langsfedern. Natiirlich konnen nicht nur einzelne Stabe ange
federt werden, sondern - wie spater gezeigt wird - auch Tragwerksteile, die aus 
mehreren Staben bestehen. 

4.1.2 Langsdehnung in x-Richtung 

4.1.2.1 Feldmatrix 
Ausgangsgleichung fUr die Ableitung der Feldmatrix ist die Differential

gleichung der Langsdehnung 
- [EFkU~(xk)]' =Pk(Xk)· 

In Abb. 50 sind die in Frage kommenden positiven GraBen N und u in Schnit
ten rechts neben Stiitze i und links neb en Stiitze k eines Stabes von der Lange lk 

./ 
Pk(xk) k 

1-------- lk -----., 

k 

Abb.50. Reine Langsdehnung in x-Richtung: Positive Definition der Lltngsbelastung p(x) sowie der Randver
schiebung u und der Randlangskrltfte N am Stab von der Lange lk 

unter Beriicksichtigung der Vorzeichendefinition von Abschn.2.2 eingetragen. 
1m weiteren interessieren uns nur noch die am rechten Schnittufer wirkenden 
GraBen. 
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Die allgemeine Losung der Differentialgleichung (33) lautet unter Beachtung 
der Vorzeichendefinition 

Xk 

- EFk U~(Xk) = Nk(Xk) =" J Pk(~) d~ + c1 
o 

Darin sind 

Xk 

- EFk Uk (Xk) = - =EFk I N;~:) d~ + C1 Xk + C2 

o 

= - UkO(xk) EFk + C1 Xk + C2 J 

Xk 

NkO(Xk ) = J h(~) d~ 
o 

Am linken Feldende gilt fiir xk = 0 (s. Abb. 50) 

Nk(Xk = 0) = Ni 

Uk(Xk = 0) = ui • 

Daraus folgt mit Gl. (34) fiir die Konstanten 

C1 = Ni = Nk(O) 

c2 = - ui ' EFk = - uk(O) EFk. 

Diese in Gl. (34) eingesetzt und die Gleichung etwas umgeformt, gibt 

UdXk) = uk(O) - ;;k Nk(O) + UkO(Xk) 1 
Nk(Xk) == Nk(O) + NkO(Xk) (. 

pdXk) = P (xk) I 

(34) 

(35) 

(36) 

Darin ist der Zusammenhang zwischen Langskraft Ni = Nk(O) und Langs
dehnung ui = uk (0) am linken Tragerende sowie Langskraft Nk (xk) und Langs
dehnung Uk (Xk) an der Stelle xk des Tragers hergestellt. 

Fur xk = lk erhalt man den Zusammenhang an beiden Tragerenden: 

uk(lk) = uk(O) - ;;k Nk(O) + UkO(l'~)l' 
Nk(lk) = N,,(O) + NkO(lk) 

Pk (xk) = p" (·'tk) 

(36a) 
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Die letzte Zeile wird durch Pk (xk ) dividiert. Dann kann das Gleichungssystem in 
Matrizenform geschrieben werden 

f Uk (lk) h lk + uko(lk) uk(O) -EF" 
Nk(lk) 0 1 + Nko(lk) Nk(O) (37) 

1 0 0 1 l 1 J 
oder kurz 

t)uk (lk) = ~uk t)uk (0). (37a) 

In dieser Gleichung sind 

Uk (lk) 

tJuk(lk) = Nk(lk) 

1 

Uk(O)] Ui ] 

Nk(O) = Ni 

1 J d 
die Zustandsvektoren mit Langsdehnung und Langskraft als Komponenten, und 
M~ ~ 

~~~~~~~ N;iikJ 1 lk ukO (lk) - EFk 

~uk= 0 1 NkO(lk) (37b) 

0 0 1 

die gesuchte Feldmatrix. 
In der letzten Spalte von ~Uk stehen 

die Belastungsglieder. Sie werden errech
net nach Gl. (35). Die durch sie definier
ten Zahlenwerte sind die an die rechte 
Feldgrenze reduzierten Belastungsfunk
tionen p(x) und NkO(x)/EFk (s. Abb. 51). 

Uk -const 

-
Abb. 51. Darstellung der Belastungsgroflen als 
an die rechte Feldgrenze reduzierte Funktion Pk 

nnd NkO/EF/, 

Flir einige Belastungsfalle sind diese LastgroBen in Tab. 3a angegeben. 

Tabelle 3a. Belastung8yrofJen bei Liingsdehnung in x-Richtung filr feldweise konst. Liings-
8teifigkeit EFk 

p 

,---- ~ 1--. -- D.K-------F 

E 
!/Ieichfiirmigc Tempcrofurofltferllfl!J 

t [OC];; 

I 

1-
p 

o 
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Tabelle 3b. Umgerechnete Belastun(]sgrofJen bei Liin(]sdehnung in x-Richtun(] fur feldweise 
kon8t. Liin(]ssteifigkeit EFk 

VergleiehsgroBen: 
Pcl~ 

U = U* EI N= N*Pc 
Pc 

p=p*r 
c 

p 
Pc- ~ 
C.!:K-1/ 

lc I 

p* I 
C::~::1 

lc 

gleichfiirmige Temperofuriinderung 
lK 

r=Tc~ 
t[·cl~'L 

c 

4.1.2.2 Punktmatrix Uuk 

o 

Beim Vorhandensein eines festen Lagers (u = 0) oder eines Langskraftnull
feldes (N = 0) zerfallt der Trager an dieser Feldgrenze in zwei Teile, die unabhan
gig voneinander bereehnet werden konnen. Sind die Feldgrenzen Querkraftnull
felder, senkreehte Fiihrungen oder in x-Riehtung bewegliehe und in y-Riehtung 
unversehiebliehe Lager, dann andert sieh an diesen Feldgrenzen weder die Langs
kraft (sofern am Knoten keine auBere Belastung angreift) noeh die Langsver-

a. 

b 

c 

K sehiebung. 
:&JVW1i Beim tJbergang von einem Feld zum anderen 
= Ku,k konnen also keine unbekannten SprunggroBen vor

~ Ku,k' U" --Nk 

,~ 
1Iu,/(uk 

kommen. 
Es bleibt hier nur noeh zu untersuehen, wie der 

Feldiibergang aussieht, wenn an der Feldgrenze eine 
Langsfeder (naeh Abb. 52) auftritt. Die Feder mit 
der Federkonstante kUk [Mp/m] wird urn die positiv 
definierte Streeke Uk zusammengedruekt. Die dabei 
auftretende Reaktion ist die Kraft kuk . Uk (s. 
Abb.52'o). Diese wirkt auf den Trager von links 
naeh reehts, also im negativen Sinn. Somit gilt Abb· 52. Bewegliche Stiitze mit 

Liingsfeder 
Nk = - kukUk , 

Diese Kraft muB beim Feldiibergang beriieksiehtigt werden. 

(38) 

Fiir den tJbergang von links neben Stiitze k zu reehts neb en Stiitze k konnen 
nun folgende Gleiehungen aufgestellt werden: 

Uk+l(O)=Uk (lk) 1 
Nk + 1 (O~ __ ~ kUk Uk (lk) + Nk(lk) • (39) 
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In Matrizenform geschrieben: 

oder kurz 

Darin ist 

I uHl(O) 11 0 

IN,,!, (0) ~ - :., : 

o 
o 

1 

1 0 0 

Uuk = -kUk 1 0 

o 0 1 

Uk (lk) 

Nk(lk) 

1 

(40) 

(40a) 

(40b) 

die gesuchte Punktmatrix. In Gl. (40a) wird Gl. (37a) eingesetzt, und man erhalt 

i)uHl(O) = Uuk U-uk i)ul;(0). (40c) 

Diese Gleichung entspricht der von Gl. (8c) beim auf Querkraftbiegung ohne 
Langskraft beanspruchten Durchlauftrager. 

4.1.2.3 Zusammenhang am ganzen Trager 

Der lineare Zusammenhang zwischen den Langskraften und Langsverschie
bungen am linken und rechten Ende eines aus n Feldern bestehenden Tragers 
wird analog zu Gl. (10) durch folgende Gleichung ausgedriickt 

i)u,n+l(O) = Uun U-un Uu,n-l i}u,n-l'" Uu2 i}u2 UUl U-Ul i)ul(O). (41) 

Die Untersuchung eines Tragers bei reiner Langsdehnung kann demnach in 
gleicher Form erfolgen wie die eines Tragers bei reiner Biegung. Man benutzt 
lediglich andere Matrizen. 

Der Anfangsvektor hat jetzt die Form 

i)ul(O) = ~l A + ~2' (42) 

Darin ist A je nach konstruktiver Ausbildung des Lagers die Anfangskonstante 
ul (0) oder Nl (0). Der Vektor !1 ist die allgemeine Losung der homogenen Diffe
rentialgleichung und der Vektor !z eine Partikularlosung der inhomogenen Diffe
rentialgleichung. 

In Tab. 4 sind fiir verschiedene Stiitzenausbildungen die FreigroBe am linken 
Tragerende und die Randbedingung am rechten Tragerende zusammengestellt. 

Tabelle 4: FreigrofJen am linken u. Randbedingungen am rechten Tragerende fur Liings
dehnung in x-Richtung 

linkes Triigcrcndc o ~ ,;;;;-- o ~ 0 
~ .fro :ry;-~ Ku/J= ~ 

frcigrdfJen Ndo} u,(O) ur{O) 

mlTles Triigerende n~ ~ y A~KnJ:n ~ ~ 
Rondbedingung UTI (IT,)-const(~O) NTI{lTl) -0 I Nn,fdo)-o 
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Die praktische Berechnung wird mit Hilfe von Rechenschema (11) oder (12a) 
durchgefuhrt. Bei Anwendung von Rechenschema (12a) kann die Produktmatrix 
wieder als rechteckige Leitmatrix geschrieben werden: 

1 lk 
ukO (lk) 0 - EFk 

2"k= 0 1 N kO (lk) -kuk (43) 

0 0 1 0 

4.1.2.4 Einfiihrung von dimensionslosen VergleichsgroBen 

Fur die Zahlenrechnung empfiehlt sich auch hier die Verwendung dimensions
loser VergleichsgraBen u* und N*. Dazu werden die Feldmatrix und die Leit
matrix mit Hilfe foIgender Beziehungen umgerechnet: 

u = u* Pc l~ N = N* Pc 
EIe 

( 44) 

Pc, ie' Ie sind beliebig wahlbare GraBen. 

U mgerechnete F eldmatrix 

1 Ik Ie * Ck) ---- ttkO T; Ie Fk I~ 

B-* -uk- 0 1 N* (~) 
kO Ie 

( 45) 

0 0 1 

U mgerechnete Leitmatrix 

1 Ik Ie 
* Ck) 0 - T; Fkl~ ukO T; 

2:k = 0 1 N* (~) 
kO Ie -k:k (45a) 

0 0 1 0 

Darin sind uko (lklle) und Nko (lklle) die umgerechneten BelastungsgraBen. Sie sind 
in Tab. 3b zusammengesteIIt. 

Die umgerechnete Federkonstante ist 

k* k I~ 
uk = UkEIe' 

4.1.3 Anfedern von Rahmenteilen 

4.1.3.1 Stiele von unverschieblichen Rahmen bei EF = 00 

Es handelt sich hierbei um Stiele, wie sie am Durchlaufrahmen von Abb. 53 
auftreten. Unter der angegebenen Belastung verformt sich der Rahmen. Die 
Knoten werden dabei um die Winkel q; verdreht. Eine Verschiebung w der Knoten 
ist nicht maglich wegen EF = 00. Die Rahmenstiele setzen der Verdrehung am 
Knoten infolge ihrer Biegesteifigkeit EI einen Widerstand entgegen. Ein MaB fiir 
diesen Widerstand liefern die Momente, die an jedem Stielkopf entstehen und die 
man sich aus zwei Anteilen zusammengesetzt denken kann: 
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a) Anteil, der infolge der Biegesteifigkeit Elk des Stieles von der Lange hk 

bei Verdrehung des Knotens k um den Winkel f{Jk entsteht, wobei die auBere 
Belastung Null gesetzt ist; 

b) Anteil infolge auBerer Belastung des Stieles hk bei f{Jk = 0 (geometrisch 
bestimmtes Hauptsystem). 

Es werden eingespannte und gelenkig gelagerte Stiele untersucht. Dabei ist 
zu unterscheiden zwischen Stielen, die unterhalb, und Stielen, die oberhalb des 
Rahmenriegels liegen. 

o If 1 ~11!III(flllli!~ 

Abb.53. Unverschieblicher Durchlaufrahmen 

'I 

A 
I 

l.J 
a) Fest eingespannter Stiel, unterhalb des Rahmenriegels liegend (Abb.54a) 

Anteil der Knotenverdrehung (Abb. 54b und c). Bei einer Verdrehung des 
Knotens k um den positiven Winkel f{Jk entsteht nach den bekannten Ansatzen 
des Deformationsverfahrens am Kopf eines Stieles von der Lange hk und der 
Biegesteifigkeit Elk bei Beachtung der Vorzeichendefinition von Abschn.2.2 
(linksdrehendes Moment am rechten Schnittufer und rechtsdrehendes Moment 
am linken Schnittufer positiv) das Stabendmoment 

h 4Elk 
Ml=--h-f{Jk· 

k 
(46) 

II. -rycrdrChung 'I'k ~:=~ 

lk+11 IMlI.k=- 'fEIk 'l. 
... 8 .~ " hI< k 1ft;:] t:5' -

! 
N----'- Z z 

k 

a. b c 

Beloslung mIl H: 'l'k-O 

~ 
d e 

Abb. 54. Anfederung des unten fest eingespannten Stieles: Knoten k unverschieblich 

Dieses Moment wirkt auf den Knoten k vom Tragerriegel im positiven Richtungs
sinn. Das positive Knotenmoment Mk ist somit 

M - Mhk __ 4Elk 
k- k - -h-f{Jk· 

k 
(46a) 
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Ein Vergleich dieses Momentes mit Gl.(6b) zeigt, daB 4Elklhk als Drehfeder
konstante angesehen werden kann: 

K _ 4Elk 
k - hk • (46b) 

Das bedeutet aber, daB der eingespannte Stiel durch ein gelenkiges, in hori
zontaler Richtung bewegliches Lager nach Abb. 54f, an dem eine Feder mit der 
DrehIederkonstanten Kk angebracht ist, ersetzt werden kann. 

Anteil der horizontalen Belastung (Abb. 54d und e). Wegen fPk = 0 wird der 
Stiel zu einem beidseitig eingespannten Stab. Infolge der auf den Stiel wirkenden 
auBeren Belastung entsteht am Stielkopf das in Abb. 54e entt;lprechend Abschn. 2.2 
positiv definierte Stabendmoment M~~. Dieses wirkt auf den Knoten k nach dem 
Reduktionsvedahren im positiven Richtungssinn; es gilt also 

MkO = M~'O, 

d. h. die Belastung auf den Stiel kann ersetzt werden durch das Knotenmoment, 
das bei beiderseitig fester Einspannung des Stieles entsteht (Abb. 54f). Die 
Stabend- bzw. Knotenmomente konnen unter Beachtung der Vorzeichendefini
tion von Abschn. 2.2 den bereits zitierten Tabellen entnommen werden., 

b) Gelenkig gelagerter Stiel, unterhalb des Rahmenriegels liegend (Abb. 55a) 

=Anteil der Verdrehung fPk (Abb. 55b und c). Die Verdrehung des Knotens 
bewirkt das Stabendmoment 

Mh 3Elk 
kk= -----,;;;-fPk. (47) 

Das Knotenmoment am Knoten kist 

M - Mhk- 3Eik 
k- k ------,;;;-({Jk· (47a) 

Darin ist 

(47b) 

die Drehfederkonstante. 

1r -tvcrdrChUng f'~k: If=~ 

lMhk _3EIk 
k - "1iT;"k 

7. / 

b c 

Be/oslung mil If: f'k-O 

f 

d e 
Abb. 55. Anfederung des unten geienkig geiagerten Stieies: Knoten k unverschieblich 
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An Stelle des gelenkig gelagerten Stieles konnen also hier ebenfalls ein gelen
kiges, horizontal bewegliches Lager und eine Feder mit der Drehfederkonstan
ten Kk (Abb. 55f) angebracht werden. 

Einflu.8 der horizontalen Belastung (Abb. 55d bis f). Die Belastung am Stiel 
wird durch das bei fPk = 0 entstehende Knotenmoment M kO = M kO im Knoten k 
ersetzt. Fiir fPk = 0 ist der Stiel ein einseitig eingespannter und einseitig gelenkig 
gelagerter, Stab. Die Momente M~t infolge beliebiger Belastung sind wieder unter 
Beachtung der Vorzeichendefinition den bereits erwahnten Tabellen zu ent
nehmen. 

c) Fest eingespannter Stiel, oberhalb des Rahmenriegels liegend 

Abb. 56 zeigt diesen Fall getrennt fiir Belastung und Verdrehung fPk. Infolge 
der positiven Verdrehung fPk des Knotens k entsteht - unter Beachtung der V or
zeichendefinition - das Stabendmoment 

M kk 4Elk 
k = TfPk· 

Auf den Knoten k des Tragerriegels wirkt dieses Moment im Uhrzeigersinn, d. h. 
es ist negativ. Das Knotenmoment M k am Knoten des Tragers wird deshalb 

1"- _ Mkk _ 4 Elk (48) 
.1Y1.k - - k - -TfPk· 

Darin ist 
(48a) 

die Drehfederkonstante des Stieles. Sie unterscheidet sich also nicht von der des 
unten eingespannten Stabes. Das Stabendmoment M~t infolge der Belastung des 

Verdrehung 'P,,: Ii=O 

~ ~} L I" Hhh ¥EI" t5' 10:" k =h/:'1k 

lJr kli:J l1r+l -.l '''.-K: 
& b c 

-Mk ~Mk"h 

BelosluIIg mil Ii : 9'A-=0 

-.!!....-\ ~'1 " 
~ JHlrD ,,,-0 P 

II 
d e -Hk,-Hkl 

Abb. 56. Anfederung des oben fest eingespannten Stieies: Knoten k unverschieblich 

Stieles wird unter Beachtung der Vorzeichendefinition am beidseitig eingespann
ten Stiel berechnet und wirkt bei ttbertragung auf den Knoten des Tragers im 
negativen Sinn: 

M - Mkk 
kO - - kO· 
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Der Stiel von Abb. 56a kann also ersetzt werden durch ein gelenkiges, aber. 
horizontal bewegliches Lager, an dem eine Feder mit der Drehfederkonstanten 

1 Kk = ~:k vorhanden ist und das Kno-
H 8 k 

-t;:j ~ ~"" MlrO~Hlr~k tenmoment M kO = -Mkt wirkt. 

llr l.i..J llr+1~ 0 

J]; 3fIk 
Kk=-k
b k 

d) Gelenkig gelagerter Stab, oberhalb 
des Rahmenriegels liegend 

k 

Hier gelten die gleichen Oberlegun
Abb.57. Anfederung des oben gelenkig gelagerten gen wie beim oben fest eingespannten 

Stieles: Knoten k nnverschleblich 
Stab. Der in Abb. 57 a aufgezeichnete 

Stiel wird ersetzt durch das Lager von Abb.57b. 

4.1.3.2 Stiele von horizontal unverschieblichen Rahmen bei Beriicksichtigung der 
Dehnsteifigkeit E F k der Stiele 

a) U nterhalb des Rahmenriegels gelegene Stiele 

Die Langssteifigkeit EFk der Stiele wird nur selten beriicksichtigt, weil ihr 
EinfluB in den meisten Fallen vernachlassigbar klein ist. Es solI aber trotzdem 
hier gezeigt werden, wie sie im Bedarfsfall in die Rechnung eingeht. 

lr 

a 

Dc/ostllng mit H: 'I'k- Wlr =0 
lr 

H1 b 

Vcrdrchllng 'Plr: 1'1,,-0, H=O 

~' 
h 

Wk 
-ek- Nk k 

f " 

d 

T ~ NTlk EFIr W 
lk =T,;" lr 

e f 

k 

]Ir 
k - [Fk 

- hk 

IT 

HkO=Mk~ 

Y(D 
Ir f( 

, 
k - £fk 

- hk 

K= ¥ EJ" 
kk 

h 

Abb. 58. Anfederung des nnten fest eingespannten Stieres: Knoten k horizontal unverschieblich 

Der Riegelknoten k des in Abb. 58a dargestellten Rahmenstieles kann sich . 
bei Einwirkung der Belastung urn den Winkel fPk verdrehen und auBerdern infolge 
der Langselastizitat des Stieles urn den Betrag wk senken. Eine Verschiebung in 
horizontaler Richtung solI ausgeschlossen sein (Uk = 0). Das fur die Anfederung 
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dieses Stieles maBgebende Moment am Stielkopf besteht jetzt aus drei Anteilen, 
die wieder unabhiingig voneinander untersucht werden konnen. 

Der Anteil der horizontalen Belastung (fur fPk = 0 und wk = 0) und der Anteil 
der Verdrehung fPk (fUr wk = 0 und Belastung gleich Null) werden genauso beruck· 
sichtigt wie im Abschn. 4.1.3.1. Nach der Anfederung bekommt man fur diese 
heiden Anteile ein Lager nach Ahb. 58d. 

Anteil der Knotenverschiebung wk (ftir fPk = 0, Belastung gleich Null) (Abb. 58e 
bis g). Bei Verschiebung des Knotens k um den positiv definierten Betrag wk 

entstehen im Schnitt am Stielkopf nach dem HOoKEschen Gesetz die Liingskriifte 

~Fk wk = N!k (Abb.58f), die abhiingig sind von der IJingssteifigkeit EF~. und 
~ . 

der Lange hk des Stieles. Unter 
Berucksichtigung der V orzeichen· 
definition (nach unten wirkende lk 
Querkrafte sind positiv) wirkt auf ..l!
den Knoten k die Knotenkraft 

( 49) 

Bei einer Gegenuberstellung 
dieser Kraft mit der von G1. (6a) 
sieht man, daB EFklhk der Senko 
federkonstanten entspricht 

k _EFk 
k - hk • (49a) 

Die Stutze von Abb. 58e laBt 
sich also durch eine Senkfeder 
mit der Federkonstanten kk er· 
setzen (Abb. 58g). Es spielt dabei 
keine Rolle, ob die Stutze gelenkig 
oder eingespannt gelagert ist. 

a 

b 

c 

k 

N unmehr konnen die drei 
Anteile zusammengefaBt werden, 
und es entsteht eine elastisch 
senko und drehbare Stutze nach 
Abb.58h. Das an ihr angreifende 

Abb. 59. Anfederung verschieden ausgebildeter Stiele bei 
horizontal unverschieblichem Knoten k 

Knotenmoment berucksichtigt die auf die Stutze wirkende Belastung, die Senko 
federkonstante kk = EFklhk die Langssteifigkeit EFk und die Drehfederkonstante 
Kk = 4 Elklhk die Biegesteifigkeit Elk des Stieles. 

Falls der Stiel gelenkig gelagert ist, andert sich nur die Drehfederkonstante. 
Sie heiSt dann Kk = 3Elklhk (Abb. 59a). 

b) Oberhalb des Rahmenriegels gelegene Stiele 

Abb. 59b zeigt die Anfederung des eingespannten Stieles und Abb. 59c die 
des gelenkig gelagerten Stieles. 

6 Kersten, Reduktionsverrahren 
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4.1.3.3 8tiele von horizontal verschieblichen Durchlaufrahmen (EFStlel = 00) 

Bei verschieblichen Rahmen nach Abb. 60 konnen sich die Knoten um den 
Winkel CfJ verdi-ehen und in Richtung der Riegelachse um die Lange U verschieben. 
Eine vertikale Verschiebung wist wegen EFStiel = 00 nicht moglich. 

1m folgenden wird nun untersucht, 
welche KraftgroBen in Abhiingigkeit von 
der Belastung und den GroBen CfJ und U 

O~---""';"---!z---iJr----~1 bei der Anfederung der Stiele am Knoten 

I ~ des Riegels wirken. Dabei muB wieder 
unterschieden werden zwischen Stielen, 

~. / z die unterhalb, und Stielen, die oberhalb 
Abb. 60. Horizontal verschieblicher Durch

laufrahmen des Tragerriegels liegen. 

Eingespannter 8tiel unterhalb des Rahmenriegels (Abb. 61). Die Einfliisse der 
Belastung, der Verschiebung Uk und der Verdrehung CfJk werden getrennt unter
sucht. Dazu sind in einem Schnitt am Stiel unmittelbar unterhalb des Knotens k 
die entsprechenden Schnittkrafte eingetragen. Die Vorzeichen ergeben sich nach 
Abschn. 2.2. Als rechtes Schnittufer gilt das am Knoten k. 

'/ y, 

Be/usfung md H: 
fP" -uk-O 

k 

-q-
Vcrschiebung Uk : f"H" 
Yerdrchung (h : 

u,,-O.H-O 

Abb. 61. Anfederung des unten eingespannten Stieles (E F = 00) 

Infolge der auBeren Belastung auf den Stiel entstehen im Schnitt die Krafte 
~~ und M~~. Sie werden berechnet unter Beachtung der V orzeichendefinition am 
beidseitig fest eingespannten Stab mit Hilfe von Tabellen. Die Schnittkrafte in
folge der Verschiebung Uk und der Verdrehung CfJk bekommt man nach den be
kannten Ansatzen des Deformationsverfahrens. Aile drei Einfliisse werden zu-
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sammengefaBt und man erhalt: 

M~k = - ~ Elk' Uk - h: ElkCfJk + M~~ I 
h 12 6 h 

Qkk = - h". Elk' uk - h" Elk Cfk + Qk~ 
k k 

(50) 

Die Krafte MZk und QZk wirken auf den Knoten k des Tragers in positiver Rich
tung. Sie sind deshalb identisch mit den Kn~tenkrafte am Rahmenriegel: 

M - Mhk N r.hk k - k' k = ~k • 

G1. (50) laBt sich nun - unter Beachtung obiger Beziehung - in Matrizenform 
schreiben 

Mk ~IM!' 
6 Elk 4Elk 

M~l Uk --lie -T kO 

-
12 Elk 6Elk Qhk Nk I QZk -hr -~ kO CfJk 

(50a) 

1 
Darin ist 

6 

41 = Elk 
- h: - hk h 

12 
_ i. (!l(uk, CfJk) 

- hB h~ .k 

(50 b) 

die sog. Federmatrix des Stieles hk in Abhangigkeit von den DeformationsgroBen 
CfJk und Uk' In ihr ist die lineare Abhiingigkeit zwischen den Kraft- und Defor
mationsgroBen im AnschluBpunkt des Stieles an den Riegel ausgedriickt. Der 
Stiel von Abb. 61 laBt sich also nicht mehr durch eine einfache Senk- oder Dreh
feder ersetzen, sondern die Feder ist jetzt ein komplizierteres Gebilde, das 
durch eine zweizeilige quadra
tische Matrix beschrieben wird. 
Das Symbol fUr eine solche Feder 
wahlen wir nach Abb. 62. Die 
Belastung des Stieles wird wie 
bisher durch das Knotenmoment 
M~~ und die Knotenkraft ~~ 
beriic~sichtigt, die als auBere Be

MkO ~Hk!k 
~~kO-Nk~k 

Abb. 62. Symbol fiir die Anfederung des Stieles 

lastung am Knoten angebracht werden. Neben das Federsymbol wird die Kurz
bezeichnung der Feder geschrieben, in diesem FaIle (!k(Uk, CfJk)' Dadurch weiB 
man sofort, wie die Feder beschaffen ist. In unserem FaIle zeigt das Fehlen der 
Durchbiegung wk an, daB die Langssteifigkeit des Stieles EFk = 00 ist und damit 
der Knotenpunkt k sich in vertikaler Richtung nicht verschieben kann. 

Eingespannter Stieloberhalb des Rahmenriegels (Abb. 63). Die Untersuchung 
dieses Stieles erfolgt in der gleichen Weise wie die vom Stiel der Abb. 61. Rechtes 
Schnittufer ist das Stabende und linkes Schnittufer der Knoten. Die Schnitt
krafte infolge Belastung, Verschiebung Uk und Verdrehung CfJk sind in Abb. 63 
getrennt fiir jedp.u Fall dargestellt. 

6* 
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lIerschiebung Uk : 

(l'k-o.H~O 

lIerdrehung (Ik : 
uru, H=o 

~., 
k 

Abb. 63. Anfederung des oben eingespannten Stieles (E F = =) 

Durch Superposition der einzelnen Belastungszustande folgt 

M2k = - h~ Elk uk +: ElkCfJk + M2t) 
k k I 

k 12 6 h J Qkk = + hf,Elk Uk - hfElk CfJk + Qlo 

(51) 

Bezogen auf den Knoten k am Tragerriegel wirken die Krafte (51) im negativen 
Sinn. 

Bei Aufstellung der Knotenkrafte mussen deshalb samtliche Vorzeichen um
gekehrt werden: 

h 6 I 4 h 1 Mk = - Mkk = + h2 E kUk -h:ElkCfJk - Mkt 
k k 

N - Qhk - 12 El· 6 El Qhk J k - - k - - h3 k uk + h2 k CfJk - kO 
k k 

(51 a) 

oder in Matrizenform 

Mk ~ I-Ml' r 6EI, 
4Elk - M2t1 U" ~ -T 

= _ 12~Ik 6Elk -iJlJ (51 b) Nk l-Q2k 
h3 h~ 

CfJk 
k 

1 J 
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Tabelle 5a. Federmatrizen fur einfeldrige Rahmenstiele (EIst = const, EFst = 00) 

Fall a: Sliel unferhalb Riege/ 

M/(~hkJ) (UJ 
n (hkJ 
91/(0 'lit 

1 

Faff 7J: Stief oberholb Riegel 

85 

M1~k), Q~~k): Randschnittkrafte am Knoten k des beidseitig fest eingespannt'en oder ein
seitig gelenkig gelagerten Stieles von der Lange hk • 

(Vorzeichendefinition nach Abschn. 2.2) 

IT ( , ') IT ( , ') - h2 - hk + h2 - hk 

E1st _ 1~ 6 E1st _ 1~ 
+ h~ I h" - ht h3 

k k 

( 3 =~~) f1 ( 3 ') IT 
- h2 + h2 - hk 

EIst -; E1st -; 

+~ h3 h2 h3 k k k 

[ll 
/(,. 

( ~ki -OKi) trl ( _Ok
i 

-OKi) 

~ , : I 
I 



86 4 Ebene offene Rahmentragwerke 

Tabelle 5b. Mit (14) und (44) umgerechnete Federmatrizen fiir einfeldrige Rahmenstiele 

( 1st ) 7; = const EFst = 00 

Fall a: Stiel unterhalb Riegel 

( Mi) = (M:(h
k
)) = (C£ (u* rp*) I M:6

hkl
) (Ut ) 

N: Q:(hk) k k' k Q:6"k) rp; 

Fall b: Stiel oberhalb Riegel 

( M:) = (_M:<hk)) = ( C£k(U*, rp*) i _M~~hk)) (U:) 
N:, _Q:lhk) \ k k I _Q:6hk) rp; 

1 ( t' I, ) ~fI ( t' t, ) t% T -6 h~ -4 hk +6 -"- -4-
~st k 1st hie hk 
T 13 12 Ie l~ 12 

e -12-"- -6 -"- -12 h~ +6h~ h~ h~ 

EI (-3 I: -3~) fI ( I' I, ) +3 -"- -3-

t. 1st h% hk 1st hi, hk 
I . 

-3 l~ Ie I~ l' c -3 I~ 
-3 hZ +3 hl h3 h~ k 

-- --

+~ (_Okf -;r) ft (-~~ -;r) • 1ft 

i 1<." , I 
~~ 

k 

! h~ Q:k(Uk, fPk) = Elk k 
12 6 

- h~ h~ 

4 

(51 c) 

Darin ist 

Abb. 64. Symbol fiir die Anfedernng des Stieles 

die gesuchte Federmatrix des 
Stieles hk von Abb.63 in Ab
hangigkeit von den Deforma
tionsgroBen Uk und f!Jk' Das· 
Symbol fUr diese Feder zeigt 
Abb. 64. Die Belastung des Stie
les wird in bekannter Weise er-
setzt durch die Knotenmomente 

M kO und die Knotenquerkrafte QkO des beidseitig eingespannten Stieles. Links
drehende Knotenmomente und von links nach rechts wirkende Knotenquer
krafte sind dabei positiv definiert. 

Es mtiBten noch die Federmatrizen fUr gelenkig angeschlossene und ge£ederte 
Stiele abgeleitet werden. Darauf wird verzichtet. In Tab. 5a sind aIle moglichen 
Federmatrizen fUr einfeldrige Rahmenstiele zusammengestellt, und in Tab. 5 b 
sind sie mit den Beziehungen (14) und (44) umgerechnet. 
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4.1.3.4 Stiele von horizontal verschieblichen Durchlaufrahmen bei Beriicksichti
gung der Dehnsteifigkeit EFk der Stiele 

Der Einflull der Dehnsteifigkeit der Stiele kann leicht in der Rechnung beriick
sichtigt werden, indem zu den die Biegesteifigkeit Elk beriicksichtigenden Fedem 
nach Tab. 5 zusiitzlich elastische Senkfedem nach Gl. (49) eingefiihrt werden. 

Zum Beispiel wiirde die Anfederung eines unten eingespannten, unbelasteten 
Stieles dann wie folgt aussehen: 

Mk = M~k = Elk (- h~Uk - h4 CfJk)l 
k k nach Tab. 5a, 

Nk = Q~k = Elk (- ~; uk - h~ CfJk) J 
Q h 1 

k = - N kk = - Elk hk wk nach Gl. (49). 

Diese Gleichungen, in Matrizenform geschrieben, lauten: 

o 6Elk 4Elk 

o CfJ" • 

hk 
. 0 o 

Darin ist die Koeffizientenmatrix die gesuchte Federmatrix <rk(Uk , CfJk' wk ). 

4.1.3.5 Federmatrizen fUr Tragwerksstriinge 

SolI der in Abb. 65a aus den Feldern 1 bis k bestehende Tragwerksstrang (im 
folgenden Nebenstrang genannt) an das iibrigbleibende Tragwerk (im folgenden 
Hauptstrang genannt) angefedert werden, so mull man den Zusammenhang 

Neoensfrong 

·r 
Abb. 65. Anfederung eines Tragwerksstranges 

zwischen den Kraft- und Deformationsgrollen im Anschlullpunkt des Neben
stranges an den Hauptstrang untersuchen. Dazu ist der Nebenstrang unmittelbar 
links vom Knoten k durch einen Schnitt S vom Hauptstrang zu trennen und nach 
den bekannten Regeln mit Rechenschema (12a) bis zu diesem Schnitt durch
zurechnen. 
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1m vorliegenden Fall, bei Biegung mit Langskraft, treten drei FreigroBen auf, 
und man bekommt folgendes Rechenschema: 

Al A2 A3 1 

~l ~2 ~3 !4 --+ tll (0) 

~ ( t ) ( t ) ( t ) ( t ) --+ tl2(0) 

22 { t ) ( t ) ( t ) k t ) --+ tl3(0) 

2k- 1 ( t ) ( t ) ( t ) ( t ) --+ tlk (0) 

2k I( t ) ( t ) ( t ) ( t )/ --+ tl .•. 

Am unteren Ende des Rechenschemas (eingerahmt) erscheint der Vektor th, 
dessen Komponenten noch in ihre vier Teile zerIegt sind: 

At A2 Aa 1 

r X 

X 

X 

rX 

I: 
0 

Wir bilden die Vektoren 

a = (AI' A2, A3) 

bso = (u.o, w.o' ({Jso) 

bs = (us, W s' ({J.) 

fso = (M.o, Qso' N so ) 

X X uso Us 

m X X wso W s 

X X ({Jso ({Js 
- = tls' (52) 

X X Mso M. 

(5 X X Qso Qs 

X X Nso Ls 

0 0 1 1 

aus den FreigroBen, 

aus den Belastungsanteilen der Komponenten der De
formationsgroBen, 

aus den DeformationsgroBen im Schnitt S, 

aus den Belastungsanteilen der Komponenten der 
KraftgroBen, 

aus den KraftgroBen im Schnitt S, 

und fassen die Koeffizienten der ersten drei Spalten der Komponenten der Defor
mationsgroBen zu der Matrix m und die Koeffizienten der ersten drei Spalten der 
Komponenten der KraftgroBen zu der Matrix (5 zusammen. 

Mit diesen Abkiirzungen laBt sich Gl. (52) -kiirzer schreiben: 

m . a + bso = bsl 

(5 . a + f.o = Is ' 
(52a) 

mist immer regular. Dadurch kann man den Vektor a aus der ersten Zeile von 
Gl. (52a) eliminieren: 
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und in die zweite Zeile einsetzen 

(53) 

ffi-I ist die Kehrmatrix von ffi. 
In Gl. (53) ist der Zusammenhang zwischen den Kraft- und Deformations

groBen im Schnitt S ausgedriickt. Ein Vergleich mit Gl. (6 a) und Gl. (6 b) zeigt, daB 

6 ffi-I = ~ (53a) 

die Federmatrix des anzufedernden Stranges sein muB. 
Fiir den hier behandelten Fall der Biegung mit Langskraft lautet Gl. (53) 

ausfiihrlich geschrieben 

11( - 11180 Cn CI2 Cn t~s - U sO 

0-d Q,o C23 C22 CI2 Ws - WsO (53b) 

lNs - NsO C33 C23 Cl3 CPs - CPso 

Darin ist die Koeffizientenmatrix die Federmatrix 

CI3 C12 cn 

(f = ~ ))i-l = C23 C22 S2 
c33 C~3 cIa J (Cii :;;: 0) 

Die Glieder Cii der Nebendiagonale miissen immer negativ oder ·Null werden. 
AuBerdem ist die Federmatrix nach dem Satz von MAXWELL-BETTI stets zur 
Nebendiagonale symmetrisch. Diese Tatsachen konnen beim Aufstellen der Feder
matrizen als Kontrolle benutzt werden (vergleiche hierzu Federmatrizen von 
Tab. 5). 

4.2 Berechnung der unverschieblichen Durchlaufrahmen 
4.2.1 Dehnsteifigkeit E F = 00 

Die Berechnung eines sol chen Rahmens bietet keine Schwierigkeiten. Die 
Stiele werden nach Abschn. 4.1.3.1 angefedert. Es entsteht dabei ein Durchlauf
trager auf festen, aber elastisch drehbaren Stiitzen, an dessen Knoten die Momente 
M kO und die Langskrafte N kO als Ersatz fUr die Belastung an den Stielen angreifen. 
Dieser Trager, der im folgenden Ersatztrager des Rahmens genannt wird, kann 
nach Abschn. 3.4.4 mit dem verkiirzten Verfahren berechnet werden. Die Knoten
langskrafte N kO braucht man dabei zunachst in der Rechnung nicht mitzufUhren. 
Es tritt nur eine unbekannte FreigroBe auf, und zwar, entsprechend der konstruk
tiven Ausbildung der Stiitze, entweder CPt (0) oder MI (0). 

Nachdem die Momente und Knotenverdrehungen am Ersatztrager bekannt 
sind, konnen dann auch die Momente an den Stielen nach den Ansatzen von 
Abschn.4.1.3.1 aus den Knotenverdrehungen und der Stielbelastung ermittelt 
werden. 

Aus den Momenten lassen sich nach den allgemeinen Regeln der· Statik die 
Querkrafte und aus diesen die Langs- und Stiitzkriifte berechnen. 

Zum SchluB miissen samtliche Gleichgewichtsbedingungen an den Knoten und 
am ganzen Rahmen iiberpriift werden. 
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Beispiel. Fiir den Rahmen von Abb.66a solI der Ersatztrager bestimmt 
werden. Die geometrischen Werte der Stfttzen unterhalb des Tragerriegels sind 
durch den hochgestellten Index u und die Stfttzen oberhalb des Tragerriegels 
durch den Index 0 von den Werten des Riegels unterschieden. Der Ersatztrager 
ist in Abb. 66b dargestellt. 

w 
.. ~ 
t::l 

r 
a. 

W 

II ~/ 

f 'r-l-Zf 
b Ersafztroger: 

lp Moo MID M¥O 
r:::-- Noo r:::-- Nlo 

JPKJ 

r::;..- NfD 

~Ko J)KI 
K ~K¥ . J1 ~ 

'1'1 {O} freigro/}e M5 (Z5} - 0 Rond6edingufl!J 

Abb. 66a u. b: Anfederung der Stiele eines horizontal unverschieblichen Durchlaufrahmens (E F = 00) 
an den Riegelstrang 

An den einzelnen Stfttzen ergeben sich folgende Federkonstanten Kk sowie die 
Knotenkrafte M kO und N kO : 

Stiitze 0: 

Stiitze 1: 

Stiitze 2: 

Stiitze 3: 

Stiitze 4: 

K _ 4EI~ 
o - h~ 

M - MU _ W(hg)2 
00 - 00 - 12 

Moo = N20 = o. 

K = K U + K O = 4EI2 + 4EI~ 
4 4 4 M h~ 

M - MO _ w(h~)2 
40-- 40---8-

N40=-Q~0= ~ wh~. 
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4.2.2 Beriieksiehtigung der Langssteifigkeit der Stiele (EFRiegel = 00) 

Die Stiele des Rahmens werden nach Abschn. 4.1.3.2 an den Rahmenriegel 
angefedert. Es entsteht dabei als Ersatztrager ein Durchiauftrager auf elastisch 
senk- und drehbaren Stiitzen. Da die Riegellangskrafte auf den Verformungszu
stand des Rahmens keinen EinfluB haben, konnen sie zunachst wieder unter
driickt werden, so daB die Rechnung nur mit den zwei. konjugierten Paaren 
(w, Q) und (q;, M) durchzufiihren ist. Der Ersatztrager kann somit nach Abschn. 3.3 
mit Hilfe der Rechenschemas (11) oder (12a) berechnet werden. 

Die Ermittlung der Kraft- und DeformationsgroBen am Riegel und an den 
Stielen (nach Abschn. 4.1.3.2) ist nun einfach. Zum SchluB miissen aIle Gleich
gewichtsbedingungen erfiiIlt sein. 

Beispiel. Vom Rahmen nach Abb. 67 a soIl der Ersatztrager ermittelt werden. 
Der Ersatztrager ist in Abb. 67b dargestellt. Die Federkonstanten Kk und kk 
sowie die Knotenkrafte M kO und Nko an den Stiitzen ergeben sich wie folgt: 

IV ' 

a. 
0 

P! P! 
ElT fIl ttr .... EfT="" "- t 

Ell:'" 
t!:; t;:; 

.<:;!'" 

b 

Frcigro/Jen Rondbedingungcn 

A bb. 67. Anfederung der Stiele eines horizontal nnverschieblichen Durchlaufrahmens an den Riegelstrang bei 
Beriicksichtigung der Liingssteifigkeit E Fk der Stiele 

Stiitze 0: 

Stiitze 1: 

Stiitze 2: 

K _!EI~ 
0- hU 

EF~ 
ko=V 

K = 3EIlf 
2 hu 

WhU 

Moo = M~o = -8-

Noo = Q~o = ~. 

o W(hO)2 
MlO=-MlO=-~ 

M20=N20=O. 
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4.3 Verschiebliche Durchlaufrahmen 

4.3.1 Allgemeines 

Verschiebliche Rahmen miissen auf Biegung in der x-z-Ebene und auf Langs
dehnung in der x-Richtung untersucht werden. Die Rechnung wird an einem 
Ersatztrager durchgefUhrt, an den die Stiele des Rahmens in bekannter Weise 
angefedert sind. 

Bei Beriicksichtigung der Langssteifigkeit ist mit den drei konjugierten Paaren 
(w, Q), (rp, M) und (u, N) zu rechnen. Die Federmatrizen der Stiele setzen sich 
zusammen aus den Federmatrizen infolge der Biegesteifigkeit nach Tab. 5 und 

aus der Federkonstante infolge der Langssteifigkeit ku = E~: St (s. Abschn. 4.1.3.4). 

Bei EF = 00 werden die Stiitzen des Ersatztragers in vertikaler Richtung 
unverschieblich, d. h. wk = const oder Null. Auf Grund dieser Tatsache ist es 
maglich, wie beim Durchlauftrager auf festen Stiitzen die GraBen w und Q zu 
unterdriicken und allein mit den beiden Paaren (rp, M) und (u, N) zu rechnen. 

Wie schon erwahnt wird die Langssteifigkeit wegen des vernachlassigbar 
kleinen Einflusses auf den Verformungszustand des Tragwerkes in den meisten 
Fallen nicht beriicksichtigt. 

4.3.2 Theorie 

4.3.2.1 Beriicksiehtigung der Dehnsteifigkeit EFk 

Feldmatrix. Fiir die praktische Rechnung werden stets dimensionslose GraBen 
verwendet. Die Feldmatrix wird deshalb gleich fUr diese GraBen aufgestellt. 

Der Zusammenhang zwischen den dimensionslosen Kraft- und Deformations
graBen am linken und rechten Ende des Feldes lklle wird beschrieben durch 
G1. (15) (Biegung) und G1. (45) (Langsdehnung). Da die Gleichungen fUr Biegung 
unabhangig von denen fUr die Langsdehnung sind, lassen sich aIle Gleichun
gen neugeordnet zu einem einzigen Gleichungssystem zusammenfassen: 

N~(~:) = + 1· N*k(O) + N* (!:!=.) 
kO 1e 

1 1 

(54) 
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Dieses Gleichungssystem kann in Matrizenform geschrieben werden: 

u: (~:) 
w: (~:) 
91:(t) 

It 

M:(~) 
. l. 

Q: (~:) 
N: (~:) 

1 

oder kurz 

1 0 o 

o 1 

o 0 1 

o 0 o 

o 0 o 

o 0 o 

o 0 o 

o 

1 

o 

o 

o 

o 
1 lZ Ie 
6l~h 
1 l~ Ie 

- 2 l~ I" 

ll; 
1; 

1 

o 

o 

t): ( ~:) = ~: t): (0) • 

o 

o 

o 

o 

1 

o 
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u:(O) 

91:(0) 

M:(O) 

Q:(O) 

N:(O) 

1 

(54a) 

In Gl. (54) ist die Koeffizientenmatrix die Feldmatrix ~k fiir Biegung und Langs
dehnung 

1 o 

o 1. 

o o 

~:= 0 o 

o o 

o 0 

o 0 

o 

1 

o 

o 

o 

o 

o 
1 l~ Ie 
2 l~ Ik 

lk Ie 
- 1; I" 

1 

o 

o 

o 

o 
1 lZ Ie 
6t~h 

1 l~ Ie 
- 2 l~ II; 

lk 
lc 

1 

o 

o 

o 

o 

o (55) 

o 

1. 

o 1 

Wenn die Langssteifigkeit der Tragerriegel vernachlassigt werden solI, wird 
in der Feldmatrix F k = 00 gesetzt. 

Punktmatrix. Beim trbergang von der linken zur rechten Seite der Feld
grenze k mussen folgende GroBen berucksichtigt werden, wobei einige Null sein 
konnen: 

a) unbekannte SprunggroBen Wk8 , 91~, M~, QZs; 

b) eine vollkommne elastische Feder, als Ersatz fUr einen an der Feldgrenze k 
vorhandenen Stiel (Lange lk' Biegesteifigkeit Elk' Dehnsteifigkeit EFk). Die 
FedergroBen setzen sich dabei zusammen aus der Senkfederkonstanten 
* F 1" kk = ~ Ie und einer Federmatrix nach Tab. 5b; 

hI: e 
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c) Knotenmoment Mko und Knotenlangskraft Nko, die sich infolge einer Yor
handenen Stielbelastung am beidseitig eingespannten oder einseitig gelenkig 
gelagerten Stiel erge ben; 

d) auBere am Knoten angreifende Belastungen Mko, Nko, QZo. 

Unter Berticksichtigung aller dieser Einfltisse gelten an der Feldgrenze k 
folgende Beziehungen: 

U1+1(0) 1 0 0 0 0 0 0 u~ (~:) 
W~+l(O) 0 1 0 0 0 0 w*-

k w~ (~:) 
97~+1(0) 0 0 1 0 0 0 *- *Ck) 97k 97k -Ie 

M1+1(O) * 0 b* 1 0 0 M* + M*s M~( ~:) (56) a kO k 

Q~+l(O) o -kt 0 0 1 0 Q~o + Q~s Q~( ~:) 
N~+ dO) * 0 d* 0 0 1 N~o N~ (~:) c 

1 0 0 0 0 0 0 1 1 

oder kurz 

t)t + 1 (0) = ut t)t (~:) = u~ trt t)t (0). 

Darin ist die Punktmatrix 

(1 0 0 0 0 0 0 

0 1 0 0 0 0 1o*s 
k 

0 0 1 0 0 0 *. 
97k 

u~= a* 0 b* 1 0 0 .Mto+ Mts , (56a) 

0 -kt 0 0 1 0 Q~o + Q~-
c* 0 d* 0 0 1 Nto 

lO 0 0 0 0 0 1 

a*, b*, c* und d* sind die Koeffizienten der Federmatrix des an der Felagrenze 
yorhandenen Stieles (nach Tab. 5 b). 

Leitmatrix. Die Rechnung kann nach Rechenschema (11) oder (12a) aus
gefiihrt werden. Bei Verwendung yon Rechenschema (12a) ist es wieder zweck-
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0 

0 

£:= 0 

0 

0 

0 
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maBig, das Produkt Uk lYk zur Leitmatrix £k umzuformen (fUr Wk' = cP~' = 0) 

0 0 0 0 lk Ie * (lk) 0 0 0 - T YT2 U kO T 
eke c 

1 lk +~ 1% Ie +~ 12 Ie 0 * Ck) .0 0 0 -I; 2 l~ Ik 6 1~ Ik WkO I; I 

0 1 lk Ie 1 1% Ie 0 * Ck) 10 0 0 -I; h - 2 l~ Ik CPkO I; 

0 0 1 +~ 
Ie 

0 M* (~) + M* + M'* kO 1e kO k a* 0 b* 

0 0 0 1 0 Q:o (~:) + Q:o + Qk' 0 -k~ 0 

0 0 0 0 1 N: 0 ( ~: ) + N: 0 c* 0 d* 

0 0 0 0 0 1 
1
0 0 0 

Die Knotenmomente Mko sowie die Knotenkrafte Nto und Qto erscheinen jetzt 
mit in der Lastspalte. 

Randbedingungen. Am linken Tragerende treten drei unbekannte GraBen auf, 
die als FreigraBen in der Rechnung mitgefUhrt werden mlissen. Sie sind zu bestim
men auf Grund von einfachen Dberlegungen oder mit Hilfe der Tab. 2 und 4. 
Der Anfangsvektor hat die Form 

tJi (0) = 61 Ai + 62 Ai + 63 Ai + 64 1. (58) 

Die drei Bestimmungsgleichungen flir die Berechnung der unbekannten Frei
graBen At, A~ und At erhalt man aus den drei Randbedingungen am rechten 
Ende, die ebenfalls mit Tab. 2 und 4 oder schneller an Hand einer einfachen 
Dberlegung festgestellt werden kannen. 

Die Berechnung des verschieblichen Rahmens bei Berlicksichtigung der Dehn
steifigkeit EFk verlauft also in der gleichen Weise wie die eines Durchlauftragers 
auf Federn. Man hat es lediglich mit Matrizen haherer Ordnung zu. tun und muB 
drei Unbekannte mitflihren. 

4.3.2.2 Dehnsteifigkeit EF = 00 

Feldmatrix. Der lineare Zusammenhang zwischen den konjugierten Paaren 
(cp*, M*) und (N*, u*) am linken und am rechten Feldende des Feldes lkllc ergibt 
sich unter Zuhilfenahme der GIn. (29) und (45) wie folgt: 

U:(~:) = lUk(O) 

CPk (~:) = 

Mk U:) = 

N:C:) = 

1 

_ 2cp* (0) + ~ lk Ie M* (0) 
k 2 Ie Ik k 

- 2M:(0) 

+ IN:(O) 

(b7) 

(59) 
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mit 

G1. (59) wird in Matrizenform geschrieben: 

uin:) 1 0 0 0 0 ui (0)) 

9Ji (~:) 0 -2 1 lk Ie 0 3lc * * -* Ck) 9Ji (0) "2 le Ik z;: (Wk- 1 - W k) + 9JkO T; 

Mie:) 
- 0 

6le Ik -2 0 6 l~ Ik (* *) M* Ck) Mi(O) (59a) 
lk Ie l~ Ie W k - W k- 1 + kO T; 

Nin:) 0 0 0 1 N* Ck) kO le 
Ni(O) 

1 0 0 0 0 1 1 J 
oder kurz 

t)i (~:) = iY:k t)i (0). 

Darin ist iY~k die Feldmatrix 

1 0 0 0 0 

0 -2 1 lk Ie 
0 3le ( * *) , -* Ck) 

"2 le Ik z;: Wk- 1 - W k --r 9JkO T; 

iY:k = 0 
6le Ik -2 0 6 l~ Ik (* *) + M* Ck) (59b) 
lk Ie l~ Ie W k - W k- 1 kO T; 

0 0 0 1 N* Ck) kO le 

0 0 0 0 1 

Punktmatrix. Beim Dbergang von der linken zur rechten Seite der Feld
grenze k gelten folgende Gleichungen: 

Ui+l(O)) 1 0 0 0 0 uie:) 

9Ji+l (0) 0 1 0 0 9Jks 9J: (~:) 
M:+1(0) 1 0 M:s + Mio M: (~:) ( tiO) 

N:+1(0) 0 1 N:o N: (~:) 
1 0 0 0 0 1 1 

oder kurz 

t)i-r 1 (0) = U:k t): n:) = U:k ~:k t): (0). 
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1t~k ist die Punktmutrix 

11 0 0 0 0 

u* = I ~/,/*~/* 0 0 CPks 

1 0 Mk S + Mko . dk l§k(Uk,cf'ki 

Nko I - 0 1 

(60a) 

l 0 0 0 0 1 J 
Darin ist (£k(ut, CPt) die Federmatrix des angefederten Stieles nach Tab. 5b; 

Mt s und CPts sind unbekannte SprunggraBen, die beim Vorhanden
sein von Zwischenbedingungen auftreten kannen; 

Mto und Nto sind Knotenkrafte infolge auBerer Krafte an den Knoten 
oder Ersatz fUr die Belastung an dem angefederten 
Stie1. 

AIle GraBen sind mit Hilfe der Beziehungen (14) und (44) dimensionslos 
gemacht. 

Leitmatrix. 1m allgemeinen ist es bei verschieblichen Rahmen giinstiger, nach 
Schema (11) zu rechnen. Man erhalt dann sofort samtliche in der Rechnung mit
gefUhrten GraBen links und rechts von den Stiitzen. 

Es kann hier aber auch Rechenschema (12a) verwendet werden. Die Momente 
und Langskrafte links von den Stiitzen sind dann mit Hilfe einer Zusatzrechnung 
aus der 3. und 4. Zeile der G1. (60) zu ermitteln. 

Fiir CPtS = 0 bekommt die Leitmatrix £~k = U~k &~k folgende Form: 

1 0 0 o o o 

0 -·2 
1 lk Ie 
2T; Ik 

o o o 
6le Ik 

" 0 'dk = lk Ie -'" 
. (61) 

0 0 0 N* (~) kO Ie 

lO 0 0 o 1 o o 
Randbedingungen. Da in der Rechnung lediglich zwei konjugierte Paare VOf

kommen, treten am linken Tragerende infolge der vorgeschriebenen Randbedin
gungen nur die beiden FreigraBen At und At auf. Der Anfangsvektor lautet somit 

tJi (0) = h Ai + ~2 A~ + ~3 . 1. (62) 

Die FreigraBen am linken sowie die zwei Randbedingungen am rechten Trager
ende kannen nach Tab. 2 und 4 bestimmt werden. Sonst verlau£t die Rechnung 
in bekannter Weise. 

Zusammenfassend kann gesagt werden, daB sich die Berechnung eines verschieblichen 
Rahmens bei EF = 00 an einem Ersatztrager durchfiihren laBt, der ein Durchlauftrager auf 
festen Stiitzen ist. An diesen Stiitzen konnen von rp und u abhangige Federn vorhanden sein. 
In der Rechnung werden ~ unabhangig von der Felderzahl ~ nur zwei unbekannte GroBen 
mitgefiihrt, so daB zum SchluB lediglich ein lineares Gleichungssystem mit zwei Unbekannten 
zu losen ist. 

7 Kersten, Reduktionsverfahren 
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4.3.3 Beispiele 

Die Berechnung verschieblicher Durchlaufrahmen wird an zwei einfachen 
Rahmen mit zwei Feldern fiir EF = 00 vorgefiihrt. Man kann an diesen Bei
spielen alles Wesentliche erkennen. Bei mehr als zwei Feldern erhoht sich der 
Rechenaufwand nur insofern, als das Rechenschema entsprechend Hinger wird; 
die Zahl der in der Rechnung mitgefiihrten unbekannten GroBen aber bleibt die 
gleiche. 

4.3.3.1 Beispiel 6 

Aufgabenstellung. Fiir den verschieblichen Durchlaufrahmen nach ..;\bb. 68 
sind die Schnittkraftschaubilder und die DeformationsgroBen an den Knoten
punkten gesucht. 

o Ef = 00 

El, EI, - Hz - 300 Mpm2 
EIs - EL, = 100 • 
l, ~ 13 = ¥ m. 
h - em. 

~I :---Z,-----l----l.!----4 
Abb.68. Beispiel 6: Verschieblicher Durchlaufrahmen 

Vergleichsgro.Ben. Gewahlt: 

EI = 6El o 1 

le = 2m 

Pc = 1Mp. 

Ersatztrager. Er ist in Abb. 69 dargestellt. Die FreigroBen am linken Trager
ende und die Randbedingungen am rechten Tragerende sind mit angegeben. 

freigrij8en RondlJedingungen 

Abb. 69. Ersatztrager zu Beispiel 6 

Anfederung des Stieles 3: 
Nach Tab. 5b 

.1.11* - M(S)* - Is [_ 6 (~)2 u* _ 4 le m*] + M(S)* o - 0 - Ie h '0 h'l"O 00 

N* = Q(S)* = 13 [-12 (~)3 * _ e (~)2 *] + Q(3)* o 0 I h Uo h CPo 00' 
e ' 
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Darin sind wegen des Gelenkes im Knoten 0 . 

Mt = 0 und M~~* = o. 
CPt hat auf die Anfederung der Stiitze keinen EinfluB. Es wird deshalb die erste 
Gleichung nach CPt aufgelost und in die zweite eingesetzt: 

mo* = -- 32 hle uo* -+ N* = - 13 • 3 (~)3 u* + Q(3)* 
T 0 Ie h 0 00' 

Es ist 
ut=u~(O). 

Nun kann die Federmatrix des Stieles 3 aufgestellt werden: 

0:0 (ut, CPt) = ( 13
0 

(le)3 0). 
--·3 - 0 

Ie h 

Die Knotenkraft im Knoten 0 des Riegels ist 

mit Zahlen 

A nfederung des Stieles 4: 

N* - Q(3)* _ 3 h 1 
1 00 -- 00 -S·W 'p 

u~ = ui(O) 

e 

Belastung liegt nicht vor. Nach Tab. 5 b wird die Federmatrix 

Anfangsvektor. 1m Anfangsvektor miissen auBer den FreigroBen uti = ut (0) 
und cP~ = cpf (0) die Federbeziehungen von Stiitze 3 und die Knotenkraft infolge 
der Belastung von Stiitze 0 stehen. 

u~(O) 

cP~ (0) 

tJi(O) = Mi(O) = 0 

N*(O) - - 3 13 (~)3 u*(O) + N* 
1 -- Ie h 1 00 

1 

1 

o 
o 

o 

o 
1 

1 o 

o 

o 
o 

15 
S 
1 

Rechenschema R 6. Es wird nach Schema (11) gerechnet. Die Feldmatrizen 
wurden nach Gl. (5gb) und die Punktmatrizen nach Gl. (60) aufgestellt. Stiitzen
senkung liegt nicht vor, damit ist Wo = WI = w2 = O. 

7* 
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ui(O) fIJi (0) 1 

Rechenschema R 6 1 0 0 

0 1 0 

0 0 0 

1 o + 15 -4 8 

0 0 1 

1 0 0 0 o I 1 0 0 
I 

o -2 +6 0 0 0 -2 0 

fJi = O+~ 
2 

-2 0 0 0 +~ 
2 

0 

0 0 0 1 0 
1 o + 15 -4 8 

I 2 
-4 -1 1 0 0 1 l-1 +-3 

1 0 0 0 0 1 0 0 

0 1. 0 0 0 0 -2 0 

ui= 
1 1 

1 0 0 
1 

0 -4 -4 -- +1 
:l 

1 1 
0 1 0 _~ +~ +15 -4 -4 2 2 8 

1 1 
1 1 0 0 1 -- -- -1 -1 

2 2 

1 0 0 0 0 1 0 0 

o -2 0 
3 3 3 

+6 -2 -- +10 -2 2 

~* '---- O+~ -2 0 +~ 1 

+~ +- -3 2- 2 4 2 

0 0 0 1 0 
1 1 

+1:/ --+-
2 2 

3 
-1 +2 -4 -1 3 

1+4 1 0 0 1 
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*(0) _ 24 uI - 5 ~(O) = 0,0319 m 

* 21 
!PI (0) = 20 !PI(O) = 0,0035 

- M~(O) = 0 = t)i (0) M1 (0) = 0 = t>t(0) 

N*(O) = 27 
I 40 N1(0) = 0,675 Mp 

1 1 

U*(~)- 24 
~(~) = 0,0319 m I lc - [) 

* (~) __ 21 CPI (~) = -0,007 !PI l - 20 
c 

-- M~(~)= + 21 
lc . 40 - tJ*Cl) -IT; M1(l1) = 1,050 Mpm = tJI (11) 

N~(~)= +27 
lc .40 NI(~) = 0,675 Mp 

1 1 

1.l:(0) = 
24 u2(0) = 0,0319 m [) 

* 0 21 !P2 ( ) = -10 !P2(0) = -0,007 

M:(O) = - ;0 = t):(0) Mz(O) = -0,300 Mpm = tJz(O) 

N:(O) = 0 Nz(O) = 0 

1 1 

*(~) _ 24 u2(l2) = 0,0319 m u2 l - 5 
c 

*C2)- 9 CP2 - --
lc 5 

CP2(l2) = +0,006 

- M:(~:) = 0 - t)* C2) -2T; 1M2(l2) = 0 = tJ2(l2) 

N*C2) - 0 2 T; - N 2(lz) = 0 

1 1 
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Aus den Randbedingungen am rechten Tragerende (Abb. 69) folgt das Glei
chungssystem 

mit der Lasung 
* 21 CPI (0) = 20 * 24 u l (0) =5' 

Mit diesen Werten kannen die dimensionslosen Komponenten der Zustands
vektoren yT (0), tJT (ll/le), t)~ (0) und t)~ (12/IJ bestimmt werden. 

Umrechnungsfaktoren fUr die dimensionsrichtigen u, cP, M und N: 

_ * Pc l~ _ * 1 . 8 _ * 0 0066 u - u EI - u 1200 - u . , 
c 

_ * Pc l~ _ * 0 0033 cP - cP EF - cP . , 
c 

N=N*Pe=N* 

M = M* Pc Ie = M* . 2. 

[m] 

[MpJ 

[Mpm] 

u. = J,19cm u-J,19cm It M U ~ J,19cm 
2,5 Mp/m tp = 0.0035 '1--0.007 t p '1- O,OOC 

~ ~---N:o.mMP--I~----------=t~1 

~ I~ I~ oS7sM E 

G I~'- ¥,3Z5Mp !Z - o.C75M'j-'~ P '" 

¥,335Mpm; ~ 0,2C3 Mp t O,6'87Mp 

I. ¥m. I. fm 

M [Mpm.] 

-O,¥ZS 

/ e [Mp] 

-o.C75 

Abb. 70. Stiitzkrafte, Knotenverformungen und Schnittkraftschaubilder zu Beispiel 6 

Stiitzkrafte und Schnitt1qaftschaubildcr (Abb. 70). Nachdem die Momente 
und Langskrafte im Riegel bekannt sind, lassen sich aile ubrigen Schnittkrafte 
und die Stutzkrafte nach den ailgemeinen Regeln der Statik mit Hilfe von Gleich
gewichtsbedingungen berechnen. Druckkrafte sind positiv definiert. 
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4.3.3.2 Beispiel 7 

Aufgabenstellung. Das Tragwerk ist fur die angegebene Belastung zu be
rechnen. 

P -11,5 Mp 1m. 
11111111111111111111111 

o 

-W = tOMp 

Abb. 71. Beispiel 7: Verschieblicher Rahmen 

VergleichsgroBen. Gewahlt: 

Ersatztriiger: 
pIE 

freigriiBen 

E1c = 6 Ell 

lc= 2m 

Pc =5Mp. 

~ ____ 11 ____ ~.~1.~--_ ~ ____ ~ 
Tc 1; 

Abb. 72. Ersatztrager zu Beispiel 7 

Anfederung der Stiele: 

Stiel3 (nach Tab. 5b): ut = uf(O) CPt = cpf(O) 

Ef-m 

Ell - Elz -1100 Mpma 

ElJ - II, - EIs - 100 MpmZ 

Ronrfberfiflguflgen 

M* - M*(3) - .!~ [_ 3 (~)2 1£ - 3Ie m ] + M*(3) o - 0 - Ie h 0 h TO 00 

N* - N*(3) - 1. [_ 3 (~)3 U - 3 (~)2 m ] + Q*(3) o - 0 - Ie h 0 h TO 00 • 

Darin sind die Knotenkrafte 
M*(3) _ M* _ W· h2 _ 1 

00 - 00 - -S:-Pe Ie - 8 

Qcici3) = Ncio = ~ w . h ~ = ~ . 
e 

Die Federmatrix wird mit Zahlen 

* * (-! (£0 (1£0 ' CPo) = _! 
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u~ (0) 'P~ (0) 1 

1 
Rechenschema R 7 

0 0 

0 1 0 

1 1 +~ -4 -4 8 

1 1 +~ 
4 -4 8 

0 0 1 

1 0 0 0 0 1 0 0 

3 7 5 
0 -2 +6 0 -2 2 2 -4 

~~ = 
1 1 

1 +~ 0 +"2 -2 0 +1 +2 4 

0 0 0 1 0 
1 1 +~ -4 -"4 8 

l-1 
3 

+2 -4 -1 1+1 0 0 1 

1 0 0 0 0 1 0 0 

0 1 0 0 0 
3 7 5 

-2 -2" -4 

Ui: = 
1 1 

1 0 0 +~ + 15 + 17 -4 -4 8 8 16 

1 1 
0 1 0 

1 +~ +15 
-4 -4 -S 8 16 

1 1 
-1 -1 1 0 0 1 -"2 -2 

1 0 0 0 0 1 0 0 

0 -2 +6 0 0 +6,75 +18,25 +8,875 

B~ = 0 
1 

+2 -2 0 0 -2 -0,00 -2,75 

0 0 0 1 0 -0,12.1 +0,620 +0,9375 

-1 
3 

+"2 -4 -1 1 () 0 1 

1 0 0 0 0 1 0 0 

0 1 0 0 0 +G,75 +18,25 +8,875 

U~ = 
1 1 

1 0 
1 -4,75 -11,583 -5,4583 -2 -3 4 

-1 
1 

0 1 1 --4,50 -8,50 -2,50 -2 
1 1 

-1 
5 

0 0 1 r-l--- -6 -1 1--. 2 4 
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1,48404 

= -1,079789 

Mi (0) = +0,02393 = tJi (0) 

Ni (0) = +0,52393 

1 

ui (li/le) = +1,48404 

rpi (lI/le) = +0,30320 

Mi (~/le) = +0,41224 

1 

r u: (0) = +1,48404 

rpi (0) = +0,30320 

Mi (0) = -0,03458 = tJi (0) 

N: (0) = +0,07714 

1 

ui (12/1e) = +1,48404 

rpi (l2/U = -1,55589 

- M; (12/1e) = +0,22075 = tJi G: ) 
Ni (1211e) = +0,07714 

1 

u: (0) = +1,48404 

If: (0) = -1,55589 

° 

1 

f 'ul (0) = +0,0494 In 

rpi (0) = -0,017996 

MI(O) = +0,239 Mpm = tJI(O) 

NI (0) = +2,619 Mp 

1 

u1 (lI) = +0,0494 m 

If 1 (~) = +0,005053 

MI (~) = +4,122 Mpm 

1 

1112 (0) = +0,0494 ill 

ff2 (0) = +0,005053 

1 

1l2 (12) = +0,0494 m 

1f2(12) = -0,02593 

M 2(12) = +2,207 Mpm = tJ2(12) 

N 2 (12) = +0,385 Mp 

1 

113 (0) = +0,0494 m 

1f3(0) = -0,02593 

Ma(O) = ° 
" 

Na(O) = ° 
1 
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Stiel 4: ut = ut (0) 1ft = If~ (0) 

Mio = Nio = o. 

( 

1 

1£1 (ui, Ifi) = 1£0 (nri, Ifri) = __ ~ 
4 ' 

Stiel5 (nach Tab. 5 b): u~ = nt (0) 1ft = 1ft (0) 

Knotenkrafte 

Federmatrix 

M* = M*(5) = Is [_ 6 (~)2 u* - 4 ~m*J + M*(5) 
2 2 Ie h 2 h ,2 20 

N: = Q:(5) = 2 [ - 12 (~ r n:- 6 ( ~ y If:] + Q:J5) . 

* _ *(5) __ w h 1 _ 1 
~W20 --,- M 20 -- - - ----

8 Pc Ie 4 

N * __ Q*(5) _ w 1 __ 
20- 20 -2P-1. 

e 

Anfangsvektor. FreigroBen sind uri = ui (0) und Ifri = Ifi (0). Die Feder
matrix 1£0 (n6, Ifri) und die Knotenkrafte Mrio und N60 erscheinen im Anfangs
vektor 

ui (0) 1 1 0 0 

Ifi (0) 0 1 0 

Mi(O) = Mri 
1 1 1 M* 

tJi (0) = 4 ui (0) + -4 Ifi (0) + 8= 00 1. 

Ni (0) = Nri 
1 1 5 N* -4 -4 8= 00 

1 0 0 1 

Rechenschema R 7 [nach Gl. (11)], (siehe Seite 105) 

Aus den Randbedingungen am rechten Tragerende ergeben sich die Bestim
mungsgleichungen fUr die FreigroBen 

Ma (0)* = 0 = - 4,75 . ui (0) - 11,5833 Ifi (0) - 5,45833 

N3 (0)* = 0 = - 4,50 . ui (0) - 8,5 Ifi (0) - 2,5 

mit der Losung 
Ifi (0) = -1,079789 

ni (0) = +1,48404. 



4.4 Offene Rahmentragwerke mit orthogonalen Strangen 

Umrechnungsfaktoren fur die dimensionsrichtigen Werte u, gy, M, N: 

_ * Pc l~ _ * 5 . S _ * 0 03--
1£ - u EI~- - 1£1 1200 - 1£ • , Em] 

_ * Pc l~ _ * 5· 4 _ * 001" gy - gy E1c - gy 1200 - gy . , v 

M = M* Pc Ie = M* . 10 

= N*· 5. N = N* Pc 

Schnittkraftdiagramme 1£nd Stiitzkriifte: 

[Mpm] 

[Mp] 

Z.5Mp/m 
11111I1111111111111111111 

~MP/m 
u-'I.95cm u='I.95cm u~'I.95cm 
,,=-0,0179 tp = 0.00505 tp=-0,035.9 
r------------ r-----------l --------Of 

~I N= Z,t19 Mp ~I N-0,385Mp I~ ~I 
:;; 1 ~ I I~-' 
,.... 1 ~. I 10 Mp -I ~. t 
U I II 1 I • ~ t 

::.:: 1 Z,381 Mp ::.:: 1 Z,Z39 Mp 8,5t3 (I::':: 10.385 Mp -I 
y- /, - Mpm ~/"",-

t '1.03 Mp t 5,333 Mp to. tJB Mp 

------- q m .1. 

M [Mpm 1 

'+0.638 

Q [Mp J 

-----
m 

-2,381 -Z.Z3¥ -10.385 

Abb. 73. Stiitzkrafte, Knotenverformungen und Schnittkraftschaubilder zu Beispiel 7 

107 

4.4 Offene Rahroentragwerke mit orthogonalen Strangen 

4.4.1 Theorie 

Die Berechnung von beliebig offenen Rahmentragwerken mit orthogonalen 
Strangen nach Abb. 74a kann nicht in einem Rechengang erfolgen, sondern muG 
in Abschnitten durchgefiihrt werden. Dazu ist es notwendig, das Tragwerk zu 
zergliedern in sog. Nebenstrange und in einen Hauptstrang, an den die Neben
strange angefedert werden konnen. Beim Tragwerk von Abb. 74a solI der vertikale 
Strang Hauptstrang sein. Die Berechnung geht in folgender Form vonstatten: 
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1. Durchrechnung des Nebenstranges 1 bis zum AnschluBpunkt (Abb.74b) 
an den Hauptstrang. Man erhalt dann nach Abschn. 4.1.3.5 und Gl. (53) die 
Federmatrix (t(l) des Nebenstranges 1, in der das Moment M(1) und die Langs
kraft N(1) ausgedriickt sind in Abhangigkeit von der Langsverschiebung U(l) des 
Nebenstranges, der Verdrehung rp(l) des AnschluBpunktes sowie der Belastung p(1) 

auf dem Nebenstrang. Das Moment M(l) und die Verdrehung rp(l) sind identisch 
mit den entsprechenden positiven GraBen des Hauptstranges in diesem Punkt. 

l Nebensfrong 
3 

p' 1. Nebensfrong ~ 

a 1 ;: 

c 

! I rpl H(u~,o/ 

...... _.;..92.-. N.-e-"e .... n-sf.-ra-nu-3_-~ ~;'1 

w 
-~ 

t Z 

b 1'" , 1" "1 
:;t; /. 

'P7 W(u~,~p7J 

7iJ-;;u~,~p'l 
d 

1. Nebensfrong 

Houpfsfrong 
( fmfzfriiger) 

Abb.74. Anfederung des Nebenstranges eines beJlebig offenen Rahmens an den Hauptstrang 

Die Langskraft N(1) entspricht der positiven Querkraft Q und die Langsverschie
bung U(l) der positiven. Durchbiegung w des Hauptstranges im AnschluBpunkt. 
Nachdem U(l) durch w und N(1) durch Q ersetzt sind, kann die Federmatrix an 
Stelle des Nebenstranges 1 am Hauptstrang angebracht werden. 

2. Berechnung des Nebenstranges 2 nach Abschn.4.1.3.5. Dazu wird der 
abgeschnittene Strap.g auf den Kopf gestellt, damit das freie Ende rechts zu 
liegen kommt. Durch diese Operation laBt sich die Rechnung anschaulich in der 
iiblichen Weise durchfiihren (Abb. 74c). Man bekommt nach Gl. (53) die Feder
matrix (,t(2) des Nebenstranges 2. Das Moment M(2) und die Verdrehung rp(2) sind 
wieder gleich den entsprechenden positiven GraBen des Hauptstranges an dieser 
Stelle. N(2) und U(2) haben jetzt aber anderen Richtungssinn als die ihnen ent
sprechende Querkraft Q und Durchbiegung w des Hauptstranges. In der Feld
matrix (,t(2) nach Gl. (53) muB deshalb N(2) = - Q und U(2) = - w gesetzt werden. 

3. Berechnung des Hauptstranges (Abb. 74d). Man erhalt samtliche endgiil
tigen Kraft- und DeformationsgraBen am Hauptstrang infolge der Belastung des 
Gesamttragwerkes. 

4. Ermittlung der Kraft- und DeformationsgraBen an den Nebenstrangen. 
Die jetzt bekannten DeformationsgraBen des Hauptstranges an den AnschluB
punkten sind dabei die Randbedingungen am geschnittenen Ende der Neben
strange. 

5. Vberpriifung der Gleichgewichtsbedingungen: L'V = 0, L'H = 0, EM = ° 
an allen Knoten und am ganzen Tragwerk. 
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4.4.2 Beispiele 
An Hand des Tragwerkes von Abb. 75 wird gezeigt, wie der Nebenstrang 

(Feld 1 und 2) an den Hauptstrang (Feld 5, 6, 7) angefedert wird. Auf die Berech-
8 

w 

P-IMP! 

o El, 
Nebensfrong 

fl,r 
I' 

Abb. 75. Beliebig offener Rahmen 

EF _ ... 

El, - Ell = ZOO Mpm.a 
El3 - Elf - 100 ~ 

• 

nung des Hauptstranges und die Ermittlung der Kraft- und DeformationsgroBen 
am Nebenstrang wird verzichtet, weil sie nichts Neues bieten. 

Der Nebenstrang wird vom Hauptstrang gelost (Abb. 76). Seine geometrischen 
Werte, einschlieBlich der Belastung, sind die 
gleichen wie beim Tragwerk des Beispieles 6. IV 'p 
Die Rechnung braucht deshalb hier nicht wie- I r 1 
derholt zu werden, sondern wir konnen die 
Werte des Rechenschemas R 6 von Beispiel 6 der ., / 
Anfederung zugrunde legen. Die Anfederung er- Abb.76. Anzufedernder Nebenstrang 

folgt nach Abschn. 4.1.3.5. 
Entsprechend Gl. (52) wird im Rechenschema R 6 das letzte Matrizenprodukt 

betrachtet: 

Darin ist 

o 
und 

+10 

Die Umkehrmatrix m-1 von m wird mit (V) aus Abschn. 1.4: 

m-l = I~ ~ 1. 
20 10) 
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Die Federmatrix ~* ergibt sich nun nach Gl. (53a) 

f 
1 -3 1 0 f 

1 

- 1301 .) 20 
0:* = 6 ffi-l = 1- ~ 1 3 1 =( 17 1 • 

:2 +2 20 10 -40 201 

Die in Abschn.4.1.3.5 erwahnte Kontrolle (negative Elemente III der Neben
diagonale und symmetrisch zur Nebendiagonale) ist erfiillt. 

Zur Ermittlung der Knotenkrafte, die die Belastung auf den Hauptstrang 
ersetzen sollen, wird Gl. (53) angesetzt: 

fs - fso = ~(bs - bso)· 

Mit Zahlenwerten bekommt man 

\
M* (~) - ~I I ~ 2 1 4 20 

N*(l:) _15 = 1_17 
2 1c 8 40 

Das wird ausfiihrlich geschrieben 

M; (:: ) - ! = 210 1l; ( ::) - 130 [rp; (~:) + : ] 
N; (:: ) - 1: = - !~ 1l; (::) + 2~ [rp; (::) + ~ ] . 

Daraus ergeben sich die ftir die Anfederung maBgebenden GraBen 

Es sind 

M* ( 12 ) _ 1 * (12) 3 * ( 12 ) 3 2 Y; - 20112 Y; - 10 rp2 Y; - 10 

N; (::) = -- !~ 1l; ( !: ) + 2~ rp; (!: ) + :~ . 

"'-* 3 
11'1 20 = - 10 

* 39 
N 20 = 20 

das Knotenmoment, 

die KnotenHingskraft. 

Damit sind samtliche FedergroBen des Nebenstranges bekannt. Der Knoten 2 
vom Nebenstrang ist gleichzeitig Knoten 5 vom Hauptstrang. Es gelten die 
Beziehungen: 

N; (::) = Q: (0) 

M; G:) = M:(O) 

1l; c:) = w:(O) 

rpi (~:) = rp:(O). 

Nunmehr kann der Ersatztrager des Rahmens angegeben werden (Abb. 77). 
Am Knoten sind eine Feder mit der Matrix 

~5 [w;;' (0), rp;;' (0)] = 1 
20 

17 
40 

1 
+20 



und die Knotenkrafte 

vorhanden. 

5.1 Allgemeines 

U"* H"* 3 
~0:150 = 10:1 20 = - 10 

111 

Die Berechnung der Ersatztrager bietet keine Schwierigkeiten. Sie wird nach 
Abschn. 3.3 mit den GraBen tv, rp, Q und M durchgefiihrt. 

M; (0) } fme 
QS (0) Konsfr. 

[5 [fiNo), "troJj 
M: (O) = o} Rund
W;(Oj = 0 bcdingungcn 

~ ______ ~~s __________ ~c __________ ~7l~ J(*- ¥~.~ 

L I If k! 8 - Ie l8 
Mto Uso I 

~ .1. .!:i. ---.1.1_. -- .!:L -----I 
~ ~ ~ 

Abb.77. Ersatztriiger zum Rahmen von BiId 75 

5. Ebene geschlossene Rahnlentragwerke 
5.1 Allgemeines 

In diesem Abschnitt werden die in Abb. 78 dargestellten Tragwerkssysteme 
behandelt. Diese Tragwerke lassen sich nach dem Reduktionsverfahren berechnen, 
wenn man sie in mehrere Hauptstrange zerlegt, an die die iibrigen Tragwerksteile 
angefedert sind. An jedem Hauptstrang sind soviel unbekannte FreigraBen vor-

,j 
cj 

,I 
SI 

~L 
j 

7:;;;: 7! ~ '?! 0 %C0/ 

unvcrschieblicher Ruhmcn 

?~ 1 ~~ %::~ 

verschieblicherRuhmen 

Vicrcndcelfroger 

Abb.78. Systeme von geschlo8senen Rahmentragwerken 

handen, wie konjugierte Paare in der Rechnung mitgefiihrt werden. Da diese 
Hauptstrange nicht unabhangig voneinander existieren, sondern durch die sie 
verbindenden, angefederten Tragwerksteile zum Zusammenwirken gezwungen 
werden, wird ihre Berechnung gemeinsam durchgefiihrt (gemeinsame Reduktion). 
Dazu faBt man sie zu einem sog. Ersatzsystem zusammen. 
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1m folgenden ist nun zu untersuchen, wie die Feld- und Punktmatrizen fUr 
dieses Ersatzsystem bei unverschieblichen und bei verschieblichen Rahmen auf
gebaut sind .. AuBerdem sind die Federmatrizen abzuleiten, die die Hauptstrange 
miteinander verkoppeln und deshalb Koppelfedermatrizen genannt werden. 

5.2 Koppelfedermatrizen 
Je nachdem, ob 2, 3, 4, ... Hauptstrange miteinander verkoppelt werden, 

wird die Matrix zweifache, dreifache, vierfache, ... Koppelfedermatrix genannt. 

5.2.1 Zweifache Koppelfedermatrix fiir beidseitig elastisch 

eingespannte Stabe 

a) Koppelfeder mit den konjugierten Paaren (ep, M), (w, Q), (u, N). An einem 
einfeldrigen Stab von der Lange lk' der Biegesteifigkeit Elk = const und der 

DehnsteifigkeitEFk=const 
konnen die in Abb. 79 po

i k 

~---------- lk----------~ 

Abb. 79. Positiv definierte Randschnittkriifte nnd Randverformnn
gen eines Stabes von der Lange lk mit den Steifigkeiten Elk nnd Ek 

sitiv definierte Belastung, 
Randverformungen und 
Randschnittkrafte auftre
ten. Bei der Untersuchung 
der Koppelfeder besteht 
die Aufgabe darin, die 
Randschnittkrafte als 
Funktion der Randverfor
mung und der Belastung 
auszudriicken.Zwecks bes
serer "Obersichtlichkeit wer
den die einzelnen Einfliisse 

am geometrisch bestimmten Hauptsystem zunachst getrennt betrachtet und erst 
zum SchluB superponiert. Die Werte fiir die einzelnen Einfliisse ergeben sich 
nach den Ansatzen des Deformationsverfahrens, dessen Kenntnis vorausge
setzt wird: 

1. Belastung fiir U i = Wi = epi = Uk = W" = ep" = O. Sie verursacht die 
Randschnittkriifte 

Mi = Mia 

M k = M kO 

Qi = QiO 

Qk= QkO 

Ni = NiO 

Nk = NkO ' 

M iO' M ko , QiO' QkO' N iO' N kO sind die Randschnittkrafte am beidseitig eingespann
ten Balken entsprechend der positiven Vorzeichendefinition. 

Zum Beispiel fiir Belastung qk(X) = q" = const 

fiir Belastung Pk(X) = Pk = const 

N l~. 
iO = -Pk 2" 

QiO = - qk l; 
Q + l~. 

kO = qk2' 
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2. Verschiebung Wi flir Wk = Pk = Pi = Uk = Ui = pdx ) = qk(X) = 0: 

Mi = ~~:!k Wi Qk = 12zflk Wi Ni = N" = 0 

Mk = 6~}k Wi Q; = 121~Ik Wi. 
k k 

3. Verschiebung wk flir Wi = Pk --:- Pi = Uk = Ui = Pk (X) = qk (X) = 0: 

~~i = 6f.lk Wk Qk = - 12El3 Ik Wk Ni = Nk = 0 
k k 

M
" 

= - 6f.lk U'k Qi = - 12;Ik Wk. 
k 

4. Verdrehung Pi fur Wi = WI; = Pk = ui = Uk = Pk(X) = qk(X) = 0: 

Mi = 4~klkpi Qi = - 6~{k Pi Ni = Nk = 0 

M 2 Elk Q 6Elk 
k=-~l- Pi }'=--l2 Pi· 

k k 

5. Verdrehung Pk fur Wi = wk = Pi = ui = Uk = Pk(X) = qk(X) = 0: 

Mi = 2~Ik epk Qi = - 6El;E Pk Ni = Nk = 0 
k k 

Mk = -~rk Pk Qk = - 6~{k Pic. 

6. Verschiebung ui fur Wi = wk = Pi = Pic = Uk = Pk(x) = qk(X) = 0: 

Mi = Mk = Qi = Qk = 0 N; = El~ u i 
10 

Nk = ~Fk u i • 
k 

7. Verschiebung Uk fur Wi = wk = Pi = Pk = ui = Pk(x) = qk(X) = 0: 

Mi = Mk = Qi = Qk = 0 N. = - EFk U-, lk" 

Die einzelnen Einflusse werden superponiert: 

Nk=_E{,,-uk. 
10 

( 6 2 6 4) 
M; = Elk 1" wk +TPk - pWi + -l Pi + Mi(J 

k k k k 

( 12 6 12 6) 
Qi = Elk - -t., wk - I" P" + -l' Wi - -Z' Pi + QiO 

k k Ie k 

( 6 4 6 2' 
Mk = Elk - Z1 w k - lk p" + l~ Wi - lk Pi) + M"o 

( 12 6 12 6) 
Q" = Elk - -Z" w" - t' Pic + -Z" Wi - Z;P; + Q"o 

k k k k 

_ (1 1) Ni - EFk \ - y;U" + T,; u i + NiO 

Nk = EFk (- ~ Uk + l~ tti) + N kO 

(63) 

In diesen Gleichungen sind die Randschnittkriifte des Stabes lk dargestellt in 
Abhiingigkeit von den Randverformungen und der Belastung. 

Bei der Anfederung des Stabes sind seine Randschnittkriifte am Knoten der 
Hauptstriinge anzusetzen. Die Randschnittkriifte von G1. (63) wirken am Knoten k 
im positiven Richtungssinn (s. Abb. 79), dagegen am Knoten i im negativen Sinn. 

8 Kersten, Reduktionsverfahren 
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Nach Umkehrung der Vorzeichen von M i, Qiund Nikonnen die Gin. (63) in der 
fUr die Anfederung maBgebenden Form als Matrizengleichung aufgeschrieben 
werden 

(- Mi 0 0 GEl" 2Elk +GEl" 4 Elk - Miol f U i - lie --4 t' -4 k 

- Qi 0 0 +12Elk +GElk 12Elk +GElk 
- QiO ilk -_._-----

I' l' l~ [2 k k k 

+Mk 0 0 GEl" 4Elk --L GElk 2 Elk 
+MkO w" (64) - lZ lk I r -Z;-

k 

+Qk 0 0 
12Elk GElk --L 12E~k GElk 

+ Q"O ({Jk --- --1';;-I' 
, t' I' k k k 

-Ni 
EFk EF" 0 0 0 0 - N iO Wi z;: -z;: 

+Nk 
EFk EFk 

0 0 0 0 +NkO ({Ji --lk- lk 

1 

Darin ist die Koeffientenmatrix die gesuchte Koppelfedermatrix [ik des geraden 
Balkens mit konstanter Biege- und Langssteifigkeit: 

[ik = Elk 

0 0 

0 0 

0 0 

0 0 

Fk 1 Fk 1 
lk T; - lk t" 

l_Fk~ Fk~ 
lk lk lk tk 

G 2 
-- I" tk 

12 
+ l~ 

G 
+-11 

G 4 

l~ llc 

12 G 
-I~ Ik 

o o 

o o 

G -~l +y, k llc 

12 G 
l~ +~-

--L£ 2 
I I' -tk k (64a) 

12 G 
+F -I~ k 

o o 

o o 

Die Matrix ist nach dem Satz von MAXWELL-BETTI symmetrisch zur Neben
diagonale. Die Glieder der Nebendiagonale sind wieder aIle negativ. 

Nach EinfUhrung der Beziehungen (14) und (44) bekommt die Matrix folgende 
Form: 

0 0 cr -6 I: -2~ 
lk +6(::Y -4~ 

lk 

0 0 +12 C:Y +6C:Y -12C:Y +6(~y tic 

0 0 Ccy -4~ +6(::y -2~ 
[ik = ~k 

-6 T; lk tk (64b) 
c 

0 0 -12G:Y -6(7J2 
+12G:Y -6G:/ 

Fk 19 Fk l~ 0 0 0 0 lk r;; - lk T; 
Fk l~ Fk 19 

0 0 0 0 l- lk T; lk T;; 
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b) Sonderfall: Koppelfedermatrix mit dem konjugierten Paar (q;, M). Bei un
verschieblichen Rahmen, an denen die Dehnsteifigkeit der Stabe unendlich groB 
gesetzt wird, k6nnen die Knoten sich nur verdrehen, aber nicht verschieben 
(Wk = Wi = Uk = ui = 0). Dieser Fall kann leicht aus G1. (64) gewonnen werden, 
indem man die Zeilen fUr W k ' Wi' Uk und ui sowie die Spalten fUr Qk' Qi' Nk und Ni 

streicht: 

+:} 
2EIk 4EIk 

-Mio1 q;k --Yk- - -1-;-
4EIk 2 Elk M~I (65) 

--- -Z;; q;i 
lk 

1 

Darin ist 

I -l~ -~ 
~ik = Elk _.!. 2 

lk lk 

(65a) 

die Koppelfedermatrix. Umgeformt mit den Beziehungen (14) heiBt sie 

-21. -41.1 
~* _ Ik lk lkl' 

ik - Ie -41. -21. 
lk lk 

(65b) 

c) Sonderfall: Koppelfedermatrix mit den konjugierten Paaren (q;, M) und 
(w, Q). Fiir den Fall, daB die Dehnsteifigkeit des anzufedernden Stabes unendlich 
groB ist, wird Uk = ui = O. Man findet die Matrix aus G1. (64a), wenn die ersten 
beiden Spalten und letzten beiden Zeilen gestrichen werden: 

6 2 +~ 4 
- l~ - r;; l~ - r;; 
+ ~~ 6 12 6 

l~ + It - l~ + l~ 
6 4 6 2 

- l~ - r;; + l~ - r;; 
(66) 

6 --l- 12 6 
-IZ -l~ . I: -l~ 

12 
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5.2.2 Zweifache Koppelfeder fUr einseitig eingespannten Stab 
5.2.2.1 Links gelenkig gelagerter und rechts elastisch eingespannter Stab 
a) Konjugierte Paare (ep, M), (w, Q). Zur Ableitung der Matrix muB man 

in Gl. (66) fiir Mi = 0 und MiD = 0 setzen: 
o _ 6Elk _ 2Elk + 6Elk 

lZ lk l~ 

+ 12Elk + 6EIk _ 12Elk 
l~ l~ lZ 

+Mk 
6 Elk 4EIk + 6EIk 2 Elk 

M ko Wi -T -4 l~ -4 

+Qk 
12 Elk 6 Elk + 12EIk 6EIk 

QkO epi - ----zr -T l~ - -1'C 
1 

Die gesuchte Matrix bekommt man nun, indem die erste Zeile nacheinander zu 
den anderen Zeilen so addiert wird, daB die epi zugeordnete Spalte verschwindet: 

_Q. + 3EIk + 3EIk _ 3EIk -Q. 
• l~ Ii lZ .0 Wk 

M 3EI~ . 3EIk + 3EIk M + k - T - --1-;- l~ + kO epk (67) 

Q 3 Elk 3EIk + 3EIk Q + k - T - T lZ + kO Wi 
1 

Die Randschnittkrafte QiO' M kO und QkO werden in diesem Fall am einseitig 
gelenkig gelagerten und andererseits elastisch eingespannten Balken berechnet. 

Gl. (67) wird umgeformt mit den Beziehungen (14): 

-Q: 1 +3 (~)3 Ik +3 (~)2 Ik -3 (~)3 Ik -Qio 
lk. Ie lk Ie tk Ie 

+M: = -3 (~)2 Ik -3 (~) Ik +3 (~)2 Ik +M:o I lk Ie lk Ie lk Ie 

+Q: _3(~)3Ik _3(~)2Ik +3(~)3Ik +Q:G 
J lk Ie lk Ie lk Ie 

W~ 
t 

(67a) 

1 J 
b) Konjugiertes Paar (ep,M). Nach Streichen der Zeilen ftir Qk und Qi und 

der Spalten ftir W k und Wi in Gl. (67) erhiilt man die bekannte Beziehung des ein
seitig gelenkig angeschlossenen Stabes: 

M 3 Elk + M M* 3 Ie Ik * M* 
k = - 4 Cf!k kO oder k = - Y;; T ({Jk + kO' 

5.2.2.2 Links elastisch eingespannter und rechts gelenkig gelagerter Stab 
a) Konjugierte Paare (Cf!, M) und (w, Q). Die Matrix ergibt sich auf die 

gleiche Weise wie die Matrix (67), wenn in (66) ftir Mk = 0 und M ko = 0 gesetzt 
und die Cf!k zugeordnete Spalte zum Verschwinden gebracht werden: 

-Mj _ 3EIk + 3 Elk _ 3EIk -M,o Wk 
l~ l~ lk 

-Qi - + 3~tk - 3~tk + 3~{k -QiO (68) 

_ 3EIk + 3EIk 3 Elk +Q 
l~ l~ ~ Zr- kO 

1 
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oder 

-M7 -3 (~yIk 
Ik Ie 

+3 (~yIk 
Ik Ie 

_3~Ik 
Ik Ie 

-Q7 - +3(~yIk 
1k Ie 

_3(~yIk 
1k Ie 

+3(~tIk 
lk Ie' 

+QZ _3(~yIk l 1k Ie 
+3 (~lIk 

Ik Ie 
-3(~tIk 

Ik Ie 

b) Konjugiertes Paar (gJ, M): 

- Mi = - 3~klk gJi - MiO oder 

5.2.3 Mehrfache Koppelfedermatrizen 
Die mehrfachen Koppelfedern ~8 findet ma.n durch 

Addition der zweifachen Koppelfedermatrizen ~ik der 
zu dem anzufedernden Strang gehorenden Felder. Also 
bei einem Strang mit n Feldern wird: 

~8= ~ ~ik' ' 
n 

Zum Beispiel kann die dreifache Koppelfedermatrix 

117 

-M70 w* k 

-Qio W'!' • . (68a) 

+QZo gJ7 

1 

- '" "> 

~ ~ ~ 
~ ~ ~ 1;; 
§ ~ ~ 

§-
~ ~ ~ 

Riegell Riegell 
I J 

r-.-l, 11 -
ftir die konjugierten Paare (w, Q) und (gJ, M) eines 
Riegels mit zwei Feldern (Abb. 80) wie folgt abgeleitet 
werden: Abb.80. 

Anfederung des Riegeistranges 

Die ftir die Anfederung maBgebenden Beziehungen am Riegel llauten: 

-M~') 6 Ell 2 Ell + 6EII 4EII M(l,) w2 ----zr -z;- 1~ -T - 10 

-Q~') + 12EII + 6Ell 12EII + 6Ell _Q(l,) 
gJ2 If 1" -Zf I~ 10 

1 

- 6Ell 4EII + 6EII 2EII 
+M~') M(l,) WI -T -z;- I~ -z;- 20 

+Q~') 
12 Ell 6 Ell + 12EII 6EII Q(l,) gJI -Zf -T If -T 20 

1 
Der Index 11 an den KraftgroBen zeigt an, daB die Schnittkrafte am Riegel 1 
auftreten. Die gleichen Beziehungen ftir Riegel 2 sind: 

-M~') 6El. 2EI2 + 6EI2 4EI. M!l.) wa ------zr -z;- I: -T - 20 

-Q~') + 12EI. +~EI. _ 12EI. + 6EI. Q(l.) gJa I8 l: I~ I: - 20 
2 

-
6EI. 4EI. + 6El. +M~') 2El2 +M(Z,) w2 -Zr -T I~ -T 30 

+Q~') 
12EI. 6EI. + 12El. 6EI. +Q~o) gJ2 -Zr- ------zr Ig -zr 

1 
Die Knotenkriifte an den Knoten 1, 2 und 3 ergeben sich aus der Addition der 
Randschnittkrafte der Riegel 1 und 2: 

M - - '0111,) M - + M(l,) _ M(l,) 
1 - lr.Li 2 - 2 2 

Q __ Q(l,) Q _ + Q(l,) _ Q(l.) 
!- 1 2- 2 2 

M. - M(lt) 
3 - 3 

Q _ Q(l,) a- 3 • 
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Darin ist die Koeffizientenmatrix die gesuchte dreifache Koppelfedermatrix fiir 
die Paare (w, Q) und (qJ, M). Sind die Knotenpunkte unverschieblich (w = 0), 
dann erhalt man nach Streichung der Zeilen fiir Q und der Spalten fiir w die drei
fache Koppelfedermatrix fiir die konjugierten Paare (qJk' M k): 

Ml = -M~') 0 - 2~/l - 4~/l M~o) qJ3 

M M (l) M(l) _ 2EI2 +E (_ 4/1 _ 4/2) 2 Ell M(l,) _ M(l,) 69b) 
2 = 2' - 2' l2 II la - -4 20 20 qJ2' ( 

M. - M(l,) 4Ela 2EI2 0 M(l,) 
3 - 3 - -z; --l2- 30 qJl 

0.2.4 KoppeHedermatrizen fiir Stiel
strange 

Rahmenstiele nach Abb. 81 werden an
gefedert, indem zur Koppelfedermatrix des 
die beiden Hauptstrange verbindenden Stiel
feldes die Federmatrix des eingespannten 
Stieles addiert wird. Zum Beispiel bekommt 
man fiir den Rahmenstiel nach Abb. 81a bei 
unverschieblichen Knotenpunkten: 

Federbeziehungen fur Feld 2 [nach Gl. (65)]: 

2EI2 
h~ 

-~!~ 
h2 

Federbeziehungen des Feldes 1: 

1 

--r-&- Houpfsfr.z 

-+-- Houpfslr.1 

Abb. 81. Anfederung d~r fltieLltriinge 

qJl 

1 

M(h,) __ 4Ell qJ + M(h,) 
1 - hI 1 10' 

Nach Addition beider Beziehungen erhalt man: 

M(h,) _M(h,) 2EI2 _ (-~EII + ~~I2) 
1 1 ---h~-

hI ha 

M (h,) __ 4Ela 2Ela 
2 ha -Ii; 

und umgerechnet mit den Beziehungen (14) 

IM*(h') _M*(h,) (-2~ 12 -4(~ II + ~ 12) 
1 1 ha Ie hI Ie h2 Ie 

l M:(h,) _4.1. 12 _2.1. 12 

ha Ie ha Ie 

M(h,) _M(h,) 
10 10 

M(h,) 
20 

M*(h,) _ M*(h,) 
10 10 

M*(h,) 
20 

Darin ist die Koeffizientenmatrix die gesuchte Koppelfedermatrix. Fiir den 
Rahmenstiel nach Abb. 81 b, bei dem der abstehende Stiel gelenkig angeschlossen 
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ist, bekommt man die Koppelfedermatrix auf die gleiche Weise: 

IM(h.) _M(h,) f- 2EIs - (BEll + 4EIs) M(h,) _M(h,) 

+M(2h.) = _ 4;Is 2EIs M(h.) 
1 1 I h hl hs 10 10 (70b) 

hs -T 20 

oder umgeformt: 

1 1 hs Ie 
M*(h.) - -4~ Is 

2 hs Ie M:O(h,) IPt 

M (h.) -M*(h')11-2 ~ Is MtO(h,) _Mto(h')j IP: 

l1 J 

5.3 Unversehiebliehe Stoekwerkrahmen (EF = 00) 
5.3.1 Feldmatrix des Ersatzsystems 

Die Knotenpunkte des Rahmens sind unverschieblich (u = W = 0), weil die 
Dehnsteifigkeit EF der Stabe unendlich groB angenommen wird. Die Haupt
strange des Rahmens konnen somit als Durchlauftriiger auf festen, aber elastisch 
drehbaren Stiitzen angesehen werden. Die Berechnung solcher Trager laBt sich 
mit dem einen konjugierten Paar (IP, M) allein durchfiihren. Die Paare ("!, N) 
und (w, Q) konnen unterdriickt werden. 

Fiir die Berechnung des gesamten Stockwerkrahmens faBt man die GroBen 
IP und Maller vorhandenen Hauptstrange zu einem einzigen Vektor zusammen, 
d. h. aus samtlichen Hauptstrangen wird ein Ersatzsystem gebildet. 

Die dazugehOrige Feldmatrix laBt sich aufbauen aus den Feldmatrizen des 
Durchlauftragers auf festen Stiitzen nach Abschn. 3.4.4. Sind z. B. die beiden 
Hauptstrange 1 und 2 mit den Steifigkeiten Elkl und ElkS vorhanden, und sollen 
VergleichsgroBen nach Gl. (14) verwendet werden, dann bekommt man mit 
Gl. (29) fiir 

Wkl = Wk2 = Wk-l,l = Wk_1, 2 = 0 

IP:2 C~e2) -2 0 0 Ilk Ie -* 'l) IPt2 (0)1 2l;Ik-~ IPkO,2 (;eS 

IP:1 C;j 0 -2 1lk Ie 0 -* Ckl) IP:1 (0) 2le In IPko,l Yo 

M:1C;j - 0 
6le Ikl -2 0 M* Ckl) M:1 (0) (71) z;;-t;: kO,1 le 

I 

M:2 C;es) 61c lies 0 0 -2 Ii* CkS) l~: (0) T,;i; kO,2 1 . e 
1 0 0 0 0 1 J 

mit 

-* Ck) 3le * Ck) * Ck) IPkO,i 7; = z;: wkO,i 1; + IPkO,i 7; 
(i = 1,2) 

M* CIe) 6 l~ lie * Ck) M* Ck) kO,i 1; = - l~ Ie WkO,i 7; + kO,i 7; . 

In Gl. (71) ist die Koeffizientenmatrix die gesuchte Feldmatrix. 
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Samtliche Kraft- und DeformationsgroBen haben jetzt zwei Indizes. Der erste 
Index hat die gleiche Bedeutung wie beim Durchlauftrager, wahrend der zweite 
angibt, zu welchem Hauptstrang die GroBe gehOrt; 
z. B. M k2 (lk): Moment im Felde lk an der Stelle x = lk des Hauptstranges 2. 

AuBerdem werden jetzt auch aIle Knotenpunkte des Rahmens mit zwei 
Ziffern gekennzeichnet. Die erste Ziffer entspricht wieder der bisherigen Bezeich
nungsweise, und die zweite Ziffer zeigt an, auf welchem Hauptstrang der Knoten 
liegt; z. B. Knoten k 1 liegt auf Hauptstrang 1 am rechten Ende vom Feld lk' 

Die beim Aufbau der Feldmatrix einzuhaltende Reihenfolge der Deforma
tionsgroBen (lPk2,lPkl) und der KraftgroBen (Mkl'Mk2 ) richtet sich nach de;m 
Aufbau der dazugehOrenden Koppelfedermatrix [vgl. hierzu Gl. (65), (70a) und 
(70b)]. 

5.3.2 Punktmatrix des Ersatzsystems 
Die Punktmatrix solI die Verhaltnisse an der Feldgrenze des aus allen Haupt

strangen bestehenden Ersatzsystems ausdriicken. Feldgrenzen sind im allgemeinen 
die Knoten des Rahmens, also die Stellen, an denen die Nebenstrange an die 
Hauptstrange angeschlossen sind. In der Punktmatrix muB in diesem Fall die 
Koppel£edermatrix des an der betreffenden Feldgrenze vorhandenen Neben
stranges stehen. 

Fiir einen Stockwerkrahmen mit zwei Hauptstrangen gelten an der Feld
grenze k des Ersatztragers folgende Beziehungen: 

IPt + 1,2 (0) 1 0 o 0 91*8 * Ck,) k2 IPk2 l 
c 

IPt + 1,1 (0) 0 1 o 0 *s IPkl IPZ1 (lk,llc) 

Mt+1,l (0) - 1 0 Mtf+Mto,l MZ1 C;;) , (72) 

Mt+1,2 (0) o 1 Mt~+Mto,2 MZ2 (lk.ll.) 

1 o 0 o 0 1 1 

darin ist die Koeffizientenmatrix die Punktmatrix. 1m eingerahmten Teil steht 
die Federmatrix des angefederten Stranges. Mto,l und MZO,2 sind mit den Bezie
hungen (14) umgerechnete Knotenmomente, die aus auBeren, am Knoten angrei
fenden Momenten und aus der Belastung auf den Stielen herriihren konnen. 
IPU, IPU, MU, MZ; sind evtl. auftretende SprunggroBen. 

Als Beispiel wird die Punktmatrix an der ersten Feldgrenze des Rahmens von 
Abb. 82a aufgestellt. Die Koppelfeder des angefederten Stieles wurde bereits in 
Gl. (70a) abgeleitet. Man erhalt: 

( 91:2(0) rIO o o 
91:1 (0) 0 1 0 0 ((!*8 

11 lPil (T,./le) 

M:l(O) 
21.12 _(~. 11 + 4lJ2) 1 0 (M*(h,) _ M*(h.) ) Mil (ll/le) • - ha-l.- h1 I. ha I. 10,1 10,1 

M:2 (O) 41.12 2lc 12 0 1 M*(h,) Mi2(T,.ll.) --h2 ie- -h2 Ie 10,2 

1 0 0 0 0 1 1 
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5.3.3 Zusammenhang am ganzen Rahmen 

Wie bereits gesagt, erfolgt die Berechnung des Rahmens am Ersatzsystem, 
das durch Anfederung der Nebenstrange an die Hauptstrange entsteht. Es ist nicht 
schwer, die Hauptstrange so zu wahlen, daB die Rechnung recht kurz wird. Sie 
wird in jedem Fall dann am kurzesten, wenn die Strangschar mit den wenigsten 
Strangen zu Hauptstrangen erklart wird. 

Die Berechnung der unverschieblichen Stockwerkrahmen wird am Rahmen 
von Abb. 82 erlautert. Dieser Rahmen besteht aus zwei Riegel- und vier Stiel
strangen. Die kurzeste Rechnung ergibt sich in diesem Fall, wenn man die StieI. 

a. 

b 

- ~ ~ :::to. 

~ ~ ~ ~ 
t::S ~ ~ ~ 

HS~3~'~~~ ____ -,1.r~ __ ~ __ ,U _______ J.~ ______ ,~r-. 

ot:!'" 

11 21 31 91 ' 
~~--~----~~~~--~-~ 

Ersofzsysfem. 

: EM 
FreigriilJen: 

M71 (0) 
'In (0) 

'-ot:! 

-.l 

Rondbedingungen. 
Msa (0) - 0 
M57 (0) - 0 

Abb.82. L'nverschiebliche Stockwerkrahmen mit Ersatzsystem 

strange an die Riegelstrange anfedert. Es entsteht dabei das in Abb. 82b dar
gestellte Ersatzsystem. Fur die vier Felder dieses Systems sind nach Abschn. 5.3.1 
die Feldmatrizen und fiir die vier Feldgrenzen nach Abschn. 5.3.2 die Punkt
matrizen aufzustellen. Die Randbedingungen am linken und am rechten Ende des 
Ersatzsystems werden getrennt fur jeden Hauptstrang nach Tab. 2 bestimmt. Sie 
sind in Abb.82b angegeben. FreigroBen sind danach M 12 (O) und 1P1l(O). Mit 
ihnen wird der Anfangsvektor aufgebaut. Nun verlauft die Rechnung in bekannter 
Weise mit Hilfe des Rechenschemas (11) bis zum rechten Ende des Ersatzsystems. 
Zum SchluB erhalt man aus den Randbedingungen am rechten Ende zwei Bestim
mungsgleichungen fur die beiden FreigroBen. Nachdem diese bekannt sind, werden 
zunachst die Kraft- und DeformationsgroBen an den Hauptstrangen und zum 
SchluB aus den Federbeziehungen mit Hilfe der nun bekannten Deformations
groBen die KraftgroBen an den angefederten Stielen ermittelt. Wahrend der 
Rechnung sind die bekannten Rechenkontrollen mit Hilfe der Kontrollzeilen durch
zufuhren und am Ende der Rechnung die Gleichgewichtsbedingungen an jedem 
Knoten und am ganzen Tragwerk zu uberprufen. 

Man kann auch mit Rechenschema (12a) rechnen. Dazu wird fur den Fall, daB 
1P~1 = 1P~2 = 0 ist, die Leitmatrix des Ersatztragers aus den Gin. (31) zusammen-
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gebaut. Es ist jedoch besser, Rechenschema (12a) nicht zu verwenden, well die 
Kraft- und DeformationsgroBen links neben den Feldgrenzen dann durch Zusatz
rechnungen ermittelt werden miissen, wahrend man sie nach Rechenschema (11) 
automatisch mit erhalt. 

AbschlieBend kann festgestellt werden, daB jeder unverschiebliche Stock
werkrahmen reduziert werden kann auf ein sog. Ersatzsystem, das sich in der 
gleichen Weise berechnen laBt wie ein Durchlauftrager auf festen Stiitzen. Bei 
Stockwerkrahmen mit n Hauptstrangen tritt dabei stets ein Gleichgewichts
system mit nur n linearen Gleichungen auf. 

Es bereitet auch keine Schwierigkeiten, wenn die Langssteifigkeit der Stiele 
beriicksichtigt werden solI. In die Rechnung miissen dann bei Wahl der Riegel
strange zu Hauptstrangen die konjugierten Paare (w, Q) und (q;, M) und bei Wahl 
der· Stielstrange zu Hauptstrangen die konjugierten Paare (w, Q), (q;, M) und 
(u, N) aufgenommen werden. Dadurch wird allerdings die Anzahl der mitzufiihren
den Unbekannten gegeniiber der Berechnung bei Vernachlassigung der Langs
steifigkeit verdoppelt bzw. verdreifacht. 

5.3.4 Beispiel 8 

Geometrie und A ufgabenstellung: 

p = 2Mp/m 

P = 20Mp 

W= 5Mp 

=3m=h 

EI R = 3000 Mpm2 

& 

~ 02 

fre ig riiB en : 
'Pl~ (0) 

M~ (0) 

12 

~ :;:: 
11 

~ 
to:: 

P 
I 

ilR 
~ 
"-i 

22 
ElR 

P 
21 

Rondbedingungen : 
M,~(o)-o 

H~~ (0) - 0 

M*fll,J 
10 

Abb. 83. Beispiel 8: L"llyerschiebliche Stockwerkrahmell mit Ersatz8ystem 
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Gesucht sind das Momentendiagramm sowie die Verdrehungen an den Knoten. 
Das Ersatzsystem des Rahmens mit den vorhandenen Randbedingungen am 

rechten Ende und den FreigroBen am linken Ende ist in Abb. 83b zu sehen. 
VergleichsgroBen: 

gewahlt Ie = 6 m, Pc = 5 Mp, E1c = 6EIR • 

Koppelfedermatrizenfiir die Stiele [nach Gl. (70a) und (70b)] 

a) Stiel1 

Feid hI: 

fPu = fPn (ll) 

fPI2 = fPl2 (lI) . 

M*(h,) - -"!'£' Ist m* - -~m* - - 0132933 __ 
1 - ;) h I 1'11 - 2 1'11 - , + MI(h, ) = - 3,987 Mpm. 

~ . 
M * (h,) _ 1c 1st ( ,,* 4 *) _ 1 * 2 * 

- I -+hT -"'fPI2- fPu --3fP12-3fP11 
2 • 

= - 0,111696 __ - MI(h,) = - 3,350 Mpm 

11' * (h,) __ lc 1st 4 * 2 * _ 2 * 1 * + 1J2 - + h2 Ie (- ff'12 - fP11) - - 3 <fI2 -3fPll 

= 0,042473 __ + M 2(h,) =-.0 1,274 Mpm. 

Koppelfedermatrix 

b) Stiel3 

Feid hI: 

fP3I = fP31 (l3) 

fP32 = fP32 (13) • 

u*(h1 ) _ 1 * _ 0 198633 ~ M(h 1 ) " 9-8M 
.1Y.l I - - :r fPS1 - - , ---,.- .1 1 = -0, 0 ~ pm. 

Randschnittkrafte am Stiel h2 : 

M*(h,) __ w h _~ __ 2.. 
20 - 8 Pc 1. - 16 

_M*(h,) - + 2.. 
10 - 16 

M *(h,) __ 1 * 2 * + 1 - 013-6;7 - I - - 3 tp32 -- 3 fP31 - 16 - - , . 0 0 --

+M.~(h,) 2 * 1 * 1 0061"48 ~ = -3fPS2 -3fPSI -16 = -, 0 -> +M~h.) = -1,846Mpm. 
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KoppeI£edermatrix 

e) Stiel2 

Feld hl: 

+l~) 
1 . 

-16 

gJ21 = gJ21 (12) 

gJ22 = gJ22 (12) • 

M *(h,) _ I\. la 1st * _ 2 * - 0 198233 
1 - -"hygJ21- -3gJ21- , 

1 a 
Feld h2 : 

125 

M *(h,) _ 1 * 2 * __ 0 126342 (h) 
- 1 - - 3 gJ22 .- 3 CfJ21 - , -+ - M 1 • = 3,790 Mpm 

M* (h,) _ 2 * 1 * _ 0 0446 (h ) + 2 - -3"CfJ'.!.2-3 CfJ'.!.1 - -, 7 -+ M2 ' = -1,340Mpm. 

KoppeI£edermatrix 

(i! = (-! -:). 
- 2 1 

-3 -3" 

Aufstellung der Rechenschemas [nach Gl. (11)] 

Die Feld- und Punktmatrizen werden nach Gl. (71) und Gl. (72) gebildet. 
Belastungsglieder nach Tab. 1 b : 

* ( ll) 1 20 ( 1 )3 1 
wlO,l 1; =65 2" .6=2" 

gJiO,1 ( ~:) = - ! 250 (; )2. 6 = - 3 

M* (.i) _ 20 ~ _ <) 
10,1 la - 5 2 - '" 

6 12 
p* = 20 5 =5 

* (l2) 1 126 3 
W 20,2 1; = 245 = 5 

* (.!!) __ ~ 126 ___ 12 
gJ20,2 l. - 6 5 -- 5 

M* (.!!) _ 12 ~ _ ~ 
20,2 l. - 5 2 - 5 

* ( ll) "* ( l3) 3 1 3 3 gJlO,l Z;; = gJ30,1 Z;; = 2" - = -2" 

-* (l2) 3 3 12 3 
CfJ20,2\Z;; = 5 - 5=-5 
-* (l2) 1 3 6 3 
M 20,2 T. = - 6 6 5 + 5 = 5 

1m Anfangsvektor stehen die FreigroBen vom linken Ende des Rahmens. 

Rechensehema R 8 (Siehe Seite 126) 

Die Rechnung wird in iiblicher Weise einschlieBlich der Rechenkontrollen 
durchgefiihrt. Zum SchluB erhiilt man die Gleichungen 

M* 425 * M* 3053] 41 (0) = 0 = 6 CfJ1'.!. (0) - 336 11 (0) + " 16 

* 280 * * 4587 M 42 (0) = 0 = ggJdO) -113 Mn (0) + -"80-
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fPi2 (0) Mil (0) 1 

Reehensehema R 8 
1 0 0 

0 0 0 

0 1 0 -
0 0 0 

0 0 1 

-2 ·0 0+3 0 -2 0 0 

0-2 +3 
3 0 +3 

3 
0-- -2" 2 

~i= 0 1 -2 o +~ 2 
0 -2 +~ 2 

1 0 o -2 0 1 0 0 

1 1 -1 -1 1 0 0 1 

1 0 0 0 0 -2 0 0 

0 1 0 0 0 0 +3 
3 

-2 

1 7 
1 0 0 

2 11 +13 
ui= -3"-"(f +g -2" --4 

2 1 0 1 0 +2 -1 +~ - 3 -3- 3 2 

1 o +2 -1 -1 1 0 0 1 

-2 0 
3 

+11 -3 
9 

0+3 -- +10 5 

o -2 +3 0 0 +2 
45 +51 

-2 4 

~;= 0 1 -2 0 0 
4 

+14 -8 -g 

1 0 
3 20 

+2 
2 

0-2 +- -g -5 5 

1 1 -1 -1 1 0 0 1 

1 0 0 0 0 (+11 -3 
9 

+10 

0 1 0 0 0 +2 
45 +51 -2 4 

U;= 1 4 
1 0 0 

33 
+45 

253 
-"3 -a -g -10 -

2 1 
0 1 0 44 +23 21 

-"3-"3 -g 2 -4 
2 o +3 -1 -1 1 0 0 1 
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9'~2 (0) = +0,098322 9':"2 (0) = + 0,000983 

9'~1 (0) - ° 9'11(0) = ° M~1(0) = +0,588622 = t)~ (0) MJ(O) = +17,658 Mpm = t)1 (0) 

M~2(0) ° M 12 (0) = ° 1 1 

9'~2 (ll/l.) = -0,196644 9'12(~) = - 0,001966 

9'~1 (~/l.) = +0,265866 9'11 (11) = + 0,002658 

M~1 (~/l.) = +0,322756 = t)~ GJ M11 (~) = + 9,682 Mpm + lJt (ll) 

M~2(~/t.) = +O,OM322 M12(~) = + 2,949 Mpm 

1 J 1 

</1:2 (0) = -0,196644 9'22(0) = - 0,001966 

9':1 (0) = +0,265866 9'21 (0) = + 0,002658 

M:1(0) = +0,078126 = t)~(0) M21 (0) = + 2,343 Mpm = t)2 (0) 

M:2 (0) = +0,140795 Mzz(O) = + 4,223 Mpm 

1 1 

9':2 (lZ/l.) = +0,215676 f 9'22 (lZ) = + 0,002156 

9':1 (lz!l.) = -0,297351 9'21 (lZ) = - 0,002973 

M:1 (l2/l.) = +0,109613 - t)*(~) - 2 lc M 21 (lz) = + 3,288 Mpm = t)z(lz) 

M:2 (l2!l.) = +0,121765 Mzz(lz) = + 3,652 Mpm 

1 1 

9':2 (0) = +0,2156761 9'3Z (0) = + 0,002156 

9':1 (0) = -0,297351 9'31 (0) = - 0,002973 

M:1(0) = +0,434189 = t): (0) M31 (0) = +13,025 Mpm = t)3(0) 

M:2(0) = +0,077098 M3Z (0) = + 2,313 Mpm 

1 1 
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Fortsetzung Rechenschema R 8 

-2 0 o +3 0 -66 +81 351 
2 -20 

o -2 +3 (j 3 
-27 +180 

1029 
2 -10 

~:= 0 1 -2 o +~ +52 225 + 1297 -
2 3 -2 20 

1 0 o -2 0 + 121 -26 
57 

+-3 5 
1 1 -1 -1 1 I 0 0 1 

1 0 0 0 0 -66 +81 351 
2 -20 

0 1 0 0 0 -27 +180 
1029 

-10 

U: = 
1 7 

1 o +i'"6 1+ 4~5 -336 +~053~ -3-6" ]6 -
2 1 

0 1 '1 280 -113 --l-~871 -3--g 1 -16 +3 ' 80 
1 

1 0 0 1 o +- -1 -1 
2 

..., 
~~ ~~ "', ~ .. ~ .. 
"" ----, ____ I I 

Abb.84. lIIomentendiagramm zn·Beispiel 8 

mit der Lasung 

IPi2 (0) = 0,098322 

Mil (0) = 0,588622. 

Die Kraft- und Deformationsgra13en an den Feldgrenzen des Haupttragers sind 
rechts im Rechenschema herausgeschrieben und die Kraftgra13en an den Stielen 
stehen neben den Federbeziehungen der Stiele. 
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cp;2(l3)lc) = -0,200061 CP32 Ua) = - 0,00200 

CP;l (~/lc) = +0,397266 CP3l (l3) = + 0,00397 

M;l U3/IJ = +0,334272 = t);G;) M31 ( 3) = +10,028 Mpm = t)3 Ua) 

M;2(la/lc) = +0,061481 M32 (la) = + 1,844 MPm
J 

1 1 

CP:2 (0) = -0,200061 CP42 (0) = - 0,00200 

CP:l (0) = +0,397266 CPu (0) = + 0,00397 

M:l (0) - ° = t): (0) Mu (0) =.:; 0 = t)4(0). 

M:2 (0) 0 M 42 (0) = 0 

1 1 

Umrechnungsfaktoren fUr die dimensionsrichtigen cP und M: 

M = M* Pc lc = M* . 30 [Mpm] 

q; = cP* ~c~c2 = cp*~~~-- = 0010 cP* 
. E1c 6· 3000 ' . 

Abb. 84 zeigt das Momentendiagramm. 

5.4 Berechnung verschieblicher Stockwerkrahmen (EF = 00) 

5.4.1 Allgemeines 

Bei der Berechnung verschieblicher Stockwerkrahmen nach dem Reduktions
verfahren muE man zwischen zwei Formen der Tragwerkssysteme unterscheiden 
(Abb. 85). Bei Tragwerken nach Form a sind mehr Stielstriinge als Riegelstriinge 
vorhanden, und bei Tragwerken nach Form b ist es umgekehrt. Um die Rechnung 
wirtschaftlich zu gestalten, wird man im ersten Fane die Riegelstriinge und im 
zweiten Fall die Stielstriinge zu Hauptstriingen machen. Dabei ergeben sich jedes
mal andere Feld- und Punkt-, sowie Koppelfedermatrizen. 1m folgenden werden 
die einzelnen Tragwerksformen getrennt untersucht. 

:9 Kersten. Reduktionsverfahren 
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5.4.2 Tragwerksform a: Riegelstrauge als Hauptstrauge 

5.4.2.1 Feldmatrizen fiir Ersatzsystem 

Auf Grund der Vernachlassigung der Langssteifigkeit der Rahmenstabe sind 
die Knotenpunkte des Rahmens in vertikaler Richtung unverschieblich, d. h., 
es ist w = const oder Null. An jedem Hauptstrang kann man daher das konju-

form b 

~~ ~~ ~ v. ~~ ~" ~~ ll~ 

form 0. 

:::;:~ ~~ ::y,iy; 

Abb.85. Verschiebliche Stockwerkrahmen: 2 filr die Berechnung nach dem Reduktionsverfahren zu unter
scheidende Formen 

gierte Paar (W, Q) unterdriicken und mit den Paaren (cp, M) und (u, N) allein 
rechnen. Die Langskraft und Langsdehnung miissen mitgefiihrt werden wegen der 
horizontalen Verschieblichkeit der Riegelknotenpunkte. Grundlage fUr die Auf-
8t~llung der Feldmatrizen des Ersatzsystems bilden die GIn. (59) aus Abschnitt 
4.3.2.2 des verschieblichen Durchlaufrahmens bei EF = 00. Z. B. erhalt man bei 
zwei Riegelstrangen (Hauptstrangen) fUr Wkl = Wk2 = wk-l,l = wk-l,2 = 0 
und unter Beachtung der im Abschn. 5.3.1 beschriebenen Reihenfolge der Kraft
und DeformationsgroBen: 

100 o 

o -2 0 o 

o o 1 o 

o o 

M* (1.) 
kl l. o o 

N* (1.) kl l. o o o o 

o 

o o o o 

1 o o o o 

o o o o 

o 

o 0 o o 

o o 

o· o 

o 1 o o 

o o -2 0 

o 001 

o o o o 

o 

o 

* CPkO,l 

1 1 
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mit 

(i = 1, 2) 

Die Koeffizientenmatrix in Gl. (73) ist die gesuchte Federmatrix des Ersatz
systems ftir zwei Riegelstrange. 

5.4.2.2 Punktmatrix filr Ersatzsystem 

Wegen der Vernachlassigung der Langssteifigkeit der Stiele enthalten die in 
die Punktmatrix aufzunehmenden Koppelfedermatrizen nur die Paare (w, Q) 
und (cp, M). In ihnen entsprechen die Durchbiegungen w den Langsverschiebun
gen u der Riegelknoten: 

WStiel = URiegel 

und ftir die Verdrehungen gilt: 

CPSticl = CPRiegel • 

Ebenso sind die Randmomente und RandquerkrMte der angefederten Stiel
felder bei Beachtung der V orzeichen identisch mit den Momenten- und Langs
kraften an den dazugehorenden Knoten der Riegelstrange. 

a. 

freigr68en: 
'1'1: (0) 
UI~ (0) 

tpl~ (0) 

u1:(0) 

b 

p 
oe // JZ 

p 
01 1/ // 31 '11 

frsofzsyslem 
Rond6edin!lun!len: 

N; (0)- 0 

fi"!' Mj; (0) - 0 
, Ni1 (0) = 0 

~----~T-~~~-----4~----~ 

M;'O) -0 

Abb.86. Verschieblichc Stockwerkrahmell llach Form a mit Ersatzsystem 

Mit diesen Beziehungen lassen sich die Punktmatrizen entwickeln. Beispiels
weise die Punktmatrix an der ersten Feldgrenze des Ersatzsystems vom Rahmen 
nach Abb. 86 wird wie folgt abgeleitet: 

Die Koppelfedermatrix des Stielstranges ergibt sich aus Addition der Koppel
feder des Stielfeldes ~ [nach Gl. (66)] und der Federmatrix des Stielfeldes hI 
(nach Tab. 5a). Es wird zur Abktirzung gesetzt 1St/Ie = a 

9* 
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In der Lastspalte konnen noch zusatzlich bei Vorhandensein von Zwischenbedin
gungen SprunggroBen und bei Vorhandensein von Knotenbelastung Knoten
krafte stehen. 

5.4.2.3 Zusammenhang am ganzen Tragwerk 
Die Rechnung verlauft in der gleichen Weise wie beim unverschieblichen 

Stockwerkrahmen. Der Rahmen wird reduziert auf ein sog. Ersatzsystem, das 
von den mit Koppelfedern verbundenen Hauptstrangen gebildet wird. Die Rand
bedingungen und die FreigroBen werden nach Tab. 2 und 4 bestimmt. An jedem 
Hauptstrang treten dabei zwei unbekannte FreigroBen auf, so daB man am Ende 
des Rechenschemas bei n Hauptstrangen ein lineares Gleichungssystem mit 2n 
Unbekannten bekommt. Als Beispiel ist fUr den Rahmen von Abb. 86 das Ersatz
system mit den dazugehorenden Randbedingungen und FreigroBen angegeben. 
Es ist auch hier vorteilhaft, mit Rechenschema (11) zu rechnen, weil man dann 
sofort aile Kraft- und DeformationsgroBen links und rechts neben den Feld
grenzen bekommt. 

Zum SchluB sind wieder zur "Oberpriifung der Ergebnisse an samtlichen 
Knoten und am ganzen Tragwerk die Gleichgewichtsbedingungen zu kontrollieren. 

5.4.2.4 Beispiel 9 
A ujgabenstellung und Geometrie 

Geometrische Werte: Belastung: 

~ = 8 m w = 1 Mp/m 

l2 = 6 m MlO,l = 20 Mpm 

~=k2=4m 

EIBl = 30000 Mpm2 

3 
EIB2=4EIBl 

1 
EISt = <[EIBI 

I 

~ 

01 

- ~ ..c:! Lo.J 

L",7h. 

ElRz 

1:> t;j 
11 

'o.~ t\ 
11 , [JHa 

1:> t;:] 

~0/7 

1:> 
t;:j 

/1 

1:> 
t;:j 

"C1M 
Gesucht sind der Verformungs
zustand des Rahmens sowie 
die Schnittkraftschaubilder 
und die Auflagerkra£te. 

.1. 1- l1 -------.~- la~ 
Abb. 87. Beispiel 9: Yerschiebliche Stockwerkrahmen nach Form a 

freigrii8en: oz tt ~-f -2 Rond6edingungen: 
u.,; (oj ~---""'£"'H,""------;;:---""'[,"'Hi1""--"::';")- NJ~. (01-0 
'I,: (0) Tc Mit 7; tr; 1 ,.,; (OJ- 0 

m.' * ( j II./: (OJ 31 "·\"6 NJ, 0 - 0 
,; (0) I Ri 1Hz ' /) ---:r M;U 0) - 0 
ITT 
~i 0---- l, ---001--- It -----J 

lc lc 
Abb.88. Ersatzsl'stem zu Beispiel 9 

VergleicksgrofJen. Gewahlt: 
E1c = 6EI Bl Pc = 1 Mp lc = 4 m. 

Das Ersatzsystem des Rahmens ist in Abb. 88 dargestellt. 
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Koppelfedermatrizen fur die Stiele 

!"-- 1st _ ~!~ _ (~)2 1st _ (~)2 1st _ -.!. ~. ~ _ ~ 
hl Ie - h2 Ie - hl Ie - h2 Ie - 4 2 6 - 12 . 

a) Stiel 0 

CPOI = CPn (0) 

CP02 = CPI2(0) 

Feld hI (nach Tab. 5 b) : 

U 01 = Un(O) 

U 02 = Ul2 (0). 

M*(h,) 
1 

Qi(h,) 

1 
12 

-12 -6 

-6 -4 [u~, ~ 1-: -i \ \Uril\ = h,62396\ 

p~, I -1 -: pri, \',GB551 
M(h,) = -+- (j 495 Mpm 

1 " 

Feld h2 [nach Gl. (66a)]: 

M*(h,) -6 -2 +6 -4 * - 1 U02 
Q*(h,) 

-1 1 +12 +6 -12 +6 CPci2 
+M*(h,) 12 6 -4 +6 -2 Uri1 l +Q;(h,) l-12 -6 +12 -61 * CP01 

1 1 +~ 1 
fUri2 f 0,28302 -Miho) = 1,132 Mpm -"2 -6 2 -3 

+1 +~ -1 +~ * -0,75851 - Qih,) = -0,758 Mp 
2 2 CP02 

-
1 1 +~ 1 

-"2 -3" 2 -6 Uril 0,47551 +M~h.) = 1,902 Mpm 

-1 
1 

+1 
1 * 0,75851 + Q~h2) = 0,758 Mp. -"2 -"2 CPOlI 

Koppel£edermatrix 

1 1 
0 

2 
2 -6 -3 

+1 
1 

-2 0 +"2 
Q:ci = 

1 1 1 1 
2 -3" +"2 -ff 

-1 1 
+1 

1 
2 -"21 

b) Stiel 1 

CPu = CPn (l1) un = un (tI) 

CPl2 = CP12 (11) U12 = u12 (lI)· 
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Feld hI: 

M*(h,) 

~I-; 1 
u~1 0,43560 1 -g 

Q~(h,) -1 1 
IP~1 1,90296 -"2 Qih,) = 1,902 Mp. 

Mih,) = 1,742 Mpm 

Feld h2 : 

I M*(h,) 
- 1 

_Q~(h,) 

-
+M;(h,) 

+Q;(h,) 

Koppelfedermatrix 

1- ~ 

+1 
1 
2 

-1 

1 
-6 

+~ 2 

1 
-g 

1 
2 

+~ 1 
2 -g 

-1 +~ 2 

+~ 1 
2 -6 

-Mih,) = -2,582 Mpm 

-Qih,) = 0,244 Mp 

+Q~h,) = -0,244 Mp. 

Q:~ = Q:j. 

* U 12 -0,64550 

* IP12 0,24450 

U~1 0,40101 

* IPnl -0,24450 

In der Lastspalte der Punktmatrix ut steht 

c) Stiel2 

Randschnittkriifte 

Feld hI: 

Feld h2 : 

* M;o 1 20 • 
M1O,1 = P i =4= D. 

IP21 = IP21 (l2) 

IP22 = IP22 (l2) 

c c 

U21 = U21 (l2) 

U22 = U22 (l2)· 

M* (h,) __ ~ h~ _1 ___ ~ 
10 - 8 Pele - 2 

Q*(h,) __ .l!.-w.1. ~-_.l!.-
10 - 8 '''1Pe - 2 

_M*(h,) _ ~ h~ _1 __ ~ 
10 - 12 Pe le - 3 

-Q~O(h,) = _ w h~ ~ = _ 2 
2 Pc 

M*(h,) - _ ~ 
20 - 3 

Q;o(h,) = - 2. 
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F edermatrizen 

Feld hI (nach Tab.5b): 

M*(h,) 

~I- ': 3 1 
U;l 1 12 - 2 

Qi(h,) 3 5 * l- 12 12 - 2 t:p21 

1 

I-~ 1 1 * 0,41149 

=1 ~ 
4 2 

U 21 

1 5 * -1,58851 l-T 4 2 t:p21 

1 1 

M~h,) = +1,645 Mpm 

Q~h,) = -1,588 Mp. 

Feld h2 [nach G1. (66a)]: 

_M*(h,) ,-~ 1 +~ 1 
1 

I +~ 
6 -a-

_Qi(h,) +~ -1 1 
2 +-:f 

+M:(h,) 1 1 +~ 1 
-2 -a- 2 -If 

+Q;(h,) -1 1 
-!-1 

1 
-2 -2 

_M~h.) = +4,284 Mpm 

- Qih,) = -3,485 Mp 

+M~h,) = +1,659 Mpm 

+ Q~h,) = -0,514 Mp. 

Koppelfedermatrix 

1 1 +~ 2 -6 4 

+1 
1 5 

[*-
+2 -4 

2- 1 1 -!-~ 
2 -g-

o 2 

-1 
1 

+1 ::l 

I 1 

'a-
-2 

1 
-S 

-2 

7 
12 

+~ 4 
1 

-6 
1 

-2 

* U 22 

* t:p22 

* u 21 

t:p;l 

1 

1 
-6 

9 
-2 

1 
- 3

21 

+1,07105 

-3,48597 

+0,41493 

-0,51403 

1 
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u7~ (0) T72 (0) utI (0) Ttl (0)1 
Rechenschema R 9 I 1 0 0 0 0 

0 1 0 0 0 

0 0 1 0 0 

0 0 0 1 0 

-1/2 -1/6 0 -2/3 0 

+1 +1/2 -2 0 0 

-1/2 -1/3 +1/2 -1/6 0 

-1 -1/2 +1 -1/2 0 

0 0 0 0 1 

1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 

0 -2 0 0 0 0 +6 0 0 -3 -4 +3 -1 0 

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 +1 0 0 

0 0 0 -2 +6 0 0 0 0 -3 -1 0 -6 0 

~* -1- 0 0 0 +1/2 -2 0 0 0 0 +1 +1/3 0 +11/6 0 

0 0 0 0 0 1 0 0 0 +1 +1/2 -2 0 0 

0 +1/2 0 0 0 0 -2 0 0 +1 +7/6 -1 +1/3 0 

0 0 0 0 0 0 0 1 0 -1 -1/2 +1 -1/2 0 

-1 +3/2 -1 +3/2 -4 -1 -4 -1 1 / l 0 0 0 0 1 

1 0 0 0 0 0 0 0 0 f 1 0 0 0 0 

0 1 0 0 0 0 0 0 0 I -3 -4 +3 -1 0 

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 +1 0 0 

0 0 0 1 0 0 0 0 0 -3 -1 0 -6 0 

U*-1- -1/2 -1/6 0 -2/3 1 0 0 0 +5 +3 -1-5/3 -1/2 +6 +5 

+1 +1/2 -2 0 0 1 0 0 0 -1-1/2 -3/2 -5/2 -1/2 0 

-1/2 -1/3 +1/2 -1/6 0 0 1 0 0 +2 +16/6 -3/2 +5/3 0 

-1 -1/2 +1 -1/2 0 0 0 1 0 +1 +2 +1/2 +3 0 

0 -1/2 -1/2 +1/3 -1 -1 -1 -1 1-5/ 0 0 0 0 1 

1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 

0 -2 0 0 0 0 +6 0 0 +18 +24 -15 +12 0 

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 +1 0 0 

Q 0 0 -2 +6 0 0 0 0 +24 +12 -3 +48 +30 

lJ: = 0 0 0 +1/2 -2 0 0 0 0 -15/2 -23/6 +1 -15 -10 

0 0 0 0 0 1 0 0 0 +1/2 -3/2 -5/2 -1/2 0 

0 +1/2 0 0 0 o -2 0 0 1-11/2 -44/6 +9/2 -23/6 0 

0 0 0 0 0 0 0 1 0 +1 +2 +1/2 +3 0 

-1 +3/2 -1 +3/2 -4 -1 -4 -1 1 o 0 0 0 1 
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Uit(O) = -7,804947 U12 (0) = -0,00277 m 

cpit (0) = + 1,470687 CP12 (0) = +0,0001307 

Uil (0) = -4,998308 Uu (0) = -0,00177 m 

cpil (0) = +2,625581 CPu (0) = +0,000233 

Mil (0) = +1,906980 = t)i(O) Mu(O) = +7,627 Mpm = t)1(0) 

Nil (0) = +2,92701 Nu (0) = +2,927 Mp 

Mit (0) = +0,47551 I (,,(0) ~ +',902 Mpm 
Nit (0) = +0,75851 N 12 (O) = +0,708 Mp 

1 J 1 

ut,(l,/l,) ~ -7,80494] u12 (ll) = -0,00277 m 

cp? (lillel -0,08840 CP12(ll) = -0,0000064 

u ll (ll/lel - -4,99830 Uu (ll) = -0,00177 m 

CPil (lille) = +6,19068 CPn(ll) = +0,00055 

Mil (lll lcl = -2,5011G = t){ (ll/ le) Mu(ll) = -10,004Mpm = t)1 (ltl 
Nil (ll/ le) = +2,92701 Nll (l1) = +2,927 Mp 

Mit (lll lc) = -0,2156i) M 12 (ll) = -0,8!i2Mpm 

Nit (llfle) = +0,758fi1 N 12 (ll) = +0,758 Mp 

1 1 

u'it (0) = Uit (ll/le) U22 (0) = u12 (11) 

CP'it (0) = CP{2 (lll le) CP2Z(0) = CP12(ll) 

U'il (0) = U{l (ll/ le) U21 (0) = U21 (l1) 

CPil (0) = CP{1 (ll/le) lP21 (0) = CP21 (ll) 

- Mil (0) = +2,28893 = t)i (0) M21 (0) = + 9,155 Mpm = t)2(0) 

Ntl (0) = +5,07448 N 21 (O) = +5,074 Mp 

Mit (0) = +0,18535 M 22 (0) = +0,741 Mpm 

N'it(O) = +0,51402 N 22 (0) = +0,514 Mp 

1 1 

u'it(l2/le) = -7,80494 1l22 (l2) = -0,00277 m 

cptt (l2/lc) = + 1,28903 CP22(l2) = +0,000114 

uil (l2/le) = -4,99830 u21 (l2) = -0,00177 m 

cpi't (l2/le) = + 1,35232 CP21 (l2) = +0,000120 

Mil (l2/lc) = -1,48254 = t): (l2/lc) M 21 (l2) = -5,930 Mpm = t)2 (l2) 

Nil (l2/le) = +5,07448 N 21 (l2) = +5,074Mp 

Mit(l2Ilc) = -0,41493 11f22 (l2) = -1,659 Mpm 

N!,(l2Ile) = +0,51402 N 22 (l2) = + 0,514Mp 

1 1 
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Rechenschema R 9 Fortsetzung 
1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 
0 1 0 0 0 0 0 0 0 +18 +24 -15 +12 0 
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 +1 0 0 
0 0 0 1 0 0 0 0 0 +24 +12 -3 +48 +30 

-1/2 -1/6 +1/4 -7/12 1 0 0 0 -1/6 -25 -89/6 +11/2 -45 -83/3 
+1 +1/2 -5/4 +1/4 0 1 0 0 -9/2 +33/2 +27/2 -12 +35[2 +3 

-1/2 -1/3 +1/2 -1/6 0 0 1 0 -1/3 -16 -52/3 +21/2 -95/6 -16/3 
-1 -1/2 +1 -1/2 0 0 0 1 -2 -21 -16 +21/2 -27 
0 -1/2 -3/2 0 -1 -1 -1 -1 1+7 0 0 0 0 

Berechnung der FreigrofJen 

Aus den Randbedingungen am rechten Ende folgt das Gleichungssystem: 

* * 89 * 11 * 5 * 0 83 0 MSI (0) = -25 U12 (0) - If IP12 (0) - "2 Ull (0) -4 IPll ( ) - 3 = 

* 33 * 27 * * 35 * 0 3 0 NS1(0) = "2U12(0) + "2 IP12 (0) -12 ull(O) -"2 IPll ( ) + = 

mit der Losung: 

U~2(0) = -7,804944 

IP~2(0) = +1,470687 

u~l (0) = -4,998308 

IP~l (0) = +2,625581. 

Faktor zur Ermittlung der tatsiichlichen Kraft- und DeformationsgrofJen 

_ * Pc z: _ * 43 _ 0 00035 * [ ] w - wE]. - W 180000 -, w m 

_ * Pc Z! _ * 16 _ 0 000088 * IP - IP Jij]. - IP 180000 - , IP 

j1{ = M* Pc le = M* . 4 [Mpm] 

Q = Q* Pc = Q* . 4 [Mp] 

-17 
1 
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Ui2 (0) = u:2 (l2flc) 

IP:2 (0) = IP:2 (12f1c) 

uti (0) = uri (l2f lcl 
IPil (0) = IP:l (12f1c) 

Mil (0) = 0 

Ntl (0) = 0 

M~2(0) = 0 

Nto(O) = 0 
1 

Schnittkraftschaubilder 

M [MpmJ 

fl [Mp 1 

~ 
[ MpJ N "> 

""'-.. 
~ ..... "'-... ", 8? 

+0.7S8 

+-3,937 

= tJr(O) 

8m 

+o.S1¥ 

~ 
"" ""- +5,07G ~ 

~ 
"" <:s 

!: "7 

"" "" '" ""-I 

;t 

"" "'-
:'-:<~ 

U32 (0) = U22 (12) 

IP32(0) = IP22(12) 

uadO) = U 21 (ll) 

IP31 (0) = IP21 (12 ) 

M 3l (0) = ~ 
N 3l (0) = 

I M32(0) = 0 

N 32 (0) = 01 
l 1 

+N (Druck) 

7 Mp/m 

-N (Zug) Abb.89. Schnittkraftschaubilder 
zu Beispiel 9 
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0.4.3 Tragwerksform b: Stielstriinge als Hauptstrange 
5.4.3.1 Feldmatrizen fur Ersatzsystem 

An jedem Stielstrang sind die konjugierten Paare (w, Q) und (cp, M) fiir die 
Rechnung maBgebend. Das Paar (u, N) wird nicht mitgefiihrt, weil die Dehn
steifigkeit der Rahmenstiele nicht erfaBt werden solI. Die horizontalen Langsver
schiebungen aller zu einem Riegelstrang gehorenden Knotenpunkte sind gleich. 
Es gilt somit fUr die Knotenpunkte des Riegels k bei n Stielstrangen: 

Wk1 = Wk2 = Wk3 = ... = Wkn · 

ZweckmaBig ist es daher, bei der Berechnung des Ersatzsystems yom Stockwerk
rahmen die n konjugierten Paare (w, Q), die bei n Stielstrangen vorhanden sind, 
durch das eine konjugierte Paar (w, Qges) zu ersetzen, wobei W die gemeinsame 
Durchbiegung und Qges die Summe der Querkrafte aller Stielstrange sein solI. 

Ableitung der Feldmatrix fUr zwei Stielstriinge (Abb. 90). Fiir jeden Stiel-
strang gilt zunachst die Feldmatrix nach Gl. (5). Bei der Verschiebung des Rie-

~ ~ gelskumwk(Abb.90b)entstehen 
~ ..." ::t: ~ nach den Ansatzen des Deforma-

tionsverfahrens an den Knoten 
k 1 und k 2 die Querkrafte 

Qkl Uk) = - 12~1!<1 Wk1 (lk) 
k 

Riegel k Wk Wk 

r k,Z kT 
.... ~ 

und ~ 
- !--t 

l 1(-1: 
Lo...i 

Riegel k-1 Q 12Elk2 
k2(lk) = --T--Wk2(lk)· 

k 
lr-1,1 

H H 
Abb.90 

Laut Definition wird gesetzt: 

QkgeS (lk) = Qk1 (lk) + Qk2 (lk) 
und 

wk(lk) --.:. wkl(lk) = Wk2 (lk) = Wk· 

Das gibt 

Q 1 [ 12Elkl 1 ) 12Elk2 (l )] (12Elkl 12Elk2) 1 kges(k)=- --Z1-Wkl(k +- --"if Wk2 k =- -ZZ -+---z(- - WkCk) 

oder nach Wdlk) aufgelost (74a) 

(l) - _-::-:QUes(Zk)_ = =9ueB(lk~ (74b) 
W k k - l~E!~ +12Elk~ 12R· 

Z~ Z~ 
2 

R =E~~!+~~~= LE~ki. 
lk lk i = 1 lk 

Darin ist 

Mit den Beziehungen (74) konnen die ersten Zeilen der Feldmatrizen der beiden 
Stielstrange zu einer Zeile zusammengefaBt werden. Die beiden Zeilen lauten 
[nach Gl. (5)]: 

12 Za 
Wkl (lk) = Wkl (0) -lk CPkl (0) + -2E~- Mkl (0) + -6--Ekl-- Qkl (0) + WkO 1 (lk) 

n n ' 
12 IS 

Wk2 (lk) = Wk2 (0) -lk CJ?k2 (0) + 2E;k2 Mk~ (0) + 6Et2 Qk2 (0) + WkO,2 (lk)· 

Die einzelnen Anteile der zusammengefaBten Zeile werden getrennt abgeleitet: 

1. Anteil: wk1 (lk) = Wkl(O») 

Wk2 (lk) = Wk2 (0) 
Wk (lk) = wk (0). 



2. Anteil: 

3. Anteil: 

4. Anteil: 

a.Anteil: 
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Wkl (lk) = WkO,l (lk) 
Wk2 (lk) = WkO,2 (lk) 

Q 1 [12Elkl 1 12Elk2 (1 )] kges ( k) = - -----zr- WkO,l ( k) + ----zr- wkO,2 k 
Elkl Elk2 

l" WkO,l(lk) + --,;;- WkO,2(lk) 
wk (lk) = k R . Ie 

Nunmehr kann aus den einzelnen Anteilen die erste Zeile (GIeichung fiir wk) der 
gesuchten Feldmatrix aufgebaut werden. Die Zeilen fUr Cfkl und Mkl ergeben 
sich aus der urspriinglichen Feldmatrix [nach Gl. (5)] des Stielstranges 1 durch 
Elimination von Qkl mit Hilfe von Wkl. Diese Ableitung ist in Abschn. 3.4.4.1.1 
beirn Durchlauftrager auf festen Stiitzen durchgefiihrt. Es konnen somit die 
GIn. (22) von dort iibernommen werden. Die Zeilen fUr C{Jk2 und Mk2 bekommt 
man in gleicher Weise. Die Zeile fiir die Querkraft lautet: 

2 

Qkges(lk) = Qkges(O) + QkOges(lk) = Qkges(O) + i';' QkO,i (lk) 

= Qkgcs (0) + QkO,l (lk) + Qko,2(lk)· 
Jetzt sind aIle GIeichungen, die den linearen Zusammenhang zwischen den Kraft
und DeformationsgroBen am linken und rechten Ende von Feld lk des Ersatz
systems fiir den zweistieligen Rahmen ausdriicken, bekannt und konnen zusam
mengefaBt werden: 
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Darin sind: 

A* _Iki Z~ ~ 
lei - Yo Z; R* 

B* 1 Ze 1 
lei =2 T,; R* 

2 
R* = L Iki Z~ 

i=l Ie Z~ 

M--. (Zk) 6 Iki Z~ * (Zk) M* (Zk) 
.. leO, i T = - T Z" WleO i T + 1 leO i T 

C Ok' c 'c 

Q* (lk) _ ~ Q* (lk) 
Ie 0 ges 1; - i-=-l leO, i 1; . 

(76a) 

I (; ~ 1,2) 

In Gl. (76) ist die Koeffizientenmatrix die gesuchte Feldmatrix des Ersatzsystems 
fiir zweistielige Rahmen. Es bereitet keine Schwierigkeiten, Feldmatrizen fiir 
Rahmen mit mehr als zwei Stielstrangen aufzustellen. Die Abkiirzungen (76a) 
sind bereits allgemein dargestellt; sie gelten fiir n Stielstrange, wenn i = 1 ... n 
gesetzt wird. Zu beachten ist, daB die Feldmatrix bei n Zeilen n + 1 Spalten hat. 

5.4.3.2 Punktmatrix des Ersatzsystems 

Sie wird in bekannter Weise aufgebaut. In ihr steht die Koppelfedermatrix 
des angefederten Riegelstranges. an der betreffenden Feldgrenze des Ersatz
systems. Die Koppelfedermatrix enthalt bei n Stielstrangen n konjugierte Paare 
(9', M). 

Zum Beispiel bekommt man fiir einen zweistieligen Rahmen: 

wt +1 (0) 1 0 0 0 0 0 0 wt (0) 

o 
9': + 1,1 (0) 0 

Mt+ 1,1 (0) - 0 

Mt+1,2(0) 0 

Qt+lges(O) 0 

1 0 

1 o 0 0 0 

o 1 

m 
o 0 

o 0 

o 0 0 

100 

010 

001 

o 0 0 

o 

o 
_M*(r) 

leO,l 

+M*(r) 
leO,2 

o 
1 

9':2 (0) 

9':1 (0) 

Mtl (0) 

Mt2(0) 

Qtges(O) 

1 

(77) 

Darin ist [Ie (9't2' 9'f1) die Koppelfedermatrix des an der betrachteten Feldgrenze 

vorhandenen Riegels und MtJ~l, M:J~~ sind die durch die Riegelbelastung 
entstehenden, mit den Beziehungen (14) umgerechneten Randmomente am Riegel. 
AuBerdem konnen in der letzten Spalte der Matrix noch die bekannten Sprung
groBen sowie zusatzliche, aus der auBeren Belastung herriihrende Knotenmomente 
und Knotenkrafte stehen. 
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0.4.3.3 Zusammenhang am ganzen Tragwerk 

Die Randbedingungen und die FreigroBen am Ersatzsystem werden nach 
Tab. 2 bestimmt. FreigroBen an jedem Stielstrang sind je nach konstruktiver 
Ausbildung des Lagers entweder Moder qJ. Dazu kommt noch als weitere Frei
groBe Qges fiir aIle Stielstrange gemeinsam. Bei n Stielstrangen treten somit n + 1 
unbekannte FreigroBen auf. Diese werden am Ende des Rechenschemas aus 
n + 1 linearen Gleichungen berechnet, die sich aus den Randbedingungen am 
oberen Ende des Stockwerkrahmens ergeben. Die Rechnung selbst wird wieder 
zweckrnaBigerweise mit Rechenschema (11) vorgenommen. Zu beachten ist, daB 
die Feldmatrizen bei n Zeilen n + 1 Spalten haben, also die verschrankte Matri
zenmultiplikation anzuwenden ist. 

Zurn SchluB mussen an samtlichen Knoten und am ganzen Tragwerk die 
Gleichgewichtsbedingungen erfullt sein. 

33 36 

63 
~P 

66 

91 

f 
37 

61 

(f" J 

Rahtl6edingungen: 
MfJ(O) .0 

M~ (oj - 0 

Ms~(O) = 0 

q~IS(o) = 0 

~P 
~~ federmdlr.: 

13 16 11 
,..* tr (" " • Ok - ~k 'kJ''!irZ''h 

03 06 0 
~~ "??:% '??w ,J 

Abb.91. Verschiebliche Stockwerkrahmen nach l!'orm b mit Ersatzsystem 

Als Beispiel ist in Abb. 91 fiir den dargestellten dreistieligen Stockwerkrahmen 
das Ersatzsystern mit den dazugehi:irigen Randbedingungen und FreigroBen 
angegeben. 

5.4.3.4 Beispiel 10 

A ufgabenstellung und Geometrie 

Geometrie 

l=4m 

EI = 3,5 . 103 Mpm3 

Belastung 

W= 2 Mp/m 

P=9Mp 

Gesucht: Schnittkraftschaubilder und Auflagerkrafte. 

10· 
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Das Ersatzsystem mit allen FreigroBen und den Randbedingungen am rechten 
Tragerende ist in Abb. 93 zu sehen. 

VergleichsgrofJen: Gewahlt 

le = 4m Pc = iMp E1c = 6EI. 

J wit 
Mz';; Mz~, 

Rondbedingungen: t( zz ill n fl ---. I M;;(ol-O 

I M3~ (0) - 0 

~ l;:J .... ~ i3* (OJ - 0 

1Z 11 ~ EI 

t;:: 

:J j r..,:Vri/JM, 
M,; (oj 

02 M;(O) 

l--l---l 
,- ,-

~'~B$(Oj 
Abb. 92. Beispiel 10 : Verschiebliche Stockwerk- Abb.93. Ersatzsystem zu Beispiel 10 

rahmen nach Form b 

KoppelJedermatrizen der Riegel [nach Gl. (65)]. Sie sind fiir beide Riegel mit 
Ausnahme der Lastspalten gleich. 

I l. 1 
I. T=6 

!_M~(r) 1 -2 -4 rp;j -! -: I rp; 

+M*(r) =6 -4 -2 m* = 2 -~J m* 
2 '1'1 3 3 '1'1 

In der Lastspalte von Riegel 2 stehen folgende Randschnittkrafte 
* (r) l (2 )2 1 1 4 * -M20,2 = -P"3"3 l 121>.(= -"3= +M20,2 

* (r) _ ( l)2 2 1 1 _ 2 _ * +M20,l - +P "3 '3 l12P;Z;- +'3- +M20,l' 

Aufstellen des Reckensckemas. Die Feld- und Punktmatrizen werden nach 
Gl. (76) und Gl. (77) gebildet. 

BelastungsgrofJen [nach Tab. 1 b und Gl. (76a)] 
a) in Feldmatrix tyt: q* = 2· 4 = 8 

rptO,2 ( ::) = - : . 6 = - 8 

M~O,2 (~) = ~ = 4 

QtO,2 G~) = 8 

1 
-·2 

-* (ll) 6 1 
W 1O,2 r; = -1- = 

'3 

q5to,2 (::) = 3 . 2 - 8 = - 2 

MtO,2 (:;) = - : . 2 + 4 = 2 

Qtoges (!; ) = 8. 
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b) in Feldmatrix iH stehen die gleichen BelastungsgroBen wie in ~i. 

Rechenschema RIO 

Bestimmung der FreigrofJen. Die Randbedingungen am oberen Rahmenende 
werden erfiillt und man erha,!t folgendes Gleichungssystem: 

* 69 M* 41 M* 0 35 Q* MgdO) =2 11(0) + 2 2l() + 2 1ges(O) + 73 = 0 

* 41 * 69 M* 35 * 187 .LlfS2 (0) =2 M11 (0) + 2 2dO)+2Qlges(0) +-3-=0 

Q*(O) _ 
Sges -

---- - ------- ---
1 Qiges (0) + 16 = 0 

mit der Losung 
Qiges(O) = -16 

Mil (0) = 3,47965 

M:l (0) = 4,24150. 

Schnittkraftschaubilder und Auflage1'kriifte. Umrechnungsfaktoren zur Ermitt
lung der dimensionsrichtigen Werte 

w = w* ~;: = w* 6-:-~OO- = w* . 0,003047 [m] 

q; = q;* ~;c~ = q;* 6-;-~}OO = q;* . 0,0007619 

M=M*Pc lc =M*·4 [Mpm] 

Q = Q* Pc = Q* [Mp] 

Randmomente in den Riegeln 

Riegel 1: 
M*(1) 1 

- :1 -3,0207 3,2111 - 1 -T 
-

+M:(l) 2 -3,3064 3,1159 
3 -TI 

-Mil) = 12,844 Mpm +M~l) = 12,464 Mpm. 
Riegel 2: 

I-M'''' 
1 2 , 

'I -T -T i +...:'... -2,0340 +1,7375 
3 

I+M~'" - I 

2 1 

I 
4 -0,5945 +0,2138 -T -T -Tj 

1 1 

-Mi2) = 6,950 Mpm +M~2) = 0,855 Mpm. 

Abb. 94 zeigt die Schnittkraftdiagramme. 

Auflagerkriifte 

AH = 10,143 Mp 

BH = 5,857Mp 

Av = 4,049 - 6,327 = - 2,278 Mp 

Bv = 4,951 + 6,327 = 11,278 Mp 

J;H= 16,000-16=0 J;V= 9,000- 9 = 0 
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Rechenschema RIO 

1 -0,5 -0,5 1,5 1,5 0,5 1 0 

3 -2 0 0 3 0 -2-3 

3 0 -2 3 o 0 0-3 

iY~ = -1 0 

-1 1 
1 -2 ° 0 

° 0 -2 0 

I 0 0 o 0 0 1 

l-5 1,5 1,5 -2,5 -2,5 -1,5 

1 0 o 
010 

o 0 1 

o -1/3 -2/3 

o -2/3 -1/3 

o 0 0 

-1 0 0 

o 
o 
o 
1 

o 
o 

-1 

1 -0,5 -0,5 1,5 

3 -2 0 0 

3 ° 
iY: = -1 0 

-1 +1 

o 0 

-2 3 

1 -2 

o 0 

o 0 

o 
o 
o 
o 
1 

o 
-1 

1,5 

3 

o 
o 

-2 

o 

o 

° o 
o 
o 
1 

-1 

0,5 

o 
o 
o 
o 
1 

o 1 

2 1 

8 0 

-8 4 

o 0 

o 
o 
o 
o 
o 
1 

o 
o 
o 
o 
o 
o 

1 0 

-2 -3 

o -3 

o 1 

2 1 

8 0 

-5 1,5 1,5 -2,5 -2,5 -1,5 -8 4 

10000000 

o 1 0 0 0 0 0 0 

00100000 

U: = 0 -1/3 -2/3 1 0 0 2/3 0 

o -2/3 -1/3 0 1 0 -4/3 0 

o 
-1 

o 
o 

o 
o 

o 0 

-1 -1 

1 0 0 

-1 +5/3 0 I 

M~l (0) M~2(0) Qtges(O) 1 

o 0 0 0 

000 0 

o 
1 

o 
o 
o o 

o 
o 
1 

o 

o 
o 
o 
1 

o 

o 
o 
o 
o 
1 

1,5 1,5 0,5 1 

-4,5 -1,5 -1,5 -5 

-1,5 -4,5 -1,5 -3 

-0,5 1,5 

1,5 -0,5 
o 0 

o 0 

1,5 

-4,5 

-1,5 

2 

5 

o 
o 

1,5 

-1,5 

-4,5 

5 

2 

o 
o 

0,5 

0,5 
1 

o 
0,5 

-1,5 

-1,5 

2 

2 

1 

o 

1 

3 
8 

1 

1 

-5 

-3 

4,66 

7,33 

8 

1 

15 15 8,5 28 

-16,5 -31,5 -15 -51 

-31,5 -16.5 -15 -61 

8 -1 2,5 +14,66 

-1 8 2,5 +9,33 

o 0 1 16 

o o o 1 

15 15 8,5 28 

-16,5 -31,5 -15 -51 

-31,5 -16,5 -15 -51 

34,5 20,5 17,5 73 

20,5 34,5 17,5 62,33 

0 0 1 16 

0 0 0 1 

I 
I 
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W~ (0) 

IP~2 (0) 

IP~1 (0) 

M~I(O) 

M~2(0) 

Q~ge8(0) 
1 

o 
o 
o 
3,4796 = t){ (0) 

4,2415 

= -16,0 I 

W~ (II/Ie) 4,5817 

IP~2 (II/Ie) = - 3,0207 

IP~1 (l'J./le) = -3,3064 

M~d'J.lle) = - 2,3775 = t)~ (l1/1e) 

M~2(1'J.lle) = -1,9013 

Q~ges(~/le) = -8,00 

W;(O) 

q>;2 (0) 

IP;1 (0) 

1 

M;1 (0) 

M;2(0) 

Q;ges(O) 

1 

W~ (~/le) 
IP~2 (l1/1e) 

IP~1 (~/lc) 
0,8336 = t): (0) 

1,2145 

= -8,00 

w; (la/Ie) 7,8180 

IP;2 (la/Ie) = - 2,0230 

IP;1 (l2/1e) = -0,5945 

M;1 (l2/1e) = -1,7377 = t): (12/1c) 

M;2(l2/1e) = -0,2139 

Q;ges (l2/1e) = 0 

1 

wt (0) w; (la/Ie) 

IP:2 (0) IP;2 (la/Ie) 

IP:1 (0) IP;1 (la/Ie) 
,--".,.-----, :1 (0) 0 = t): (0) 

:2 (0) 0 

o 

WI (0) 

IP12 (0) 

IP11 (0) 

M11 (O) 

M 12 (O) 

o 
o 
o 

13,918 Mpm = t)l (0) 

16,966Mpm 

Qlges(O) = -16,0 Mpm 

1 

WI (11) 

IPI2 (~) 

IP11 (~) 

M11(~) 

0,01396 m 

= -0,002301 

= -0,002519 

= -9,510 Mpm = t)1(l1) 

Mia (11) = -7,605 Mpm 

Q1ges(~) = -8,000 Mp 

W 2 (0) 

IP2a (0) 

IP21 (0) 

M 21 (O) 

1 

WI (l1) 

IPla (11) 

IP11 (~) 
3,333 Mpm = t)a (0) 

Ma2 (0) 4,858 Mpm 

Q2ges(O) = -8,000 Mp 

1 

w2 (Ia) 0,02382 m 

IPa2 (12 ) = -D,001541 

IPal (la) = -0,000453 

M 21 (la) = -6,950 Mpm = t)2(12) 

M a2 (l2) = -0,855 Mpm 

Q2ges(la) = 0 

1 

W3(0) - wa(la) 

IP32 (0) IP2a (12) 

IP31 (0) IP21 (12) 

'" (0) 0 I 
32(0) = 0 

Q3ges(0) = 0 

1 
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eMp/m ~1.57¥ r 
l +3,Z83 

I 

-1G.9GG , tAy 

i--- ¥ TTl. ------I 
Abb. 94. Schnittkraftschaubilder zu Beispiel 10 

5.4.4 Vierendeeltrager (EF = 00) 

5.4.4.1 Allgemeines 

N[Mp) 

Bei diesem Rahmentyp werden die beiden Gurtstrange zu Hauptstrangen 
erklart und die Pfosten angefedert. Man muB bei der Durchfiihrung der Berechnung 
unterscheiden zwischen den auf zwei Stiitzen gelagerten und dem durchlaufenden 
Vierendeeltrager (Abb. 95). Der erstere ist auBerlich statisch bestimmt, daher 
k6nnen samtliche Stiitzkrafte aus den Gleichgewichtsbedingungen am ganzen 

~P 'f" "l-L 
ifT;y 
p 

b 
Av 

Abb.95. a) Vierendeeitrager auf zwei Stiitzen; b) Durchlaufender Vierendeeitrager 

Tragwerk sofort bestimmt werden. Dadurch vereinfacht sich die Rechnung, denn 
es ist nur ein geschlossener Rahmen zu untersuchen, der durch bekannte auBere 
Krafte beansprucht wird, die miteinander im Gleichgewicht stehen. 



5.4 Berechnung verschieblicher Stockwerkrahmen (E F = 00) 153 

Beim durchlaufenden Vierendeeltrager dagegen ist nur die horizontale Stiitz
kraftkomponente am festen Lager von vornherein bekannt (aus E H = 0 am 
ganzen Tragwerk). Die vertikalen Stiitzkrafte kann man erst, nachdem aIle 
Schnittkrafte bekannt sind, aus den Gleichgewichtsbedingungen an den dazu
gehorenden Knoten ermitteln. AuBerdem sind wahrend der Rechnung an den 
mittleren Stiitzen die Zwischenbedingungen w = const zu erfiiIlen. 

5.4.4.2 Vierendeeltriiger auf 2 Stiitzen 

5.4.4.2.1 Feldmatrix des Ersatzsystems 

Die Gurtstrange und die Knotenpunkte werden nach Abb. 96 bezeichnet. Die 
Knotenpunkte k des Obergurtes (Hauptstrang 2) konnen sich bei Belastung des 

,P 

k-7,i! r r I I ! Ii! ! I I I 
k,i! Kf-1.i! oe 

~f: 
Av 

6urfSfrO~ngZ n,zL l 
,_ If ,- (jurlsfronn 1 11.,1 .<e n-l,l ,1 nrl,l :I 

----~~------~--------~-----

L,.--L,,,,~ j;, 
Abb.96. Vierendeeltriiger auf zwei Stiitzen: Benennung der Rnoten, Felder, Gurtstriinge 

Tragers sowohl horizontal wie auch vertikal verschieben und auBerdem verdrehen: 

W k2 =F 0, CPk2 =F 0 und Uk2 =F O. 

Die Knotenpunkte k des Untergurtes dagegen (Hauptstrang 1) konnen sich nur 
verdrehen und vertikal verschie ben: 

wkl =F 0, CPk! =F 0 und uk! = O. 

Wie bereits erwahnt, sind aIle auBeren den Vierendeeltrager belastenden Krafte, 
also auch die Stiitzkriifte, von vornherein bekannt. Sie bilden am Trager eine 
Gleichgewichtsgruppe. 

Wegen EF = 00 sind die Langskriifte in den Gurten nur abliangig von den 
auBeren, am Gurt angreifenden Langskriiften und den Querkriiften an den Pfosten. 
Letztere sind Funktionen der Belastung auf dem Pfosten und der vorlaufig noch 
unbekannten Knotenverdrehungen CPu und CPk2 sowie der Knotenverschiebung Uk2' 

Die Gurtlangskrafte sind demnach auch von vornherein bekannt als Funktionen 
dieser GroBen. Es ist daher moglich, die Gurtlangskriifte in den Feldmatrizen zu 
unterdriicken. 

An jedem Hauptstrang treten somit in der Rechnung nur noch die konjugierten 
Paare (cp, M) und (w, Q) auf. Am Hauptstrang 2 ist auBerdem die Langsverschie
bung u2 mitzufiihren. Wegen der unendlich groBen Dehnsteifigkeit EF der 
Pfosten sind die Durchbiegungen w der an einem Pfosten untereinanderliegenden 
Knotenpunkte gleich. Es liegt deshalb nahe, auch hier wie in Abschn. 5.4.3 fiir 
beide Hauptstrange das gemeinsame konjugierte Paar (w, Qges) einzufiihren. 

Nunmehr kann die Feldmatrix des Ersatzsystems aufgebaut werden. Sie 
besteht aus der Feldmatrix (76) des Abschn. 5.4.3, in die zusatzlich je eine Zeile 
und Spalte fiir die Langsverschiebung des Hauptstranges 2 aufgenommen wird: 
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5.4.4.2 Punktmatrix des Ersatzsystems 

Sie wird aus der Punktmatrix (77) durch HinzufUgen je einer Zeile und einer 
Spalte fUr die Langsverschiebung des Hauptstranges 2 entwickelt: 

Wi+l (0) 1 0 0 0 0 0 0 0 wi (~:) 
ui + 1,2 (0) 0 1 0 0 0 0 0 0 * Ck) Uk2 T; 

rpt-i-l,2(0) 0 0 1 0 0 0 0 0 * Ck) rpk2 le 

rpi-C-l,dO) 0 0 0 1 0 0 0 0 * Ck) rpkl T; 
(79) 

Mi+l,l (0) 1 0 0 M*(h) + M* - kO,l kO,l M* (~) kl Ie 

Mi+l,2(0) 0 1 0 +M*(h) + M* 
kO,2 kO,2 M* Ck) 

k2 Ie 

Qi + 1ges (0) 0 0 0 0 0 0 1 + Qioges Qiges (~:) 
1 0 0 0 0 0 0 0 1 1 

In der Lastspalte stehen: 

M* (h) M* (h) . 
kO,l' kO,2 . Randmomente des beidseitig eingespannten (s. Abb. 97) oder ein-

seitig eingespannten und andererseits gelenkig gelagerten Pfo-
stens h infolge auBerer Belastung. 

kz k2 
(jurlslrong t r \:!) 

f- ~M*('" ko.< 
..c:! 1lJ 

L ~ \V M "II" 
f- IfO,I 

f+:1. (jurls/rong 1 
kl 10 

Abb.97. Randmomente des beidseitig eingespannten Pfosten" infoIge der Beiagtnng U' 

Mio,!' Mio,2: auBere Knotenmomente, 
Qio, geg: auBere Knotenkrafte. 

AuBerdem kannen unbekannte SprunggraBen vorhanden sein. Samtliche 
GraBen sind mit den Beziehungen (14) umgerechnet. 

1m eingerahmten Teil steht die Koppelfedermatrix ~k(UZ2' rpZ2' rpZl) des an 
der betreffenden Feldgrenze vorhandenen Pfostens k. Sie ist nur abhangig von den 
drei FormanderungsgraBen UZ2' rpk2 sowie rpkl' Fiir die verschiedenen konstruk
tiven Ausbildungsarten der Pfosten miissen die Koppelfedermatrizen noch naher 
untersucht werden. 

a) Beidseitig elastisch eingespannter Pfosten k. In Gl. (66a) sind die Feder
beziehungen des Pfostens k abgeleitet. Zwischen den in diesen Gleichungen dar
gestellten Randschnittkraften Mi , Mk , Qi , Qk sowie Randverformungen W k ' Wi' 

rpk' rpi des Pfostens und den entsprechenden GraBen am Hauptstrang des Vier-
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endeeltragers besteht folgende Abhangigkeit: 

-Mi = MZ+I,I(O) 

-Qi = NZ + 1,1 (0) 

+MZ = MZ+ I,2(0) 

+QZ = NZ+ I,2(0) 

und wZ = uZ + 1,2 (0) 

(unterdriickt) crZ = rpZ + 1,2 (0) 

wi = UH 1,1 (0) = 0 

(unterdriickt) rpi = rpk + 1,1 (0). 

Die Langskrafte sind in den Hauptstrangen unterdriickt, und die Langsverschie
bung des Hauptstranges 1 ist Null. Unter Beachtung dieser Tatsachen kann aus 
Gl. (66a) durch Streichung der 2. und 4. Zeile sowie der 3. Spalte die gesuchte 
Federmatrix gewonnen werden: 

mit 

-2 1 
1k 

-4!:.~ 
1k 

wZ =: UZ+ I ,2(0) = uZ2 (i) 
und bik= IPZ=rpZ+I,2(0)=cr:2(i) 

fIJi = IPZ + 1,1 (0) = rpZl (i) 

(80a) 

b) Gelenkige Lagerung des Pjostens k am Gurtstrang 2 und elastische Einspan
nung am Gurtstrang 1. Die Federmatrix entsteht aus der Matrix (68a) auf ahn
liche Weise wie unter a) 

( 
l~ 

* * * Ik - F ~k(Uk2' IPk2' rpkI) = 3 T k 
c 0 

o -~) 1k • 

o 0 
(80b) 

c) Elastische Einspannung des Pjostens k am Gurtstrang 2 und gelenkige Lage
rung am Gurtstrang 1 [aus Gl. (67a)]: 

( 
0 0 0) ~k(UZ2' rpZ2' IPZI) = 3 ~: _ 1~ _ ~ 0 . 

1% 1k 

(80c) 

d) Bei beidseitiger gelenkiger Lagerung des Pjostens sind aIle Elemente der 
Matrix Null. 

5.4.4.2.3 Zusammenhang am ganzen Tragwerk 
In Abb. 98 ist ein Vierendeeltragermit dem dazugehorenden Ersatzsystem 

dargesteIlt. Samtliche Stiitzkrafte A v, AH und Bv konnen sofort mit Hilfe der 
Gleichgewichtsbedingungen am ganzen Tragwerk berechnet werden. Weil aIle 
vertikalen auBeren Krafte am Trager bekannt sind, kann auch ohne weiteres die 
gemeinsame Querkraft Qges beider Hauptstrange an jeder Feldgrenze zahlen
maBig angegeben werden. Zu beachten ist hierbei, daB Qges trotzdem nicht unter
driickt werden darf, weil das dazugehorende w und damit auch die iibrigen GroBen 
von ihm "abhangig sind. 
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Am linken Tragerende kennt man in dem konjugierten Paar (Qges' w) beide 

GroBen: Q A w1(0) = O. 1ges=- V 

Das heiBt, von diesen GroBen muB keine als unbekannte FreigroBe in die Rech
nung eingehen. FreigroBen sind nur CPa (0) und ua (0) vom Hauptstrang 2 sowie 
CPu (0) vom Hauptstrang 1. Die Momente Mu (0) und Ma (0) am linken Tragerende 

a P '2 '12 5l 

01 

~~ 

a. Av 

b 

Freigrii8en: 

9'; (0/ 

u1: (0) 
9'1; (0) 

12 21 Jl 

11 21 31 

Ersafzsysfem 

t '11 51 

~;; 

Ronrfberfingungcn: 

MG~ (0) = 0 
11ft (0) = 0 

1'15=0 

Abb.98. Vierendeeltrager auf zwei Stiitzen mit Ersatzsystem 

sind Funktionen der FreigroBen (Federmatrix). Die verlikalen Stiitzkrafte Av 
und Bv sind am Ersatzsystem als auBere Belastung mit anzusetzen. Bvsteht dabet 
in der Punktmatrix vom letzten Knoten am rechten Tragerende und A v im 
Anfangsvektor. 

Beispielsweise hat der Anfangsvektor des Tragwerkes von Abb. 98 (Pfosten 
beidseitig elastisch eingespannt) folgendes Aussehen: 

wi (0) =0 0 0 0 

ui2 (0) 1 0 0 

CPi2 (0) 0 1 0 

cpil (0) 0 0 1 

-6 l~ Ik 
I 

_2~Ik _4~Ik Mil (0) =1 ui2 (0) + CPi2 (0) + lPil (0) + lk Ie lk Ie lk Ie 

Mi2 (0) -6 l~ Ik -4~ Ik _2~Ik 
l% Ie lk Ie lk Ie 

Qi ges (0) 0 0 0 

1 0 0 0 

In der LastspaIte konnen auBerdem noch bei Belastung des ersten Pfostens Rand
schnittkriifte des beidseitig eingespannten Pfostens stehen. 

0 

0 

0 

0 

0 1. 

0 

-A; 
1 
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Die Rechnung verliiuft in der gleichen Weise wie bei den bisher behandelten 
Tragwerkstypen. Verwendet wird Rechenschema (11). Die Feld- und Punkt
matrizen werden aufgestellt nach Gl. (78) und Gl. (79). Am Ende des durchgerech
neten Rechenschemas erhii.lt man aus den Randbedingungen am rechten Ende 
des Ersatzsystems (Abb.98b) ein lineares Gleichungssystem mit den drei un
bekannten FreigroBen. Die Momente an den Feldgrenzen der Hauptstriinge erge
ben sich mit Hilfe der ermittelten FreigroBen sofort aus dem Rechenschema. AIle 
iibrigen Schnittkriifte am Tragwerk werden nach den bekannten Regeln der 
Statik aus diesen Momenten ermittelt. Zum SchluB miissen zur Kontrolle an jedem 
Knoten samtliche Gleichgewichtsbedingungen (E M = 0, 1: V = 0, E H = 0) 
iiberpriift werden. Es dad dabei kein Knoten von der Kontrolle ausgeschlossen 
werden, weil es beim Reduktionsvedahren durchaus moglich ist, daB trotz falscher 
Ergebnisse an siimtlichen Knoten, mit Ausnahme von einem einzigen, die Gleich
gewichtsbedingungen erfiillt sind. 

5.4.4.2.4 Beispiel 11 
A ufgabenstellung und {}eometrie: 

a. 

b 

J 'I P 
p 1111111111111111 

03 Gil Jl 

El, El, 

t:E" ~ 

31 £], J1 

M/8.' 

.1. 
All 
~I.-----Il----~------~----~------

~v 
lJ -----I 

pff 
II I I I I I I I I I I I II 

(£; 
01 

tL -11_, ---~ .... I.~--- JL l3 

FreigrolJen: 
c Ie Z; 

Hontlbcdingungen: 
'1',: (OJ Ersofzsyslcm H:; (0)-0 

Mt,(o)-o 
Wf-O 

u;: (OJ 

"1~ (0) 
Abb.99. Beispiel 11 : Viercndeeltrager auf zwei Stiitzen mit Ersatzsystem 

Geometrische Werte 

~ = 12 = 13 = 10 m 
h=om 

Ell = Ela 
EI2 = l,oEIl 

1 
Elp =2EII 

Belastung 
p = 3 Mp/m 
w = 1,2 Mp/m 
P = 10 Mp 
W= 6 Mp 

M20,1 = 10 Mpm, 
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Zu bestimmen sind der Verformungszustand des Vierendeeltragers Abb. 99a sowie 
die Schnittkraftschaubilder. Das Ersatzsystem in ist Abb. 99b dargesteIlt. 

VergleichsgroBen. Gewahlt: 

lc = 10 m. 
StiltzkriiJte 

AH = 1,2· 5 + 6 = 12 Mp 

Av = ;0 (6·5 + 6·2,5 + 15 + 20·15 + 30.5) = 17 Mp 

Bv = 310 (- 6 . 5 - 6 . 2,5 + 30 . 25 + 20 . 15 -15) = 33 Mp 

KoppelJedermatrizen der PJosten [nach G1. (SOa)]: 

A;= 12 

A;= 17 

B; = 33. 

lelst_1011_1 (le)2 1st _ 1 
hYo-5"62"6 \h Yo-g (!!.)3 1.t =! 

h Ie 3· 

Die Koppelfedermatrix wird fur aIle Pfosten gleich 

( -M:) = (-2 -: -:) 
+M2 -2 -3 -3 

u* 2 

'Pi 
Bei der Matrix von Pfosten 3 stehen in der Lastspalte folgende Randschnittkriifte 
infolge Belastung der Pfosten mit w = 3 Mpjm: 

* w h2 1 1,2 . 25 1 1 
-MIO(3) = 12 P-:-Z;; = ---:1l~---1O = 4 

M * 1 
20(3) = -4' 

Aufstellung der Rechenschemas. Es wird nach G1. (11) gerechnet. Die Feld. 
und Punktmatrizen ergeben sich nach G1. (7S) und G1. (79). 
BelastungsgrofJen 

a) in Feldmatrix ~; (nach Tab. 1 b) 

* (~) = ~ 10 6Ell [(~)3 + (~)3J= 20 
W 20,2 le 6 1 1,5EIl 3 3 9 

* (l2) 1 10 6 [( 1)2 (2 )2J 100 
'P20,2 T. = - 2 T 1,5 3 + 3 = - 9 

M:O,2 ( ~:) = 110 (! + :) = 10 

Q:O,2 (~:) = 110 (1 + 1) = 20 

-* (l2) _ 3 20 _ 100 __ 40 
'P20,2 le -. 9 9 - 9 

1 20 

W:O,2 (~:) = i 19 = 190 

2" 
Jl* (l2) = _~ 20 + 10 _ 20 

20,2 le 2 9 - 3 

Q:o ges ( ~:) = 20; 
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U~2(0) CP~2 (0) CP~l (0) 1 

0 0 0 0 

1 0 0 0 
Rechenschema R 11 

0 1 0 0 

0 0 1 0 

-2 1 2 
0 -3 -3 

-2 
2 1 

0 -3 -3 

0 0 0 -17 

0 0 0 1 

1 
1 1 331 

0 o I -6 -2 -2 
17 

0----+-+-+- -2 2 2 222 

0 1 0 0 0 0 0 0 0 +1 0 0 0 

3 o -2 0 0+3 0 0 -3 +12 +2 +5 +51 
2 

3 0 o -2 +3 0 0 0 -3 +12 +5 +2 +51 

~~ = 
2 

4 
+! 

17. -1 0 o +1 -2 0 0 0 +1 -2 -- -2 3 3 

-1 o +1 0 o -2 0 0 +1 -2 +! 
4 17 

3 -"3 2 

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 -17 
3 3 5 5 3 

1 +4 0 0 0 1 -5 -1 +- +- -- -- --22222 

1 0 0 0 0 0 0 0 0 -6 -2 -2 17 
-2 

0 1 0 0 0 0 0 0 0 +1 0 0 0 

0 0 1 0 0 0 0 0 0 +12 +2 +5 +51 
2 

0 0 0 1 0 0 0 0 0 +12 +5 +2 + 51 

ltf = 2 
1 ') 16 8 o -2 -"3-i 1 0 0 0 0 -16 -3 -"3 -34 

2 1 
0 1 0 0 0 -16 

8 16 
-34 o -2 -3--"3 -"3 -g-

O 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 -17 

-1 +3 0 o -1 ·-1 -1 1 o J 0 0 0 1 
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r wi (0) 0 WI (0) 0 

Ui2 (0) 0,598092 U12 (0) 0,299 em 

IPi2(0) 3,035626 IP12(0) 0,001517 

IP1\(0) = - 3,334535 
= t)i (0) 

IPu (0) = - 0,0016G7 
-

Mil (0) = + 4,43105 Mn (0) = +44,310 Mpm 
= t)1(0) 

Mi2(0) = + 4,33142 M 12 (0) = +43,314 Mpm 

Qi ges (0) = -17,0 Q1 ges (0) = -17 Mp 

l 1 l 1 I 
wi (li/le) = + 7,82887 1 r WI (lj) = + 3,914 em 

ui2 (li/le) = - 0,598092 U12 (tl) 0,299 em 

IPi2 (li/le) = - 4,42102 IP12 (11) 0,002210 

IPil (11/1e) 3,52430 
* Cl) 

IPu (1 ) = - 0,001762 
- = t)l T; = t}J (11) 

Mil (11/1e) 4,36783 Mll(~) = ~43,678 Mpm 

Mi2 (li/le) 3,86966 M12 (lI) = -38,696 Mpm 

Qi ges (11/1e) = -17,0 Q1 ges (tl) = -17,0 Mp 

1 1 

r w! (0) = wi (1111e) r 102 (0) = Wl(~) 
U;2(0) = Ui2 (11/12) U22 (0) = ~2(l1) 

IP:2(0) = IPi2 (l111e) IP22(0) = IP12 (11) 

IP;I (0) = IPil (lI/1e) IP2d O) = IPn (l1) 

M:1 (0) = +0,65154 
= t}: (0) 

M21 (0) = + 6,515Mpm 
= lh(O) 

M~2 (0) = + 1,44862 M22 (0) = +14,486 Mpm 

Q: ges (0) = -17,0 Q2 ges (0) = -17 Mp 

1 1 

11 Kersten, Reduktionsverlahren 
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Rechenschema R 11 Fortsetzung 

1 1 1 1 10 
0 -50 27 27 959 o ---- +1 +1 +-+- -2" -2" -9 2 2 3 9 

0 1 0 0 0 0 0 0 0 +1 0 0 0 

3 o -2 0 0+2 0 0 -3 +76 + 151 +83 +~~7~ 
6 6 18 

3 0 o -2 +2 0 0 0 -3 +76 +83 +1~1 +1051 

tr: = 6 6 
3 3 +~ +11 107 245 

-"2 0 0+- -2 0 0 0 -16 -12" -6 2 2 12 
3 o +~ 0 o -2 0 0 +~ -16 _107 +11 205 

-2" 2 2 12 12 -6 

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 +3 
4 67 

+3 0 0 0 1 -4 -1 +1 +1 -1 -1 -- --3 3 

1 0 0 0 0 0 0 0 0 
27 27 599 -50 -- -2 -9 2 

0 1 0 0 0 0 0 0 0 +1 0 0 0 

0 0 1 0 0 0 0 0 0 +76 + 1~1 +83 
6 

+~07~ 
18 

0 0 0 1 0 0 0 0 0 +76 +83 +151 +1051 

u;= 6 6 6 
. 1 2 o +~ -94 _ 601 1091 11503 0-2-3 - 3 1 0 0 --36 -54 2 36 

2 1 
0 1 0 0 0 _ 94 _~091 _ 601 5572 o -2 -3-3 36 36 - 27 

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 +3 

l-l +3 0 
1 o -1 -1 -1 -2 0 0 0 0 1 

1 1 3 3 1 15 
0 I 907 207 2710 1 o -2-"2+2+i2+2+T -408 -=- -2 --3-2 

0 1 0 0 0 0 0 0 0 +1 0 0 0 

+3 o -2 0 0+3 o _15 
2 

-3 +640 +5~5 +7:9 +25601 
18 

0 0 0 -3 +640 +769 +5~5 25217 
+3 0 o -2 +3 +--ff: = 4 18 

-94 _ 385 38 10561 -1 0 0+1 -2 0 0 0 +1 9 -9 --54 

o + 15 +1 
38 385 5557 -1 0+1 0 o -2 -94 -9 -9 - 27 2 

0 0 0 0 0 0 1 +30 0 0 0 0 +33 
3 3 5 5 3 131 

l-5 -1 +2 +2 -2 -2 -2 -4 +4 J 0 0 0 1 
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w~ (12/1e) = + ~,34621 I U'2 (l2) ~ + 4,673 em 

urz (12/le) = -- 0,598092 'U22 (12 ) = - 0,299 em 

CP:2 (12/le) =+ 2,74345 (fi22 (l2) = + 0,001371 

CP:I (l2/le) =+ 3,80027 
* Cz) 

CP21 (l2) = + 0,001900 
- = t)2 T; = t)2 (12) 

M:1 (l2/ lcl 4,31358 M21 (l2) = -43,135 Mpm 

M:2 (12/le) 0,58605 M 22 1l2) = - 5,860Mpm 

Q: ges (l2/le) =+ 3,0 Q2 ges (l2) = + 3,0 Mp 

1 1 

wi (0) = w: (l3/le) W3(0) = w2(l2) 

Ui2 (0) = Ui2(l2/le) U32 (0) = U22 (l2) 

CPi2 (0) = CP~2 (l2/le) CP32(0) = CP22 (l2) 

CPil (0) = cprl (l2/le) CP31(0) = CP2l (l2) 
= t)i (0) = t)3(0) 

Mil (0) 5,06521 M31 (0) = -50,652 Mpm 

Mi2 (0) 2,48560 Ma2 (0) = - 24,856 Mpm 

Qr ges (0) =+ 3,0 Q3 ges (0) = + 3,0 Mp 

1 1 

wi (l3/le) 0 w3(l3) 0 

Ui2 (l3/le) = - 0,598092 U32 (l3) 0,299 em 

cpr2 (l3/ le) = + 7,59770 CP32 (t3) = + 0,003798 

cprl (l3/le) = + 5,24509 

* Ca) 
CP31 (13) = + 0,002622 

- = t)3 T; = t)3 (l3) 
Mrl (l3/le) = + 4,58311 M31 (l3) = +45,831 Mpml 

Mi2 (l3/1e) = + 5,86666 M 32 (13) = +58,666 Mpm 

Qr ges (l3/1e) = +33,0 Q3ges(la) = +33,0 Mp 

1 1 

11* 
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Rechenschema R 11 Fortsetzung 

1 0 0 0 0 0 0 0 0 E 207 207 
2 2 

0 1 0 0 0 0 0 0 0 +1 0 0 

0 0 1 0 0 0 0 0 0 +640 + 515 
4 

+ 769 
4 

0 0 0 1 0 0 0 0 0 +640 + 769 
4 

+515 
4 

o -2 
1 2 

1 0 0+2 0 -736 
7699 5549 

-3-3 4 36 -36-

2 1 
0 1 

1 
0 -736 

5549 7699 o -2 -3-3 o -- -31:;- 36 4 '-
0 0 0 0 0 0 1 -33 0 0 0 0 

-1 +3 0 o -1 -1 -1 +34 0 0 0 0 

b) in Feldmatrix ~: (nach Tab.1b) p* = p~ = 30 
Pc 

1 15 

* (~) _~ ~_15 
w30,2 1c - 24 1 - 2 

-* (3) (32 15 
W 30,2 1; = ~1- =-:[ 

"3 

q;* (~) = _ 30 . 6 = _ 30 
30,2 1c 6 

-* (3) 15 15 
Q;30,2 1; = 3 2 - 30 = -2 

M* (~) - 30 - 1" 30,2 1 - 'J - D 
< -

JJi* (~) = _15 + 1- = 15 
30.2 1< 2 D 2 

Q~0,2 (~:) = 30 Q~oge.n:) = 30; 

c) im Anfangsvektor t)i (0) 

Nio,l (0) = At = 12 Qi(O) = -A~. = -17; 

d) in Punktmatrix U~ 

e) in Punktmatrix U! 
M* (0) - M*(h,J _ 1 

40,1 - - 10 - 4 

M* (0) --- M* (h,l _ 1 
~ 40,2 -- 20 - - 4 

_ 27310 I 
0 

+ 2_560~ 
18 

+2521~ 
18 

173165 
lOif 

175093 
-~.---

180 

0 

1 
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w:(O) =0 w4 (0) =0 

u:2 (0) = u:2 (la/le) U 42 (0) = ua2 (la) 

1P:2 (0) = 1P:2 (la/le) 1P42 (0) = lPa2(la) 

lP:l (0) = 1P:1 (la/le) = t): (0) 1P41 (0) = lPal (la) = t)4(0) 

M:l (0) =0 M41 (0) =0 

M:2(0) =0 IM4Z (0) =0 

Q: ges (0) =0 Q4 ges (0) =0 

1 1 

Bestimmung der Freigro.8en. Aus den Randbedingungen am rechten Ende 
ergibt sich das Gleichungssystem: 

* * 207 * 207 * 0 2710 
1/)3 = 0 = -408 U 12 (0) - 9 'P12(0) - ""2 lPu( ) --3-

M:] (0) = 0 = - 736 Ui2 (0) - ~-~~~ lPi2 (0) - ~~:~ lPi! (0) - 17130~~ 

M * * 5549 * 7699 * 175093 
42(0) = 0 = - 736 U 12 (0) --36 1P12(0) ---36 IPn (O)-----ws 

-------------------------

mit der Losung 

IP~\ (0) = - 3,334535 

lPi2 (0) = - 3,035626 

Ui2 (0) = - 0,598092. 

Schnittkraftdiagramme. Multiplikator fur die dimensionslosen Werte 

Q=Q*Pe=Q* [Mp] 

[Mpm] 

_ *P.l~_ * 10000 _ *0005 
w - w Ej- - W 2000000 - w , 

e 

Pi"' 
IP = IP* - ce = 0,00051P*. 

E1c 

[m] 
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. 

0.4.4.3 Durchlaufender Vierendeeltriiger 
5.4.4.3.1 Feldmatrix des Ersatzsystems 

2S£'£2+ 

6J:J'6l + 

rrs'r+ 

~ 
~~ 

~ 
c ... 

"" 

~ 
'1 

~ 
~ 

-i 
I 
I 

~ 
~ 

~ 
~ 

J 
Fiir den Fall, daB keine horizontale auBere Belastung vorhanden ist, kann man 

den durchlaufenden Vierendeeltrager mit Feldmatrix 01. (78) berechnen. Beim 
Vorhandensein einer horizontalen Belastung muG dagegen eine andere Feldmatrix 
verwendet werden. Diese enthalt fur jeden Strang das konjugierte Paar (rp, M), 
fiir beide Strange das gemeinsame Paar (w, Qges) und fur den 2. Strang das kon
jugierte Paar (N, u): 
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Die Langskraite im 2. Hauptstrang konnen diesmal nicht unterdruckt werden, 
obwohl sie sich wieder von vornherein als Funktion der horizontalen Belastung 
und der Knotenverdrehungen sowie der KnotenHingsverschiebung ausdrucken 
lassen. Dafiir gibt es folgende Erklarung: Beim Vierendeeltrager auf zwei Stutzen 
wurde der EinfluB der horizontalen Belastung auf die Knotenverdrehungen und 
-verschiebungen durch die bekannten, aus den Gleichgewichtsbedingungen am 
ganzen Tragwerk hervorgehenden senkrechten Stutzkraftkomponenten beruck
sichtigt. Beim durchlaufenden Vierendeeltrager dagegen sind die senkrechten 
Stutzkraftkomponenten zu Beginn der Rechnung unbekannt. Dadurch bliebe bei 
Unterdruckung aller Gurtliingskraite der EinfluB der horizontalen Belastung 
unberiicksichtigt. Es genugt jedoch, wenn eine Gurtlangskraft in der Rechnung 
mitgefiihrt wird, beispielsweise in G1. (81) die des 2. Hauptstranges. Die 
Gurtliingskraft des 1. Hauptstranges ist von dieser abhangig und kann unter
druckt sein. 

5.4.4.3.2 Punktmatrix des Ersatzsystems 
Sie lautet: 

w; + 1 (0)1 h 0 0 0 0 0 0 0 

u; + 1,2 (0) 0 1 0 0 0 0 0 0 

':+1~(0) 0 0 1 0 0 0 0 0 

,: + 1,1 (0) 0 0 0 1 0 0 0 0 

M:+ 1,l (0) 

Mt+ 1,2(0) 

N:+ 1,2(0) 

o 

o 

o 

1 

o 

o 

o o 

1 o 

o 1 o 

o 

o 

o 

o 

Q:+1ges(0) 

1 

o 0 0 0 0 0 0 1 +Q;o ges +Q:~es Q:ges c:) 
00000000 1 1 

In der Lastspalte sind 

(82) 

Q*(lIkJ Randquerkraft am oberen Ende des beidseitig eingespannten oder einkO,2 

N!02 
Q*s' 

k ges 

seitig eingespannten und andererseits gelenkig gelagerten Pfostens 
infolge iiuBerer Belastung (s. Abb. 97); 
iiuBere Knotenkraft; 
SprunggroBe, die an jeder Zwischenstutze auftritt (Zwischenbedingung 
W k = const (oder = 0». 

AIle iibrigen GraBen sind die gleichen wie in Matrix (79). 

1m eingerahmten Teil steht die Koppelfedermatrix des Pfostens an der betrach
teten Feldgrenze. Sie wird in der gleichen Weise abgeleitet wie die entsprechende 
Matrix des Vierendeeltragers auf zwei Stutzen. Fur die einzelnen Pfostenarten hat 
sie folgende Form: 
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a) Beidseitig elastisch eingespannter Pfosten k. Aus G1. (66a) folgt bei Strei
chung der 2. Zeile und der 3. Spalte 

@: (* * *) Ik k Uk2 , rpk2' rpkl = T 

f ·· f* ur ik = 

c 

-Mi = M:+ 1,1 (0) 

+M: = M:+ 1•2 (0) 

I" 6 < - P k 

I" 
-6 l~ 

k 

-12 l~ 
I" k 

-2~ 
lk 

-4~ 
lk 

-4~ 
lk 

-2~ 
lk 

(83a) 

I" I" 
-6~ -6 l~ lZ k 

* * (lk) * 0 wk =." Uk2 1; = uk+ 1,2( ) 

CP: = CP:2 c:) = rp:+l,2(0) 

cpi = CP:l (~:) = CP: +1,1 (0) 

b) Gelenkige Lagerung des Pfostens k am Gurtstrang 2 und elastische Ein
spannung am Gurtstrang 1. Aus.Matrix (68a) folgt: 

I" 
0 I. e 

- l~ -1; 

@:k(U:2' CP:2' CP:l) = 3 ~k 0 0 0 (83b) 

"'_ l~ 0 
12 
< 

19 - I; 
k 

c) Elastische Einspannung des Pfostcns k am Gurtstrang 2 und gelenkige 
Lagerung am Gurtstrang 1. Aus Matrix (67a) folgt: 

0 0 0 

@:(* * *) 3 h 
I" I. • 0 

k Uk2 , CPk2 ,CPu = T - l~ - lk (83c) 
e 

I" I" r c 0 - l~ - l~ 

d) Beidseitige gelenkige Lagerung des Pfostens. Alle Elemente der Koppel
federmatrix sind Null. 

5.4.4.3.3 Zusammenhang am ganzen Tragwerk 

Betrachtet wird der Vierendeeltrager von Abb. (lOla). An ihm sind die ver
tikalen Stiitzkrafte A~, Bt und G~ vorlaufig unbekannt. Da die gemeinsame Quer
kraft Q;es der beiden Hauptstrange von diesen Stiitzkraften abhiingig ist, bleibt 
auch sie zunachst unbekannt. Am linken Tragerende muB somit die Querkraft 
Qt ges (0) als FreigroBe in die Rechnung eingehen. AuBerdem sind noch die gleichen 
FreigroBen wie beim Vierendeeltrager auf zwei Stiitzen vorhanden, namlich 
CP~2 (0), cpi! (0) und Ui2 (0). Der Anfangsvektor, in dem die Koppelfedermatrix des 
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ersten Pfostens steht, bekommt damit folgendes Aussehen: 

0 0 0 0 

1 0 0 0 

0 1 0 0 

0 0 1 0 

-6 l~ Ik 
l; Ie Ui2 (0) + 

-2~ Ik 
lk Ie 9?i2 (0) + 

-4~ Ik 
lk Ie 9?il (0) + 0 

Qiges + 
-6 l~ Ik 

l~ Ie 
_4~Ik 

lk Ie 
-2~ Ik 

lk Ie 
0 

-12 l~ Ik 
lZ Ie 

-6 l~ Ik 
l~ Ie 

-6 l~ Ik 
l% Ie 

0 

0 0 0 1 

0 0 0 0 

3. ,P W J'I1I1IT J~l 

~v I ~v 
·1 . l¥ --1--- l5 -----I 

Ersolzsyslem ; ( p* 
IIII I I IIIII W 

oz 1Z II 3Z III 

A; if!; §[; J~ §Ir: l~ l[! §g: 
-01 11 Z1 

51 Pc 
~----~~~,,~~~n-~------~~----~A~ 

sfA 31 

b WtJL---1---~-L~1 
le lC lc 

freigriiBen: 
Zwisc/ienberlingungen: 9'/: (oj 

U/J (OJ Wa = const (0) 
9':; (OJ SprunggrolJe: 
U/;/Oj Q*s 

Jges 

l, 
Ie 

¥1 
~ .1. l5 I 

-----0j4----;r- ---I 
lc 

Rondbedingungen: 
MG~(O)-O 
NG~ (0) - 0 
MGHo) = 0 
W5 - 0 

Abb. 101. Durchlaufender Vierendeeltrager mit Ersatzsystem 

Sofern der erste Pfosten durch auBere Lasten beansprucht wiirde, standen in der 
Lastspalte noch die Randschnittkrafte des beidseitig eingespannten Pfostens. 

Die Berechnung des Ersatzsystems, dessen Feld- und Punktmatrizen nach 
GI. (81) und GI. (82) aufzustellen sind, kann mit dem Rechenschema(l1) erfolgen. 

Fiir die Erfiillung der Zwischenbedingung w: = const (oder 0) an der Zwischen
stiitze 3 gibt es folgende zwei Moglichkeiten: 

a) Rechnung nach dem in Abschn. 3.4.2 vorgefiihrten sog. ausfiihrlichen Ver
fahren. Dabei werden die vier unbekannten FreigroBen yom linken Tragwerksende 
und die unbekannte SprunggroBe Q:~es erst nach vollstandiger Durchrechnung 

0 

0 

0 

0 

0 
1 

0 

0 

0 

1 J 
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des Rechenschemas aus den vier Randbedingungen 

M!2(0) = 0 

M:1 (0) = 0 

und der Zwischenbedingung w: = const (oder 0) ermittelt. 
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Bei einem durchlaufenden Vierendeeltrager iiber n Stiitzen muG man also bei 
Anwendung dieses Verfahrens ein Gleichungssystem mit 4 + (n - 2) = n + 2 
Unbekannten lOsen. 

b) Rechnung nach dem Verfahren vom Ablosen der FreigroBen (Abschn.3.4.3) : 
Hier wird an der Zwischenstiitze 3 mit Hilfe der Zwischenbedingung w: = const 
(oder 0) eine der unbekannten FreigroBen abgelost und durch die neu hinzu
kommende SprunggroBe Q:~es ersetzt. Dadurch tritt am Ende der Rechnung nur 
ein Gleichungssystem mit vier Unbekannten auf. Daran andert sich auch nichts 
bei einem durchlaufenden Vierendeeltrager auf n Stiitzen. Dieses Verfahren ver
ursacht also einen geringeren Rechenaufwand als das unter a); sein Rechenab
Iauf ist allerdings weniger glatt. 

Nachdem das Ersatzsystem vollstandig berechnet ist, bereitet die Aufzeich
nung der Schnittkraftdiagramme am ganzen Vierendeeltrager keine Schwierig
keiten mehr. 

Die vertikalen Stiitzkrafte bekommt man aus der gemeinsamen Querkraft der 
Hauptstrange: 

Av = -Qlges(O) 

0v = Q5 ges (lk)· 

Zur "Oberpriifung der Ergebnisse muG zum SchluG untersucht werden, ob die 
drei Gleichgewichtsbedingungen am ganzen Tragwerk und an jedem Knoten 
erfiillt sind. 

0.4.5 Symmetrische Rahmen 
5.4.5.1 Allgemeines 

Ebenso wie bei den anderen Verfahren der Statik laBt sich auch beim Reduk
tionsverfahren die Berechnung eines vollkommen symmetrisch aufgebauten Trag
werkes, das durch eine symmetrische oder eine antimetrische Belastung bean
sprucht wi~d, wesentlich verkiirzen. 

In diesem Zusammenhang wird daran erinnert, daB jede beliebige Belastung 
eines symmetrisch gebauten Tragwerkes durch Belastungsumordnung in eine 
symmetrische und eine antimetrische Belastung zerlegt werden kann (Abb. 102). 
Die beiden Lastfalle lassen sich dann getrennt untersuchen, wobei die Rechnung 
wesentlich kiirzer wird. 

1m folgenden solI nun gezeigt werden, wie sich das beim Reduktionsverfahren 
auswirkt. Dabei sind sowohl fiir die symmetrische wie auch fUr die antime
trische Belastung zwei Falle zu unterscheiden: 

Fall 1 umfaGt Tragwerke, deren Symmetrieachse durch einen Stiel verlauft, 
und 
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Fall 2 behandelt Tragwerke, deren Symmetrieachse durch die Mitte des mitt
leren Riegels geht. 

w P, 

T. 
T 

EJs 
~ "J N' "J 

Pi! Pi! 
I : T 

~"> 
"-' 

£4 
t;j 

/ / <0' 

z-.l--Z--l 

h 
E i/ 

+ 
Pi! 
T 

7'/v ?« '::;' 

J!L 
6 

Pi! 
6 

w 
T -

;;;;'/7 

belieoigc Beloslung symmefri5che Oeloslung + onfimefrisclie Delosluno 
Abb.102. Beiastungsnmordnung bei symmetrischen Rahmen 

5.4.5.2 Symmetriscbe Belastung 

Unter symmetrischer Belastung sind symmetrische Rahmen unverschieblich. 

Falll. Es wird das Tragwerk nach Abb. l03a betrachtet. Die Symmetrie
achse verlauft durch den mittleren Stiel. Die auf ihr liegenden Knoten verdrehen 
und verschieben sich nicht: 'P = u = w = O. Man kann daher diese Knoten durch 
feste Einspannungen ersetzen und braucht nur das halbe Tragwerk nach Abb.103b 

i Symmefrieochse 

v r 
p 

a. 
/iJ ~( ~'::;: 7'i';;; ;;;;~ 

i--Z-I--z-Lz-l-- z - b 

Abb. 103. Symmetrischer Rahmen nnter symmetrischer Beiastung 

zu berechnen. Die Schnittkrafte am ganzen Tragwerk bekommt man, wenn die 
Momente und Langskrafte symmetrisch und die Querkrafte antimetrisch zur 
Symmetrieachse aufgetragen werden. Die Berechnung eines solchen Tragwerkes 
bereitet nach dem Reduktionsverfahren keine Schwierigkeiten. Sie kann nach 
Abschn. 5.3 erfolgen. 

Fall 2. Beim Rahmen nach Abb. l04a verlauft die Symmetrieachse durch die 
Mitte der mittleren Riegel. Die durch die Symmetrieachse getroffenen Riegel
pUnkte verdrehen sich nicht (Tangente an die Biegelinie ist horizontal), verschie
ben sich aber in vertikaler Richtung. Weiterhin ist an dieser Stelle die Querkraft 
Null, wahrend das Moment und die Langskraft verschieden von Null sind. Man 
kann also wieder die Berechnung auf das halbe Tragwerk beschranken, wenn in 
der Symmetrieachse an den geschnittenen Riegeln Lager angebracht werden, die 
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folgende Bedingungen erfiillen: 

M# 0 

N # 0 

Q=O 
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Das sich dabei ergebende Tragwerk (Abb. 104 b) ist ein unverschieblicher Rahmen, 
der sich bei Anfederung der Riegel an die Stiele wieder nach Abschn. 5.3 berech
nen laBt. 

p 

IV WT 
~ 

IV 

-t 
p ~ p 

-t 0/, 

~I~ ~ J" E:i3 ~ ~'" t;;;. '" I'" Ll1 l2 -+- 12 
T T 11--i 1e b a 

Abb. 104. Symmetrischcr Rahmen untcr symmctrischer Bclastung 

Fiir die von der Symmetrieachse geschnittenen Riegel miissen neue Feder
groBen abgeleitet werden. 

Am beidseitig elastisch eingespannten Stab von der Lange lk bestehen nach 
G1. (65 b) folgende Beziehungen: 

-M"! [-2.i Ik , 1k Ie 

+M* = -4.i~ 
k 1k Ie 

-Mio1 

+M:ol 
1 

Unter symmetrischer Belastung verformt sich der Stab symmetrisch (Abb. 105). 
Es gilt daher: . p 

([Ji=-([Jk. ililllll!11i,r:llk 
Das in die obere Beziehung eingesetzt, I £II< i---j 
gibt fUr Mt /. .1" 

* l I * * * t........... II ii~ \ I '---,J -Mi =1: I: [-2(-([Jd- 4 ([J;]-MiO /~~~ ~,_ 
und zusammengefaBt -'I'~ -'Ph ~ 9'k~-'P! 

I 
M* 2 1e Ik * M* - i =- Ty([Ji - W· 

k e 
(84) Abb.105. Symmetrisch bclasteter Stab mit sym

metrischer Biegelinie 

Diese Gleichung ist die gesuchte Federbeziehung fiir den durch die Symmetrie
achse ~ der Mitte geschnittenen Riegel von der Lange lk. Das Moment Mto ist 
das mit den Beziehungen (14) umgerechnete Randmoment am beidseitig ein
gespannten Stab von der Lange lk bei symmetrischer Belastung. 
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5.4.5.3 Antimetrische Belastung 

Fall 1. Die Symmetrieachse des Tragwerkes von Abb. 106a verlauft durch 
einen Stiel. Infolge der antimetrischen Belastung verschieben sich die von ihr 
geschnittenen Knoten in horizontaler Richtung und verdrehen sich. Der Verfor
mungszustand aller iibrigen Knoten ist antimetrisch zur Symmetrieachse. Man 

El , [] S El 5 El , WI IV, El, --, -Nt Wz - ., -""" 
-i 

WJ 
"" 

W; - ~ -
--i 

~ 

--~ 

t;J t--..'" ~ t--.."' t--..'" cs-"'" ~ c..::J 
Els l(J EJ. Elf Els .~ , 

~ 

~ t--..'" ~ ~ ~'" ~ 

"'" "'" ,~ ...... I..(J "-J 
Elq fIsU:S [Is El, 

~ 
~ 

~ ~'" ~ ~ ~C\,) ~ 
"-J "-J J; 

"-J "-J 

d;:; 7 ;;::: ~ 0': "7, ~ 77,7 

~ t--..'" l(J "-J 
El, Eh 

~ ~ ...... l(J 

El, Els 

~ ~'" "-J '-'.; 

.,:,'?;: ""7: " , 

a 
Abb. 106. Symmetrischer Rahmen uuter antimetrischer Beiastung 

kann deshalb den Rahmen in der Mitte trennen, wobei der von der Symmetrie
achse geschnittene Stiel halbiert wird und jede Seite von ihm nur noch das halbe 
Tragheitsmoment und die halbe Querschnittflache besitzt. Es geniigt nun, eine der 
beiden Tragwerkshalften, z. B. die linke (Abb. 106b), allein zu berechnen. Zum 
SchluB bekommt man die Schnittkrafte fiir die rechte Tragwerkshalfte, indem die 
Momente und Langskrafte von der linken Halfte antimetrisch und die Querkrafte 
symmetrisch zur Symmetrieachse auf die rechte Tragwerkshalfte iibertragen 
werden. 

Die einzelnen Tragwerkshalften sind normale verschiebliche Rahmen, die man 
nach den Abschn. 5.4.2 oder 5.4.3 berechnen kann. 

Fall 2. In den durch die Symmetrieachse geschnittenen Riegelpunkten des 
Rahmens von Abb. 107 a gelten bei antimetrischer Belastung folgende Bedin
gungen: 

1'1-

w
'N

Il'-

11'-

7,~ 

a 

11 
~ 
~ 
~, 

~ 
~I ,,;. 

~ 
7,7,' ~I 7'?: 

-w 
_1'1 

-IV 

-'II 

-II' 

7~ 

'11- =---t w- =-<:e 

'11- ~ 
11'- 777. -<:e 

'11- ;:-i 

% %~ I ' 

b 
I--ll-l-.!!.. e 

Abb. 107. Symmetrischer Rahmen unter antimetrischer Beiastung 
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Es ist also moglich, das Tragwerk in der Symmetrieachse zu trennen und an den 
Schnittstellen horizontal verschiebliche Lager anzubringen. Die Berechnung des 
gesamten Tragwerkes kann dadurch wieder auf eine Tragwerkshalfte beschrankt 
(Abb. 107b) und nach Abschn. 5.4.2 oder 5.4.3 durchgefiihrt werden. 

Ebenso wie fur Fall 2 bei symmetrischer Belastung muB man auch hier f-:ir die 
geschnittenen Riegel neue FedergroBen ableiten. 

Dabei gehen wir wieder aus von Gl. (65b) des beidseitig elastisch eingespannten 
Stabes: 

-4~ Ik I-M'!'j l I ,0 
k c, 

2 lc Ik : +M* 
- T,;7; i kO 

1 

Bei antimetrischer Belastung verformt sich 
der Stab antimetrisch zur Symmetrieachse 
(Abb. 108). Es gilt: 

fPi=fPk· 

Das wird in die obere Gleichung eingesetzt, 
und man erhalt die Federbeziehung des anti
metrisch belasteten, mittig von der Symme
trieachse geschnittenen Riegels von der 
Lange lk: 

~t--:~:, -Y--'Ji",=~ __ ~~I.J",,-'f~=---=="'" 1::---.-
~~li ~~ 

"<:,1:; I N 
-'fi.-- 'fir I~ -'fir --9'i 

Abb. 108. Antimetrisch belasteter Stab mit 
antimetrischer Biegelfnie 

-M~ = - 6 :: ~: fP~ - Mio. (85) 

Darin ist das Moment Mto das mit den Beziehungen (14) umgerechnete Rand
moment am beidseitig eingespannten Stab von der Lange lk unter antimetrischer 
Belastung. 

5.4.5.4 Beispiel 12 
A ufgaben8tellung und Geometrie 

Geometrie 

l= 5m, 

EI = 4000 Mpm2, 

Belastung 

w = 1Mp/m, 

P = 10Mp. 

Gesucht sind die Schnittkraftschaubilder. Die 
Langssteifigkeit der Stiele und Riegel wird 
vernachlassigt. Der Rahmen ist voIlkommen 
symmetrisch. 

VergleichsgroBen: 

Gewiihlt: 

EI. = 6EI, 

lc = 5 m, 

Pc = 2,5Mp. Abb. 109. 

3l 
P III 

T T 

£I 

t:: t4:: ..... ...... .,. ... 

EI 
t;:: ~ .,. .. ">I ... 

EI 

t:: ~ ..... 

j 
;.: 

tz---1 
Beispiel 12: Verschiebliche 

Stockwerkrahmen 
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Umrechnungsfaktoren zur Ermittlung der dimensionsrichtigen Werte: 
p Zs 25.53 

W -- w* ~ = w* --'---- = w* . 000434 [m] 
- E1c 6· 12000 ' 

q; = q;* p~ !~ = q;* . 0,000868 
E1c 

M = £M* Pc lc = M* . 12,5 

Q = Q* Pc = Q* . 2,5 

[~fpm] 

[Mp] 

a) Belastungsumordnung. 

/ 

f. P 
z e 

symmefr. De/oslung 
Abb. 110. Belastungsumordnung 

+ 

~~ ?~ 

onfimefr. De/osfung 

1'1 
7" 

b) Untersuchung fur symmetrische Belastung. Es geniigt das halbe Tragwerk 
(Abb. 111a) zu berechnen. Das Ersatzsystem ist ein Durchlauftrager auf festen, 
aber elastisch drehbaren Stiitzen (Abb. 111 b). 

w a 
r~l 
I 

Ersofzsysfem: 
1'1* K* e J 

3 

~ Freigrij/Je; 
z, 

M,*(o) 
b 

Abb. 111. Tragwerkssystem fiir symmetrischen Lastfall mit Ersatzsystem 

Anfederung der Riegel [nach Gl. (84)]. AIle Riegel haben die gleiche Feder
konstante 



5.4 Berechnung verschieblicher Stockwerkrahmen (E F = 00) 177 

Am Knoten 3 wirkt wegen der symmetrischen Belastung auf Riegel 3 folgendes 
Knotenmoment: 

M*(S) ___ 1_.! Pl(S) __ ~ 
so - Pc lc 9 2 S - 9 • 

Aufstellung des Rechenschemas B 12.1. [nach G1. (12a)]. Die Berechnung erfolgt 
nach dem verkiirzten Verfahren von Abschn. 3.4.4. Die Leitmatrizen werden 
nach (31) aufgestellt. BelastungsgroBen nach Tab. 1 b: 

w*=~~=~~= 1 
2 Pc 2 2,5 

Feld 1: Ie = 6 II 

* (ll) 1 
WlO z;; =T 

Cfio ( ~:) = - 1 

M* (~)=~ 
10 lc 2 

Qio(~:) = +1 
3 

Feld 2 und 3: 12 = TIl 

* (l2) * (la)_ 16·4_ 1 w20 z;; = wao 1; - 24 - 3 - - 3" 

* (l2) *(la)_ 16·4 __ 4 
Cf20 z;; = Cfso z;; - - 63- - - 3' 

M* (~) - M* (l!.) - ~ 20 lc - SO lc - 2 

--* (ll) 1 1 CflO z;; = 3 T - 1 = -T 
--* (ll) 6 1 1 1 
MlO z;; =-6T+2=+"4 

Q:o (~:) = Q:o (~:) + 1. 

Zur LastgroBe M:o (~:) wird das Knotenmoment M:JS) addiert. 

Bechenschema B12.1 (Siehe S. 178). 

Ermittlung der FreigroBe Mf (0). Aus der Randbedingung Mto (0) = 0 folgt 

- 43, 77 Mi (0) + 2,84255 = 0 

Mi (0) = 0,06493. 

Damit sind alle Stielmomente unmittelbar oberhalb der Knoten und die Knoten
verdrehungen bekannt. 

Riegelendmomente M~i) = -~m, + M~i). • 6 .,.. .0 . 

Mil)* = - ! (- 0,05521) = + 0,0092 Mil) = + 0,115 Mpm 

M~2)* = - ! 0,29445::.-= - 0,04907 M~2) = - 0,613 Mpm 

M~S)* = - ! (- 1,3188) - ~ = - 0,6695 M~S) = - 8,368Mpm. 

Nunmehr k6nnen siimtliche noch fehlende Schnittkriifte nach den allgemeinen 
Regeln der Statik berechnet werden. Die Schnittkraftschaubilder sind in Abb.113 
(Seite 180) zu sehen. 
12 Kersten, Reduktionsverfa hr.n 
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c) Untersuchung Jilr antimetrische BeZastung. Untersucht wird das halbe Trag
werk nach Abb. 112a. Sein Ersatzsystem ist ein elastisch drehbar gestutzter 
Durchlauftrager (Abb. 112b), dessen Berechnung nach Abschn. 3.3 erfolgen kann. 

IV a 

frsofzsysfem 
W" K* T J, 

b 

Rondbedingungen: 
MfllrO)=o 
e; (oj = 0 

freigrii/Jen; 

It/' r 0) 
Mt(Oj 

Abb. 112. Tra gwerkssystem fiir antimetrischen Lastiall mit Ersatzsystem 

Anfederung der Riegel [nach Gl. (85)]. Federkonstante fur aIle Riegel: 

1 1'r) 1 I 1 
K'!' = 6 -"- -' = 6 - - = -

lj') Tc 2l 6 I 2· 

Knotenmoment infolge antimetrischer Belastung auf Riegel 3: 

M*(3) = _ _ L __ P_ [~Z(3) (2 Z(3»)2 _ (~Z(3»)2 ~ z(3) ] = _ ~ = _ 0 296296 
30 Pc lc 2 (/3(3»)2 3 3 3 3 3 3 3 3 27 ' • 

Aufstellung des Rechenschemas R 12.2 [nach Gl. (12a)]. Die Leitmatrizen er
geben sich nach Gl. (18). Die BelastungsgraBen Wko (ZkIZc), TZo (lkIZc), MZo (lkIZc) und 
QZo (ZkIZc) sind die gleichen wie bei symmetrischer Belastung. Zur dritten Zeile der 
Lastspalte von Leitmatrix 3 wird das Knotenmoment M:O(3) addiert. (Rechen
schema siehe S. 181.) 

Ermittlung der FreigroBen. Bei Erfullung der Randbedingungen am oberen 
Tragwerksende erhalt man folgendes Gleichungssystem: 

M: (0) = 134 Mi (0) + 101,5 Qi (0) + 62,37037 = 0 l 
Q: (0) = 1 Qi (0) + 3 = 0 

mit der Lasung: 
Qr(O) =-3 

Mi (0) = + 1,80699. 

Mit diesen GraBen werden im Rechenschema samtliche Stielschnittkrafte unmittel
bar oberhalb der Knotenpunkte und samtliche DeformationsgroBen an den 
Knoten errechnet. 

12* 
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Jetzt sind auch aIle iibrigen Schnittkriifte bekannt. Die sich ergebenden Schau
bilder sind in Abb. 113 dargestellt. 

AuBeJ:dem sind in diesem Bild auch die endgiiltigen Schnittkriifte des urspriing
lichen Rahmens von Abb. 109 zu sehen, die man durch Superposition der Schnitt
krafte aus beiden Lastfallen gewinnt. 

6. Krenzwerke 
6.1 Allgemeines 

Kreuzwerke (Abb. 114), auch Tragerroste genannt, finden im Bauwesen 
sowohl im Hochbau wie auch im Briickenbau sehr viel Anwendung. Es wird 
hier angenommen, daB sie nur senkrecht zu ihrer Tragwerksebene belastet werden. 
Sofern es sich dabei um regelmaBig und symmetrisch gebaute Kreuzwerke han
delt, existieren fiir ihre Berechnung Verfahren und Tabellen1, mit deren Hilfe 
sie verhaltnismaBig einfach zu berechnen sind, besonders wenn die Torsionsstei
figkeit der Trager vernachlassigt werden kann. Dagegen bei unregelmaBig gebau
ten Kreuzwerken, vor allem wenn sie hochgradig statisch unbestimmt sind, kann 
der Umfang der Berechnung nach den bisher in der Statik iiblichen Verfahren im 
Vergleich zu einem regelmaBig gebauten mit der gleichen statischen Unbestimmt
heit um ein Vielfaches zunehmen. 

Kreuzwerke konnen auch nach dem Reduktionsverfahren statisch untersucht 
werden, Ffir dieses Verfahren ist das Kreuzwerk, je nach seiner Form, ein offenes 
oder geschlossenes Rahmentragwerk, das senkrecht zur Rahmenebene belastet 
wird. Die Rechnung wird wieder an einem Ersatzsystem vorgenommen. Dieses 

Abb. 114. UnregelmaBige Kreuzwerke 

entsteht, wenn die parallele 
Tragerschar, die die zahlen
maBig kleinste Felderzahl 
aufweist, zu Hauptstrangen 
erklart und die dazu ortho
gonaleTragerschar (Neben
strange) an diese angefedert 
wird. Dabei ergibt sich die 
Zahl der am Kreuzwerk 
zunachst unbekannten Gro
Ben nicht aus seiner stati-
schen oder geometrischen 

Unbestimmtheit, sondern aus der Zahl der Hauptstrange und den an diesen mit
gefiihrten konjugierten Paaren. Der Rechenaufwand ist also nur abhangig von 
der Zahl der Hauptstrange und der Zahl ihrer Felder. Das Reduktionsverfahren 
ist deshalb besonders geeignet ffir die Berechnung von unregelmaBigen und hoch
gradig statisch unbestimmten Kreuzwerken. 

1m folgenden wird unterschieden zwischen: 
a) Kreuzwerken, bei denen die Torsionssteifigkeit der Trager vernachlassigt 

werden kann. Diese konnen mit der bisher behandelten Theorie berechnet werden 

1) z. B. LEONHARDT-ANDRA: Die vereinfachte Tragerrostberechnung, Stuttgart, 1950 
W. BIERMANN: Tragerrostberechnung, Berlin, 1955 
H. HOMBERG: Kreuzwerke, Berlin, 1957 
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b) Kreuzwerken, bei denen die Torsionssteifigkeit der Trager beriicksichtigt 
wird. Fiir die.se sind neue Feld- und Punktmatrizen sowie Koppelfedermatrizen 
fUr die Torsionsbeanspruchung aufzustellen. 

6.2 Langsverdrehung in x-Richtung 
(Torsionsbeanspruchung fUr feldweise G 1 T = const) 

6.2.1 Feldmatrix 
Die Ableitungen gelten nur fiir die freie Torsion (ST. VENANTsche Torsion), 

d. h., es wird angenommen, daB die Querschnitte sich frei verwolben konnen. 
Die Differentialgleichung fiir die freie Torsion bei feldweise const Torsions

steifigkeit G 1 T lautet: 
(86) 

In Abb.115 sind die positiv definierten Torsionsmomente M x , die Langs
verdrehungen b und die Torsionsbelastung t(x) an einem Stab von der Lange lk 
in Schnitten rechts neben der Stiitze i 
und links ne ben der Stiitze k eingezeich-
net. Fiir die Ableitung interessieren 
wieder nur die GroBen am rechten 
Schnittufer. Gl. (86) ist genau so aufge
baut wie Gl. (33) fiir Langsdehnung. 
Auch die TorsionsgroBen in Abb. 115 
sind in der gleichen Weise positiv de
finiert wie die ihnen entsprechenden 
GroBen der Langsdehnung in Abb. 50. 
Man kann daher die Beziehungen, die 
den linearen Zusammenhang der Langs
verdrehungen und des Torsionsmomen
tes zwischen dem linken und rechten 

~-------lk------~ 

'I7j,·"k(oj "'k-"k(ltt/ 
I •• I •• 

Abb.116. Reine Langsverdrehung in x-Richtung: 
Positive Definition der Torsionsbeiastung t(xl sowie 
der Randverdrehung und Randtorsionsmomente M", 

. am Stab von der Langs lk 

Stabende des Feldes lk herstellen, sofort entsprechend denen von Gl. (37) an
geben: 

oder kurz 

+ {}ko(lk) 

+ Mdo(lk) 

1 

t) tk (lk) = iY tk t)tk (0) , 

wenn folgende Abkiirzungen eingefiihrt werden: 

{}.~(lk) -Dk(O) 

tJtk (lk) == M"'k (lk) t)fk(O) = t)ti = Mk(O) 

1 1 

1 lk + °ko(lk) -CIT' 

iYtk= 0 1 + Mdo(lk) 

0 0 1 

(87) 
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trtk ist die gesuchte Feldmatrix fUr die Torsionsbeanspruchung. Die in der Last
spalte stehenden BelastungsgroBen ergeben sich ebenfalls analog zu den Beziehun-

tk gen (35) von der Langsdehnung: 

~~~~~~~~~~ Xk M lllko (xk) = J tk (~) d~ 
o filTk -~ Mzko Ok} 

-:ek 

lk 
Mrko A f!1T 

Xk 

_{} (X)_jMxkO(;)d t 
kO k - GI,!, <;-

o 

(88) 

-'/'-'I1'kO(lk} 
fUr (0 < ~ < xk ). 

fiIr = canst 
Abb.116. Darstellung der BelastungsgriiBen 
als an die rechte Feldgrenze reduzierte Funk

tion tk und Mxk./GI'!' 

Man kann sie sich vorstellen als an die rechte 
Feldgrenze reduzierte Belastungsfunktionen 

und M:r:kO (xk ) 

GI,!, (Abb.116) 

In Tab. 6a sind diese BelastungsgroBen fUr einige Lastfiille angegeben. 

Tabelle 6a. Belastu7UJsgrofJen bei Lii7UJsverdrehung in x-Richtu7UJ fur feldweise konst. Torsions
steifigkeit GI'!'k 

t[Mpm~ c:: Iff K, 

Tabelle 6b. Umgerechnete Belastu7UJsgrofJen bei Lii7UJsverdrehu7UJ in x-Richtu7UJ fur feldweise 
konst. Torsionssteifigkeit GI'!'k 
Pele * 

VergleichsgroBen: {} = {}* EJ2 M", = M" Pc Ie t = t* Pc 
e 

Pc, le, Ie beliebig wahlbar 

M", bk EIe 
Pele le GI'!'k 

t* l~ EIc 
2 l~ GITk 

6.2.2 Punktmatrix 
Die Beziehungen an der Feldgrenze k sind: I DH , (0) 

1 0 0 

MXk~dO) - -Ktk 1 0 

0 0 1 

0,(1,) J 
M",~(lk) (89) 
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oder kurz 

t)t, k -'- dO) = Utk t)tk (lk) (89a) 
mit der Punktmatrix 

1 0 0 

Utk = -Ktk 1 0 (89b) 

0 0 1 

Darin ist Ktk [Mpm] die Drehfederkonstante einer eventuell an der Feldgrenze 
vorhandenen Torsionsfeder, In der Lastspalte kann auBerdem ein an der Feld
grenze wirkendes bekanntes auBercs Torsionsmoment stehen. Unbekannte 
SprunggroBen konnen' im allgemeinen nicht auftreten. 

6.2.3 Zusammenhang am Trager liber mehrere Felder 

Gl. (87a) wird in Gl. (89a) eingesetzt: 

l)t,k+ 1 (0) = Utk ftk l)tk (0). 

Durch mehrmaliges Einsetzen der Gleichung fUr die verschiedenen Felder in sich 
selbst folgt 

t)/,n+l(O) = U tn ~tn Ut,n-l lYt,n-l'" U t2 lYt2 Un lYt1 t)n(O). (90) 

Diese Gleichung hat dieselbe Form wie Gl. (10) bei reiner Biegung und Gl. (41) 
bei Langsdehnung. Ein Trager mit einem oder mehreren Feldern kann demnach 
auf Torsion in ahnlicher Weise untersucht werden wie fiir Biegung oder Langs
dehnung. 

Der in Gl. (90) vorkommende Anfangsvektor t)n (0) solI noch naher unter
sucht werden. Er hat die Form 

(91) 

Darin ist A die sich aus den Randbedingungen ergebende FreigroBe vom linken 
Tragerende. Der Vektor fl ist die allgemeine Losung der homogenen und der 
Vektor f2 die Partikularlosung der inhomogenen Differentialgleichung. 

In Tab. 7 sind fiir verschiedene FaIle die FreigroBen vom linken Tragerende 
und die Randbedingungen am rechten Tragerende zusammengestellt. 

Tabelle 7: Freigrof3e am linken Tragerende und Randbedingung am rechten Tragerende fur 
Langsverdrehung in x-Richtung 

~ 0 0 0 0 
linkes Triigerende ~ ko~ ~ ~ = JJ;(Oj-O 

'/1i(O)-O lJi(OJ=O 

FreigrilBen MXT (0) JJ;(Oj 

~ 
n n fI, 

~ rechfes TriigerenrJe ~ ~Kn~ 

RonrJberJingung l7'n (In) = const (-0) Mz,n+T (0) = 0 
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6.2.4 Einfiihrung dimensions]oser Vergleichsgro.Ben 

Fiir die Durchfiihrung der praktischen Zahleprechnung werden fiir den Fall, 
daB auBer der Torsion noch die Biegung mit untersucht wird, die dimensionslosen 
VergleichsgroBen b*, M: und t* eingefiihrt: 

{} = {}* !~!l 
E10 

Pc, lc und E1c sind beliebig wahlbar. 
Umgerechnete Feldmatrix 

o 

1 

o 

t - t*!oJ~- t* P - lo - c· 

+ {}to (~:) 1 
+ M:kO G:) 

1 

(92) 

(93) 

Die umgerechneten Belastungsglieder sindfiir einige Lastfalle in Tab. 6b zusam
mengestellt. 
U mgerechnete Punktmatrix 

Darin ist 

\

1 0 0 

U:k = -K:k 0 0 

001 

K * K lo 
tk = tkEj 

c 

(94) 

(95) 

6.2.5 KoppeUedermatrizen fiir Torsion 

6.2.5.1 Zweifache KoppeUedermatrix fiir den beidseitig elastisch 
eingespannten Stab 

Diese Matrix wird in der gleichen Weise abgeleitet wie die fiir Biegung. 
In Abb. 117 sind die positiv definierten Randtorsionsmomente und Rand

Abb.117. Positiv definierte Randverdrehungen 
und Randtorsionsmomente zur Ableitung der 

Torsionskoppeifedermatrix 

langsverdrehungen eines Stabes von der 
Lange lk und der const Torsionssteifigkeit 
G1 T dargestellt. Die positive Belastung t{x) 
wirkt linksdrehend bei Blickrichtung vom 
Knoten k zum Knoten i. 

Die Einfliisse von Belastung und Langs
verdrehung werden zunachst getrennt un
tersucht: 

1. Belastung: fiir {}i = {}k = 0 

MZi = M.,iO M!JIJk = M zkO • 

M ZiO und MdO sind die Randtorsionsmo
mente am beidseitig fest eingespannten 
Stab infolge der Belastung; z. B. fiir 
t(x) = t = const [Mpmjm] 

M tlk 
dO= +-2-· 



6.2 Liingsverdrehung in x·Richtung 

2. Verdrehung: f}j: fur f}k = t(x) = 0 

M"'i = !!'-ZIT f}i 
k 

3. Verdrehung f}k: fur f}i = t(x) = 0 

M "= _fll!.f} 
"'. Zk k 

Die einzelnen Einflusse werden superponiert: 

M GITf} GITf} M 1 xi = --1- k + --1 . i + ",iO 
k k 

M GITf} + GITf} M" 
"'k = --1-- k -1- i + dO 

k k 

187 

(96) 

Das Moment M"'i wirkt auf den Knoten ides linken Stranges (Abb. 117) nach 
Abschn. 2.2 im negativen Sinne und das Moment M"'k auf den Knoten k vom 
rechten Strang im positiven Sinne. Wenn also die Vorzeichen in der ersten Glei
chung von (96) umgekehrt werden, bekommt man die Torsionsfederbeziehungen 
des Stabes lk 

Darin ist 

die gesuchte Koppelfedermatrix fiir Torsion. 
Die mit den Beziehungen (14) umgerechnete Matrix heiBt: 

GIT 1e! 1 -11 f£ik(f},.,f};) = EI 1- • 
e k -1 1 

6.2.5.2 llehrfache KoppeUedermatrizen 

Als Beispiel wird die Ab
leitung der Koppelfederma
trix des in Abb. 118 darge
stenten Stranges vorgefUhrt: 

Koppelfedermatrix von 
Feld l1: 

(96a) 

(96b) 

(96c) 

Abb. 118. Entwicklung des Nebenstranges in eine Torsionsfeder 

aus G1. (96c) folgt fUr f}~ = 0 

~ .. *(l) __ C!.IT!..~~. fj* 
mxl - EI 1 ? I· 

e 1 
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Koppelfedermatrix von Feld l2 

1
_ M* (2) I = G ~T2 ~ I 1 

xl Elc l2 

+M:i2 ) l-l 
Koppelfedermatrix von Feld l3 

1
- M:i3) 1 GlTa lc I 1 

+M:i3)J = Elc Ta l-l 

-:II:~I· 

Durch Addition ergibt sich die Torsions-Koppelfedermatrix des gesamten 
Stranges 

M* (1) _ M* (2) 
xl xl +IT2:"-

2 
o -- (I TI:: + I T2 :;)1 t9tl 

M* (2) _ M* (3) 
x2 x2 

l + M:i3) 
I lc + I lc l- Taz- T3i 

a a 
o 

6.3 Kreuzwerke ohne Beriicksichtigung der Torsionssteifigkeit 
6.3.1 Allgemeine Betrachtungen 

Untersucht wird das Kreuzwerk von Abb.119. Die beiden vierfeldrigen 
Tragerstrange sollen die Hauptstrange und die dazu senkrechten drei Trager-

1\~\ 
~~ 

,j.(:;\)~ 
ql \' 

Abb. 119. Kreuzwerke ohne Beriicksichtigung 
der Torsionssteifigkeit der Trager: Definitionen 
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strange die Nebenstrange sein. Die Kreuzungspunkte der Haupt- und Neben
strange sind die Knotenpunkte des Kreuzwerkes. Die Felder und Knotenpunkte 
werden genauso bezeichnet wie die der Rahmen. Die in der Rechnung vorkom
menden positiv definierten Kraft- und DeformationsgroBen an den Neben- und 
Hauptstrangen sind in Abb. 119 zu sehen. Die Indizes y und z bei den Momenten 
und Querkraften wurden weggelassen, weil keine Verwechslung maglich ist. Die 
GraBen an den Nebenstrangen werden durch den hochgestellten Index (n) von 
den GraBen an den Hauptstrangen unterschieden. 

Jeder Knotenpunkt des Kreuzwerkes kann sich senkrecht zur Kreuzwerk
ebene um den Betrag w verschieben, um die x-Achse des Hauptstranges um den 

Abb. 120. Knotenkrafte P;i in den Knotenpunktcn der gctrennten Tragerstrange 

Winkel {} = cp(n) und um die x-Achse des Nebenstranges um den Winkel {}(n) = cp 

verdrehen. Wegen der Vernachlassigung der Torsionssteifigkeit der Trager sind 
diese FormanderungsgraBen nur abhangig von den Biegesteifigkeiten und den 
Feldliingen der Haupt- und Nebenstriinge sowie der Belastung. Wenn die Durch
biegungen w samtlicher Knotenpunkte bekannt waren, dann kannte man die 
Hauptstrange und die Nebenstrange unabhangig voneinander fUr die sie bean
spruchende Belastung und die als Stiitzensenkungangesetzten Knotendurch
biegungen w berechnen. Dieser Weg soIl auch bei der Berechnung der Kreuzwerke 
beschritten werden. Dazu muB man die Haupt- und Nebenstrange in den Knoten
punkten trennen. Damit das Gleichgewicht an den Strangen erhalten bleibt, sind 
in den getrennten Knotenpunkten die paarweise auftretenden Krafte Pj i anzu
bringen (Abb. 120). Sie sollen positiv sein, wenn sie am Hauptstrang in Richtung 
der positiven z-Achse und am Nebenstrang in Richtung der negativen z-Achse 
wirken. Man kann diese Kriifte Pj i als Stiitzkriifte der fur sich betrachteten 
Tragerstrange ansehen. Wenn in den Knotenpunkten j i die noch unbekannten 
Durchbiegungen Wji als Stiitzensenkungen angesetzt werden, dann lassen sich 
diese Krafte Pji an jedem Nebenstrangj errechnen als Funktionen dieser Stiitzen
senkungen und der an ihn angreifenden Belastung. Zum Beispiel die Krafte Pu 
und P 12 in .Abb. 120 werden berechnet als Stiitzkriifte am Nebenstrang 1 (Abb.121) 
fUr die beiden Lastfalle: 

a) AuBere Belastung p, 
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b) Senkung der Knoten 11 und 12 um die noch unbekannten Betrage wn 
und w12• 

r lrnl T Z}'" --'~I-' -- Z':"', 
1 <P 

I I I I I 11 I I I I I I I I I I ! I I II 

~-Jiil1----k112r=.:::---~----""~ 
~ 11 1a 

PI1 (W l1.w/2.p;f t ~3 (Wl1.W/8.P) 
Abb.121. Nebenstrang 1 unter dem EinfluLl der Belastung p und der Knotendurehbiegungen Wll und WlI 

Die sich dabei ergebenden Krafte lauten 

oder in Matrizenform 

(97) 

Mit Hilfe dieser Matrizengleichung kann der Nebenstrang 1 an die Hauptstrange 
angefedert werden. In ihr sind die Elemente au, ~ und lL:!2 der Koeffizienten
matrix nur abhangig von der Biegesteifigkeit und den FeldHingen des Neben
stranges 1. Die Krafte PlO,l und P lO,2 entstehen aus der auBere Belastung auf dem 
Nebenstrang. Wie bekannt miissen nach dem Satz von MAXWELL-BETTI die Koeffi
zientenmatrix zur Nebendiagonale symmetrisch und die Koeffizienten au und 
~2 stets negativ sein. 

Nachdem nun die Anfederung der Nebenstrange an die Hauptstrange theore
tisch gelost ist, kann das Ersatzsystem des Kreuzwerkes gebildet und berechnet 
werden. Es wird dabei behandelt wie ein Durchlauftrager, der an den Neben
strangen elastisch senkbar gestiitzt ist. 

6.3.2 Feld., Punkt· und Leitmatrizen fur das Ersatzsystem 

a) Feldmatrix. An jedem Hauptstrang treten die konjugierten Paare (w, Q) 
und (cp, M) auf. Die Feldmatrix kann somit zusammengebaut werden aus den 
GIn. (5) oder bei Verwendung von VergleichsgroBen aus G1. (15). Beispielsweise 
lautet fUr zwei Hauptstrange die Feldmatrix des Feldes lk des Ersatzsystems: 
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b) Punktmatrix. Fiir zwei Hauptstrange heiBt die Punktmatrix an der Feld-
grenze k: 

wt + 1,2(0) 1 0 0 0 0 0 0 0 0 * Ck) Wk2 Y; 

Wt-,-1,l (0) 0 1 0 0 0 0 0 0 0 * Ck) wkl Y; 

CPt + 1,2 (0) 0 0 1 0 0 0 0 0 0 * Ck) CPu Y; 

cP; + 1,1 (0) 0 0 0 1 0 0 0 0 0 * Ck) CPkl Y; 

Mt+I,l(O) 0 0 0 0 1 0 0 0 0 Mt1 (~:) (99) 

Mt+I,2(0) 0 0 0 0 0 1 0 0 0 M* (~) k2 lc 

Q; + 1,1 (0) 0 0 0 1 o PtO.I Qt1C:) 

Q:+',,(O)] 0 0 0 0 1 P:O•2 Q:,(::) ] 
l 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 l 1 

1m gerasterten Teil steht die mit VergleichsgroBen umgeordnete Federmatrix des 
Nebenstranges, und in der Lastspalte stehen die Glieder PZO•1 und PZO•2 ent
sprechend G1. (97). AuBerdem konnen in der Lastspalte noch beim Vorhandensein 
von Zwischenbedingungen SprunggroBen und an den Knoten angreifende be
kannte auBere Knotenkrafte und -momente vorkommen. 

c) Leitmatrix. Da in der Punktmatrix die Federmatrix nur einen kleinen 
Raum einnimmt, ist es beim Fehlen von Zwischenbedingungen vorteilhaft, mit 
der Leitmatrix zu rechnen. Die Schreibarbeit im Rechenschema wird dadurch 
verkiirzt. 

Die Leitmatrix bei zwei Hauptstrangen entsteht aus Matrix (98), wenn man 
in diese noch zusatzlich eine 10. und 11. Spalte aufnimmt. In diesen beiden 
Spalten steht ~ den Zeilen von Qtl (lklle) und Qt2 (lklle) die Federmatrix des 
Nebenstranges nach G1. (97). Die Lastglieder PtO.l und PkO.2 von G1. (97) sind zu 
den entsprechenden Gliedern der Lastspalte von Matrix (98) zu addieren. Die 
Matrizenmultiplikationen im Rechenschema miissen bei dieser Anordnung ver
schrankt ausgefiihrt werden. 

6.3.3 Zusammenhang am ganzen Kreuzwerk 
Die Berechnung verlauft nach folgender Rechenvorschrift: 

1. Aufgliederung des Kreuzwerkes in Haupt- und Nebenstrange. 
2. Berechnung der Nebenstrange. 

J eder N ebenstrang jist ein Trager auf festen Stiitzen und wird untersucht fiir : 

a) .AuBere Belastung; 
b) die unbekanilten Stiitzensenkungen wi i ' die an jeder aus einem Knoten

punkt des Kreuzwerkes (Kreuzungspunkt zwischen Haupt- und Neben
strang) hervorgegangenen Stiitze j i vorhanden sind. 
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Die Berechnung erfolgt nach Abschn. 3.4.4 mit Rechenschema (12). Ziel der 
Untersuchung sind die Stiitzkrafte PH (positive Definition s. Abb. 120 und 
Abb. 121), die sich als Funktionen der unbekannten Stiitzensenkungen w;i und 
der bekannten Belastung auf dem Nebenstrang j ergeben. 

3. Aufstellung einer Federmatrix fiir jeden Nebenstrang j. Die Federmatrizen 
werden zusammengebaut aus den Stiitzkraften jedes Nebenstranges. Bei n 
Hauptstrangen wird die Federmatrix des Nebenstrangesj entsprechend G1. (97) 

Pjd a 1n a1n- 1 ••• a I2 au P;"j wjn 

P j2 a 2n a 2n - 1 ••• a 22 a I2 P jO,2 wjn - I 
(97a) 

p}.J P jn ann an-I,n' •• a 2n a 1n wj1 

Kontrolle der Federmatrix: 
lX) Samtliche Glieder ali < 0; 
(3) die Matrix muB zur Nebendiagonale symmetrisch sein. 

4. Berechnung der Hauptstrange. 
Sie werden zu einem Ersatzsystem zusammengefaBt, an das die Nebenstrange 
angefedert sind. Die FreigroBen am linken Ende des Ersatzsystems bestimmt 
man fiir jeden Hauptstrang getrennt mit Hilfe von Tab. 2. In jedem konjugier
ten Paar ist am linken Ende eine GroBe Null oder bekannt; die iibrigbleibende 
GroBe ist die FreigroBe. Am rechten Tragerende wird in jedem konjugierten 
Paar eine GroBe durch eine Randbedingung festgelegt. 

Bei n Hauptstrangen sind somit 2n FreigroBen in der Rechnung mitzu
fiihren. Aus ihnen wird der Anfangsvektor des Ersatzsystems aufgebaut. 

Bei der Durchfiihrung der Rechnung sind zwei Falle zu unterscheiden: 
a) Kreuzwerk ohne Zwischenbedingungen. 

Die Rechnung erfolgt zweckma6igerweise mit Rechenschema (12a). Die 
Leitmatrizen sind nach Abschn. 6.3.2.c aufzustellen. 
Am Ende des Rechenschemas bekommt man aus den Randbedingungen ein 
Gleichungssystem mit den unbekannten FreigroBen, also bei n Haupt
strangen 2n Gleichungen. 

b) Kreuzwerke mit Zwischenbedingungen. 
Zwischenbedingungen konnen auftreten bei der Bestimmung von Momen
teneinfluf31inien nach Abschn.3.0.2 (SprunggroBe cps, Bedingung M = 0) 
oder bei iiber mehrere Stiitzen durchlaufenden Kreuzwerken (Sprung
groBe (f, Bedingung W = 0). Bei jedem Feld, an dessen rechter Feldgrenze 
die Zwischenbedingung W = o ,auf tritt, ist die Leitmatrix aufzulosen in 
Feld- und Punktmatrix (nach Abschn. 6.3 a und b). 
Es kann dabei nach dem ausfiihrlichen Verfahren (Abschn. 3.4.2) oder nach 
der Methode des Ablosens der FreigroBen (Abschn. 3.4.3.) gerechnet werden. 
1m ersten Fall ist zum SchluB bei n Hauptstrangen und m Zwischenbe
dingungen ein lineares Gleichungssystem mit 2n + m Unbekannten und im 
zweiten Fall eins mit nur 2n Unbekannten zu losen. iJber die Vor- und Nach
teile beider Verfahren ist bereits an anderer Stelle ausfiihrlich berichtet wor
den. N achdem die FreigroBen und die evt1. vorhandenen unbekannten Sprung-

13 K"rsten, Reduktiollsverfahren 
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groBen berechnet sind, werden in bekannter Weise samtliche Kraft- und 
DeformationsgroBen an den Feldgrenzen der Hauptstrange ermittelt. 

5. Berechnung der Kraft- und DeformationsgroBen an den Nebenstrangen. 
Da samtliche GroBen an den Nebenstrangen ausgedriickt sind als Funktion der 
Knotendurchbiegungen, kann man sie jetzt leicht mit Hilfe dieser ermitteln. 

6. Kontrollen. 
1Jberpriifung der Gleichgewichtsbedingungen 1: H = 0, 1: V = 0, 1: M = ° 
a) am ganzen Kreuzwerk, 
b) an jedem Knotenpunkt. 

6.3.4 Beispiel 13 

a) Aufgabenstellung und Geometrie: 

l = 4m 

Ef = 21 . 103 Mpm2 

p = 2 Mp/m. 

Abb. 122. Beispiel 13 : Kreuzwerk ohne Beriicksichtigung der Torsionssteifigkeit der Trager 

Das Kreuzwerk ist fUr die angegebene Belastung zu berechnen. 'Die Torsions
steifigkeit der Trager solI vernachlassigt werden. 

Durch das Kreuzwerk konnen zwei Symmetrieachsen gelegt werden. Die 
Belastung ist dazu ebenfalls symmetrisch. Dadurch kann die Berechnung auf ein 
Viertel des Kreuzwerkes beschrankt werden (Abb. 123). An den von den Symme
trieachsen geschnittenen Stellen miissen die Bedingungen q; = ° und Q = ° 
erfUllt sein. 

Es wird mit VergleichsgroBen gerechnet: 

Gewahlt lc = 4 m Efc = 6Ef 

p = p* Pc = 2 . 4 = 8. 
lc 

b) Berechnung des Nebenstranges. Abb. 124 zeigt den Nebenstrang in der fUr 
die Berechnung maBgebenden Form. wi und wi sind unbekannte Stiitzensenkun-
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gen; p~, Pt und p~ sind Stiitzkrafte. p~ muE zuerst ermittelt werden, damit die 
Bedingung p~ = 0 erfiiIlt werden kann. 

Der Nebenstrang ist ein Durchlauftrager auf festen Stutzen, der nach 
Abschn. 3.4.4 berechnet wiid. Die Querkriifte werden unterdriickt. Man bildet die 
Feldmatrix nach Gl. (29). Bei der Berechnung werden die hochgestellten Indizes 1 

Abb. 123. Zu bcrechnendes Krcuzwcrk bei Beriicksichtigung der Symmetrie 

an den Kraft- und DeformationsgroEen weggelassen, weil in dies em FaIle keine 
Verwechslung moglich ist. 

Bechenschema B 13.1 (siehe Seite 196) 

(l(lJ) 
Am rechten Tragerende muE die Randbedingung qJ~ t = 0 erfiiIlt sein. 

Das ergibt die Gleichung 

- 24 Mi (0) - 4 + 12 wi - 3 wi = 0 

mit der Losung 

freigrijfjen.' 0 

M1"(O} I ~ HI 

1 p* i1 

11 IIII (1111 III 
Randbedingungen .' 

'Pc" (-¥:-J = 0 

t p''' 

~ l~1)=-.l. 
lc lc 

Zusafzbedingungen .' 

f/= Ra* (f/=o 
Abb. 124. Ersatztrager des Xebcnstrangcs 

Die Momente _Ll1~ (0) = Mt (li1)/lc) und Mt (l~l)/lcl an den Feldgrenzen ergeben 
sich ebenfalls als Funktionen von wt und w~. Sie stehen rechts neben das Rechen
schema. 

13· 
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Wiedergewinnung der Querkrafte nach Gl. (27) (Abb. 125): 

p* 
I1111111 I'll II II I II 

Ermittlung der Stiitzkraftc. Sie ergeben sich aus der Gleichgewichtsbedingung 
E V = ° an den Stutzen (Abb. 125): 

P~ = -Q:(O) 1 * 3 * = - 2 + WI -SW2 

P: = Q: (i~) - Q; (0) = + 4 - 2 w: + w; 
ZII)) 5 

P 2*=Q2*1-2Z-c 
45+ * * \ =, WI -SW2 • 

Anfederung der Nebenstrange. Mit Hilfe der Zusatzbedingung Pi = ° am 
rechten Nebentragerende (Abb. 124) kann wi als Funktion von wi ausgedruckt 
werden: 

* * 5 * P 2 =0=4,5+wI -sw2 

w; = 7,2 + 1,6 wi . 
Das in Pi eingesetzt, gibt 

P: = 4 - 2 w: + (7,2 + 1,6 w:) = 

l!: = - 0,4w: + 11,21 

Diese Gleichung ist die gesuchte Federbeziehung des Nebenstranges entsprechend 
Gl. (95). Sie konnte auch in folgender Form geschrieben werden 

pi = - kI w: + pio . 
Darin ist ki = 0,4 eine Senkfederkonstante und Pio = 11,2 eine Einzellast im 
Knoten 1. 
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c) Berechnung des Hauptstranges. Das Ersatzsystem ist in Abb.126 ein
schlieBlich der FreigroBen und der Randbedingungen am rechten Tragerende auf
gezeichnet. An Stlitze 1 sind als Ersatz fUr den Nebentrager die Senkfeder mit der 
Federkonstante kt und die Einzellast Pto vorhanden. 

Der Hauptstrang ist ein Durchlauftrager auf einer elastisch senkbaren Stlitze. 
Er wird berechnet nach Abschn. 3.3.1. Die Leitmatrizen wurden aufgestellt nach 
Gl. (18). 

FreigriifJen,' 

'I,. (0) 

~/'(o) 

o 
J); 

LlL= l 
Zc Tc 

Abb. 126. Ersatzsystem des Kreuzwerkes von Abb. 123 

Rechenschema B 13.2 nach Gl. (12) (fUr Hauptstrang): 
Ermittlung der FreigroBen. Aus den Randbedingungen folgt das Gleichungs

system 

<P; (~:) = -3,8 <pi (0) - 22,2 Qi(O) - 198,4 = 0 1 

Q: (i.-) = +0,4 <pi (0) + 0,6 Qi (0) + 27,2 = 0 r 
Mit der Losung 

Qi(O) = 3,6~ 

<pi (0) = -73,45. 

Damit werden aIle dimensionslosen Kraft- und DeformationsgroBen an den 
Feldgrenzen berechnet und rechts neben das Rechenschema geschrieben. Die 
tatsachlichen Werte ergeben sich durch Multiplikation der dimensionslosen GraBen 
mit einem Faktor: 

_ * Pc l~ _ * 64 _ *. 0 0005079 w - w EI - W 6. 21000 - w , 
c 

[m] 

<P = <P* • 0,0001269 

M = M* P.l. = M*· 4 [Mpm] 

Q = Q* p. = Q*. [Mp] 
Sie stehen ebenfalls rechts neben dem Rechenschema. 

d) Berechnung der Kraft- und Deformationsgrof3en am N ebenstrang. Am N eben
strang sind vorlaufig noch aIle GraBen ausgedrlickt als FUnktion der D:urch
biegungen w~ und w!. w~ ist gleichzeitig auch die Durchbiegung des Haupt
stranges an der Stlitze 1. Diese ist bekannt. Sie wird aus dem Rechenschema (12) 
entnommen: 

wi = w; (0) = 77,0908. 

Wie bekannt, ist w: eine Funktion von w~ : 
w;= 7,2 + 1,6 wi = 7,2 + 1,6·77,0908 = 130,54528. 
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Nunmehr konnen aIle Momente im Rechenschema R 13.1 berechnet werden: 

Mi (0) = - ~ + ~ wi - ~ w; = 22,06 (88,24 Mpm) 

M* M* (l\1 l) 1 1 * 1 * " 2 (0) = 1 z: = 3" -"2 W 1 + T W 2 = -5,570 (-22,3 Mpm) 

M* (Wl) 5 1 * 3 * " 2 z: =S+"2W1 -Sw2 = -9,570. (-38,2 Mpm). 

Die tatsachlichen Werte ffir die Momente stehen in Klammern hinter den dimen
sionslosen Werten. 

e) Stiitzkriifte, Momenten- und Querkraftdiagramme. Sie werden nach den all
gemeinen Regeln der Statik ermittelt und aufgezeichnet (Abb. 127). 

~::'GMp 7 
- ~ .. ~ 

M [Mpm] ~~M;-r'l'l'l"F1ffl'1'F1FFFF1'1fFy.g.j,-'!'!'!-~~~ 

~~~~~~~~~~~-------7~+~ 
~~~ ____ ~-J/'.?' .~ 

11 [Mp] 

'" ~ 
C'"i 
~ 

p-2Mp/m 

Abb. 127. stiitzkrlLfte und Schnittkraftdiagramme zu Beispiel 13 

6.4 Krenzwerke mit Beriicksichtignng der Torsionssteifigkeit 
6.4.1 Allgemeine Betrachtungen 

Betrachtet wird das Kreuzwerk der Abb. 128. Die vorgesehene Einteilung in 
Haupt- und Nebenstrange sowie die Bezeichnung der Knoten und Felder ist 
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daraus ersiehtlieh. Es soIl die Torsionssteifigkeit OJ T jedes Tragers beriicksiehtigt 
werden. Dadurch miissen in der Rechnung an jedem Strang die drei konjugierten 
Paare ({), M",), (cp, My) und (w, Qz) mitgefiihrt werden. Die positive Definition 
dieser GraBen ist aus Abb. 128 zu ersehen. Die GraBen an den Nebenstrangen 
erhalten wieder zur Unterseheidung von denen an den Hauptstrangen einen hoeh
gestellten Index (n). 

Abb.128. Kreuzwerk mit Beriicksichtigung der 
Torsionssteifigkeit der Trager: Definition 

Bei Belastung des Kreuzwerkes versehieben sieh seine Knotenpunkte in Rich
tung der z-Aehse und verdrehen sieh urn ihre Aehsen cp und {}. Weil die Biegesteifig
keit und die Torsionssteifigkeit der Trager beriieksiehtigt wird, muB die gleiehen 
Verdrehungen und Versehiebungen, die ein Knoten eines Hauptstranges ausfiihrt, 
auch der dazugehorende Knoten des Nebenstranges mitmaehen. Dabei besteht am 
Knoten k j unter den FormanderungsgroBen des Haupt- und Nebenstranges bei 
Beachtung der Vorzeichendefinition von Abschn. 2.2 folgende Ahhiingigkeit: 

(n) 1 Wkj = Wkj 

{}(n) 
Cf!kj= kj J. 
{} (n) 

kj = - Cf!kj 

(100) 

Wenn die Haupt- und Nebenstrange in den Knotenpunkten getrennt werden, 
dann sind aus Gleichgewichtsgriinden an jedem getrennten Knoten k j die paar-
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weise auftretenden Schnittkrafte Pki' M., ki und M'/I ki vorhanden (Abb. 129), die 
so definiert werden, daB diejenigen, die am Knoten des Hauptstranges wirken, 
nach Abschn. 2.2 die positive Richtung haben. Diese Schnittkrafte lassen sich an den 
Nebenstrangen als Funktion der noch unbekannten Knotenverformungen und 
der bekannten Belastung auf den Nebenstrangen ausdriicken. Das bedeutet 
aber, daB sich aus ihnen die Koppelfedermatrizen der Nebenstrange zusammen

Abb.129. Knotenschnittkrafte P kf, M",ki und Mllki in den Kno
tenpunkten der getrennten Tragerstrange 

bauen lassen. Dabei erhalt 
man fUr jeden Nebenstrang 
zwei KoppeI£edermatrizen, 
wobei die eine seine Torsions
steifigkeit und die andere seine 
Biegesteifigkeit in der x-z
Ebene beriicksichtigt. 

Als Beispiel wird nun ge
zeigt, wie der Nebenstrang 2 
vom Kreuzwerk in Abb. 128 
an die Hauptstrange anzu
federn ist: 

a) Ableitung der Koppel
federmatrix, die infolge der 
Torsionssteifigkeit Gh des 
Nebenstranges entsteht. 

GO (j}, Il) /1 OI,tZi ilil Die Aufgabe besteht dar-

i·~':~'----·r-I----';'---"·I ~o:n:!~:~:,S: 
__ __ (Abb. 129) in Abhiingigkeit 
"'a~ZJ-fJ'ZI ~(Z{. ~ von tp;l und tp;2 anzugeben 

WJ fZll ftz) nicht vorhanden). Das ist mog-

--"'a~lJ-O 

I (Z1) 

~O M;r;zo 
I
! Jill 'ZZ (auBere Torsionsbelastung ist 

"'XJ1 l1 "'XJ1 _____ MXll 22 Hch, wenn man sie aus den __ ---4eoo--................ ~ - -- Randtorsionsmomenten der 
zwei Felder l(2) und l(2) des 

1 2 
Abb.130. Nebentrager: Randtorsionsmoment und RandJangsver- Nebenstranges 2, die Funk

drehung zur Ableitung der KoppeJfedermatrix 
tionen der Nebentrager-Langs-

verdrehungen iJ:i2) und iJ:J2) sind, zusammensetzt. In Abb. 130 ist der 
Nebenstrang 2 dargesteIlt, und die in Frage kommenden Torsionsmomente und 
KnotenIangsverdrehungen sind eingetragen. Daraus kann man die hier maBge
benden Beziehungen ablesen: 

und 

M* - M*(21) _ M*(22) 
1121 - .,21 .r21 

* _ M*(22) 
MII22 - :r2~ 

_0.*(2)'_ m* 
"1"21 - '1'21 

_0.*(2) _ m* 
'V22 - '1'22 

(101) 

Die Randtorsionsmomente der einzelnen Felder ergeben sich nach G1. (96c) 
[Torsionsbelastung t(x) ist nicht vorhanden]. 
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Feld li2): 

Wegen -o:J2) = 0 ergibt sich 
M*(21) __ GJ~<_Je-O*(2) 

:r21 - E1e l12) 21· 

FeEd l~2): 

(

_M*(22») ( ~I~~~ :r21 Elc l~2) 

M*(22) = _ &I~f~ 
:r22 E1c l~2) 

Durch Addition bekommt man die gesuchte Koppelfedermatrix 

(101) 

b) Ableitung der Koppelfedermatrix, die infolge der Biegesteifigkeit EI des 
Nebenstranges entsteht. 

Abb.131 zeigt wieder den Nebenstrang mit allen fUr die Ableitung ma13-
gebenden Schnittkraften sowie Knotenverdrehungen und -verschiebungen. 
Danach gelten folgende Beziehungen: 

M* - M*(22) _ M*(21) 
x21 - y21 y21 to alZI 

!/I 81 
,p 

82 
p* __ Q*(22) + Q*(21) 

I~ E1//1 
21 - z21 z21 

(103a) 
M* = _ M*(22) ZIZl lW 

a: 22 y".!:2 I 3 

p* _ Q*(22) 
22 - z2~ N:I_W~~ 

q (Z11 'Pz:2J = -l1z, U (E2) 

und 
z~o Q(/1I g(ZZJ z/12 

• t , ZZI t l. t l Z21 t t· 
t ftl t~~ 

• 'f" I l1.rtl l1,rill W 22 = W 22 
~ . )(.\ * *(2) • ) C ) (.) ( -022 = - CfJ22 • 

(103b) 11 (.1) I1(ZI/ I1IZZJ M (ZZJ 
W:1 = w:i2) yZO yEI yZ1 yEl 

-0* - - *(2) J Abb.131. Nebentriiger: Randschnittkriifte und Randverformun-
21 - CfJ21 gen zur Ableitung der die Biegefestigkeit berllcksichtigenden 

Koppelfederma trix 

Die Randschnittkrafte fiir Feld lt2) ergeben sich nach Tab. 5 b: 

( ) ( 

l ) 1(-» 
M*(21) _ 6 (~ 2 ...!l. 

y:l1 l(2) I 

Q*(21) = -12 (1.1..)3 ;W 
z21 W) Ie 
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Fur jeden Nebenstrang lassen sich solche Koppelfedermatrizen aufstellen. Die 
Hauptstrange konnen nun angesehen werden als Durchlauftrager, die auf den 
Nebentragern elastisch senk- und drehbar gelagert sind. Weil sich die Haupt
strange aber nicht unabhangig voneinander verformen konnen, mussen sie gemein
sam berechnet, d. h. zu einem Ersatzsystem zusammengefaBt werden. Dieses 
wird in der gleichen Weise wie ein Durchlauftrager auf elastisch senk- und dreh
baren Stutzen berechnet. Die Beziehungen fUr die elastischen Stiitzen werden 
durch die Koppelfedermatrizen der Nebenstrange dargestellt. 

6.4.2 Feld- und Punktmatrizen fiir das Ersatzsystem 

a) Feldmatrix. Jeder Hauptstrang wird auf Biegung in der x-z-Ebene und 
Torsion um die x-Achse beansprucht, d. h. es miissen die Paare (w, Qz), (cp, My) 
und (ff, M",) mitgefiihrt werden. Die Feldmatrix des Ersatzsystems wird bei 
Rechnung mit VergleichsgroBen aufgebaut aus den GIn. (15) und (93). 

Bei einem Kreuzwerk mit zwei Hauptstrangen hat sie beispielsweise fUr das 
Feld lk folgende Form: 
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b) Punktmatrix. Die Reihenfolge der Kraft- und DeformationsgroBen in der 
Punktmatrix muB die gleiche sein wie in der dazugehorenden Feldmatrix. Bei
spielsweise fUr zwei Hauptstriinge lautet die Punktmatrix an der Feldgrenze k:, 

W:+ 1,2(0) 

1): + 1,2 (0) 

W:+ 1,1 (0) 

0: + 1,1 (0) 

CP:+1,2(0) 

M;k+1,2(0) 

M:k+ 1,1 (0) 

M:k+1,2(0) 

1 000 

o 100 

o 0 1 0 

o 0 0 1 

o 0 0 0 

o 000 

o 000 

000 0 

o o o o 

o 

o 
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o 

1 
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o 

1 
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o 

o 

o 

o 0 0 0 0 0 

o 0 0 0 0 0 

000 0 0 0 

o 0 0 0 0 0 

o 0 0 0 0 0 
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o 

1 
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o 

1 
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o 

1 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

1 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

1 

(1(\5) 

In den eingerahmten Quadraten stehen die Koppelfedermatrizen des Neben
stranges an der Feldgrenze k. Die Lastspalte enthiilt Knotenkriifte, die aus einer 
Belastung des Nebenstranges oder aus iiuBeren, am Knoten angreifenden Kriiften 
herriihren. Beim Vorhandensein von Zwischenbedingungen konnen auch Sprung
groBen in der Lastspalte stehen. 

6.4.3 Zusammenhang am ganzen Kreuzwerk 

Der Rechengang wird wieder in Form einer Rechenvorschrift angegeben: 
1. Einteilung des Kreuzwerkes in Haupt- und Nebenstriinge. 

Bildung des Ersatzsystems. 

2. Anfederung der Nebenstriinge. 
Fiir jeden Nebenstrang sind zwei Koppel£edermatrizen aufzusteIlen: 

a) Koppelfedermatrix infolge der Biegesteifigkeit des Nebenstranges in der 
x-z-Ebene (nach Abschn. 5.2). 
In ihr sind aIle Randschnittkriifte Funktionen der Knotenverschiebungen 
W = w(n) und Knotenverdrehungen 1) = - cp(n) sowie der Belastung. 

* (lie) CPk2 Z;; 

CP:l G:) 
M;k1 (~:) 

M;k2 G:) 
M:k1 (~:) 
Q:k1 (!:) 
M:k2(~:) 
Q:k2 (~:) 

1 
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b) Koppelfedermatrix infolge der Torsionssteifigkeit (nach Abschn. 6.2.5). 
Die Randmomente sind Funktionen der Knotenverdrehungen g; = f)(n) und 
der Torsionsbelastung. Wenn die Torsionssteifigkeit der Nebenstrange nicht 
beriicksichtigt wird (Gl~) = 0), sind aIle Elemente dieser Matrix Null. 

3. Berechnung des Ersatzsystems. 
Am linken Tragerende ist in jedem mitgefiihrten konjugierten Paar eine GroBe 
unbekannt. Bei n Hauptstrangen sind somit 3n unbekannte FreigroBen vor
handen, und der Anfangsvektor hat 3n + 1 Spalten. Die FreigroBen lassen 
sich, ebenso wie die Randbedingungen am rechten Kreuzwerkende, durch ein
fache 1Jberlegungen oder auch mit den Tab. 2 und 7 fiir jeden Haupttrager 
getrennt bestimmen. 

Die Rechnung wird zweckmaBigerweise mit Rechenschema (11) vorgenom
men, weil sie sich dadurch iibersichtlicher gestaltet als bei Rechenschema (12a) 
und am Ende der Rechnung bessere Kontrollmoglichkeiten vorhanden sind. 
Die Schreibarbeit wird allerdings umfangreicher. Die Feld- und Punktmatrizen 
sind nach den Angaben in Abschn. 6.4.2aufzustellen. Wahrend der Rechnung 
am Rechenschema sind die iiblichen Kontrollen mit Hilfe der Kontrollzeilen 
in jeder Feld- und Punktmatrix durchzufiihren. 

Am Ende des Rechenschemas werden wie iiblich die Randbedingungen am 
rechten Ersatzsystemende erfiillt. Man erhalt bei n Hauptstrangen ein lineares 
Gleichungssystem mit den 3n unbekannten FreigroBen vom linken Kreuzwerk
ende. Sofern am Kreuzwerk Zwischenbedingungen auftreten, so sind sie nach 
den im Abschn. 3.4.3 vorgefiihrten Verfahren zu erfiillen. 

Nachdem das GIeichungssystem gelost ist, konnen mit Hilfe der nunmehr 
bekannten FreigroBen und der evtl. vorhandenen SprunggroBen samtliche 
Kraft- und DeformationsgroBen links und rechts der Feldgrenzen an den 
Hauptstrangen ermittelt werden. 

4. Berechnung der Kraft- und DeformationsgroBen an den Nebenstrangen mit 
Hilfe der bekannten Knotenvcrdrehungen und Knotendurchbiegungen aus den 
Federmatrizen der Nebenstrange. 

5. Kontrollen. 
Die GIeichgewichtsbedingungen E H = 0, E V = 0, E M = 0 miissen an jedem 
Knoten und am ganzen Kreuzwerk erfiillt sein. 

6.4.4 Beispiel 14 

a) A ufgabenstellung und Geometrie: 

l=4m 

El = 21 . 103 Mpm2 

1 
GlT = TEl 

P = 2 Mp/m. 

Gesucht sind die Schnittkrafte des Kreuzwerkes infolge der angegebenen Belastung 
und bei Beriicksichtigung der Torsionssteifigkeit der Trager (Abmessungen, 
Belastung und Biegesteifigkeit El sind die gleichen wie bei Beispiel 13). 
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Wegen der vorhandenen doppelten Symmetrie geniigt es, wenn die statische 
Untersuchung nur flir ein Viertel des Kreuzwerkes vorgenommen wird (Abb. 133). 

Abb. 132. BCislJiel 14: Kreuzwerk mit Beriicksichtigung der Torsionsste:f1gkeit der Trager 

Es miissen allerdings an den von der Symmetrieachse geschnittenen Stellen die in 
Abb. 133 angeschriebenen Bedingungen erfiillt sein. 
Vergleichsgr613en : 

Gewiihlt lc = 4m 

Efc = GEl 

Abb. 133. Zu berechr.endes Kreuzwerk bei Beriicksichtigung der Symmetric 

b) Anfederung des Nebenstranges (Abb.134). 
lX) Koppelfeder infolge Torsionssteifigkeit [nach Gl. (960)). 

Feld 1: 
1 
-GLI' 

M* (1) _____ 2 __ i _ {}* (1) __ ~{}* (1) 
xl - E1c II - 1 - 48 1 

oder bei Beachtung von Gl. (101) 

M* 1 * 
y1 = - 48911' 

14 Kersten, Reduktionsverfahren 
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Feld 2: Wegen f}o~l) = {}~1) wird die Koppelfedermatrix dieses Feldes Null. 
(3) Koppelfeder infolge Biegesteifigkeit. 

Feld 1 (nach Tab. 5b, Fall 2a): 

4 I it r wm 11111' 
~} -0 ,:1J_O} 
,,;11 = 0 liJ -0 Bedingungen 
"':') - 0 11:-0 

l..--z l .1 

,p 

Feldl felda 
Abb.134. Nebenstrang In der fQr die Anfederung mallgebenden Forni 

Feld 2: Feld 2 kann man sich vorstellen als die linke Halfte eines Feldes von der 
Lange lk = 2l mit symmetrischer Biegelinie (Abb. 135), bei dem unter den Rand
schnittkraften und Randverformungen folgende Abhangigkeit besteht: 

,P 
11 I I I I I 1 I I 1,1 I I I I I I I II., 

'4 
~:u-------J;;~ 

~/1) ",.,"~ 

L-z, .. 1 l.~ 
Abb. 135. Anfederung von Feld 2 des Nebenstranges 

Wenn das in Gl. (66a) eingesetzt wird, erhalt man die gesuchten Federbeziehungen 
des Feldes 2: 

~JC1) 
_M*(l) - _ 2 ~.i m*(l) _ M*(1) - _ ~ q;*(1) _ M*(l) 

1/1 - 1. 2l T1 1/10 - 12 1 1/10 

_Q*(1) _ _ Q*(1) 
zl - z10 • 

M:W und Q:g) sind das Randmoment und die Randquerkraft des beidseitig ein
gespannten Stabes von der Lange 2l bei Vollbelastung mit p*. 

M;W = i; (~clr = ~~24 = ~ 
Q*(1) - _ p* ~ - _ 8 

z10 - 2 l. - . 

Durch Addition der Federbeziehungen der beiden Felder unter Beriicksichtigung 
von Gl. (103a) und (103b) bekommt man die Koppelfedermatrix des gesamten 
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Nebenstranges 

(:~,) ~ (-: 1 1 

:) 
w* -3-12 1 

+-.!.. t?r 2 

1 

~C: 
5 

:) 
w* -12 1 

1 00* "2 1 

1 

c) Berechnung des Hauptstra'f/{/es. Abb.136 zeigt den Hauptstrang. An 
Stiitze 1 sind als Ersatz ffir den Nebenstrang die unter b) aufgestellten zwei 
Feldermatrizen vorhanden. Der Hauptstrang muB auf Biegung und auf Torsion 
untersucht werden. 

o 

/ 

Freigr'o8cn: 
tp,*(O) 

M;'(~ I e:,(o) 

L-lL_l. _.1.-. -_ 
Ie It 

( 
Hondbedmgungen: 

'il" U;J- 0 

Hz~(*)= 0 

lz zl g:a (fc)- f 
Ie =1i . 

Abb.136. Ersatzsystem des Kreuzwerkes von Abb. 133 

Aufstellung des Rechensehemas [nach Gl. (11)]. Die Feld- und Punktmatrizen 
ergeben sich entsprechend Gl. (104) und (105). Unbekannte FreigroBen sind 
Mil (0), 'Pi (0) und Q:1 (0). 

Reehensehe a R 14 (Siehe Seite 212) 
Ermittlung der FreigriiBen. Mit Hilfe der Randbedingungen erhiilt man fol

gendes Gleichungssystem 

'P: (~:) = - ~ tpi (0) + 144 M:1 (0) - ~ Q:1 (0) - 160 = 0 I 
M:2 (~:) = - ~ 'Pi (0) + 11 M:1 (0) + ~ Q:l (0) + : = 0 I 
Q:2(~:) = 1tpi(0) -12M:1(0) + 24 = 0 

mit der Losung 
tpi (0) = -62,95644 

M:1 (0) = - 3,246376 

Q:l (0) = 3,13043. 

Damit sind samtliche Kraft- und DeformationsgroBen an den Hauptstrangen 
links und rechts von den Knoten bekannt. 

14· 
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Rechenschema 14 

~i = 

ui= 

1 o -1 3 0 1 o 1 
o 1 0 o -24 o o 

o o 

o o 

o o 

o o 

-1 -1 

1 o 

o 1 

o o 

o o 

1 5 
""2 -12 

1 

1 -6 o -3 o 

o 1 o 1 o 

o o 1 o o 

o o 1 o o 

o 

o 

2 11 o 1 

o 

o 

1 

1 
48 

o 

o 

o 

o 

1 

o 

o o 

o o 

o o 

o o 

1 o 

o 1 

o 

o 

o 
8 
3 

8 

-1 -1 1_32 
3 

1 o -2 +12 o +8 +32 

o 1 o o 48 o o 

o o 1 -12 o -'-12 -64 

o o o 1 o 2 16 

o o o o 1 o 0 

o o o o o 1 16 

[-1 -1 1 -1 47 1 1 J 

pi (0) 

o 
o 
1 

o 
o 
o 
o 

[-: 
1 

o 

o 

o 

o 

-1 

o 

1 

M:1 (0) 

o 
o 
o 
o 
1 

o 
o 

o 

-24 

Q:l (0) 

o 

o 
o 
o 
o 
1 

o 

1 

o 

o -3 

-

o 

1 

o 

o 

o 

-24 

1 

o 

1 

o 

1 

o 

o -3 

1 

01 
01 
o 
o 
o 
o 
1 

'01 
o 

o 

o 

o 

o 

1 

o 1 
o 

o 

-0,02083 o 1,0625 o 
8 

3 11 0,5 

1 ~12 o 8 

o o o 1 

4,75 -96 19,75 96 

24 -552 -24 -128 

1 10,75 144 -15,75 -1001 

1,97916 -24 1,0625 32 

11 0,5 

-12 o 

o o o 1 
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wi (0) 0 f wl(O) 0 

ifi (0) 0 if I (0) 0 

cpi (0) = -62,9564 CPI (0) 0,007989 

M:I(O) 0 = t)i (0) Myl(O) = 0 = t)l (0) 

M!I(O) 3,2463 Mxl(O) = -12,985Mpm 

Q:I (0) 3,1304 QzI(O) = 3,130 Mp 

1 1 

r wi c:) ",08(\8] r WI (II) 0,0335 m 

ifi (~:) 77,9128 if I (lI) 0,009887 

cpi (~:) = -72,3476 fill (l1) 0,009180 

M* (~) * Cl) = t)I (~) 
yl Ie 3,1304 = t)I Y,," MjJI(~) = 12,521 Mpm 

M*(~) xl 1e 
3,2463 MxI(II) = -12,985 Mpm 

I Q:l(U 
3,1304 I Q" (1,) J 

3,130 Mp 

I 1 

I W: (0) wi G:) 1 f W 2 (0) W 2 (lI) 

I if; (0) {}i( ~:) I {}2 (0) {}I (l1) I 
CP: (0) cpi (~:) CP2 (0) CPI (II) 

M:2 (0) 4,6375 = t): (0) M y2 (0) = 18,550 Mpm = t)2(0) 

M!2(0) 0 M x2 (0) = 0 

Q:2(0) = -16,0000 QZ2(0) = -16,000 Mp 

1 1 

I W; (~) 
l< 

170,43441 f W 2 (12) 0,08656 m 

{}:(~:) 77,9128 {}2 (12 ) 0,009987 

I CP: c:) 0 Icp2(12) 0 I 
* C2) M:2(~:) = --'-11,3624 = t)2 T. M y2 (12) = -45,449 Mpm = t)2 (12 ) 

M* C2) 
x2 lc 

0 M X2 (12) = 0 

Q:2(~:) 0 Qz2(12) = 0 

1 1 
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Umrechnungsfaktoren fUr die dimensionsrichtigen Werte: 

*Pcl~_ * 64 _ *0000"079 [ ] W = W EI - W 6.21000 - W ,om 
c 

cp = cp* Pcl~ = cp* 0 0001269 
E1c ' 

{} = {}* 0,0001269 

M = M* Pele = M*· 4 

Q = Q* Pc =Q* 

[Mpm] 

[Mp] . 

d) Ermittlung der Schnittkriifte am Nebenstrang. Mit den nunmehr bekannten 
Verdrehungen CPl (~) und {}1 (II) sowie der Durchbiegung WI (II) von Knoten 1 des 
Hauptstranges lassen sich aus den Federbeziehungen des Nebenstranges seine 
Schnittkrafte berechnen. 

Torsionsmoment: 

Feld 1: 

M* (1) = M* (1) = - ~m* = - ~ (- 723476) 1 "072 
xl xO 487'1 48 ' =,0 (6,029 Mpm). 

Feld 2: 

Biegemoment und Querkraft: 

Feld 1: 

( 
66,0868) (- 7,0725) 

-77,9128 - -27,1304 

Feld 2: 

M~ll = -28,2900 Mpm 

QW = -27,1304 Mp. 

M*(l) _ 1 8 
- y1 - -12 (-77,9128) - 3 = 3,8260 

+ Q;F) = 

M~li = -15,304 Mpm 

Q~~ = - 8 Mp. 

=8 
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Schnittkraftschaubilder und Stiitzkriifte 

C.029Mpm -

3fidzkriiffe : 

1 J.1J 
t Mp 

hl_i'?'2.giO'S' 1 ~1Z,985 M [M 1 Kr"""" ........ ~I...-------------,...l,i'TTllml:$;,;;+lmll'TT! IlrTnB.. ;c pm 

Neoensfriinge: 

+C,029 
1111111(+):11"::11 

Abb. 13i. Stiitzkriifte unll SchnittkraftschaubiJder zu Beispiel 14 
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7 Rannllich beansprnchter Stab mit veranderlichenl 
Qnerschnitt 

a. C ~ 
11 r- ::1 
c [ ~ 

d l J 
e L J 

I. .1 
Abb.138. 

Verlinderliche Querschnitte 

7.1 Allgemeines 
Es ist ofters erforderlich, Tragwerke statisch 

zu untersuchen, deren Querschnitte und damit auch 
Biegesteifigkeiten Ely und Elz sowie Torsionssteifig
keiten 01 T und Langssteifigkeiten EF sich inner
halb der einzelnen Stabe stetig (Abb. 138a, b und 
c) oder unstetig (Abb. 138d und e) andern. In zahl
reichen Fallen erhalt man brauchbare Ergebnisse, 
wenn in der Berechnung die veranderlichen Steifig
keiten eines Stabes durch geeignete Mittelwerte er
setzt werden. Um jedoch eine genauere Untersu
chung mit Hilfe des Reduktionsverfahrens zu ermog
lichen, werden in diesem Abschnitt Feld- und 
Federmatrizen angegeben, die innerhalb eines Stabes 
die veranderlichen Steifigkeiten beriicksichtigen. 

7.2 Querkraftbiegung ohne Langskraft 
in der x-z-Ebene 

7.2.1 Feldmatrix 
Analog zu der Ableitung im Abschn. 3.1.2 bekommt man mit Hilfe der Diffe

rentialgleichung der Biegelinie in der x-z-Ebene 
[EIyk(xk) w; (xk)]" = qzk(Xk) 

fUr einen Stab von der Lange ik folgende Feldmatrix 

wk(lk) 1 -lk + Izk(ik) + gzk(lk) wko(ik) 1 
fPk (lk) 0 1 - I: k (ik) - g:k (lk) fPkO (lk) 

Myk(lk) - 0 0 1 1k Myko(ik) 

Qzk (lk) 0 0 0 1 QzkO (ik) 

und 

100 0 0 1 

lk 

QzkO (ik) = f qzk (x) dx 
o 

lk 

Myko(lk) = f QZkO(X) dx 
o 

f wk(O) I fPk(O) 

MykO(O) 

QZkO (0) 

1 

(106) 

(107) 

(108) 
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Die in Gl. (107) und (108) definierten festen Zahlenwerte sind die an die rechte 
Feldgrenze reduzierten Funktionen 

1 Xk d M ykO A b El~ , liJI~ , qzk un ElYk . (b. 139) 

Sie konnen analytisch mit Hilfe der angegebenen Gleichungen oder graphisch mit 
Kraft und Selleck ermittelt werden. 

1 ~ 'zk'( I,,). ! ~z"o(l,,} TIik f{zk 

,,)'z,,(l,,) ) 
Dzk,(l,,) 

"'ykO(l,,) 

-'1k/ 1k) 

III % ) Ozk (I,,) ) 
Xk x,,~ .tkO (lk). 

lk Ik 
Abb. 139. Ermittlung der in (107) und (108) definier!en Zahlenwerte durch Reduktion an die rechte Feldgrenze 

7.2.2 Federmatrizen fUr einfeldrige Rahmenstiele 

Sie werden abgeleitet nach dem im Abschn. 4,1.3.5 vorgefiihrten Verlahren 
unter Verwendung der Feldmatrix (106). Nachstehend sind die Federmatrizen 
aufgefiihrt, die denen in Tab. oa entsprechen. 

1 
T 
T 

Tabelle 8 

- gZk(lk) + lk fZk(lk)) 

tzk(lk) 

- gzk(lk) + l"/Zk(lk)) 

- fZk(lk) 
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Als Abkiirzungen gelten: 

A = - ~Zk (lk) g:k (lk) + gzk (lk) I;k (lk) I 
B = lie gzk (lk) - gzk (lie) 

(109) 

fur IZIe (lk), I:k (lie)' gzk (lie) g:k (lk) siehe G1. (107). 

7.2.3 Koppelfedermatrix fur beidseitig elastisch eingespannten Stab von 
der Lange lie 

Sie lautet: 

g:1e (lk) 

It. = ~ - I: Ie (lk) 

'k A Izk(lk) 

I:k (11') 

gzk (11') 

- Izk(I1') 

- gzle (I k) + lk IZk (lk) 

Izk(lk) 

-MYi 

- g;k(lk) 

I:k (lk) 

- Izk(lk) 

- 1:1'(lk) 

lie g;1e (lk) - gzk (lk) 

- g:k(lk) 

gzk(lk) 

g;k (lk) 

- Qzi flJk 
fur f= und b= 

MYk Wi 

Qzk fIJi 

(110) 

Die Abkiirzungen A, g;k(lk)' g.k(lk)' f:k (lk) und fzk(lk) sind in G1. (107) und (109) 
definiert. 

7.3 Querkraftbiegung ohne Langskraft in der x-y-Ebene 

7.3.1 Feldmatrix 

Die Biegung in der x-y-Ebene wird beschrieben durch die Differential
gleichung 

[Elzk (xk) v~ (xle )]" = qyk (xk). (111) 

'fyk (:Ckj In den vier Ableitungen dieser 

!lillIIIOOlllllllttttIllOOllllllltlll!"lltt.ittmllmlllm~illltttllll!ttttt!! Gleichung kommen die konju-
fIzk(:c,rl __ gierten Paare (M., "") und (Qy, 

v) vor. Diese GroBen sind in 
Abb. 140 entsprechend ihrer 
positiven Definition nach 
Abschn.2.2 als Randschnitt
kriifte und Randverformun
gen eines Stabes von der 
Lange lk zu sehen. Die posi
tiv definierte Belastungsfunk
tion qyk (xk ) ist ebenfalls ein
gezeichnet. Bei einem Ver
gleich der GroBen in Abb. 140 
mit den entsprechenden Gro
Ben bei reiner Biegung in der 

"'zi-MzlJoj. "'zk-"'zk(lkj 

-~~)f ~(f\\~'\\i)t lC~,,-----
~gi =Uyk(Oj Ugk&Rgk(lkJ 

t----:ck 
~------4------~ 

Abb. 140. Reine Biegung in der x--1/·Ebene bei veranderlichem 
EIz: Positive Definition der Randschnittkrafte und Randverfor

mungen am Stab von der Lange lk 
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x-y-Ebene (Abb. 6) bemerkt man, daB die Querkrafte, die Verschiebungen und 
die Belastungen gleich definiert sind, wahrend die Momente und die Verdrehun
gen entgegengesetzten Richtungssinn haben. 

Da die Differentialgleichungen fur die Biegung in beiden Ebenen gleich auf
gebaut sind, kann man die Feldmatrix fUr die Biegung in der x-y-Ebene sofort 
bei Berucksichtigung der soeben durchgefUhrten Dberlegung aus Gl. (106) ge-
winnen: 

vk (I k) 

"Ilk (lk) 

Mzk(lk) -

1 lk 

0 1 

0 0 

o 0 

o 0 

- fYk (lk) 

- f~k(lk) 

1 

o 

o 
mit den Abkiirzungen 

und 

Ik 

fyk(lk) = f f;,k(X) dx 
o 

lk 

-Mzko(l,J = J Ql/kO(x) dx 
o 

gyk (lk) vko(lk) vk(O) 

g~k (lk) "PkO (lk) "Pk (0) 

-lk M zkO (lk) Mzk (0) (112) 

1 

o 
Ql/kO (lk) Qyk (0) 

1 1 

lk 

gllk(lk) ~= f g~k(X) dx 
o 

h· 
vkO (xk) = J "PkO (x) dx 

o 

(113) 

(114) 

Abb.141. Ermittiung der in (113) und (114) dcfinierten Zahlcnwerte durch Reduktion an die rechte Feldgrenze 

Die in Gl. (113) und (114) definierten festen Zahlenwerte erhiilt man auf die gleiche 
Weise wie die bei Biegung in der x-z-Ebcnc. Sic sind in Abb. 141 veranschaulicht. 
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7.3.2 Federmatrizen fiir einfeldrige Rahmenstiele 

Diese Matrizen lassen sich ehenfalls aus denen im Ahschn.7.2.2 ahleiten, 
wenn hei diesen in den Zeilen fUr M und in den Spalten fiir rp die Vorzeichen 
umgekehrt werden: 

Tabelle 9 

(::k) = (~k(Uk' ~k)) c:) 
I (ik(uk' 'Pk) 

~l-; -.!. (- !!lk(lk) 

A !vk(lk) 

-gvk(lk) + 1k!Vk(lk)) 

- !Vk(lk) 

1 ~(+lk 
A -1 

-li) 

+ 1k 

T ~ (!lk(lk) 

B !~k(lk) 

- gvk (lk) + 1k ! vk (lk)) 

!.d1k) 

---

T -.!. (-lk 
B -1 

_12) -I: 
Es gelten die Ahkiirzungen 

A = -/~k (lk)~~k (lk) + I~k (lk) (lyk (lk)} 

B = 11.: (lyk (11.:) .;- (ly1.: (lk) 

f!lk(lk),f~k(lk)' (lllk(lk) und(l~k(lk) sind in (113) definiert. 

(115) 

7.3.3 KoppeUedermatrix fur beidseitig elastisch eingespannten Stab von 
der Lange 'k 

- g;k(lk) 

1 -1;k(lk) 
([ik = A 

-lyk(lk) 

I~k (lk) 

gyk (lk) 

Iyk (lk) 

gyk (lk) 1k g~k (lk) - gyk (lk) 

I;k (lk) 

- gyk (lk) + 1k I~k (lk) I yk (lk) 

-/~k(lk) -Iyk(lk) 

I-Mz;l 

-Q . 'P 
fiir f = I 11 • und b = k. 

Mzi Vi 

QYi "Pi 

Fiir die Ahkiirzungen s. G1. (115) und (113). 

(116) 
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7.3.4 Sonderfall: Querkraftbiegung ohne Langskraft in der z-:r:-Ebene fiir 

feldweise E Izk = const 

Da fur diesen Fall die Feldmatrix und die Federmatrizen noch nicht angegeben 
wurden, wird das an dieser Stelle nachgeholt: 

a) Fe1dmatrix 

F l3 
vk (lk) 1 1k 

k vkO (lk) vk(O) - 2EI~; -SEi.k-

"Pk (lk) 0 1 1k l~ 
"PI.:O (lk) "Pk(O) -'Ej2~ -2EI~-;; 

M.k(lk) 0 0 1 -l~: MZl.:o(lk) Mzk(O) 
(117) 

QlIk (lk) 0 0 0 1 QYkO (lk) QYk(O) 

1 0 0 0 0 1 1 

Die Belastungsglieder bekommt man nach G~. (114) fUr Elzl.: = const. Sie k6nnen 
bei Beachtung der Vorzeichen mit Hilfe von Tab. 1 berechnet werden. Beispiels
weise fiir den ersten Lastfall in Tab. la ergibt sich: 

Tabelle 10. Federmatrizen fur einfeldrige Rahmen8tiele 

1 
! 
I ( , 4) I ( , 4) , 

+ h2 - hk - h2 - hk 
EI. s! _ 1; 

+ h~ 
Elos! _ 1; 

- h~ h~ 'k~Uk ha 
k 

----- -----

1 ( , ') T ( , =~) + h2 - hk - h~ 'k 

Elzs! _.i 
+ h~ 

Elzs! -~ 
h" hi h~ k 
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b) Koppelfedermatrix fur beidseitig elastisch eingespannten Stab von der Lange lk: 

6 2 6 -~l +12 -7;; - l~ k lk 

12 6 12 6 
+ 1~ - I: - 1; - l~ 

(118) G:ik = Elzk I 
6 4 6 2 

+ 1" - 11.: li; -7;; 

1-1~ 6 12 6 
I" + l" + lk +l" 
k k k 

-lWzi vk 

fur f= 
-QUi 

und b= 
1fJk 

M.k Vi 

QUk 1fJi 

7.4 Langsdehnnng in der x-Richtnng 

7.4.1 Feldmatrix 

Fur diesen Fall gilt die Differentialgleichung 

Die daraus abgeleitete Feldmatrix des Stabes von der Lange lk bei veranderlicher 
Langssteifigkeit EF k (xk ) heiSt: 

1 o 
1 

o 1 

Zur Abkiirzung wurde gesetzt 

lk 

NkO(lk) = f Pk(X) dx 
o 

(119) 

1 

(120) 

(121) 
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Die geometrische Deutung der in Abb. (120) und (121) beschriebenen festen 
GroBen ist in Abb. 142 zu sehen. 

1 
[Fk Pk 

~~~-~~~-
, hJJl/r) 7, Nko (llr) 

- J:/t 

J---- l/r -----I 

Abb.142. Ermittlung der in (120) und (1 21) definierten Z ahlenwerte durch R eduktion an die rechte Feldgrenze 

7.4.2 Koppelfedermatrix des beidseitig eingespannten Stabes von der Lange lk 

7.5 Langsverdrehung in x-Richtung 

7.5.1 Feldmatrix 

Mit Hilfe der Differentialgleichung der Langsverdrehung bei veranderlicher 
Torsionssteifigkeit OJ Tdxk) 

ergibt sich der lineare Zusammenhang zwischen den Torsionsmomenten M z und 
der Langsverdrehung {} am linken und rechten Ende des Stabes von der Lange lk 

{}k(lk) 1 - rnk(lk) {}ko(lk) {}k(O) 

Mzd1k) 0 1 Mzka(lk) M .. k(O) (123) 

1 0 0 1 1 

air; 
_tJr -, 

[ ~- ~-~' mk(llr) ~'Hz"(IJ X/r - :r:k 

lk lk 

Mxko ~ 
7f!T; 

- " kO (lk) ---
Abb.143. Ermittlung der in (124) und (125) d efinierten Zahlenwerte durch Reduktion an die rechte Feldgrenze 



224 8 SchluBbetrachtungen 

Darin gelten folgende, in Abb. 143 veranschaulichte Abklirzungen 

lk r dx 
md1k) =. GI;;(x)-

o 

lk 

{} (I) J MdO(X) d 
- kO k = di~k(X) X. 

o 

(124) 

I (125) 

J 

7.0.2 KoppeHedermatrix des beidseitig elastisch eingespannten Stabes yon 
der Lange lk 

(126) 

8. SchluBbetrachtnngen 
In diesem Buch wurde ein unter dem Namen Reduktionsverfahren bekannt 

gewordenes Matrizenverfahren zur statischen Berechnung von Tragwerken er
lautert, von dem zu erwarten ist, daB es in absehbarer Zeit einen gleichberech
tigten Platz neben den bisher in der Baustatik verwendeten Deformations- und 
KraftgroBenverfahren einnehmen wird. Die Anwendung des Verfahrens wurde 
flir einige haufig vorkommende Tragwerke theoretisch und praktisch an Beispielen 
vorgefiihrt. Damit sind aber bei weiteni noch nicht aHe Anwendungsmoglichkeiten 
des Verfahrens erfaBt, sondern man kann mit ihm samtliche Tragwerke des Bau
wesens, also auch raumliche Rahmen, Fachwerke usw. statisch untersuchen. 
Selbst Tragwerke mit geknickten Tragern bereiten keine Schwierigkeiten, wenn 
jede KnicksteHe als Feldgrenze behandelt und mit der dazugehOrenden Punkt
matrix die Transformation der Kraft- und DeformationsgroBen durchgefUhrt wird. 
AuBerdem ist das Verfahren noch erweiterungsfahig in bezug auf Stabilitats- und 
Schwingungsuntersuchungen sowie auf die Berechnung von Scheiben, Platten 
und Schalen. 

Es bleibt nun noch zu untersuchen, wie das Reduktionsverfahren bei einem 
Vergleich mit den Kraft- und Deformationsverfahren abschneidet. Das ist nicht 
ganz einfach, weil ein solcher Vergleich stets beeinfluBt wird durch die subjektive 
Einstellung des Vergleichenden. Trotzdem wird aber versucht, ein objektives Bild 
iiber die Vor- und Nachteile des Reduktionsverfahrens zu entwerfen. 

Das Verfahren hat verschiedene Vorziige. An erster Stelle ist seine Matrizen
struktur zu nennen, die es moglich macht, die gesamte praktische Rechnung voll
kommen zu schematisieren, so daB es vorziiglich geeignet ist zur Programmierung 
fUr digitale Rechenautomaten. Aber auch bei der Rechnung mit Rechenschieber 
oder Tischrechenmaschine wirkt sich die Schematisierung giinstig aus, weil der 
Statiker nur noch die die technischen Daten des Tragwerkes enthaltenden Feld-
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und Punktmatrizen oder Leitmatrizen aufzustellen hat sowie die Randbedingun
gen festlegen muB, wahrend die ubrige Rechnung, die 80 bis 90% des erforder
lichen Zeitaufwandes ausmacht und nur noch aus dem einformigen Bilden 
skalarer Produkte besteht, auch von statisch ungebildeten Hilfskraften ausgefuhrt 
werden kann. In dieser Frage unterscheidet sich das Reduktionsverfahren wesent
lich von den anderen Verfahren, die sich keinesfalls durchgehend schematisieren 
lassen und bei denen der Statiker die gesamte Rechnung selbst bewaltigen muB; 
er kann lediglich die GleichungsauflOsung Hilfskraften ubertragen. Diese Ver
fahren sind daher auch bei weitem nicht so gut geeignet zur Programmierung fUr 
Rechenautomaten wie das Reduktionsverfahren. Eine Ausnahme bildet das 
CRoss-Verfahren zur Berechnung von Stockwerkrahmen, das sich schematisieren 
und damit auch verhaltnismaBig gut programmieren laBt. 

Ein weiterer Vorzug des Reduktionsverfahrens ist, daB die statische oder 
geometrische Unbestimmtheit des Tragwerkes gar keine Rolle spielt, sondern die 
Zahl der in der Rechnung auftretenden Unbekannten lediglich von der Anzahl der 
Hauptstrange und der an ihnen mitgefUhrten GroBen sowie der vorhandenen 
Zwischenbedingungen abhangig ist. Man hat es deshalb im Gegensatz zu den 
anderen Verfahren stets nur mit Gleichungssystemen niederer Ordnung zu tun. 
Auf Grund dieser Eigenart ist das Reduktionsverfahren sehr gut geeignet fUr die 
Untersuchung hochgradig statisch unbestimmter Tragwerke. Dagegen Tragwerke 
mit mehreren Zwischenbedingungen, wie z. B. die statisch bestimmten Gerber
trager, die sich nach den ublichen statischen Verfahren verhaltnismaBig einfach 
berechnen lassen, konnen nach dem Reduktionsverfahren mehr Rechenaufwand 
verursachen als hochgradig statisch unbestimmte Systeme. 

An dieser Stelle verdient auch noch einmal besonders hervorgehoben zu wer
den, daB man beim Reduktionsverfahren am SchluB der Rechnung samtliche mit
gefUhrten Kraft- und DeformationsgroBen gleichzeitig erhalt und dadurch sofort 
der gesamte Schnittkraftverlauf und Verformungszustand des Tragwerkes bekannt 
ist. Diese Tatsache macht das Verfahren besonders empfehlenswert fUr Studie
rende und unerfahrene Statiker, weil sie sofort ein anschauliches Bild von dem 
erhalten, was sie gerechnet haben und somit ihr statisches Denken und Vorstel
lungsvermogen schulen konnen. 

Ein wunder Punkt des Reduktionsverfahrens ist seine Fehleranfalligkeit bei 
ungenugendem Genauigkeitsgrad der Rechnung. Mit zunehmender Felderzahl der 
Hauptstrange eines Tragwerkes schwellen die aus der Matrizenmultiplikation im 
Rechenschema hervorgegangenen Werte der homogenen und inhomogenen Spalten 
stark an, und man erhalt die unerwunschten "kleinen Differenzen groBer Zahlen". 
Besonders groB wird diese negative Eigenschaft durch die Federn beeinfluBt, denn 
je steifer die Federn sind, um so mehr schwellen die Werte an. Man sollte daher, 
sofern der Rechenumfang dadurch nicht steigt, bei jedem Tragwerk die Strange 
mit den kleinsten Steifigkeiten an die Strange mit den groBten Steifigkeiten 
anfedern. Mit dem Rechenschieber konnen in der Regel nur Tragwerke untersucht 
werden, deren Hauptstrange aus nicht mehr als zwei Feldern bestehen. Sofern 
eine groBere Felderzahl vorhanden ist, bekommt man nur brauchbare Ergebnisse, 
wenn fur die Rechnung eine vorzeichenmaBig arbeitende Rechenmaschine zur 
Verfugung steht, die Produktsummen bilden kann. Dber die Anzahl der Stellen, 
fUr die jede Zahl genau zu berechnen ist, lassen sich keine festen Angaben machen, 

15 Kersten, Reduktionsverfahren 
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weil bei jedem Tragwerksteil andere Steifigkeitsverhii.ltnisse vorliegen. Als Richt
wert kann jedoch angenommen werden, daB man im Normalfall bei einem Trag
werk mit 6 Feldern je Hauptstrang mit 6 bis 8 Stellen auskommt. Bei einer klei
neren oder groBeren Anzahl von Feldern ist die Stellenzahl entsprechend zu ver
ringernoder zu erhohen., 

Bei Tragwerken mit sehr vielen Feldern oder mit ungiinstigen Steifigkeitsver
haJtnissen kann die Fehlerempfindlichkeit auf zwei verschiedene Arten herab
gesetzt werden: 

a) Berechnung von beiden Seiten aus bis zur Tragwerksmitte. Dabei erhaJt 
man allerdings ein Gleichungssystem mit der doppelten Anzahl von Unbekannten 
gegeniiber der gewohnlichen Rechnungsweise. 

b) Durch schrittweises Anfedern der Haupttragerfelder. Wenn die Anfederung 
nach jedem Feld erfolgt, dann kann das Anwachsen der Werte ganzlich verhindert 
werden. 1m allgemeinen geniigt es jedoch bei Rechnung mit der Tischrechen
maschine, wenn man jeweils drei bis vier Felder gemeinsam anfedert. Unangenehm 
ist bei dieser Methode, daB fiir jede Anfederung ein Gleichungssystem zusatzlich 
zu losen und dazu die Kehrmatrix aufzustellen ist. 

Bei Verwendung eines elektronisch gesteuerten Rechenautomaten spielt die 
Fehlerempfindlichkeit des Verfahrens keine groBe Rolle mehr. Die Stellenzahl des 
Automaten ist meist ziemlich groB, so daB man be quem Tragwerke mit 10 bis 
15 Feldern mit ausreichender Genauigkeit berechnen kann. AuBerdem ist das 
oben erwahnte Verfahren der feldweisen Anfederung fiir die Maschinenrechnung 
sehr brauchbar, weil die Auflosung der Gleichungen nach jedem Feld mit an
schlieBender Bildung der Kehrmatrix leicht in das Programm aufzunehmen ist. 
Dabei konnen gleichzeitig eventuell vorhandene Zwischenqedingungen ohne zu
satzliche Mehrarbeit mit beriicksichtigt werden. 

AbschlieBend kann das Ergebnis des durchgefiihrten Vergleichs folgender
maBen zusammengefaBt werden: In bezug auf Programmierbarkeit fiir digitale 
Rechenautomaten ist das Reduktionsverfahren fiir viele Tragwerksformen dem 
Kraft- und Deformationsverfahren iiberlegen. Sofern jedoch fiir die Rechnung 
nur eine normale Tischrechenmaschine zur Verfiigung steht, ist die Anwendung 
dieses Verfahrens nur wirtschaftlich bei hochgradig statisch oder geometrisch 
unbestimmten Tragwerken, wie z. B. Durchlauftragern auf elastisch senk- und 
drehbaren Stiitzen, Vierendeeltragern, Tragerrosten und verschieblichen Stock
werkrahmen mit mehreren Stockwerken. Dabei ist besonders bemerkenswert, daB 
seine "Oberlegenheit gegeniiber den anderen Verfahren mit dem Grad der statischen 
oder geometrischen Unbestimmtheit des zu untersuchenden Tragwl'lrkes wachst. 



2. Das Verfahren im allgemeinsten Fall fiir Tragwerke ohne Zwischenbedingungen 227 

Zur Programmierung des Reduktionsverfahrens 
Von Dr.-Ing. SIGURD FALX 

1. Allgemeines 

Die eigentliche, ebenso zeitraubende wie eintonige Rechenarbeit beim Reduk
tionsverfahren besteht im Multiplizieren der Leitmatrizen mit den Zustands
vektoren. Man konnte daher, nachdem die Elemente der Leitmatrizen aus den 
gegebenen GroBen EI, 1, P, M usw. berechnet sind, diese Multiplikationen einem 
digitalen Rechenautomaten iiberlassen, um so mehr als die Matrizenmultiplikation 
zum Standardprogramm eines jeden Rechenbiiros gehort und keinerlei Vorberei
tung von seiten des Auftraggebers erfordert. 

Doch ware ein solches Vorgehen nicht mehr als ein Notbehelf. Denn einmal ist 
eine solche Arbeitsteilung zwischen Statiker und Rechenautomat grundsatzlich 
unbefriedigend, zum anderen zeigt ein Blick auf die giingigen Leitmatrizen der 
Baustatik, daB diese zum groBen Teil aus vorwiegend Nullen und Einsen bestehen. 
Nun dauert aber die elektronische Multiplikation einer Zahl mit Null oder Eins 
eben so lange - und kostet daher dasselbe Geld! - wie die Multiplikation 
irgend zweier Dezimalzahlen, falls man nicht besondere Abfragen einbaut, die 
wiederum Zeit kosten und das Programm unnotig verlangern. Man tut daher gut, 
fUr die verschiedensten Tragwerke der Baustatik wie Durchlauftrager, Stock
werkrahmen, Tragerroste u. dgl. spezielle Programme zu entwickeln, die auf 
wirtschaftlichste und schnellste Weise zum Ziele fiihren. Der gerade Durchlauf
trager z. B. ist auf Digitalmaschinen wie Z 22, IBM 650, Siemens 2002 und anderen 
[4], [44], [31] bereits mehrfach mit Erfolg berechnet worden, und auch fiir 
kompliziertere Tragwerke werden zur Zeit in den verschiedensten lnstituten und 
Rechenbiiros Programme entwickelt. 

2. Das Verfahren im allgemeinsten Fall fiir Tragwerke ohne Zwischenbe
dingungen 

Am leichtesten zu programmieren sind Tragwerke ohne Zwischenbedingungen 
wie z. B. der elastisch dreh- und senkbar gestiitzte Durchlauftrager oder der 
Stockwerkrahmen mit festen oder verschieblichen Knoten. An der Deformation 
des Tragwerkes seien (! konjugierte Paare beteiligt, d. h. der Zustandsvektor habe 
2(j + 1 Komponenten, und das Tragwerk bestehe aus n Feldern. Dann sieht das 
zugehorige Rechenschema folgendermaBen aus: 

A B 0 Q 1 

°-1 0_1 C -1 q-l : 5_1 ~ tJ-l 

.2() 00 00 Co qo 50 ~ tJo 

.21 °1 01 C1 ql 51 ~ tJ1 (2.1) 

.22 °2 O2 C2 q2 52 =-> tJ2 

... . .. . . . .. . '" .................... .. . .. . . . .. ....... 

.2n On On Cn qn 5n ==? tJn 
15* 
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Hier haben wir das Schema (3.5, 66) aus bald verstiindlichen Griinden um ein 
Feld der Nummer Null mit der Leitmatrix 20 erweitert. Der Anfangsvektor heiBt 
dann t)-I; er wird zerlegt in die e + 1 Anteile 

(2.2) 

mit e Freiwerten A bis Q. Die Komponenten der Teilanfangsvektoren a-I bis 
q-l verschwinden samtlich bis auf eine, die den Wert Eins hat; welche Kom
ponenten das sind, entscheidet die Art der Auflagerung am "linken" Ende des 
Tragwerks. Der Vektor 5-1 dient zum Einfadeln der Lastspalten in die Rechnung; 
er enthalt die Eins als letzte Komponente; alle iibrigen sind gleich Null. Jeder 
der e + 1 Teilvektoren (2.2) wird nun ffir sich und unabhangig von den iibrigen 
der Reihe nach mit den links stehenden Leitmatrizen 20 bis Bn des Schemas (2.1) 
multipliziert bis schlieBlich der Zustandsvektor t)n in der entsprechend (2.2) zer
legten Form 

t)" = A an + B bn + ... + Q qn + 1 . £!" (2.3) 

berechnet ist. Genau e Komponenten dieses Vektors miissen nun infolge der e 
Randbedingungen am "rechten" Ende des Tragwerks verschwinden; d. h. es ist 
das lineare Gleichungssystem 

~! + r = 0 mit ! = (A, B, 0, ... , Q) (2.4) 

zu losen, dessen Ordnung e unabhangig von der Felderzahl n ist. Sind die e Frei
groBen A bis Q mit Hilfe eines geeigneten Unterprogrammes - etwa nach dem 
verketteten GAussschen Algorithmus - berechnet, so liegt nach (2.2) auch der 
Anfangsvektor t)-1 zahlenmaBig vor und kann seinerseits an samtlichen Leit
matrizen entlangmultipliziert werden, womit der numerische Teil der Aufgabe 
erschOpfend ge16st ist. 

Um im folgenden ein konkretes Beispiel vor Augen zu haben, entwerfen wir 
nach diesem allgemeinen Schema ein Programm ffir den auf Biegung in der x-z
Ebene beanspruchten, elastisch gestiitzten geraden Durchlauftrager, an dessen 
Deformation nur e = 2 Paare, namlich (w, Q) und (q;, M) beteiligt sind. Das 
Gleichungssystem (2.4) ist daher nur von zweiter Ordnung; der gesuchte Vektor 
ist ! = (A, B). Leitmatrix und Zustandsvektor sind nach (14.56) 

1 -I g h w 0 0 w 

0 1 -I -g q; 0 0 q; 

~i = 0 0 1 if y -0 t)i = M (2.5) 

0 0 0 1 Q -c y Q 

0 0 0 0 1 0 0 1 i 
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wo wir die Abkiirzungen 

eingefUhrt haben. 

f - li 
i-Eli' 

l~ 
gi = 21£1; , 

3. Die Trennung von Tragwerk und Belastung 
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(2.6) 

Wie fUr fast aIle Verfahren der Baustatik ist auch fUr das Reduktionsverfahren 
typisch und wesentlich, daB die gesamte Rechnung in zwei voneinander unab
hangigen Teilen verlauft: einem ersten Teil, in den nur die BaugroBen des Trag
werkes, wie Biegesteifigkeiten, Langen, Winkel usw. eingehen und einen zweiten 
Teil fiir den jeweiligen Lastfall. Fiir das Reduktionsverfahren sieht das in groben 
Ziigen so aus: 

a) Tragwerksteil 

Man denke sich das Tragwerk unbelastet. Dann entfallen in allen Leitmatrizen 
die Lastspalten, und im Schema (2.1) setzt man die Vektoren $i voriibergehend 
gleich Null. Damit verschwindet auch der Vektor t in (2.4), d. h. es wird lediglich 
die Koeffizientenmatrix % des linearen Gleichungssystems berechnet. 

b) Lastteil 

Fiir jeden gegebenen Lastfall werden die Lastspalten ermittelt und in die 
Leitmatrizen eingesetzt. Nun berechnet man die Vektoren $0 bis $n und damit 
den Vektor t in (2.4). Jetzt wird das Gleichungssystem (2.4) gelost, t)-l aus (2.2) 
und weiter tJo bis t)n berechnet. 

Fiir diese beiden Teile sollte man unbedingt auch zwei getrennte Programme 
entwerfen, was wir jetzt durchfiihren werden. 

4. Strukturdiagramm fur den Tragwerksteil 

1 Eingabe der TragwerksgroBen l;, Eli' 0;, ci usw. 
? Verarbeiten dieser GroBen zu den Elementen der Leitmatrizen. 
3 Auswahl und Aufbau der Vektoren a-I bis q-l. 
4 Berechnen der Vektoren an bis qn. 
5 Wegspeichern gewisser e Komponenten dieser Vektoren. 

Diese noch recht grobe Anleitung ist wohl ohne weiteres verstandlich; wir geben 
nur noch einige allgemeine Erlauterungen dazu. 

Zu 1: Hier hat man die Wahl, ob man die TragwerksgroBen in der Reihenfolge 

oder aber so eingeben will: 
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Welche Art zweckmaBiger ist, wird der Programmierer an Hand der benutzten 
Maschine entscheiden. Fur fehlende Federn Ci' Ci mussen natiirlich NulIen ein
gegeben werden. 

Zu 2: Aus den gespeicherten Daten werden nun die Elemente der Leitmatrizen 
(auBer denen der Lastspalten) berechnet, sofern sie nicht Null oder Eins oder 
gleich einem der Werte Ii' Ci' Ci usw. selbst sind. Fur die Leitmatrix (2.5) z. B. 
brauchen wir fUr jedes Feld nur die drei Elemente j, g, h (2.6) berechnen, was 
auf folgende Weise geschieht: 

Tragwerkfet/ : Lasffe,,: 

i+l,*i 

mil 
Lasfspalfe 

Ui-1 I:i ot Ui 

f( antro//e : 
Jvmme der Reakfionskriiffe 
berechnen lind uusdrvc/ren 

15 

[rgebnisfeil: 

14 

X ~+t-O 
mit!! = (t,. tz •.. .J 

~ = (A, B, .. .1 
Ibsen 

~-1 aufbauen 

Summe der an;reifenden Momenfe 
berechnen lind ausdruclren 

(4.3) 
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Die zugehorige Speicherliste, die man blockweise von links nach rechts oder von 
oben nach unten lesen kann, hat folgendes Aussehen: 

~ Ell EI2 Ela Eln 

0 11 l2 1a 1n 

00 01 O2 Oa On 

Co ~ C2 Os en 
Block a 

. Yo ?'1 1'2 Ya Yn 

~I II 12 13 In 

(/1 (/2 (/a (In 

h,. h2 ha hn (4.4) 

- - -Wo WI W2 Wa W n 

- - -
CPo CPl CP2 CPa CPn 

Mo Ml M2 Ma Mn 
Block b 

Qo Ql Q2 Qa Qn 

Fo Fi F2 Fa Fn Block c 
Go Gl G2 Ga Gn 

Zu 3: Hier bewahrt sich die schon erwahnte Einfiihrung eines Feldes der 
Nummer Null mit der Feldlange 10 = O. Die zugehOrige Leitmatrix entsteht aus 
(2.5), (2.6) (und ahnlich bei anderen Tragwerken), wenn man dort 10 = 0, somit 
fo = (/0 = ho = 0 setzt, was wir in der Speicherliste bereits beriicksichtigt haben: 

1 

o 

20=0 
o 
o 

o 

1 

o 

o 
o 

o 
o 
1 

o 
o 

o 

o 

1 

o 

o 
o 

o 
o 

o 

o 
o 

Yo 

o 

(4.5) 

Die Matrix enthiilt also lediglich die am linken Tragerende angreifenden (Koppel). 
federreaktionen sowie Einzelkraft Qo und Einzelmoment Mo nach Abb. 144. 

Nun sind die Teilanfangsvektoren IL.1 bis q-l mit Hille geeigneter Kennziffern 
le' leicht aufzubauen. Zum Beispiel gilt fiir den Durchlauftrager die folgende 
Tabelle: 
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Lagerung links Wo fPo Mo Qo Kennziffern 

Fall a) Einspannung 0 0 A B 3' 4' 
Fall b) FesteR Gelenk 0 A 0 B 2' 4' (4.6) 

Fall c) Schiebehiilse A 0 B 0 l' 3' 
Fall d) freies Ende A B 0 0 l' 2' 

Hiermit ist auf einfachste Weise die Art der Lagerung in Maschinensprache iiber
setzt, gleichgiiltig,ob linkes Federn angreifen oder nicht. Das Programm ist ledig
lich so zu gestalten, daB bei Aufruf der Ziffer k' eine Eins an die k-te Stelle des 
Teilanfangsvektors gesetzt wird; aIle ubrigen Komponenten sind gleich Null. Bei 
der Eingabe 2' 4' z. B. wird im ersten Durchgang mit dem Vektor Ll = (01 0 0), 

felda 

Abb.144. Einfiihrung eines Feldes der Nummer Null 
und Belastung am linken Feldende 

im zweiten mit b_1 = (0 0 0 1) begon
nen, was eben nichts anderes besagt, als 
daB die zweite und vierte Komponente 
des Anfangsvektors t)-l vorhan
den, also fP-l = A und Q-1 = B die 
zugehorigen Freiwerte sind: gelenkige 
Lagerung, Fall b). Eine etwa vorhan-
dene Federung wird durch die Leit

matrix 20 (4.5) berucksichtigt; und gerade das war der Sinn der EinfUhrung 
eines Feldes Null; denn andernfalls muBten wir infolge der Federn mehr als 
die vier FaIle (4.6) unterscheiden, was eine umstandliche Organisation nach 
sich zieht. 

Zu 4: Nun kann die eigentliche Rechnung beginnen. Wesentlich fur die Pro
grammierung ist, daB wir die letzte Zeile der Leitmatrix ebenso wie die letzte 
Komponente des Zustandsvektors fortlassen konnen, da ja aIle diese Nullen und 
Einsen lediglich formale Bedeutung im Hinblick auf die Gultigkeit des Matrizen
kalkiils haben, den wir aber explizit gar nicht benutzen. Mit anderen Worten: 
in der Maschine besteht der Zustandsvektor nicht aus 2g + 1, sondern nur aus 
2g Komponenten, fUr die wir die Schnellspeicher mit den Adressen 

8+1,8+2, ... , 8+2g (4.7) 

reservieren, so daB beim ersten (zweiten, dritten, ... ) Durchgang in jedem 
Stadium der Rechnung der Teilzustandsvektor ai(bi , ci' ... ) in eben diesen 
Schnellspeichern zu finden ist, was durch dauerndes tYberschreiben geschieht, 
denn keineswegs werden die Vektoren ai' Vi' ... , qi auf der Trommel gespeichert. 
Es ist zweckmaBig, 2e getrennte Unterprogramme anzufertigen. Zum Beispiel 
wird fUr den geraden Durchlauftrager mit den g = 2 Paaren (w, Q) und (if!, M) 
der tYbergang von t)i-l zu t)i (bzw. von ai-l zu ai' bi- 1 zu bi usw.) durch folgende 
vier Unterprogramme bewerkstelligt: 

UP 1 W i - 1 =} wi 

UP 2 fPi-l =} if!i 

UP3 M i - 1 =} Mi 
t)i-l ~ t)i (UP K). ( 4.8) 

UP4 Qi-l =} Qi 
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Und ahnlich bei mehreren Paaren. Die vier Unterprogramme (4.8) fUhren nach 
(2.5) im einzelnen folgende Rechnungen durch: 

UP 1 wi = W i - 1 - l; f(J;-1 + fli M i- 1 + h;Q;_l (+ wJ (4.9) 

UP 2 Cf'l = f(J,-l - Ii M i - 1 - g; Qi-l (+ CPi) (4.10) 

UP 3 Mi = Yi Wi - Ci f(Ji + M i - 1 + li Qi-l (+ Mi ) (4.11) 

UP 4 Qi = - CiW i + Yif(Ji + Qi-l(+ QJ. (4.12) 

Auf die vertauschte Reihenfolge der Summanden in (4.11), (4.12) gegenuber (2.5) 
kommen wir in Abschn. 6 zu sprechen. Die eingeklammerten LastgroBen bleiben 
zunachst unberucksichtigt. 

Zu 5: Nachdem im ersten Durchgang das aus UP 1, UP 2, ... , UP e beste
hende Unterprogramm UP K n + 1 mal durchlaufen wurde, stehen in den 
Schnellspeichern (4.7) die 2e Komponenten des Vektors an' von denen auf Grund 
der Randbedingungen am "rechten" Tragerende e Komponenten wegzuspeichern 
sind. Nach Beendigung des zweiten Durchganges steht der Vektor on in den 
Schnellspeichern (4.7) und so fort bis qn' Die Zuordnung" der wegzuspeichernden 
Komponenten zu den gegebenen Randbedingungen geschieht ahnlich wie unter 
(4.6) mit Kennziffern p'. Fur den geraden Durchlauftrager z. B. wird: 

Lagerung rechts wn f{Jn M" Q .. i Kennziffern 

Fall a) Einspannung =0 =0 l' 2' 
Fall b) Festes Gelenk =0 =0 l' 3' (4.13) 
Fall c) Schiebehiilse =0 =0 2' 4' 
Fall d) freies Ende =0 =0 3' 4' 

AuBer im Fall a) konnen auch noch Federn im Spiel sein, was aber in keiner Weise 
stort. Man beachte die Dualitat der beiden Tabellen (4.6) und (4.13)! 

Die e2 Elemente der Matrix ~{ (2.4) werden am besten zeilenweise auf die 
Trommel gespeichert. 

5. Strukturdiagramm fUr den Lastteil 

Wir beschranken uns von vornherein auf den geraden Durchlauftrager. Struk
turdiagramme fUr kompliziertere Tragwerke sind nach gegebenem Muster eben
falls leicht aufzustellen. 

6 Eingabe der Einzelkrafte P; und ihrer Abstiinde a; vom rechten Feldende. 
7 Zugehorige LastgroBen berechnen und wegspeichern nach Block b. 
8 Eingabe der Einzelmomente M; und ihrer Abstiinde b; vom rechten Feld

ende. 
9 Zugehorige LastgroBen berechnen und zu den bereits unter 7 berechneten 

LastgroBen addieren. Die Summe zuruckspeichern nach Block b. 
10 Eingabe der konstanten und linearen Streckenlasten und ihrer beiden 

Abstiinde vom rechten Feldende. 

16 Kersten, Reduktionsverfahren 
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11 Zugehorige LastgroBen berechnen, zu den bereits vorhandenen LastgroBen 
addieren und wieder zuruckspeichern nach Block b. 

12 Die Vektoren 01 bis 0n berechnen. 
13 Aus dem Vektor 0n die (! Komponenten gleicher Nummer wie unter 5 weg-

speichern. 
14 Das Gleichungssystem % 6 + r = 0 auflosen. 
15 Den Anfangsvektor t)-1 nach (2.2) zusammensetzen. 
16 Die Zustandsvektoren t)o bis t)n berechnen und ausdrucken. 

Zu 6: Eine gewisse Schwierigkeit der Eingabe liegt darin, daB im allgemeinen 
ja keineswegs aIle, sondern nur einige Felder durch Einzelkraften belastet sind; 

auch konnen es in jedem Feld verschieden 
IJ viele sein. Die einfachste, wenn auch nicht 

aj I eleganteste Art der Eingabe bei insgesamt k 
--;,..----=-t-i-----''-------::l- Einzelkraften, die auf m ~ k Felder verteilt 

feld i 

Abb. 141\. Einzelkraft und Einzelmoment im 
Felde i 

sind, ist daher folgende: i sei die N ummer 
des Feldes, in welchem die Einzelkraft P j 

im Abstand a j yom rechten Feldende an
greift (Abb. 145). Dann geben wir k mal 
das Tripel i', Pj' aj' also den Streifen 

(5.1) 

ein. Der Nachteil, daB die gleiche Feldnummer i' 8 mal eingegeben werden muB, 
wenn 8 Einzelkrafte im Felde i' angreifen, wird wettgemacht durch auBerste 
Ktirze und Einfachheit des Programmes. Auch hat diese Art der Eingabe den 
V orteil, daB man weder an die Reihenfolge der Felder noch an die der Krafte im 
jeweiligen Feld gebunden ist; nachtragliche Anderungen und Erganzungen sind 
daher leicht zu berucksichtigen. Will man z. B. eine bereits eingegebene und zu 
LastgroBen verarbeitete Kraft Ph im Feld i' loschen, so gibt man nachtraglich das 
Tripel 

(5.2) 

ein, womit wegen Ph - Ph = 0 die Kraft getilgt ist. Da die GroBen aj immer 
positiv oder gleich Null sind, kann die Ziffer -1' (oder eine andere negative Zahl) 
als SchluBzeichen des Eingabestreifens (5.1) dienen, sofern die Null als positive 
Zahl behandelt wird wie in fast allen Maschinen ublich. 

Ais Beispiel geben wir die Eingabe fUr den Trager der Abb. 146 an: 

0' 4,8 0,00; 2' 2,2 2,50; 2' -4,0 1,52; 3' 3,8 0,00; --1'. (5.3) 

fe/d! feldJ 3,8kp feld ¥ 

Abb. 146. Zahlenbeispiel fiir einen vierfeldrigen geraden Durchlauftrager ohne Zwischenbedingungen 
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Zu 7: Es empfiehlt sich, die GroBen Pi und ai nicht erst zu speichern, sondern 
sofort nach der Eingabe in der Reihenfolge 

Q= P 

M= {Ja (= Pal 

~ = - M . 2iI ( = - :E~) 

w = - 97'~ ( =~j) 

(5.4) 

zu verarbeiten und zu den im Block b (4.4) bereits vorhandenen GroBen (die zu 
Anfang der Rechnung naturlich Null sein mussen) zu addieren. Dann erst erfolgt 
ein erneuter Sprung auf das Band (bzw. auf die nachste Lochkarte), und das 
nachste Tripel i' P j a j wird eingelesen bis zum SchluBzeichen -1'. 

Zu 8: Hier gilt sinngemaB das unter 6 Gesagte. Eingegeben werden die Tripel 

(5.5) 

Fur den Trager der Abb. 146 lautet somit der Streifen: 

l' 10,2 3,64; 4' -8,8 2,42; -1'. (5.6) 

Zu 9: Wie unter 7 rufen wir je cin Tripel (5.5) yom Band auf und verarbeiten 
es zu den LastgraBen 

Q= 0 

Jf =--= jl1 

- - b 
97 = - M EI 

(5.7) 

_ -b( Mb2 ) 

w = - 972 = 2EI 

Diese drei GraBen addieren wir zu den bereits (von Einzelkraften oder auch vorher 
berechneten Einzelmomenten herruhrenden) vorhandenen LastgroBen im Block b 
und springen zuruck aufs Band. 

Zu 10 und 11: 1m Prinzip gehen wir wieder wie unter 6 bis 9 vor. Zunachst 
sei das Feld i nach Abb. 147 belastet, dann sind die LastgroBen nach Tabelle 
(67, 3.4) mit etwas anderen Bezeichnungen: 

Abb. 147. Trapezf6rmige Strecken
last im Felde i 

16* 

M= 

Q= 

d2 

(2 qz + qr)(f 

d 
('II + 'lr):r 

(5.8) 
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Fur den Sonderfall der konstanten Streckenlast qz = qr = q wird daraus 

Q= qd 

(5.9) 

Es ist aber die Frage, ob sich ein eigenes Unterprogramm hierfiir lohnt, oder ob 
man grundsatzlich nach (5.8) rechnen soll. Reicht nun die Streckenlast nicht bis 
ans rechte Feldende, so zerlegen wir sie nach Abb. 148 in zwei Anteile, und berech
nen beide getrennt. Die dazu benotigte Ordinate qr berechnet sich aus den gege
benen Werten qz, qm; dz, dm aus der Formel 

(5.10) 

Die Zerlegung fur den Trager der Abb. 146 z. B. zeigt die Abb. 149. Fur die Ein
gabefolge 

i' ql qr d l 

lautet somit der zugehorige Streifen 

l' 2,1 3,1 2,00; 2' 3,1 5,1 4,00; 2' -4,1 -5,1 2,00; -1'. 

--
-¥,1 

-5,1 

Abb. 149. Aufteilung der trapezfiirmigen Streckenlast des Triigers von Abb. 146 

(5.11) 

(5.12) 

Nichtlineare Streckenlasten ersetzt man wie ublich durch stuckweise konstante 
Streckenlasten oder noch einfacher (und daher grober) durch Einzellasten nach 
Abb.150. 

Zu 12: Nun sind siimtliche LastgroBen im Block b eingespeichert, und die 
eigentliche Rechnung kann beginnen. Die Teilvektoren So bis sn berechnen wir 
wieder mit Hilfe des Unterprogrammes UPK (4.8), allerdings mit dem wesent
lichen Unterschied, daB die in Klammern stehenden LastgroBen in (4.9) bis (4.12) 
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jetzt mitgenommen werden, was eine Weiehe bewirkt, die auf das Signal "Last
teil" geofinet, auf "Tragwerksteil" gesehlossen wird. 

Zu 13: Hier benutzt man dasselbe Unterprogramm wie unter 5. 
Zu 14: Fur e = 2 und e = 3 programmiert man fertige Losungsformeln naeh 

der CRAMERsehen Regel; fUr e > 4 benutzt man den GAusssehen Algorithmus, 
ein Programm, das ohnehin jedes Reehenbiiro zur Verfugung halt. Der Losungs
vektor der FreigroBen ! = (A, B, ... , Q) wird weggespeiehert. 

Zu 15: Jetzt wird naeh (2.2) mit Hilfe der Kennziffern (4.6) der Zustands
vektor t)-1 in seiner Endform aufgebaut. 
Das heiBt aber niehts anderes, als daB die 
nun erreehneten FreigroBen an die dureh 
die Kennziffern vorgesehriebenen Stellen 
gesetzt werden miissen. Fur den Fall der 
gelenkigen Lagerung z. B. sieht das so aus: 

(01 (0 0] I 0 

11 /0 0 A 
t)-1 = A + B + 1 I = . (5.13) o 0 0 0 

o 1 OJ lB 

felfli. 

Zu 16: Nun werden die gesuehten Zu
standsvektoren t)o bis t)n der Reihe naeh 
bereehnet, und zwar wieder mit Hilfe deB 
Unterprogrammes UP K, jetzt aber mit 
Weiehe auf "Lastteil" und "Drueken". 
Diese Vektoren werden nieht etwa ge
speiehert, sondern direkt aus den Zellen 
Komponenten fertig bereehnet ist. 

v. ~ 

Abb.150. Ersatz einer beliebigen Streekenlast 
durch konstante Streckenlasten oder Einzelkrifte 

(4.7) ausgedruekt, sowie eine ihrer 

6. Kontrollen 
AuBer den iibliehen Zeilen- und Spaltensummenkontrollen der Matrizenmul

tiplikation stehen beim Reduktionsverfahren noeh weitere Kontrollen zur Ver
fUgung. Zunaehst einmal mussen im aUSgedruekten Zustandsvektor t)n jene e Kom
ponenten im Rahmen der Reehengenauigkeit gleieh Null sein, deren Versehwinden 
im Gleiehungssystem (2.4) gefordert wurde; mit anderen Worten: die Randbedin
gungen am "reehten" Ende mussen erfiillt sein. Eine weitere durehgreifende Kon
trolle ist die des Gleiehgewiehts: die Summe aller Krafte und die Summe aller 
Momente bezuglieh eines beliebig wahlbaren Bezugspunktes 0 mussen versehwin
den. In Formeln: 

1:'X=Oj 
1:'Y=O ; 

1:'Z=O 

1:' M:I:(O) = 0 j 
1:' M,,(O) = 0 . 

1:' Mz(O) = 0 

Bei ebenen Tragwerken braueht man nur die drei Gleiehungen 

1:' X = 0; 1:' Y = 0; 1:' M.(O) = 0 

(6.1) 

(6.2) 
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nachzupriifen; die drei iibrigen sind als Trivalitat 0 = 0 von selbst erfiillt. Fiir 
den senkrecht belasteten geraden Durchlauftrager entfallt auch noch die erste 
Gleichung (6.2), und es verbleibt 

(6.3) 

Abb.151 zeigt einen federnd gestiitzten geraden Durchlauftrager im Gleich
gewicht. Oberhalb des Tragers ist die an die Feldgrenzen reduzierte gegebene 
Belastung aufgetragen - das sind die GraBen M i und Qi - und unterhalb die 
Federkrafte Fi und Federmomente Gi , die sich nach (2.5) berechnen zu 

Fi = Yi fPi - ci w. } 

Gi = - 0i fPi + "t Wi • 

(6.4) 

Abb.151. Gerader Durchlauftrager im Gieichgewicht. Oben reduzierte Belastung, unten Federreaktionen 

Bei gewahnlichen Zugdruck- und Drehfedern sind die Koppelfederkonstanten Y i 
gleich Null. Die GraBen (6.4) werden zweckmaBig beim letzten Durchgang, wenn 
also die Weiche auf "Lastteil" und "Drucken" steht, im Block c (4.4) gespeichert, 
indem die Summation in (4.11), (4.12) nach dem zweiten Summanden unter
brochen wird. Aus diesem Grunde haben wir dort die Federeraktionen entgegen 
der durch die Leitmatrix (2.5) gegebenen Reihenfolge an den Anfang gestellt. 

17 Nun bilden wir die beiden Summen 

(6.5) 

und lassen sie getrennt ausdrucken. Sie Bollen bis auf das Vorzeichen in maglichst 
vielen Stellen iibereinstimmen. 

18 Zur Kontrolle des Momentengleichgewichts wahlen wir das linke Ende des 
Tragers als Bezugspunkt O. Dann miissen die beiden Summen 

n _ 1l. _ 

.I Mv + .I (l1 + l2 + ... + Iv) Qv 
v=O v=l 

(6.6) 

und 

(6.7) 

ebenso wie unter 17 bis auf das Vorzeichen einander gleich sein. Wir haben bis 
jetzt noch vorausgesetzt, daB beide Tragerenden elastisch gestiitzt oder frei seien. 
rst das nicht der Fall, z. B. bei Einspannung oder festem Gelenk, so treten auch 
noch Reaktionen infolge starrer Bindungen auf, und auch diese miissen natiirlich 
in die Summen (6.5) bis (6.7) einbezogen werden. 

Das Strukturdiagramm auf Seite 230 ist damit vollstandig beschrieben. Man 
achte besonders auf die Trennung von Tragwerk- und Lastteil, wobei aus organi
satorischen Griinden vom Lastteil die Nummern 14 bis 16 als "Ergebnisteil" 
abgezweigt wurden. Um das ZusEsche Ergibt-Zeichen ~ anwenden zu k6nnen, 
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haben wir auBerdem die Vektoren ui bis qi mit tvi benannt; dann ist Ui eine Ober
menge, die aus tvi' 5i und tJi besteht. Das Kernstiick des ganzen Verfahrens ist 
das gestrichelt eingerahmte Unterprogramm UP K. Es enthalt n + 1 Zyklen, 
deren Gesamtheit zunachst e mal in der Weichenstellung "ohne" (d. h. ohne Last
spalten), dann aber fUr jeden gegebenen Lastfall zweimal in der Stellung "mit" 
durchlaufen wird; namlich einmal im Lastteil und einmal im Ergebnisteil. Hier 
findet die eigentliche, den Tischrechner so ermiidende Rechnung statt, namlich 
die Multiplikation aller Leitmatrizen mit den Teilzustandsvektoren; alles andere 
ist Vorbereitung und Organisation. Man wird daher das Unterprogramm UP K 
besonders sorgfaltigprogrammieren und, da hier Zeit buchstablich Geld ist, mag
lichst durchweg in Schnellspeichern rechnen. 

7. Durchrechnen VOID anderen Ende her 

Die wirksamste Methode, um sich vor allen systematischen und zufalligen 
Rechenfehlern sowohl wie vor Fehlern bei der Eingabe zu schiitzen, ist die noch
malige Berechnung des Tragwerkes yom anderen Ende her. Man denke sich das 
Tragwerk samt Belastung auf Transparentpapier gezeichnet und von der Riick
seite betrachtet. Dann sind offenbar die Abstande ai durch 1i - ai' hi durch 1i - hi 
usw. zu ersetzen; und die Vorzeichen der Winkel und Momente umzukehren; 
auch verkehrt sich die Numerierung der Felder. Nach dem Ausdrucken vergleicht 
man die beiden Ergebnisse. Die DeformationsgraBen miissen iibereinstimmen, die 
KraftgraBen dagegen unterscheiden sich bei richtiger Rechnung gerade um die 
FedergraBen Fi und Gi (6.4), was wiederum als Kontrolle dient. 

8. Starre Felder 

Einige Felder des Tragwerkes kannen starr sein; fUr diese ist EI = 00 zu 
setzen. Das geschieht entweder durch Eingabe eines so groBen Wertes tX fUr EI, 
daB die GraBenJ, g, h (2.6), sowie iV, if nach der Division durch tX im Rahmen der 
mitgefUhrten Stellenzahl gleich Null sind, oder aber, man gibt einen beliebigen 
Wert, etwa EI = 1,0 ein und ersetzt die nun falsch berechneten GraBen J, g, h; 
iV, if mit Hilfe eines kleinen Laschprogrammes nachtraglich durch Nullen. 

9. Tragwerke mit Zwiscbenbedingungen 

Weit weniger angenehm als die bisher behandelten Tragwerke sind solche mit 
Zwischenbedingungen (Gerbergelenke, feste Stiitzen mit bleibender Senkung 
u. dgl.) zu programmieren. Wahrend der Tischrechner durch eine solche KompIi
kation zwar dureh zusatzliche Gedankenarbeit belastigt, aber nieht grundsatzlieh 
gestart wird, wirft bereits eine einzige Zwischenbedingung unser gesamtes Pro
gramm von S. 232 iiber den Haufen. Zunaehst muB ja an jeder Feldgrenze abge
fragt werden, ob eine Zwischenbedingung vorliegt oder nieht, und wenn ja, wel
cher Art diese Bedingung ist, d. h. welche SprunggraBen als neue Freiwerte in 
die Rechnung einzufadeln sind, wobei man eine oder auch mehrere der alten Frei
graBen ablasen kann oder auch nicht, was alles in aHem eine verhaltnismaBig 
umfangreiche und zeitraubende Organisation erfordert. 
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Man zieht sich jedoch leicht aus der Affare, wenn man sich entschlieBt, grund
satzlich an jeder Feldgrenze die bisherigen e FreigroBen zu eliminieren, d. h. den 
links liegenden Tragerteil, den man sich abgeschnitten denkt, durch eine Koppel
feder zu ersetzen, gleichviel, ob das nun notwendig ist oder nicht. Durch diesen 
einfachen Trick namlich wird jedes beliebige Feld zum er8ten gemacht, und die 
Lagerung des ersten Feldes hatten wir keinerlei Einschrankungen unterworfen. 
Wir werden im Abschn. 10 sehen, daB diese Methode auch noch sonstige Vor
teile hat. 

Nun setzt das schrittweise Anfedem nach (45.87) die Aufstellung einer Feder
matrix der Form 

(t = @) m-1 (8.1) 

voraus, eine etwas lastige Operation, die fiir e > 3 eine vorherige Dreieckszer
legung der Matrix m verlangt. Allerdings zeigt man leicht, daB der Rechenauf
wand gegeniiber der iiblichen Art keineswegs anwachst, wie man zunachst ver
mutenmag. 

10. Fehleriortpfianzung und numerische Stabilitat 
Um die wichtige Frage nach der numerischen Stabilitat beantworten zu 

konnen, zerlegen wir die rechteckige Leitmatrix 2 wieder in'das Produkt aus Feld
und Punktmatrix, aus denen wir sie friiher einmal aufgebaut haben (2.55.4). Aus 
der Leitmatrix (2.5) wird dann z. B., wenn wir der Einfachheit halber die Koppel. 
fedem Y i = 0 setzen, was keine wesentliche Einschrankung bedeutet: 

1 -l g h 10 

0 1 -I -g Cf 

~i= 0 -C 1 + 10 l+gC jij -fJC (10.1) 

-e Ie - ge 1 - he Q -we 

0 0 0 0 1 

Zunachst nehmen wir an, die Leitmatrizen 21 bis 2n und damit auch die Produkt
matrizen $1 bis $n seien einander gleich ("homogene Tragwerke"); dann gilt 
nach (2.1) die Beziehung 

(10.2) 

also auch 

a'l = ~naoJ 

b" = ~nbo l 
~n ~- .~~ ~~ I' 

(10.3) 

Die Endvektoren an' on' ... , qn entstehen somit aus 00, 00, ••• , qo durch einen 
sog. IterationsprozeB. Nun besitzt die quadratische Produktmatrix $ mit 2e + 1 
Zeilen und Spalten auch genau 2(> + 1 Eigenwerte A.i' die reell oder komplex sein 



10. Fehlerfol'tp£lanzung und numerische Stabilitat 241 

konnen und die wir uns nach der GroBe ihrer Betrage geordnet denken: 

I All > I A21 > I Aa I > ... > I )'e + 11 . (10.4) 

Bekanntlich konvergiert nun der zu einem beliebigen Ausgangsvektor 30 berech
nete "iterierte" Vektor 3n = $n 30 gegen den zum Eigenwert Al gehorigen Eigen
vektor \)1> und dies um so rascher, je groBer die reelle Zahl 

8 =Pl! 
JI'2 ! 

(10.5) 

ist. Kommen auch betragsgleiche Eigenwerte vor, z. B. in der Form 

(10.6) 

so liegen die Verhaltnisse ahnlich. Die Konvergenz gegen \)1 tritt allerdings nur 
ein, wenn 30 an \)1 "beteiligt" ist, d. h. im Basissystem der Eigenvektoren eine 
Komponente in Richtung von \)1 besitzt, was praktisch immer der Fall sein wird. 
Wenn nicht, sorgen schon die unvermeidlichen Rundungsfehler fUr das Aufkom
men einer solchen Komponente. 

Wir sehen also, daB die Vektoren an bis qn mit wachsendem Index n immer 
mehr linear abhangig werden; anders ausgedruckt: die Determinante I ~ I des Glei
chungssystems (2.4) wird immer kleiner, was die Berechnung des Vektors ~ und 
damit auch des fiir die Endrechnung entscheidenden Vektors t)-1 sehr erschwert, 
wenn nicht praktisch unmoglich macht: sog. "bosartige" oder "ill conditioned" 
Systeme. Die numerische Stabilitat sinkt also ab mit wachsender Felderzahl und 
dies um so mehr, je groBer das Verhaltnis 8 (10.5) ist, das seinerseits von den 
Elementen der Produktmatrix (10.1) abhangt. Diese Abhangigkeit muB im Ein
zelfall untersucht werden, und zwar zeigt sich, daB 8 um so groBer ausfiillt, je 
starker die Federung des Tragers im Verhaltnis zu seiner Biegesteifigkeit ist. Fur 
ci -+ 00 und Ci -+ 00 geht auch 8 -+ 00, solange EI endlich bleibt. 

Aber selbst wenn die Berechnung des Anfangsvektors t)-1 bzw. t)o theoretisch 
exakt gelange: die Vektorfolge t)o bis t)n der Zustandsvektoren wurde infolge der 
unvermeidlichen Rundungsfehler mit wachsender Feldnummer i mehr und mehr 
von den wahren Werten abweichen. Ein gewisses MaB fur die Glaubwiirdigkeit 
der letzten Zustandsvektoren ist die Kleinheit jener Komponenten im Vektor t)n' 

die infolge der Randbedingung rechts exakt gleich Null sein muBten. Interessant 
ist in diesem Zusammenhang noch, daB auch die Vektorfolge t)o bis t)n wie jede 
beliebige andere gegen den zum dominierenden Eigenwert Al gehorigen Eigen
vektor 01 konvergiert, und das unabhangig vom Anfangsvektor t)-v den wir mit 
so groBem Aufwand berechnet haben! Diese auf den ersten Blick etwas verbluf
fende Tatsache ist auch mechanisch verstandlich: Verformungszustand und Kraft
groBenverlauf eines vielfeldrigen Tragwerkes hangen um so weniger von den Auf
lagerbedingungen links und rechts und damit vom Vektor t)-1 ab, je groBer die 
Felderzahl ist (worauf gewisse Verfahren, wie die etwa von CROSS und KANY ja 
gerade beruhen!) und, wie bereits erwahnt, je starker die Federungen gegen die 
feste Umgebung sind. Fur unendlich groBe Federzahlen ci ' Ci (und Yi) zerfallt der 
Trager sogar in n voneinander unabhangige beiderseits fest eingespannte einzelne 
Balken, deren Berechnung dann trivial wird. 
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Bislang setzen wir noch voraus, daB die KenngraBen aller Felder und damit 
auch alle Leit- und Produktmatrizen einander gleich seien; doch bleibt die hier 
skizzierte Fehlertheorie im groBen und ganzen auch fiir beliebige Tragwerke 
giiltig, was wir hier im einzelnen nicht ausfiihren kannen. 

Wir fragen uns nun, wie man die der numerischen Stabilitat so abtragliche 
lineare Abhangigkeit der Vektoren Ui bis qi unterbinden kann. Das gelingt nun 
gerade durch das im vorigen Abschnitt geschilderte Verfahren des dauernden 
AblOsens, was namlich im Grunde einem an jeder Feldgrenze vorgenommenen 
OrthogonalisierungsprozeB (in einem etwas erweitertem Sinne) der Basisvektoren 
ui bis qi gleichkommt. Ein iiberzeugendes Beispiel dafii~ gibt H. RIECHE [43], der 
einen zehnstackigen Rahmen nach beiden Methoden berechnet und die normierten 
Skalarprodukte (ui • oil miteinander vergleicht. 

Andererseits braucht man in Anbetracht der relativ hohen Stellenzahl der 
marktgangigen Rechenautomaten nicht iibertrieben angstlich zu sein; zahlreiche 
durchgerechnete Beispiele haben inzwischen gezeigt, daB man die iiblichen 
Tragwerke der Baustatik im allgemeinen unbesorgt nach dem in diesem Buche 
geschilderten Verfahren auch elektronisch erledigen kann. 
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