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Yorwort

Das in diesem Buch erstmalig in einer auf die Bediirfnisse der Baupraxis
zugeschnittenen Form dargestellte Reduktionsverfahren ist im Prinzip nicht neu.
Es tritt uns in seiner einfachsten Form schon im Ziehen einer SchluBlinie bei der
zeichnerischen Integration entgegen und findet sich weiterhin in der gesamten
angewandten Physik und Technik, so etwa bei HoLzER-TorLLE (Schwingungen
von Kurbelwellen, 1921), H. HERZBERGER (Strahlengang durch Linsensysteme,
1931), Q. KorteEr (Durchlauftriger auf elastischen Stiitzen, 1940) und STEWART-
KrriNLoGL (Traversenmethode, 1952).

Praktisch brauchbar und im linearen Bereich nahezu unbegrenzt erweite-
rungsfdhig wurde das Verfahren jedoch erst mit der konsequenten Benutzung
des Matrizenkalkiils; und in dieser Richtung wurde es an den Technischen Hoch-
schulen Darmstadt (MARGUERRE, FUHRKE, ScHNELL), Hannover (PESTEL,
ScruMPICH) und Braunschweig in den Jahren 1953—1955 in mehreren, zum Teil
voneinander unabhingig entstandene Arbeiten so weit vorangetrieben, dall es
seitdem die klassischen Eliminationsmethoden mehr und mehr zu verdringen
beginnt; und zwar nicht nur fir den in diesem Buch ausschlieBlich behandelten
Fall der Biegung, sondern erst recht fiir Stabilitdts- und Schwingungsprobleme,
die naturgemal sehr viel schwieriger sind.

Wihrend nun alle bis dahin erschienenen Veroffentlichungen sich auf den
Durchlauftriager oder doch auf ihm topologisch gleichwertige Tragwerke be-
schriankten, stellte ick in meiner 1956/57 verfaBten Habilitationsschrift ,,Das
Reduktionsverfahren der Baustatik unter besonderer Beriicksichtigung der Pro-
grammierbarkeit fiir digitale Rechenautomaten' eine allgemeine Theorie des Reduk-
tionsverfahrens auf, die jedes beliebige ebene oder rdumliche, aus geraden Teil-
stiicken bestehende Tragwerk zu berechnen erlaubt. Diese im Ingenieur-Archiv
1958 auf wenigen Seiten veroffentlichte Arbeit war allerdings viel zu knapp,
streckenweise auch zu abstrakt formuliert, um fiir den mit der Matrizenschreib-
weise weniger vertrauten Ingenieur ohne weiteres lesbar zu sein. Um so mehr
begriiBte und férderte ich vom ersten Augenblick an Herrn KERSTENs Plan zu dem
vorliegenden Buch, das aus Vorlesungen hervorgegangen ist, die er vor Inge-
nieuren der Praxis an einer Bauhochschule gehalten hat. Herr KERSTEN, der
sich als einer der ersten mit meiner Habilitationsschrift griindlich auseinan-
dergesetzt hatte, erweist sich mit diesem Werk als ein hervorragender Kenner
des Reduktionsverfahrens sowohl wie der klassischen Eliminationsmethoden;
fiir seine gewiB verdienstvolle Tat, dieses lange erwartete Lehrbuch geschrieben
zu haben, sei ihm an dieser Stelle herzlich gedankt.



VI Vorwort

Nun einige Worte zum Verfahren selbst. Zundchst der Name: unter der Re-
duktion eines ebenen oder rdumlichen Kriftesystems versteht man in der Statik
des starren Korpers den Ersatz dieses Systems durch eine Krafte- und Momenten-
summe in einem vorgegebenen Punkt. Dehnt man nun diesen Begriff der Reduk-
tion auch auf die Verschiebungsgréfen aus, indem man das System der Ver-
schiebungen an einem starren oder elastischen Korper in einem vorgegehenen
Reduktionspunkt — zum Beispiel im beliebigen Schnitt eines Tragwerkes —
durch eine Verschiebungs- und (infinitesimale) Verdrehungssumme ersetzt, so
sind damit jedem Punkt des Tragwerkes je sechs (in der Ebene drei) Kraft- und
VerschiebungsgroBen zugeordnet, deren Gesamtheit man zweckmiBig zu einem
Zustandsvektor von hochstens zwolf (in der Ebene hochstens sechs) Komponenten
zusammenfallt, wobei je eine Kraft- und VerschiebungsgroBe ein konjugiertes
Paar bilden: zum Beispiel gehort zur Verschiebungsgroffie w die Querkraft @,
die die Richtung von w hat. Legt man nun, wie in der Baustatik iiblich, eine
lineare Theorie zugrunde, so sind auch irgend zwei Zustandsvektoren verschie-
dener Schnittpunkte durch eine lineare Transformation, also tiber einec Matrix
miteinander verkniipft; oder anders ausgedriickt: diese Transformationsmatrix
iibertragt den Zustandsvektor von einem Schnitt zum anderen; sie heifit daher
Ubertragungsmatrix — im Englischen transfer matrix oder matrix of trans-
mission — und zwar unterscheidet man Feld- und Punktmatrizen, je nachdem,
ob der Zustandsvektor iiber ein Feld oder iiber einen Knotenpunkt hinweg
transportiert werden soll. Doch lassen sich Feld- und Punktmatrix auch zu einer
einzigen Leitmatriz vereinigen, was den rechnerischen Formalismus erheblich ver-
kiirzt. Das ganze Verfahren lauft somit im wesentlichen auf das wiederholte
Multiplizieren einer Leitmatrix mit einem Zustandsvektor, hinaus: ein hochst
einfacher und monotoner ProzeB, den der Baustatiker nach kurzer Einweisung
auch statisch ungeschulten Hilfskraften oder besser noch einem digitalen Rechen-
automaten iiberlassen kann.

Der Transport des Zustandsvektors von Feld zu Feld setzt allerdings voraus,
daB man alle seine Komponenten am linken Ende des Tragwerkes kennt. Wéhrend
nun die Halfte dieser Komponenten — nédmlich je eine GroBe eines konjugierten
Paares — infolge der Randbedingungen links verschwindet, miissen die iibrigen,
als Freigrofen bezeichneten Komponenten aus den Randbedingungen rechts erst
ermittelt werden. Die Ordnung des dadurch entstehenden linearen Gleichungs-
systems ist jedoch wesentlich geringer, als die Ordnung jenes Systems, das eine
der beiden Eliminationsmethoden zur Berechnung der Uberzihligen liefern wiirde.
So treten bei dem auf ebene Biegung beanspruchten Durchlauftriger zum Bei-
spiel immer nur zwei FreigroBen auf, das heiflt es sind zum Schlufl nur zwei
lineare Gleichungen mit zwei Unbekannten zu losen, unabhingig von der Zahl
der Felder und auch unabhingig vom Grade der geometrischen oder statischen
Unbestimmtheit — ein Begriff tibrigens, der dem Reduktionsverfahren von Haus
aus vollig fremd ist.

Fiir Leser, die das Reduktionsverfahren auch programmieren méchten, habe
ich eine ausfiihrliche Anleitung wenigstens fiir Tragwerke mit fehlenden oder
regelmiBigen Zwischenbedingungen beigefiigt. Das Strukturdiagramm dazu ent-
warf mein Mitarbeiter, Herr Dipl.-Ing. P. LANGEMEYER, der auch die Korrek-



Vorwort VII

turen zu diesem Buche las. Das umfangreiche Literaturverzeichnis, das hoffent-
lich alle bislang iiber das Reduktionsverfahren erschienenen Arbeiten enthélt,
stammt von Herrn Dipl.-Ing. K. BorReWARDT. Beiden Herren sei hiermit herzlich
gedankt.

Besonders danke ich auch im Namen von Herrn KERSTEN dem Springer-Verlag
fir die gewohnt sorgfiltige und schéne Ausstattung des Buches sowie fir die
Bereitwilligkeit, ein noch relativ junges, doch sicherlich zukunftsreiches Berech-
nungsverfahren der Baustatik einem groBeren Leserkreis zugénglich zu machen.

Braunschweig, Frithjahr 1962
S. Falk
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1 Einfiihrung in die Matrizenrechnung*
1.1 Begriff der Matrix

In einem Gleichungssystem von der Form
ap ¥+ T+ ag, 2, =0

Aoy &y + Ao Ty + - + Ay, T, = by

@

A1 %y + Ay Ty + -+ Ay Ty = bn

sind die zwei GroBensysteme = {x), #,, ..., z,} und b = {b;, b, ..., b,} durch
die konstanten Koeffizienten a,, linear miteinander verkniipft. Fiir diese Koeffi-
zienten a,,, ist nicht nur ihr Zahlenwert, sondern auch ganz besonders ihre Stellung
innerhalb des Gleichungssystems von Bedeutung, so daBl es sich als zweckméBig
erweist, die Koeffizienten a,, zu einem geordneten Schema zusammenzufassen:

|“11 - '“m]

gy Qgg * * * Qg

A=

Ay Ao " Ay

Ein solches Schema nennt man Matriz und wihlt als Abkiirzung einen grolen
deutschen Buchstaben. Die Koeffizienten a,;; werden als Elemente der Matrix
bezeichnet. Auf den ersten Blick konnte man die Matrix mit einer Determinante
verwechseln. Das wire aber falsch, denn eine Determinante ist eine bestimmte
Zahl, die nach genau festgelegter Rechenvorschrift aus ihren Elementen berechnet
wird. Eine Matrix dagegen ist keine Zahl, sondern lediglich das geordnete Schema
ihrer Elemente, die deshalb auch nicht vertauscht oder umgestellt werden diirfen.

Die beiden GroBensysteme des Gleichungssystems (I) lassen sich ebenfalls in
Matrizenschreibweise darstellen:

Ty by
. b
L= | wd b= ,2
xﬂ bn

Man nennt sie einreihige Matrizen, Einfachmatrizen, Spaltenmatrizen oder wegen
ihrer formalen Ahnlichkeit mit einem Vektor Spaltenvektoren. Als Abkiirzung wer-
den fiir sie zur Unterscheidung von den Koeffizientenmatrizen kleine deutsche
Buchstaben verwendet.

1 Mit der freundlichen Genehmigung von Herrn Dr.-Ing. R. ZuRMUHL wurden in diesem
Kapitel Ausziige aus seinem Buch: ZurMUHL, R., Matrizen (Springer 1961) verwendet.

1 Kersten, Reduktionsverfahren



2 1 Einfiihrung in die Matrizenrechnung

Das Gleichungssystem (I) kann nun in Matrizenform geschrieben werden:

l”'u Az - Upf | T Ibl

Oy Agp * -+ G, x b
SO = )
lanl Ay Qyy l-’L" lbn
oder mit Hilfe der Abkiirzungen als Matrizengleichung :

Diese Matrizengleichung driickt in iibersichtlicher und kurzer Form die linearen
Beziehungen zwischen den Grofensystemen g und b mit der Koeffizientenmatrix 9
aus. Es ist wohl leicht einzusehen, dafl schwierige technische Probleme, deren
Losung in gewohnlicher Schreibweise undurchsichtige Ausdriicke ergibt, sich in
der Matrizenschreibweise klar und iibersichtlich formulieren lassen.

Es soll nicht Aufgabe dieses Kapitels sein, eine vollstindige Matrizentheorie
zu bringen, sondern es wird nur das behandelt, was zum Verstidndnis des in diesem
Buche beschriebenen Matrizenverfahrens der Baustatik unbedingt erforderlich ist.
Fiir ein tieferes Eindringen in die Theorie der Matrizen wird auf die Literatur
(ZurMUHL und andere) verwiesen. In diesem Zusammenhang wird besonders das
Matrizenverfahren von Gauss-BaNacHIEWICZ zur Auflésung linearer Gleichungs-
systeme empfohlen, bei dem die Schreibarbeit und damit der Zeitaufwand gegen-
iiber anderen Verfahren wesentlich herabgesetzt wird.

1.2 Definitionen fiir Matrizen
m n-Matriz. Eine Matrix braucht nicht quadratisch zu sein, d. h. ebenso viele

Zeilen wie Spalten zu haben, sondern sie kann aus m Zeilen und » Spalten bestehen.
Eine solche rechteckige Matrix heifit dann m n-Matrix. Zum Beispiel:

Ay @ A3

@y Gy g m = 4 Zeilen

@y Gy Qg m = 3 Spalten

Qg1 Gy Oy
Der erste Index jedes Elementes gibt die Zeilen- und der zweite die Spalten-
nummer an. Die Elemente kénnen reelle oder komplexe Zahlen sein.

Gleiche Matrizen. Zwei Matrizen sind gleich, wenn sie iibereinstimmen in der
Zeilenzahl m und in der Spaltenzahl » und auBerdem jedes Element der einen
Matrix gleich dem entsprechenden der anderen ist.

A=PB, wenn a, =0b,, (¢ =1,2,...,m)

(k=1,2...,n).
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Zum Beispiel:
o — [4 -1 O] B — lbn by b13]
) 0 2 by, by bog
A=, wenn by, =4 by ==
by = —T7 by =0
bg =0 by = 2.

Nullmatriz. Eine Matrix ist Null, wenn alle ihre Elemente Null sind. Man
nennt sie auch Nullmatrix und, sofern sie einreihig ist, Nullvektor. Zum Beispiel :

o[ e el

Summe (Differenz) zweier Matrizen. Bei der Addition (Subtraktion) zweier
m n-Matrizen von je m Zeilen und » Spalten entsteht eine neue mn-Matrix, deren
Elemente durch Addition (Subtraktion) der entsprechenden Elemente der Aus-
gangsmatrizen gebildet werden:

€=U+ B, wenn ¢ =a; b, (1=

Zum Beispiel:

S R

arwn=|" 7° a_p=|"
t _[4 8] _[10 8"

Produkt einer Matrix mit einer reinen Zahl. Als Produkt einer Matrix mit einer
reinen Zahl & ergibt sich eine Matrix gleicher Zeilen- und Spaltenzahl, in der jedes
Element das k-fache des entsprechenden Elementes der urspriinglichen Matrix ist.
Zum Beispiel:

Iy Gy ... @ ka, kay, ... kaml

a Aye ... Gy, ka ka ... ka
ke A=U-k=k[ O === o

An1 e - @ kaml kamz ... ka

mn mn

1.3 Matrizenmultiplikation

Das Produkt einer m n-Matrix % mit einer » p-Matrix B in der Reihenfolge
A - B ist die m p-Matrix € = A - B, deren Element ¢, das skalare Produkt der
i-ten Zeile der Matrix 9 mit der k-ten Spalte der Matrix B ist. Zu beachten ist,
daB im allgemeinen 9 - B nicht kommutativ ist, d. h. A - B 3= B - A:
n (i=1,2,...,m)
€= X a;, by : .
r=1 (k=1,2,...,p)
1*
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Zum Beispiel:

a1
' bu by by by b15]
A= [ay ay B = ’
byy bap by oy bzsl
a3 Qg
A B = ¢
Qg ‘n Y12 G3 Cu Cp5
“ a by b by by bls] o o o o 6
21 %e2| * = |21 C22 Cog Coa Cg5
byr bas by by by
a3 Qg Cnt C32 C33 C3g O3
m = 3 Zeilen n = 2 Zeilen m = 3 Zeilen
n,= 2 Spalten p=25 Spalten p = b Spalten.

Beispielsweise errechnet sich. das Element c,, als skalares Produkt der 2. Zeile
von ¥ und der 2. Spalte von 9B:

Cog = gy * by +- @gp - byy.
Wie bei jeder Rechnung, so ist auch bei der Matrizenmultiplikation eine Kontrolle
moglich, und zwar in Form von Summenproben. Dazu werden beispielsweise in
A - B = € die Spaltensummen von U zu einer neuen Zeile zusammengefaf3t und
mit der Matrix 8 multipliziert. Die aus dieser Multiplikation hervorgehende neue
Zeile von € muB gleich der Spaltensummenzeile von € sein. In derselben Weise
kénnte an Stelle der Spaltensummenprobe eine Zeilensummenprobe ausgefiihrt
werden.
Beispiel zur Spaltensummenprobe:

2 5 —3
13
A 8 = ¢
3 —4 1) (=1 5 —18 10
[2 5 —3 4 2 —_—[ 15 11]
.......... L3
5 1 —2 -3 21

Fiir die praktische Durchfithrung von Matrizenmultiplikationen erweist sich fol-
gendes Schema als sehr zweckméBig:
7

Zum Beispiel : (— 1 b)
% ]
1 3
n 3 —4 1) (—18 10
QI = = @ .
2 b -3 15 11
m €A WA-B=C] = i e
5 1 —2 -3 21
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Bei dieser Anordnung steht das Element c;, der Produktmatrix % - 8 = € genau
im Kreuzungspunkt der fiir seine Berechnung notwendigen i-ten Zeile von % und
k-ten Spalte von B. Fiir die Spaltensummenprobe ist unten im Schema eine zu-
sitzliche Zeile vorgesehen.

Besonders giinstig ist das soeben beschriebene Schema beim Bilden von
Matrizenprodukten aus mehreren Faktoren, wie z. B.

F=UA-B-C-D.

Das Schema sieht dann so aus:

D
c| ¢ o
B| BED
A A-B-C D |=§F.

Man kommt dabei aus mit einem Minimum an Schreibarbeit, weil jede Matrix
und jedes Teilprodukt nur ein einziges Mal aufzuschreiben sind. Die Spaltensum-
menproben fiir jedes Teilprodukt lassen sich auch hier leicht einfiigen.

1.4 Kehrmatrix

Es ist oft wiinschenswert, bei dem linearen Gleichungssystem (I) die Losung
fiir die Unbekanuten xz, formelméBig mit den zundchst noch unbestimmten, in
allgemeiner Buchstabenform vorliegenden GroBen b, anzusetzen. Dieser Fall tritt
beispielsweise in der Baustatik auf, wenn ein statisch unbestimmtes Tragwerk
fiir mehrere Belastungsfille zu untersuchen ist. Die Elemente a,, der Koeffi-
zientenmatrix 9 sind nur abhingig von den Steifigkeiten und Léingen der Stébe,
wihrend die Belastung lediglich in die GroBen b, eingeht.

Als Losung von (I) in der gewiinschten Form bekommt man folgende lineare
Beziehungen:

T =&y byt oqp by, b,

Ty == &gy by 4 Gop by + - 9, b, (I11)

Ly = (xnlbl +an2b2+ to +‘xnnbn
oder in Matrizenform

[xl Io‘n Org - 0‘1nl [bl

Ly Xg1 Xop - Kagp

] |
=" SN ()
|

xn’ K1 Cpg oo Snn] | Dy
und kurz

r=%A71D. (IV a)

Die Matrix 9! ist die sog. Kehrmatrix oder inverse Matrix zur Koeffizienten-
matrix 9(. Thre Elemente «,, nennt man auch EinfluBzahlen, weil sie den Einflu8
der Groflen b, auf die Unbekannte x, widerspiegeln. In der Baustatik werden sie
im allgemeinen als f-Zahlen bezeichnet.
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Die Elemente «;;, der Kehrmatrix A~! werden zweckmaéBigerweise mit Hilfe
eines Matrizenverfahrens berechnet, das in der Literatur (z. B. ZurMUHL, Matri-
zen, Berlin 1961) beschrieben ist. ’

Zur Weiterverwendung in einem spéteren Abschnitt dieses Buches wird hier
noch fiir die zweireihige Matrix

a
oA — [au 12]

@1 Qo
die dazugehorige Kehrmatrix formelméBig angegeben. Sie lautet
A1 — % gy — “12]
— 0 n
fir D =ay a5 — ay 0y .

2 Allgemeine Betrachtungen zum
Reduktionsverfahren

2.1 Grundprinzip der Verfahrens

Dem Reduktionsverfahren liegen die allgemeinen Losungen der Differential-
gleichungen fiir Biegung, Torsion und Lingsdehnung zugrunde. Das ist im Prinzip
nicht neu, denn in der Statik gibt es fiir Einfeld- und Durchlauftrager Berech-
nungsverfahren, die ebenfalls diese allgemeinen Losungen als Grundlage haben.
Neu ist hier nur die Anwendung der Matrizenrechnung, speziell der Ubertragungs-
matrizen, mit deren Hilfe die sich bei der gewohnlichen Rechnung ergebenden
schwerfilligen und umsténdlichen Ausdriicke in kurzer und iibersichtlicher Form
darstellen lassen, was die gesamte Rechnung weitgehend schematisiert, somit
stark vereinfacht und anschaulicher macht.

Das Prinzip des Verfahrens soll an Hand von Abb. 1 erliutert werden. Der
2 n-7 n

G TN

W, (M) Wns (M) Wy (Hy)
Ze ;/’% » Zn-z x% zn ;Za//
o m g (M bt (M) 0 (M)

Abb. 1. Beliebig gestiitzter, am linken Ende durch ein Moment M, belasteter Durchlauftriger

Spannungs- und Verformungszustand des beliebig gestiitzten Durchlauftrigers
bei reiner Biegung wird beschrieben durch die beiden Kraftgroflen M und @ sowie
durch die beiden Deformationsgréfen w und ¢. Wird dieser Triger am linken
Ende durch das beliebige Moment M, belastet, dann werden sdmtliche Defor-
mations- und KraftgréBen an den Stiitzen lineare Funktionen dieses Momentes.
Ein n-faches Moment M, wiirde also n-fache Kraft- und DeformationsgroBen an
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den Stiitzen hervorrufen. LaBt man nacheinander am linken Tréigerende die Gro-
Ben @, wy, @, und schlieBlich eine dullere Belastung am Tréger selbst angreifen,
dann sind wiederum sdmtliche Kraft- und DeformationsgroBen an den Stiitzen
lineare Funktionen von @, w,, ¢, und der duleren Belastung. Die Gréflen M,
@y, wy und @, sind willkiirlich wéhlbar; sie werden im folgenden als Freigrofen
bezeichnet. Genau die Halfte dieser Freigrofen ist durch die Randbedingungen
am linken Tragerende bereits festgelegt. Beispielsweise treten in Abb. 2 am linken
Tragerende kein Moment und keine Querkraft auf: somit wird M, = O und @, = 0.
P
ey |

o

T

fre/yr(iﬂen{ ;/a W, (W,.9,.p.) Wa/Wa- oP"J 3
0

¥
1
v

(K.91.0.F) Wy(%%,pﬁ -0\, Fond-
o (Woopt) & " ) o e Jlol v )=0 o |[ bedingungen
Rand- {fw W (Wogopf) Mo - /MJ( ) My(¥,.90.07)
bedingungen)| ¢, < a 0 (W.9.p.F 01 - ) o - ) ol » )

Abb. 2. Beliebig gestiitzter Durchlauftriger mit FreigroBen und Randbedingungen

Als unbekannte FreigroBen bleiben noch w, und ¢, iibrig. Von diesen und von der
dufleren Belastung sind sdmtliche Kraft- und Deformationsgréen sowohl an den
Stiitzen wie auch in den Feldern linear abhéingig. Die Unbekannten w, und ¢,
lassen sich aus den Randbedingungen am rechten Trédgerende ermitteln. Da das
Trigerende rechts eingespannt ist, lauten die zugehoérigen Randbedingungen
w, = 0 und ¢, = 0. Das ergibt gerade zwei lineare Gleichungen fiir die beiden
Unbekannten w, und ¢,, auch bei beliebig grofler Felderzahl n. Hat man die
unbekannten FreigroBeun ermittelt, so lassen sich die tatsédchlichen Werte sdmt-
licher Kraft- und DeformationsgroBlen am Triger ohne weiteres angeben.
Damit ist das Grundprinzip des Verfahrens erklirt, und man braucht nur noch
den linearen Zusammenhang zwischen Deformations- und Kraftgréen am linken
und rechten Trigerende herzustellen, was mit Hilfe von Ubertragungsmatrizen
geschieht. Biegesteifigkeit und Belastung diirfen iibrigens beliebig variabel sein;
Voraussetzung ist nur die Einhaltung der Theorie 1. Ordnung und die volle Giiltig-
keit des HookEschen Gesetzes, wie bei vielen anderen Verfahren der Statik auch.

2.2 VYorzeichendefinition

Am rdumlichen Stab, der nach allen Richtungen elastisch verformbar sein soll,
treten folgende Kraft- und DeformationsgroBen (Abb. 3a) auf:

[ Langsverschiebung  u [m]

. . Léangskraft N [Mp]

in z-Richtung | Léangsverdrehung )
Torsionsmoment M, [Mpm]
Durchbiegung v [m]

. . Querkraft Qy [Mp]

in y-Richtung Neigungswinkel @
Biegemoment M, [Mpm]
Durchbiegung w [m]

. . Querkraft Q, [Mp]

in z-Richtung Neigungswinkel P
Biegemoment M, [Mpm].
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Davon sind je eine Kraft- und Deformationsgréfle einander zugeordnet (kon-
jugiert), so daB sechs konjugierte Paare vorhanden sind: (u, N), (8, M,), (v, ,),
(p, M), (w, @,) und (y, M,). Die Vorzeichen werden entsprechend Abb. 3a gewéhlt.

oW
Abb. 3a. Positive Definition der Kraft- und Defor- Abb. 3b. Positive Definition der Belastungsfunktion
mationsgroBen am rdumlich beanspruchten Stab am rdumlich beanspruchten Stab

Am rechten Schnittufer haben je zwei Grofen eines konjugierten Paares das gleiche
Vorzeichen, d. h., einer positiven Querkraft ¢, entspricht eine positive Verschie-
bung w, einem positiven Moment M, ein positiver Neigungswinkel ¢ usw. Gegen
die Pfeilrichtung des Momentenvektors gesehen ist ein linksdrehendes Moment
positiv. Das gleiche gilt auch fiir die Drehwinkel.

Die Belastungsfunktionen am rdumlichen Stab sind in Abb. 3b angegeben:

. Langsbelastun, x Mp/m

-Richtung Torgonsbelastﬁng g)((x)) EMgfn/gn]

y-Richtung Querbelastung q,(x) [Mp/m]

z-Richtung Querbelastung q.(x) [Mp/m].
linkes Schniffufer rechfes Schniffufer In positiver Richtung der Achsen

e rm_r]lz_(lg{__l_m wirkende Belastungsfunktionen

T, o _ sind positiv definiert.
))M <W 7 Beim Sonderfall der ebenen

W q My @ Statik (Biegen in der z—z-Ebene)

' g, ‘ oW sind somit die positiven Kraft-

und Deformationsgréfen sowie
Abb. 4. Positive Definition der Kraft- und Deformations- . L. g .
groBen sowie der Belastung des in der z—z-Ebene bean- die positive Belastungsfunktlon

spruchten Stabes entsprechend Abb. 4 definiert.

Die Vorzeichen wurden hier anders definiert als beim KraftgroBen- oder Defor-
mationsverfahren. Dafiir waren folgende Griinde mafigebend : Beim Reduktions-
verfahren wird stets nur mit den Kraft- und Deformationsgréflen am rechien
Schnittufer gerechnet, und da es sich um ein rein mathematisches Verfahren han-
delt, ist es zweckmaiBig, auch eine mathematisch sinnvolle Definition einzufiihren:

Konjugierte GroPen erhalten am rechten Schnittufer gleiche Richtungen und
Vorzeichen.
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Besonders bei riumlichen Tragwerken ist diese Definition aus Griinden der Uber-
sichtlichkeit unbedingt vorteilhaft. Die Aufzeichnung der Schnittkraftdiagramme
bereitet keine Schwierigkeiten, da die Querkréafte im positiven Wirkungssinn vom
Tréager aus angetragen werden und die Momente auf der Seite des Trégers, auf der
sie Zug erzeugen. Besonders zu beachten ist auch, daBl beim Reduktionsverfahren
die Druckkraft als positive Langskraft definiert ist.

3 Beliebig gestiitzter Einfeld- und Durchlauftriger
fiir feldweise konstante Biegesteifigkeit E-1,

3.1 Grundlagen

v 3.1.1 Aligemeines
Bei reiner Biegung in der x—z-Ebene treten die beiden konjugierten Paare
M, und ¢ sowie @, und w auf, auflerdem die Belastung g,(x). Der Einfachheit

g n-1 n

——

7 Z 3 ¥ 5
% - i >
—ez, >z, ’—z‘j z, Zs z I
l 7 Zg L 3 l‘/ l 5 l n

Fld1  Feldz — felds — feldy — Felds  FReldn
Abb. 5. Einteilung des Durchlauftrigers in Felder und Festlegung der Feldgrenzen

halber werden die Indizes y und z weggelassen. Zu Beginn der Rechnung wird der
Durchlauftriger in einzelne Felder eingeteilt (Abb. 5). Feldgrenzen sind freie
Triagerenden, Stiitzen, Momentennullpunkte (Gelenke), Querkraftnullpunkte usw.

3.1.2 Feldmatrix

Abb. 6 zeigt als Teil eines Durchlauftrigers das Feld [,. Der Triager wird un-
mittelbar rechts neben Stiitze : und unmittelbar links neben Stiitze k zerschnitten,
und die dort auftretenden Kraft- i Tilz) ¥

. 1T kTLk
und Deformationsgrofen werden AH'T"I S O O O e

unter Beachtung der Vorzeichen- ETy £
M, =My (0) My=Mi(b)

definition von Abschn. 2.2 einge- i

tragen. Im folgenden werden nur )' J(V 7 A)' KN 4
die Kraft- und Deformations- g;=0,(0) 0, =0(%)
groflen am rechten Schnittufer W, = W, (0)

jedes Schnittes betrachtet. 3 r——-
! - W= Wil

Nun wird der lineare Zusam-

Ty &= (%)
menhang zwischen den Deforma- Ui

tions- und Kraftgrofen in den  sub. 6. Reine Biegung in der z—z-Ebene: Positive Definition
beiden Schnitten i und k ge- der Belastung sowie der Randverformung

sucht. Die Differentialgleichung fiir die Biegelinie ist
(B 1w/ (@)]” = (). (1)
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Ihre allgemeine Losung mitsamt ihren ersten vier Ableitungen lautet unter
Beriicksichtigung der Vorzeichendefinition:

[BL, wy/ (2)]" = () = gy ()
B @)l =G@) = a@d+ao
= Qo (%) + ¢
EL wy (x) = M, () = Okako(‘S) dé +c;m + ¢y
= My () + €y + €5 @
ELw) () =—El, () =EI, f Mk°(5’ 0+ o % 4 ez + ¢
= —ETL o (2) + Cl% T ¥+ ¢
EL w, (x,) = ‘*EIIcOf%o(f) d§+c1ﬁ+0272‘+03“k‘|‘04
= Bl - wyo(x,) + 61%% + Cz%%‘l‘ €32 1+ €4
Darin ist
Qro () = [ ’ (&) d§ — Pro (@) = f MW E) d§
0 0
N (3)
My (@) = [ Qpo(&) dE + W (xk f Pro(§) dE |
0
an der linken Feldgrenze gilt fiir z, = 0 (s. Abb. 6):

M =0=M; — 02——1”1'— M;,(0)
P =0)= ¢, - c¢3=—EL ¢;=—EI, ¢(0)
wy (@, =0)= w;, - ¢, = ElL,w,= EI,w,(0).
Die vier an sich willkiirlichen Integrationskonstanten sind hier also die vier

Kraft- und Deformationsgréen am linken Tragerende. Die Konstanten in (2)
eingesetzt, neu geordnet und (pk(xk) und wk(xk) durch EI, dividiert, gibt:

Wi () = 1+ w3 (0) — 2, 9 (0) +2Ech M, (0) + 6EI Qk(o T W (%) - 1

@r () = 1. (0) — ETICL M,(0) — 2EI Qk( )+ o) - 1
M, (z,) = 1o My(0) +  2,Q,(0) & My () -1¢- 9
Q () = 1-Q:(0) + @glx;) - 1

Qi () == Qe () - 1
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1

Damit ist bereits der lineare Zusammenhang der Kraft- und Deformationsgrofen
zwischen dem linken Trigerende und einem beliebigen Punkt an der Stelle x; des

Feldes I, bekannt.

Fiir z, = [, erhilt man den Zusammenhang zwischen den Kraft- und Defor-
mationsgréfen am linken und rechten Trigerende

wy, (b)) = 1w (0) — b, 9. (0) + 577 2

Pe(l) = 1-¢(0) —

Mk(lk) =
Ql: (lk) =
0 (b) =

L
EL, M, (0) —

1- M (0) + &

Qk(()) +

M) -1

1. QL(O) + Qko(lk) -1

4, ()

Wenn die letzte Zeile durch ¢, (1,) dividiert wird, so schreibt sich dieses Gleichungs-
system in folgender Matrizenform :

wy (b 1
@ (h) 0
ma)| "o
Qr () 0
1 0

oder noch kiirzer:

Darin sind

wy (b

@ ()

0 (4e) = | My (%)

Q. ()
1

—1,

1

und ¥, die gesuchte Feldmatrix

1

_.lk

1

(== R e N =

L
°FI,

9:(0) =

I
SEI,
_ b
EI,
1
0

0

G—IZZ?CI_,V Wy (4) wy(0)
QEZ;CI]C Pro () #:(0)
Mo (%) M, (0)
@ro (L) @ (0)
1 1
w; w,(0)
Pi @ (0)
y, = | M| =|M,(0)
Q; @:(0)
1 1
A
GEI, Wyo (b
- fgfk Pro ()
b M (L)
1 Qo (L)
0 1

(5)

(5b)
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Tabelle 1a. Belastungsgrofen bei reiner Biegung in der x—z-Ebene fiir feldweise konst.
Biegesteifigkeit E I,
| me | me | MwG | Qi
d ¥ Pai Pa
/ GEI, ~ 281, P P
(74
M(C__.FW o} _ ” 0
b ¢ 2EI, EI,
T K
T TTOTITI] qli gl qB .
PP 24EI, 6EI, 2 7%
g
z U _ 9k ak L
g 120E1, 24F1 6 2
) ——
/( o 9
’ = 0it ok ok a
I 301, 8EI, 3 2
ungleichfirmige R
Temperaturinderung x At I o At
- > + ll: 0 0
Iy Iy, by
ta [:C] ty h,: Tragerhohe (konst. iiber
t; [°C] 4 Tragerlange)
4t = t; -4,

Die Elemente der ersten vier Spalten der Feldmatrix sind nur abhéingig von Feld-
linge I, und Biegesteifigkeit EI,. Lediglich die letzte Spalte hiingt nach GI. (3)
von der gegebenen Belastung ab. Bei genauerer Betrachtung der Gln. (3) stellt

7, | &0l
E) Mio (lk/
M,
TIkkL l “Pro (%)
| ) Weo (i)
K £} =const

b

Abb. 7. Darstellung der BelastungsgroBen
als an die rechte Feldgrenze reduzierte
Funktionen ¢z und Mzo/EIx

man fest, daB die in ihnen definierten Zahlen-
werte wyg (1), @0 (L), Mo () und Q4 (L) nichts
anderes sind als die an die rechte Feldgrenze
reduzierten Belastungsfunktionen g¢,(,) und
My(x,) EI,. Mit anderen Worten: Man
stellt sich den betrachteten Triger von der
Feldlinge I, links frei und rechts eingespannt
vor und belastet ihn mit diesen Funktionen
(Abb. 7). Die sich daraus ergebenden negativen
Stiitzenreaktionen sind — unter Beachtung
der Vorzeichen — die in den Gln. (3) definier-
ten festen Werte, die im folgenden Bela-
stungsgréflen genannt werden sollen und zum
Zeichen dafiir, daB sie aus der Belastung her-

rithren, den Index 0 erhalten. Die Werte fiir @, (1), Mo (L), @ro(L) und wyq(l,)
sind daher auf einfache Weise nach bekannten Verfahren, entweder graphisch
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Tabelle 1b. Umgerechnete Belastungsgrofien bei reiner Biegung in der x—z-Ebene fiir feldweise
konst. Biegesteifigkrit E I,

R Pl P,
VergleichsgroBen: w = w* M = M*P,l, qg=q*—
El, [

P12

q):(p*EcIc Q:Q*Pc
c
P, 1, I, beliebig wahlbar

* (1 . (! * (1 * (1
o (l—'z) Pr0 (l—’z) Mro (f) Qro (l—':)
id
e fy) 1 Pal 1Pal | Pua P
o 6 P, 1, T2 PRBI P, 1, . P,
le
Mk Ky .
B g V| L MBL,_MbuL )| ¥ 0
l_’(__. 2 Pl 21, P, 1 T, P,1,
¢
¢*
mmmm;g FUIL FU I i L
L AT T, A T LA
A
¢*
.ﬂzammﬂ:% Va8 i I, gt i q* I,
Iy 120 17 I, TUBI, KRE 27,
I
4 =t eRL | R sk ek
Iy ’ 30 1: I, 8§ T I, 3 21,
I
ungleichfirmige
Tempemf%rindfzrung _ x At B, L a4t L, EI, 0 v 0
ta['°[:]_zf_ /f/ 2hk lg Pclc hk lc Pclc
£ [°0) / hy: Tragerhohe (konst. {iber '
At =t;-t, Tragerlange)

mit Kraft und Seileck oder analytisch [nach Gl. (3)] zu ermitteln, z. B. fiur eine
Einzellast nach Abb. 8.

lP 1 G (%) Org (4) =P
Jy) MiglW) My (4] = Fa

78
Pa
oo lh)  oaltd=fEf it
a

Abb. 8. Ableitung der Belastungsglieder fiir Einzellast P

In Tab. la sind die Belastungsgrofen fiir die wichtigsten Belastungsfille
angegeben. Aus ihnen lassen sich andere durch Superposition ableiten.
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3.1.3 Punktmatrix

Im vorangegangenen Abschnitt wurde gezeigt, wie die Feldmatrix §, Kraft-
und DeformationsgréBen vom linken zum rechten Feldende leitet. Nun wird unter-
sucht, wie der Ubergang an den Feldgrenzen von einem zum anderen Feld vor sich
geht. Die Feldgrenzen waren definiert als Stiitzen, Gelenke, Querkraftnullfelder
oder dergleichen. Je nach Art und konstruktiver Ausbildung der Feldgrenze kann
der Wert einer Kraft- und DeformationsgroBe links neben dieser Feldgrenze einen
anderen Wert haben als rechts von ihr, d. h. das Diagramm der betreffenden
GroBe kann sich an der Feldgrenze sprunghaft dndern. Der Differenzbetrag dieser
sich sprunghaft dndernden Grofe wird im folgenden als SprunggréBe bezeichnet.
Sie muf} an der Stelle des Trigers, an der sie auftritt, neu in die Rechnung ein-
gefiihrt werden. Praktisch wird dieser Ubergang von der Stelle unmittelbar links
neben der Feldgrenze zu der Stelle unmittelbar rechts neben der Feldgrenze mit
Hilfe der sog. Punktmatrizen vorgenommen. Bevor diese jedoch abgeleitet werden
koénnen, miissen noch die verschiedenen Ausbildungsarten der Feldgrenzen mit
den dazugehoérigen SprunggréBen untersucht werden.

a ¥ Elastisch senkbare Stiitzung (Abb. 9a). Die Feder
Ejk hat die Federkonstante k, [Mp/m] und wird um den
7 Betrag w, zusammengedriickt (Abb. 9b). Es ergibt
__________ sich dann nach dem HooxrEeschen Gesetz eine auf den
b 1 Trager wirkende Reaktionskraft (Abb. 9¢) von der
g .
m GI’OBe
Q= —ky - wy. (6a)
¢ " IW T Das negative Vorzeichen muB stehen, weil die Kraft von

t - unten nach oben auf den Tridger wirkt, also nach
K "k"%k  Abschn. 2.2 negativ definiert ist. Bei dieser Stiitzungsart
7%} dndert sich also das Querkraftdiagramm an der Stiitze
Abb. 9. sprunghaft um den Betrag der SprunggréBe @, = — k;, w,.
Elastisch senkbare Stittze Die iibrigen GréBen w, ¢ und M gehen stetig iiber, d. h.
die haben links und rechts von der Stiitze den glei-

chen Wert.

k
a E’ Kk
?, Elastisch drehbare Stiitzung (Abb. 10a). Die Dreh-
b __— Z feder hat die Drehfederkonstante K, [Mpm] und wird
in positiver Richtung verdreht um den Winkel ¢,

//(/ (Abb. 10b). Das ‘sich nach dem HookEschen Gesetz
o O ergebende, auf den Triger wirkende Reaktionsmoment

T8
Abn 10 hat die GroBe
Elastisch drehbare Stiitze M, =—K,¢,. (6b)

Das negative Vorzeichen ergibt sich bei der Beachtung

¥
k;,%Z/(,, der Vorzeichendefinition fiir Momente. Hier &dndert

Abb.11. Elastisch senk- und  Sich der Momentenverlauf sprunghaft um den Wert
drehbare Stiitze M, =— K, ¢;. p, wund @ indern sich an der Stiitze nicht.
Elastisch senk- und drehbare Stiitzung (Abb. 11). Die Reaktionen der Gln. (6a)
und (6b) treten gleichzeitig auf. An dieser Stiitze miissen demnach zwei Sprung-
groBlen beriicksichtigt werden.
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Festes gelenkiges Lager (Abb. 12). Die an dieser Stiitze auftretende Stiitzkraft
verursacht eine sprunghafte Anderung des Querkraftverlaufes. Es muB die Sprung-
groBe @ eingefiihrt werden, die der vertikalen Stiitzkraftkom-

ponente entspricht. Diese Sprunggrofie muB im Gegensatz zu k 9,‘,’

den bei Federn auftretenden SprunggroBen, die als Funk-

tionen von w, und g, bekannt sind [s. Gln. (6a) und (6b)], .\ 10 ¥ e:tes gelen-
als Unbekannte in die Rechnung aufgenommen werden. kiges Lager

Gelenk (Abb. 13). Im Gelenkpunkt tritt die unbekannte SprunggréBe ¢ hinzu.
w, M und @ dndern sich nicht.

Querkraftnullfeld (Abb. 14). Unbekannte SprunggréBe ist wj. ¢, M und Q
dndern sich nicht.

K 9 k Wi jj‘\M;
i —{E}:L : T

Abb. 13. Gelenk . Abb. 14. Querkraftnullfeld Abb. 15. Senkrecht gefiihrtes Lager

Senkrecht gefiihrtes Lager (Abb. 15). Infolge der beweglichen senkrechten
Fihrung kann keine vertikale Stiitzkraft auftreten; damit dndert sich auch die
Querkraft nicht. Die Durchbiegung w und die Verdrehung ¢ miissen auf Grund
der konstruktiven Ausbildung des Lagers auf beiden Seiten gleich sein. Die durch
die senkrechte Fiihrung hervorgerufene seitliche Einspannung verursacht ein
Stiitzmoment, das als unbekannte SprunggréBie M7 in die Rechnung eingeht.

Nachdem die verschiedenen Ausbildungsarten der Feldgrenzen erldutert wur-
den, kann nun die Punktmatrix abgeleitet werden. In Abb. 16 ist die Stiitze k
mit den benachbarten Fel-

Feld 1 Stifzek Feld 1y,

dern [, und [, . ; schema- ; .
tisch dargestellt. In zwei /7 7
unmittelbar rechts und We(lx) My= Ko (Y) Wy (0)
links neben der Stiitze ge- 7y () gk;"’k'wk (%) Py (1)
fithrten Schnitten sind die Myl ) W 5 My (0)
in Frage kommenden bl z"; b (0
Kraft-, Deformations- und 0’5
SprunggroBen eingetragen. k

- Abb. 16. Zur Ableitung der Punktmatrix erforderliche Kraft- und
Die am rechten Feldende DeformationsgroBen an Feldgrenze k

von Feld [, wirkenden

Groen wy (L), @.(), M,(l,) und Q,(l,) ergeben sich aus Gl.(5). Es sind die
GroBen, die unter Beriicksichtigung der an der Stiitze evtl. hinzukommenden un-
bekannten Sprunggréfien wi, ¢}, M; und @} sowie der von ¢ und w linear abhén-
gigen und damit bekannten FedersprunggroBen M, = —K,¢,(l,) und
Q. = —k,w,(l,) auf die rechte Seite der Stiitze iibergeleitet werden sollen.
Nach den aus der Statik bekannten Gleichgewichtsbedingungen erhilt man aus
diesen GroBen die neue Kraft- und Deformationsgréfien rechts von der Stiitze,
d. h. am linken Ende vom Feld /; . ;. Die Ableitung des Momentes M; , (0) soll
an Hand von Abb. 17a, in dem allein die Momente eingetragen sind, gezeigt
werden. Zunéchst ist im Schnitt links neben Stiitze & nur das Moment M, ([,) als
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Stabendmoment am linken und als Stiitzenmoment am rechten Schnittufer vor-

handen. An den Stiitzen kommen die SprunggréBen M, = — K, ¢, (},) und M}
feld 1, Stifze k feld 1,
Mo (1)
! s~k
zzzze) (B) (rzzzzz
a Mil) Mll) Bl Moy (0) =M~ K 0(1) M, (1)
;&-4@ Wl
rzzzzzzzZz lIt |22
b Glb) Glb) Burlh) Gy (0) =G5 -R W (L)44 (1)

Abb. 17. Positiv definierte Momente und Querkrifte an der Feldgrenze k&

neu hinzu. Die Sprunggréfen und das Moment M, (l,) miissen mit dem rechts
von der Stiitze k& auftretenden Moment M, , |(0) im Gleichgewicht stehen:

My (0) = My () — Ky (0) + M.
Die Ableitung von @, ;(0) erfolgt an Hand von Abb. 17b:
Qk+1(0) = Qk(lk) - kk wy, (lk) + Qi
Die Groflen wy, , 1 (0) und ¢ , 1 (0) bekommt man auf die gleiche Weise. Es kénnen
nun alle fiir den Feldiibergang maBgebenden Gleichungen angegeben werden:

w1 1(0) = wi (1) + wy,
Pr41(0) = P (G) + ¢
My 1(0) = — K () + M () + M ¢ - (7
Qr1(0) = — k- we (L) + @) + @k
1 1
In Matrizenform
wy, . 1(0) 1 0 0 0 wi) [ w ()
Px+1(0) 0 1 0 0 7| | 9 G)
M, ,O)f=] 0 —K, 1 BN H | 07 AUN (8)
O+ 1‘(0) —k 0 0 L @ | @)
1 0 0 0 0 1 1
oder als Matrizengleichung
Dr41(0) = Wz 9, (%) (8a)
Darin ist U, die gesuchte Punktmatrix
1 0 0 0 w,
0 1 0 0 3
1L,=] 0 —-K, 1 0 M. (8b)
-k, 0 0 1 .
0 0 0 0 1]
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Gl. (8a) in Gl. (da) eingesetzt, ergibt
9z +1(0) = 1y Ty 9:(0). (8¢)

Diese Gleichung driickt den linearen Zusammenhang
zwischen den Deformations-und KraftgréBen unmittel-
bar rechts neben Stiitze ¥ —1 und unmittelbar rechts
neben Stiitze k aus (s. Abb. 18). Es bedeuten:

QL k-1 2‘ k 'u-k*]
k1 Fx ko Gam k#

,',) 4 (0) Py Yrir(0) j%/ Yiealt)

‘Zk | ‘Zk+7

Feld 1y —s——rFeld L,
Abb. 18

U,: Punktmatrix an der Feldgrenze k;
& Feldmatrix des Feldes [, ;

1), (0): Vektor mit den Elementen w,(0), ,(0), M,(0),
@,(0) und 1, ein sog. Zustandsvektor an der
Stelle z, = 0 des Feldes [;, also unmittelbar
rechts neben Stiitze & — 1;

Yz 4 1(0): Zustandsvektor an der Stelle x;, ; = 0 des
Feldes [, . ;, also unmittelbar rechts neben
Stiitze k.

Man bekommt also den Vektor y;,,(0) aus einer
einfachen Matrizenmultiplikation des Vektors y,(0)
mit der Punktmatrix U, und der Feldmatrix {,.

3.1.4 Randbedingungen

Durch mehrmalige Anwendung von GI. (8¢) 148t
sich bei jedem beliebigen Durchlauftriger der lineare
Zusammenhang zwischen den Kraft- und Deforma-
tionsgrofen am linken und rechten Ende herstellen.
Es bleibt nun noch zu untersuchen, wie die Randbe-
dingungen an beiden Enden des Durchlauftrigers
lauten.

Bei Biegung in der x—z-Ebene sind nur die beiden
konjugierten Paare M und ¢ sowie @ und w vorhanden.
Die Randbedingungen an jedem Trigerende ergeben
sich immer so, dafl in jedem konjugierten Paar ge-
rade eine GréBe bekannt ist (Null oder const). An
jedem Trigerende sind somit stets zwei Randbedin-
gungen zu erfiillen.

Linkes Trigerende. Die beiden Kraft- und De-
formationsgréBen, die nicht durch Randbedingungen

2 Kersten, Reduktionsverfahren

Tabelle 2. FreigréPen am linken und Randbedingungen am rechten Trigerende fiir reine Biegung in der x—=z-Ebene

'—A
-1

WM (o)

enﬂ /0/' g

w,(0), M,(0)

@, (1 J=const(~0) | g, . (0)~const(-0)

G (1n)=0

=S 2
S
\“ ¥\~§§
S A (]
~ Bl s
N N
s 33
Sl
s S
e |3
~ | ¥ L
S A |E
[ 8°
s [
N =
N ~ S
& T
o T+
o
t,

9,(0), W (0)

Mml (”) =0

M (o). 4, (0)

@, (1p)=tonst(=0)

Wy (1) =tonstf=0)| Wy (L) =const(=0) | Qn.(0) =0

2
§L < o
§ Sy [}
-~ =~
SN 5
~ —
S o
PN =
%
3 NS
8 S|
)
Sl sl S
S| s S|3
a ? ] S
bt > = =
=/ 8| 8§ <
S ~ | S
< w Q o
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festgelegt bzw. bekannt sind, gehen als FreigroBen in die Rechnung ein. Samtliche
iibrigen Kraft- und Deformationsgroen am Durchlauftrager ergeben sich als
Linearkombination dieser GroBen. Beispielsweise lauten bei einem festen gelen-
kigen Lager (Abb. 19) die Randbedingungen: w, (0) = 0 und M, (0) = 0. Frei-
groBen sind daher ¢, (0) und @, (0).

0 1 n 0 1 v
Vs T ) ik T v
g: ((g//} FreigrdBen ‘ / W (0/ ) I
W7 (0)-0 ‘ %’ (1) } freigroBen
”,I (1)~ ”} Randbedingungen

Mi(0) = - Ko9,(0) | Randbedingungen, bekannt
€:(0) =~k W(0) | als Funktion von g, (1) u W, (0)

Abb. 19. Linkes Trigerende: FreigroBen und Rand- Abb. 20. Linkes Tréigerende: Freigrofen und Randbe-
bedingungen am festen gelenkigen Lager dingungen an elastisch senk- und drehbarer Stiitzung

Ein elastisch senk- und drehbares Lager dagegen (Abb. 20) kann sich frei ver-
formen; ¢, (0) und w, (0) sind demnach FreigroBen. Die dazugehérenden konju-
gierten GroBen M, (0) und @, (0) sind bekannt als Funktionen von ¢, (0) und w, (0):
M,(0) = — Ky ¢,(0) und @, (0) = — kg w, (0).

Rechtes Trigerende. Die beiden vorgeschriebenen Randbedingungen werden
dazu benutzt, die zwei Freigr6en vom linken Trédgerende zu berechnen.

Beim fest eingespannten

0 e In _.'? Tridgerende mnach Abb. 21
5 37 v (auch beim festen gelenkigen
B Wy (ln) -ﬂ} Rand - Lager) kann die Berechnung

L ez, On(ln)=0tedngungen i Feld 1, an der Stelle

Mr (1n) #0 x, = I, abgebrochen werden.

b (1n) +0 Der Ubergang an der Feld-

Abb. 21. Rechtes Trﬁgﬁﬁ;l;%: n Iﬁlz:lngdbedingungen an fester grenze mit Hilfe der Punkt-

_ matrix ist nicht erforderlich,
weil an diesem Trégerende keine Sprunggrofien auftreten. Die Randbedingungen
lauten: w,(l,) = 0 und ¢, (,) = 0.

Anders liegen die Verhéltnisse beim gefederten Trigerende nach Abb. 22.

0 n-t n Hier wirken an der Stiitze n
5 ) T ’;g) A die Grofen M, =—K, ¢, (,)
> und @, =—k,w,(,) auf den

In Wy=Mhal0)+0 Triger, und es muB der

Pn = Prur0)+10 Ubergang von der linken zur

Mns1(0) = 0 } /;0/70’ - rechten Seite der Stiitze mit

Abb. 22. Rechtes Trigerende: Randbedig:l;:gii} ;naeliestilsﬂiugfjlz Hilfe der Punktmatrix un
s und drehbarer Stitzung durchgefithrt werden. Die

Randbedingungen  lauten
dann M, 1(0) = 0 und @, ,(0) = 0. In Wirklichkeit existiert das Feld [, ,
gar nicht; es wird aber trotzdem eingefithrt, um anzuzeigen, dafl mit der
Punktmatrix 11, gerechnet werden muB.
In Tab. 2, S. 17, sind alle moglichen Randbedingungen bei reiner Biegung
in der z-z-Ebene zusammengestellt.
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3.1.5 Betrachtung am ganzen Tragwerk

Abb. 23 stellt einen beliebig gestiitzten Durchlauftrager mit » Feldern dar.
Es sollen alle Kraft- und DeformationsgroBen unmittelbar rechts neben jeder

n, u, U, 1, u; n,., 1,
g' £ fza f;iffa f;g“ f5 nef;,,u fu
\

,(0) 93(”/ }lam/ }_’91(17/ }jfﬂ/ 96(0/ 9n4(0/ gnlolj Yol
Ly
b z S 1 ~l: E

Abb. 23. Beliebig gestiitzter Durchlauftriger mit Angabe der Feldmatrizen F; und Punktmatrizen 2 sowie
der Zustandsvektoren p,(0)

Stiitze ermittelt werden. Die Feldmatrizen {, fiir alle Felder [Gl. (5b)] und die
Punktmatrizen an allen Stiitzen sind bekannt [Gl. (8b)].

Wir beginnen am linken Ende des Trégers. Der Zustandsvektor 1), (0) am linken
Triagerende wird als Anfangsvektor bezeichnet. Er hat die Form

9h0) =45+ B+ 113 (9)

mit 4 und B als FreigroBen, die nach Tab. 2 zu ermitteln sind. Die Dreiteilung
des Anfangsvektors ist praktisch aus rechentechnischen aber auch aus mathe-
matischen Griinden. Die beiden Vektoren r; und g, sind zwei linear unabhéngige
Losungen der homogenen und p; eine Partikularlésung der inhomogenen Diffe-
rentialgleichung.

Einige Beispiele fiir die Aufstellung des Anfangsvektors:

a) Festes gelenkiges Lager nach Abb. 19:
Freigrofen ¢, (0) Randbedingungen w,(0) =0
@, (0) M,(0) = 0.

Der Anfangsvektor lautet

w; (0) =0 0 0 0 0
#1(0) #:(0) 1 0 0

9 (0)= |M;(0) =0l = O =[0] ¢(0)+ [0] ,(0) + [O] 1
@ (0) @ Of |0 1 0
1 1 0 0 1

9:1(0) = 1 (0) x;, + @,(0) x5 + 5.
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b) Gefedertes Lager nach Abb. 20:

FreigroBen ¢, (0) bekannte GroBen M, (0) = — K, (0)
w; (0) Q1(0) = — ko wy (0).

Der Anfangsvektor lautet

w; (0) wy (0) 1 0 0
#1(0) #1(0) 0 1 0
01(0) = | M, (0) = | = Ky (O)f = O] w(0)+ |—Ko| ¢, (0) + [0] 1
Q,(0) — ko w, (0) —ko 0 0
1 1 0 0 1

91(0) = w;(0) ¥ + @1 (0) T + 23-

Mit bekanntem Anfangsvektor g, (0) konnen nun der Reihe nach aus Gl. (8¢) die
Zustandsvektoren ), (0), 93(0), 9,(0) usw. berechnet werden:

(0) =1, F; 9,(0
(0) = Uy Fa 9 0)
) 113 3 95(0)

D,—1(0) =1, 2 Fn_2 9 2(0)
nn(o) n 1 %}n lt)n—-l(o)
t)n+1(0) = un &n 02(0).
Jetzt sind simtliche Kraft- und Deformationsgréfen rechts neben jeder Stiitze

bekannt, und zwar als Linearkombination der beiden FreigréBen vom linken
Tragerende.

Setzt man die vorstehenden Gleichungen alle ineinander ein, so erhilt man
den unmittelbaren linearen Zusammenhang zwischen Anfangsvektor 1), (0) und
Endvektor 1), , ; (0) in der Form:

t)n-l—l O) u %n n—1 %n lt)n— )
t)n+1(0) = un %n un—l %n—l un—2 %71—2 t)n—2 (0)

9,010 =10, F, U, Fpq--- U Fa Uy F1,(0). (10)

Gl. (10) ist die fiir die Berechnung des Durchlauftrigers nach dem Reduktions-
verfahren mafgebende Gleichung.
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3.1.6 Ausfiihrliches Rechenschema

Zur Ausfiihrung der Matrizenmultiplikation von GI. (10) kann folgendes
Rechenschema angegeben werden:

A B 1
(x1) (x2) (x3) 1,(0)
@ ) ) () = @)
W) () () () = (0
F) (V) (4) (V) = 9(b) (11)
W) () (V) (V) — 100
) (V) (V) () = 9.() Randbedingangen
W,) Kl' ) (V) (Y )| g |t)n+1(0)| erfilllen — 4 und B.

Die drei GréBen 4, B und 1 werden iiber die drei Anteile 15, 1, £; des Anfangs-
vektors 1), (0) herausgezogen. Links schreibt man die Feld- und Punktmatrizen
untereinander auf und multipliziert nun die drei Spalten des Anfangsvektors
unabhiingig voneinander mit den Feld- und Punktmatrizen nach unten, was die
senkrechten Pfeile andeuten. Die Produktzeilen des Rechenschemas (senkrechte
Pfeile) sind entsprechend Gl. (ba) und (8a) die Zustandsvektoren {),(0) (Kraft-
und DeformationsgréBen unmittelbar rechts neben Stiitze k£ — 1) und 1),(Z,)
(Kraft- und DeformationsgréBen unmittelbar links neben Stiitze k), die allerdings
noch in ihre drei Teile zerlegt sind. Wenn die Freigroflen aus dem Zustandsvektor
1), +1(0) (eingerahmte Rechtecke) mit Hilfe der Randbedingungen am rechten
Trigerende ermittelt worden sind, dann kann auf zwei verschiedene Arten weiter-
gerechnet werden:

1. Die bekannten FreigroBen werden mit den ihnen beigeordneten ersten bei-
den Spalten multipliziert, zur dritten Spalte addiert und rechts herausgeschrieben.

2. Man stellt den Anfangsvektor 1), (0) mit den bekannten FreigroBen zahlen-
‘méBig in der Form

wy(0)

9:(0) = | M,(0)

auf und multipliziert ohne Zerlegung an allen Feld- und Punktmatrizen herunter.
Dann miissen die Randbedingungen am rechten Trigerende von selbst erfiillt
sein, was gleichzeitig als Kontrolle dient.
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Damit sind alle Zustandsvektoren, also die gesuchten Kraft- und Deforma-
tionsgrofien M, @, w, p, unmittelbar links und rechts neben den Stiitzen bekannt.
Zwischenwerte kénnen sehr einfach nach Gl. (4) berechnet werden.

Als Kontrollen fiir die Richtigkeit der Ergebnisse sind wihrend der Rechnung
die bekannten Summenproben fir Matrizenmultiplikationen durchzufiihren und
am SchluB der Rechnung die Gleichgewichtsbedingungen X V =0, 3 H = 0 und
> M = 0 an jeder Feldgrenze und am ganzen Tragwerk zu iiberpriifen.

Wie bereits in der Ableitung des Anfangsvektors angedeutet wurde, sind die
ersten beiden Spalten der Vektoren 1), zwei linear unabhingige Losungen der
homogenen Differentialgleichung der Biegelinie und die dritte Spalte eine Parti-
kularlésung der inhomogenen Gleichung. Das bedeutet, dal die Belastung nur in
die dritte Spalte eingeht, so daB fiir jeden neuen Belastungsfall nur diese Spalte
neu berechnet zu werden braucht. Das Reduktionsverfahren unterscheidet sich
also in dieser Hinsicht nicht vom Kraftgrofen- oder Deformationsverfahren.

3.1.7 Verkiirztes Rechenschema

Der Rechengang kann wesentlich verkiirzt werden, wenn man auf die Berech-
nung der Kraft- und Deformationsgréen unmittelbar links neben den Feld-
grenzen (Vektoren 1), (l,)) zunichst verzichtet und nur die Vektoren f),(0), d. h.
unmittelbar rechts neben den Feldgrenzen, berechnet. Das Rechenschema hat
dann folgendes Aussehen:

A B 1
(@) () (@ — 150
WF) (L) (¥) (3 = 1500

i (12)
W) (V) () (V) = 1500 Rand

bedingungen
erfiillen

M%) [ (1) (1) = [9220)] ) > 4 und B.

Es miissen also vorweg die Produktmatrizen 1, {;, berechnet werden. Ansonsten
verlduft die Rechnung genau so, wie beim Rechenschema (11). Zum Schlufl kann
man die Kraft- und Deformationsgrofen unmittelbar links neben den Stiitzen nach
Gl. (7) aus den GréBen rechts neben den Stiitzen auf folgende Weise ermitteln:

wi () = wy 1 (0) — w

?r(l) = @11 (0) — @1

M () = My, 1 (0) + Ky ¢ () — My
Q) = Qp 1 (0) + Ky wy () — Q;
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Die Produktmatrix U, &, wird errechnet durch Multiplikation von &, [Gl. (5b)]

mit 1, GL (8b):
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Fiir den Sonderfall, daBl die SprunggréBen wj = ¢} = 0, erhélt die Produkt-
matrix folgende Form:

b

I

1 -1, 3L, BEI, Wio (L)
o 1 — Ef—;; — % Pro (L)
WBe=| 0 —K, 1+K45p bt Kegpr Mol — Keguoll) + 23|
—b kil ~hgpr 1—hgpr Qo) — ko) + @
0 0 0 0 1

Man erkennt, dal diese Produktmatrix entsteht, wenn in der Feldmatrix §, zur
4. Zeileihre mit — k, multiplizierte 1. Zeile undzur 3. Zeile ihre mit— K, multi-
plizierte 2. Zeile addiert wird. Unter Beriicksichtigung dieser Feststellung 148t
sich diese Matrix fiir die praktische Berechnung mit dem Rechenschema (12)
in folgende einfache Form umschreiben :

b

B

]. _lk §—E.[_k B*EII; “)IL‘O(ZIC) 0 0
l 1A
0 1 '“17;; _Q_EkI; Prol) 0 0
&, = . 7 (13
*=looo 1 1, Mgy +m P ///(lr )
00 0 L Qo) +Q; ,-kk/o
00 0 0 1 0 0 |

fiir ¢f = wp, = 0.

Diese Matrix wird im folgenden als Leitmatrix &, bezeichnet. Sie hat 7 Spalten
und 5 Zeilen, d.h., sie ist nicht quadratisch. Der linke quadratische Teil von
5 Spalten und Zeilen ist die bekannte Feldmatrix von Gl. (5b). Die beiden letzten
Spalten aber enthalten die Federkonstanten und leisten dasselbe wie die Punkt-
matrix 1. Dabei wird im folgenden die gerasterte zweispaltige quadratische
Untermatrix als Federmatrix bezeichnet.

Die Gl. (10) kann man nun kiirzer schreiben

t)n+1(0)’:8n 8n—l"‘gz 'glnl(o)' (10a)
Auch das Rechenschema (12) erhilt ein anderes Aussehen
A B 1
@ (@ (@ —> 50
(&) () () () = 9,00
() () (3) () = 150 (12a)
(%) (V) (v (}) = (0) [ Rand-
. bedingungen
: erfilllen
© (1 ) ) > [0 > 4 und B.
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Allerdings ist die Multiplikation jetzt verschrdnkt durchzufiihren, d. h. man be-
trachtet die ersten zwei Zeilen von ); , 1 (0) als die letzten von ), (0) und multipli-
ziert wie gewohnlich.

3.1.8 Einfiihrung von dimensionslosen VergleichsgriBen fiir die praktische
Berechnung

Bei der Zahlenrechnung ist es vorteilhaft, die Kraft- und Deformationsgréfen
w, @, M und @ durch dimensionslose GréBen w*, p*, M* und @* zu ersetzen. Dazu
miissen die Feld- und Produktmatrizen sowie die Federkonstanten mit Hilfe der
folgenden Beziehungen umgerechnet werden:

M=M*P,1I q=q*°
7 R (14)
¢:¢*E—L Q=Q*P,

Darin sind P,, I, und I, beliebig wihlbare Grofien. Sie sind nach Mdéglichkeit so
zu wihlen, daB alle Elemente der Matrizen nahe bei 1 liegen.

Feldmatrix §; (umgerechnete Matrix). Die erste Zeile von Gl. (4a) heift
. 12 13
wy (b)) = w;. (0) — 4 ¢,.(0) + ﬁMk(O) + @kj; @ (0) + wyo (%) -
In diese Gleichung werden die Beziehungen (14) eingesetzt

% l Pcls & Pclg P lc
()5 = 0 B a0 Gl o ¢
P13

[ L
+6EIka(0)P +w ( )EIc

und durec

1 I 18 1, 141, !
i} (3) = whO — 01O + g g 7 MEO) + 5 45 70O + o 32).

Das gleiche fiir die anderen Zeilen von Gl. (4a) durchgefiithrt und in Matrizenform
geschrieben, gibt:

d@) 1ot sEE sEr ()[4

Pk (T) 0 1 =9y TETEIL :kO('[c") Px(0)
* ()| = 1, % /b " 15
My (7:) 0 0 1 1, My (Z) apo) (19

L !
@) oo o 1 ()] @O
1 0 o 0 0 1 1
oder als Matrizengleichung

bz (i—") = 3% 92(0). (15a)

Die Matrix 7 ist die gesuchte dimensionslose Feldmatrix. Die BelastungsgréBen
u ¥o, @ro, Mio und @5 sind in Tab. 1b (Seite 13) zusammengestellt.
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Federkonstanten k} und K¥. Nach Gl. (6a) ist @, = — k, w;. Die Beziehung
(14) eingesetzt

P,
Q; P, =—7"L~w’1:f1:’
durch P, geteilt
l3
O =—h g1, "
¥ = — ki wy
(16a
Darin ist k=1, E% )
die umgerechnete Federkonstante.
Nach GI. (6b) ist
My, = — K ¢y
Mit den Beziehungen (14)
Pl
M;:Pclc:_KLq)’I:fIT
durch P, I, geteilt
L
My=—Kio;
L l, (16b)
Darin ist K= B, K,

die umgerechnete Federkonstante.

Punktmatrix 11}. Die Matrix (8b) laBt sich sofort in die dimensionslose Form
umschreiben:

1 0 0 0 @ w
0 1 0 0 o’
W=| 0o —K; 1 0 M. (17)
-k o0 0 1 i
0 0 0 0 1

Leitmatrix &} (fiir wi® = ¢i* = 0). Die Beziehungen (14) werden in Gl. (13)
eingesetzt. Das gibt:

b )] o
g=[0 0o 1 ﬁ— wu(E) | P // (18)

0 0 0 1 (%) W

0 0 0 0 1 0 0
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3.2 Berechnung des Einfeldtragers

3.2.1 Allgemeines

Nach dem Reduktionsverfahren berechnet sich der Einfeldtridger sehr einfach.
Dabei spielt es keine Rolle, wie der Triger an den Stiitzen gelagert ist. Ein Tréger
auf zwei gelenkigen Stiitzen (statisch bestimmt) macht anndhernd ebensoviel
Arbeit wie ein Triger auf zwei elastisch senk- und drehbaren Stiitzen (zweifach
statisch unbestimmt). Jedesmal sind zwei lineare Gleichungen mit zwei Unbe-
kannten zu losen.

An zwei Beispielen wird gezeigt, wie mit dem Reduktionsverfahren praktisch
zu rechnen ist:

3.2.2 Beispiel 1: Aufgabenstellung und Geometrie (Abb. 24a)

Gesucht sind sdmtliche Kraft- und DeformationsgréBlen am Triger in all-
gemeiner Form. Es wird mit den tatsichlichen dimensionsgebundenen Wer-

ten gerechnet. Da nur ein Feld vor- 0 P 7
liegt und an der Stiitze 1 keine Sprung- kLU.UJ_IJ.LLU.LLU.LLU_LE
groBe auftritt, ist fiir die Berechnung 77 € ’
folgende Beziehung maBgebend [nach . 3
Gl. (5&)] . l] |
9 (h) = 1 1:(0). 9,9 91(11/[4
b ” Y
Anfangsvektor 1, (0). Die Randbe- 7777, 7
dingungen an beiden Enden sind in Wi (0)=0 4 /(l’j :: beZ‘aﬂd/_/
Abb. 24b eingetragen. FreigroBen sind My (0)=0 frl% ngerg
demnach @,;(0) und ¢, (0) (s. Tab. 2). €(0) 1 FreigriBen ML) +0
Damit wird der Anfangsvektor nach (Y Glb)+0
Gl (9) Abb. 24, Beispiell: Links gglenkig "und rechts fest
. eingespannter Einfeldtriger
0 0 0
1 0 0
0,00 =10] 0+ |0} O+ |0} 1
0 1 0
0 0 1

Feldmatrix. §,. Sie wird aufgestellt nach Gl. (5b). Die Belastungsgroen sind
nach Tab. 1:

-

It I
woh) = 57 My (ly) =%,

I
o) = _GPTII Q) =npl.
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Rechenschema R 1 [nach GI. (11)]. Zu Beispiel 1:

— =
=9 =
S =
I il
—_ —_~ —_~ —~ —~ — —~ —_—
S o o o (S =~ &
= o = = < = Z =
S S- g & 3 S g =
I I o i
Lkl M -
S -
oﬂlgomiww—c o oz|wg
o |
| I
I I
—1&""\7
- o o o o ’N"':;' ] e R
&Iw & &
~ |
[ 5
L B R
§: o o o - o &*ENﬁ <& O
-
S °
—> ~
S o +H ©o o o | — c o <
el
S
i
—~ - oz g
< “N‘E ';,,Cﬂ byl ~
= Ay ]“’ ST
-
'—l*\—N
L‘E ?, o =)
Nej
|
N"””‘T
TR TR - o o
a
!
-
] — o O
> (=} oSO

>

(=
]
lee)

Erliuterung zum Rechenschema. Nachdem die Matrizenmultiplikation
9, (l) = &, 1, (0) ausgefiihrt worden ist, werden die Randbedingungen am rechten
Ende w, (};) = 0 und ¢, (4) = 0 befriedigt. Das fiihrt zu den beiden im Rechen-
schema eingerahmten Gleichungen:

w(h) = — L (0) + gpr QO + gigr =0
Bl =100 — 55 GO — f- =0
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mit den Lésungen:
1 pld 3
O =—gg  QO=—grh

Jetzt gibt es zwei Moglichkeiten zur Ermittlung der Komponenten des Zustands-
vektors ¥, ():

1. Man multipliziert die erste Spalte der Vektoren ), (0) und ¥, (;) mit ¢, (0),
die zweite Spalte mit @, (0), addiert beide Produkte zur dritten Spalte und zieht
die Summe nach rechts heraus. Zum Beispiel ergibt sich das Moment M, (;) als

3. Komponente von 1), (l;):
5 3 i 2
Mi(4) =0-¢(0) + 1,0, (0) +’I}2‘=—§Plf +p—2‘=%-

2. Der Anfangsvektor t),(0) liBt sich mit Hilfe der bekannten FreigroBen
leicht aufstellen. Die Komponenten des Zustandsvektors 1) (/;) bekommt man
durch Multiplikation des Anfangsvektors p,(0) mit der Feldmatrix ;.

Zum Beispiel

. 1pB i 3 Pl _
wl(ll)—0'1+(‘E12111>(_11)+0'2E11+(_ )6EI+ “5agr, =0

oder

1 p 3 i i3
My(l) =00+ (- 4821) 0+0- 1+z( F1911)+1.1f’?=+£’8_

Damit sind die Komponenten der Vektoren 1),(0) und 1), (};) bekannt.

Auflagerkriifte. Sie lassen sich an Hand von Abb. 25, in der in Schnitten
neben den Stiitzen die positiv definierten Schnittkréfte eingetragen sind, aus den
Gleichgewichtsbedingungen an den Stiitzen ermitteln:

A+ QO =0 - A=—@O=12p4 i Y
Glt)~h
B—Q)=0 — B= Q) =2pl, YHMS 1
I
A

fs

Abb. 25. Ermittlung der Auflagerkrifte
aus den Schnittkriften an den Knoten

i
Mp- M) =0 — MB=M1(11)=p8---

 Gleichungen fiir M, Q, w und @ in Abhiingigkeit von x,. Man erhilt sie durch
Einsetzen des Vektors 1), (0) in die Gln. (4), wobei die Belastungsglieder jetzt eben-
falls als Funktionen von z; anzusehen sind:

wle) = = 50 (0) + g Q0 + 5L
Py (ry) = ¢, (0) — 5%‘%@1(0) - glEiI?;
M) = 5 Q0 +27

O (x) = @,(0) +px.
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Wir setzen die Losungen fiir ¢, (0) und @, (0) ein und bekommen die endgiiltigen
Gleichungen

. plt (x4 ﬁ x}
w1 (@) = 4557, (E =3+ 2?)

bl (g g
(pl(xl) - 48E11 (1 9E+ 8 l:l;)
, bl i)

My @) =B (4% :

Q(x) =pl (lill - %) .

Auf die Aufzeichnung der Schnittkraftdiagramme wird verzichtet, weil sie bei
diesem einfachen Triger bekannt sind. Man kontrolliere das Gleichgewicht!

3.2.3 Beispiel 2: Geometrie und Aufgabenstellung (Abb. 26)

L= b5m Federkonstanten:
EI, = 1250 Mpm? k, = 500 Mp/m
p=  2Mp/m K; = 5000 Mpm
P = H Mp .
P
0 P l
TN 4
k
5 ’
1
—2
b

Abb. 26. Beispiel 2: Links fest eingespannter und rechts elastisch senk- und drehbar gelagerter Einfeldtriger

Gesucht: Schnittkraftschaubilder und DeformationsgroBien an Stiitze 1 infolge
duBerer Belastung.
Wegen der elastisch senk- und drehbaren Ausbildung der rechten Stiitze muf3
an ihr der Ubergang mit Hilfe der Punktmatrix bzw. Leitmatrix vorgenommen
werden. Die Berechnung des Trégers erfolgt nach der Beziehung

Uz(o) = 81 th(o)-

Dieses Beispiel wird mit Zahlenwerten durchgerechnet. Es empfiehlt sich daher
die Einfithrung dimensionsloser VergleichsgroBen nach Gl. (14).
Es wird gewidhlt

l,=5m
P,=5Mp
EI,=6EI.
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Damit wird nach Gln. (16a) und (16b)

% . 125 2
ky _klEI =500 ¢ 950 =3
o L 10
K] = KlETC_ 00006 1250

ferner fiir die Belastung

Anfangsvektor v} (0). Nach Tab. 2 treten am linken Ende, das fest einge-
spannt ist, die FreigroBen M7 (0) und @ (0) auf. Es sind ebenfalls dimensionslose
GroBen.

Der Anfangsvektor lautet nach Gl. (9)

y1(0) = MT(0)1; + QF(0) 1o+ 15 1

oder in seine Komponenten aufgelost

wi(0) =0 0 0 0
i) =0 0 0 0
py(0)=|M7(0) |=[1|M7(0)+|0)QIO)+ |01
@1 (0) 0 1 0
1 0 0 1

Leitmatrix €%, Nach Gl (18) fiir -ii =1 und zi =6
c 1

1-1 3 1 2 0 0

0 1 -6 -3 0 0
=l o 1 1 2 o —3l-

0 0 0 1 3 —% 0

0 0 0 0 1 0 0

Beispielsweise die erste Komponente in der Lastspalte entsteht nach Tab. 1 b wie

folgt:

—

: A)_l.ﬁ eyl il _—_—
w:lo(l” 6 Pc<Ic 11+24l§11_——€u1.§ 6+:ﬂ1'6-——§.
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Rechenschema R 2 [nach Gl. (12a)]. Zu Beispiel 2:

2 —_
S S
Il Il
—~ o~ o~ =~ ~ o~ ==
S S = 2 S 2 s o
£ K e Ko 5 xo |go xx
8 = < s |l ©
mn o I | I
= 5 3 3
28 . % E
© o w & L 8 |l o] o
S S <o
| + +
I Il
=g Bl
- o o © o 0 oo 23 oo —
~ | |
< N
= Joo
¥~ Q@ O o —= o — 2o} - @ =
& | |
—
S oo - o o ) - o] o
X - < (] [\
| |
l
P~ =
S o
el =TS = o Sl
= |
3 |en
o o o Nll [l

i

0 oo Al wm o ®+
[ 3 o

I

Al CT i R} (e

3
—6
1
0
2

Erlduterung zum Rechengang im Rechenschema. Hier .muB die in
Abschn. 3.1.7 beschriebene verschrankte Matrizenmultiplikation angewandt wer-
den. Beispielsweise ergibt sich die 3. Komponente in der ersten Spalte vom



3.2 Berechnung des Einzelfeldtragers 33
Vektor 15(0):
3 10
0-040-041-1+1-045:0+0-34 (=) (=6 =21

Die Summenprobe fiir die Uberpriifung der richtigen Durchfiihrung der Matrizen-
multiplikationen kann gleich in die Rechnung mit eingebaut werden. Zu diesem
Zweck addiert man in der Leitmatrix g% die negativen Summen ihrer ersten vier
Spaltenelemente zur letzten Zeile und schreibt sie in die Matrix hinein. Zum
Beispiel ergibt sich fiir die Lastspalte: Negative Summe der ersten vier Spalten-

elemente
5} 19

S(E-Tedrg--t
Dieses Ergebnis wird zum letzten Spaltenelement dazugeschrieben:

19
l—5.

Nun wird mit dieser neuen Zeile, der sog. Kontrollzeile, die Matrizenmultipli-
kation wie iiblich durchgefithrt. Die Ergebnisse, die man dabei als letzte Zeile
des Vektors y5(0) bekommt, werden zu der Summe seiner ersten vier Spalten-
elemente addiert. Wenn die Rechnung richtig ist, muB in den ersten beiden Spal-
ten fiir die letzten Komponenten 0 und in der letzten Spalte 1 als Ergebnis
erscheinen.

Diese Kontrolle wird fiir die erste Spalte des Vektors % (0) vorgefiihrt: Aus
der Matrizenmultiplikation ergibt sich

—1-0+0.0+2-1+0-0+(——-+1)0+ 34+ (—6)=+1.

Die Summe der Spaltenelemente ist
3—64+21—-20=—1.
Beide Ergebnisse addiert gibt Null.
Ermittlung der FreigroBen M* (0) und Q7 (0). Am rechten Triger lauten die
Randbedingungen (Tab. 2)
M50)=0 und  Q3(0)=0.
Mit den Werten aus dem Rechenschema ergeben sich daraus die beiden Bestim-

mungsgleichungen

J— * .
M3(0) = 21 MT(0) + 11 @&)+25 1

G0 =—2- MO — 2. g0 -2~ 0|

3
mit der Loésung
M¥(0) = + 0,44570
Q% (0) = — 1,820567.

Mit diesen Werten kénnen im Rechenschema die Komponenten der Zustands-
vektoren I (0) und y3(0) berechnet werden. Simtliche Werte sind vorldufig
noch dimensionslos. Die dimensionsrichtigen Gréflen erhilt man nach den Bezie-

3 Kersten, Reduktionsverfahren
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hungen (14) durch Multiplikation mit einem Faktor

w= wr Tl = o P e S w 008333 [m)
¢= ¢* 2112 = 95 122550 =9 610 ¢* - 0,016666
M=M* Pl —=M*55 =M. 2% [Mpm]
Q= @Q*- P, =@*-5. [Mp]
Damit wird:
w (0) = 0 w, (0) = 0,011794 m
e 0)= 0 @5(0) = 0,0006251
9,(0) = |M,(0) = 11,142 Mpm Py (0) = 1M, (0) =0
@,(0) = —9,102 Mp Q,(0) =0
1 1

Das sind die tatsichlichen Kraft- und Deformationsgréfien- unmittelbar rechts
neben den Stiitzen 0 und 1.

Auflagerkriifte. Sie werden aus den Gleichgewichtsbedingungen an den her-
ausgeschnittenen Stiitzen nach Abb. 27 ermittelt. Dabei ist zu beachten, da8 die
Federreaktionen % - w und K - ¢ an Stiitze 1in positiver Richtung anzusetzen sind :

A
4 E)

b
o)
(8] J—] @n;’e;g::
192 ¢
A

Abb. 27. Ermittlung der Auflagerkrifte aus den Schmttkraﬁen an den Knoten

A4+Q0)=0>4=—@,(0) = 9,102 Mp
B — Iy wy(0) = 0— B = ky w,(0) = 500 - 0,011794 = 5,897 Mp
' X (4 + B) = 15,000 Mp

M, — My(0) = 0— M, = M,(0) = 11,142 Mpm
My — Ky gp(0) = 0—> M, = K,y (0) = 5000 - 0,0006251 = 3,125 Mpm.

Biegelinie und Diagramme fiir Moment und Querkraft. Die Biegelinie 148t
sich mit den errechneten Verdrehungen und Verschiebungen geniigend genau
skizzieren. Thre Gleichung in Abhéngigkeit von x bekdme man nach der 1. Zeile
von GI. (4).

Bei der Aufstellung der Schnittkraftdiagramme ist folgendes zu beachten:

Momentendiagramme.
Die beim Reduktionsverfahren positiv definierten Momente erzeugen an der
Oberseite der Balken Zug (Vorzeichendefinition nach Abschn. 2.2). Die Momenten-
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werte sind bei Aufzeichnung des Diagrammes stets auf der Seite des Balkens an-
zutragen, auf der sie Zug hervorrufen. Die Vorzeichen der Diagramme werden
entsprechend den allgemeinen Regeln der Statik bestimmt: Eine Seite des Bal-
kens (meist die Unterseite wird als Zugseite definiert (durch unterbrochene Striche
gekennzeichnet), und die Momentendiagrammflichen, die sich auf dieser Seite

befinden, erhalten ein positives Biegelinie
Vorzeichen.
: 2Mp/m 15 Mp
Querkraftdiagramme. mme W=1179tm
Positive Querkrifte entspre-  Mpm ( ________________ @=0000625

chend der Definition beim Re-
duktionsverfahren sind Krifte,
die am rechten Schnittufer eines
Schnittes von oben nach unten
wirken (s. Abschn. 2.2). Die
Querkraftdiagramme zeichnet
man auf, indem die Querkrifte
des rechten Schnittufers von
der Tréigersystemlinie aus mit
der sich aus der Rechnung er-
gebenden Richtung nach oben
oder unten abgetragen werden.
Die Vorzeichen der Diagramme
ergeben sich aus dieser Defi-
nition. .
Nach diesen Erlduterungen
konnen die Schnittkraftdiagramme des berechneten Trégers angegeben werden
(Abb. 28).

Abb. 28. Biegelinie und Schnittkraftdiagramme fiir Beispiel 2

3.3 Durchlauftriger ohne Zwisclienbedingungen: Durchlauf-
triger auf elastisch senk- und drehbaren Stiitzen

3.3.1 Allgemeine Erlduterungen

Dieser Triager kann mit der bis jetzt behandelten Theorie ohne weiteres nach
Gl. (10) berechnet werden. Er kann sich frei unter der Belastung verformen, ohne
daB ihm von vornherein irgendwelche Zwischenbedingungen an den Feldgrenzen
(Stiitzen) auferlegt werden. Die Querkraft- und Momentendiagramme dndern sich
zwar sprunghaft an den Stiitzen. Die sich daraus ergebenden SprunggréBen sind
aber nach Gl. (6a) und (6b) bekannt als Funktionen der Durchbiegung und Ver-
drehung an der betreffenden Stiitze.

An dem eben Dargelegten éndert sich auch nichts, wenn an einigen oder an
allen Stiitzen eine Drehfeder oder eine Senkfeder fehlt. Voraussetzung fiir das
Fehlen von Zwischenbedingungen ist lediglich, dafl im Inneren des Systems keine
Verschiebungs- oder Verdrehungsgré8en (oder beides) vorgeschrieben sind. Die
Stiitzen am linken und am rechten Ende des Durchlauftrigers kénnen beliebig
ausgebildet sein. Die an ihnen vorgeschriebenen Bedingungen werden durch die

3*
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Randbedingungen erfiillt. Unabhéngig von der Zahl der Felder ist beim Durch-
lauftrdger ohne Zwischenbedingungen stets ein lineares Gleichungssystem mit
zwei Unbekannten zu lésen.

Die duBlere Belastung kann auf zwei verschiedene Arten angesetzt werden:

1. Méglichkeit. Die Belastungsgrofen fiir jedes Feld werden in der bereits
angegebenen Weise nach Tab. la oder 1b berechnet.

2. Moglichkeit. Die Belastung wird in Form von Knotenkréften und Knoten-
momenten in der Rechnung angesetzt. Zur Berechnung dieser Krifte wird wie
beim Deformationsverfahren ein geometrisch bestimmtes Hauptsystem eingefiihrt,
bei dem an allen Stiitzen die Durchbiegung w und an allen Innenstiitzen sowie an
den elastisch eingespannten AuBenstiitzen die Verdrehungen ¢ Null sind. Die
Stiabe des Tragwerkes sind somit am sog. geometrisch bestimmten Hauptsystem
entweder beiderseitig eingespannt oder einseitig eingespannt und andererseits
gelenkig gelagert. Durch die &dullere Belastung entstehen an ihnen die in
Abb. 29b positiv definierten Randschnittkrifte.

k-1 k k+1 k2
a IREEREREEENNEARPENEREREAREERNS

zk-,——L—zkv-L—zk,, b lhs ! Lies

Q{r-z,ok gk 0k gk”lm
b G MG t
Ml M Mg gkﬂ,’?’;z 737
) -0 )
‘;}(I;Zf” %:4 Wi =0
{ Prro "~ Pro Vororo

A \My10 Mo

* 1 )R R

Abb. 29. Belastungseintragung durch Knotenkrifte und Knotenmoxﬁente

Die Bezeichnungsweise fiir diese Krifte wird folgendermaflen gewahlt:

MEF! Stabendmoment des Stabes k4 1 am Knoten k infolge &duBerer
Belastung;

QF; ' Stabendquerkraft des Stabes k 4 1 am Knoten k infolge duBerer
Belastung.

In der Literatur (z. B. Betonkalender, PORSCHMANN: Bautechnische Berech-
nungstafeln usw.) sind die Randschnittkrifte fiir beidseitig eingespannte sowie
fiir einseitig eingespannte und andererseits gelenkig gelagerte Stibe fiir viele Last-
fille angegeben. Sie konnen von dort unter Beachtung des hier positiv definierten
Richtungssinnes entnommen werden.

Beispielsweise am beidseitig eingespannten Balken von der Lénge [, fiir gleich-
miBig verteilte Last p ergeben sich folgende Stabendschnittkrifte:

k R U iy _ P b
QG10=—"75 Qo =5

k ple k
My _10= 1—2’" = Mio-
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Man erhilt nun aus den Randschnittkrdften in Abb. 29b die positiv definierten
Knotenkrifte :

Knoten £ —1 Knoten & Gelenk k£ + 1
Plc—l,O = _Qllg—l,o PkO = Qio - %Fl Pk+1,0 = ’Iﬁi%,o
My _10=— Mﬁ—],o M= Mfo — Mi! My q10=0.

Mit diesen die gegebene Belastung ersetzenden Kraftgroflen wird das Tragwerk
in den Knoten belastet (Abb. 29¢) und in der gewohnten Weise berechnet. Bei
Verwendung des Rechenschemas (11) stehen sie in der Lastspalte der Punkt-
matrix (8b). Bei Rechnung nach Rechenschema (12a) erscheinen sie in der Last-
spalte der Leitmatrix (13), in der

Wio () =0 My o) = My,

@ro (ll_c) =0 Qro(B) = P
wird.

Wenn das Tragwerk fiir die Belastung mit den Knotenkriften berechnet
worden ist, erhdlt man die tatsidchlichen Randschnittkrifte der Stibe ebenso
wie beim Deformationsverfahren durch Superposition der Schnittkrifte am geo-
metrisch bestimmten Hauptsystem mit den Schnittkriften infolge der Belastung

des geometrisch unbestimmten Systems mit den Knotenkréiften; z. B. sind die
tatsdchlichen Randschnittkrifte am Stab 7, :

M (0) = ME_ o + M,(0) Qu(0) = QF 4+ Q.(0)
Mk(lk) - ]ﬂfo + *Mk(lk) Qk(lk) = Qllzo + Q}c(lk) .
Darin sind

M, (0), @.(0), M, (l,), @ () die Randschnittkrifte des Stabes!, bei Belastung
des geometrisch unbestimmten Tragwerkes mit den Knotenkréaften Py, und M,,;

M;_10, Mo, Qf_10, Qo die Randschnittkrifte des beidseitig eingespannten
oder einseitig gelenkig gelagerten Stabes [, infolge duBerer Belastung.

An einem 2-Feldtriger wird die Berechnung des Durchlauftrigers ohne
Zwischenbedingungen vorgefiihrt. Dabei werden auch die beiden Moglichkeiten
der Lasteintragung gezeigt.

3.3.2 Beispiel 3
3.3.2.1 Geometrie und Aufgabenstellung (Abb. 30)

ET — const — 1020 Mpm? PP
3 0 14 7 2
A O
p = 3Mp/m. ’ | m, m]|
ll = l2 =1 m ll ZE
Federkonstanten Abb. 30. Beispielln?: d grvggg:ggrésgg't ;}l:;f elastisch senk-
fiir Verdrehung fiir Verschiebung
K, = 2000 Mpm ky = 300 Mp/m
K, = 3000 Mpm k, = 200 Mp/m

K, = 2000 Mpm k, = 300 Mp/m.
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Gesucht sind Momenten- und Querkraftdiagramme sowie Deformationsgrofien w
und @ an den Stiitzen.
Der Triger wird berechnet nach Gl. (10a):

93(0) = &5 & 1,(0).
Die Kraft- und DeformationsgroBen werden durch dimensionslose Vergleichs-
groBlen ersetzt mit Hilfe von:

l,=4m
P, =3Mp
EI,=6EI.

Damit ergeben sich folgende umgerechnete Federkonstanten : [nach Gl. (16a) und
Gl. (16b)]:

4-3 64-3

* 5 _
Ky = KOEI = 20006 1000 =4 ky = ko7, GEI 3006 1000 = 9.6
* 4-3 * 64-3
K} = 3000 =6 K =200 o = 6,4
K3 =4 ks =9,6.

Die umgerechnete Belastung ist

~ 3.3.2.2 Lasteintragung durch BelastungsgroBen nach Tab. 1b

Anfangsvektor y}(0). Die Randbedingungen (nach Tab. 2) sind in Abb. 31
dargestellt. FreigroBen sind ¢%(0) und w*(0). AuBerdem treten an der Stiitze 0

4 %
! * l,
¢ p* | i
0. 1 Pc l .
S IEHT IEHT ,52’% (1)
Wi, . Wi(0) =0
jILM Freigrien Z% ? 02 : Z .
0)=- {) 13 (0) = and -
0 ((,,/} I W*% 05 (0) = 0 | bedingungen
Abb. 31. FreigroBen und Randbedingungen fiir Triger von Beispiel 3
die Federreaktionen M*(0) = — K§ ¢t (0) und @%(0) = —k§ wF(0) auf. Der
1 ‘P

Anfangsvektor heilit
97 (0) = w7 (0) 11 + ¢7(0) xp + %3
oder ausfiihrlich

w}(0) 1 0 0

¢1(0) 0 1 0
91 (0) = | M3(0) =— K397 (0) {=| 0 |f(0) + [-&5|T(0) + [0 1.

Q1(0) =—Kgui(0) | |-k 0 0

1 0 0 1
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Leitmatrizen &f und g5. Fiir jedes der beiden Felder ist nach GI. (18) eine
Leitmatrix aufzustellen. Die Belastungsglieder werden nach Tab. 1b errechnet.
In der 6. und 7. Spalte der Leitmatrix @} stehen die Federkonstanten k¥ und K7
der Stiitze 1 und in der Matrix 2% die Federkonstanten k% und K} der Stiitze 2.
Die letzten Spalten der Leitmatrizen sind wie beim Beispiel 2 (Abschn. 3.2.3) die
Kontrollzeilen.

Erlduterung zum Rechengang. In der bekannten Weise werden mit Hilfe der
verschrinkten Matrizenmultiplikation die Elemente der Spalten fiir die Zustands-
vektoren §3(0) und pj(0) errechnet. Am Ende der Berechnung des Vektors

¥ 97 (0) = p3(0) wird mit Hilfe der Kontrollzeile von Matrix 2 die Kontrolle
durchgefithrt. Die Werte aus der Matrizenmultiplikation und die Summe der
Spaltenelemente sind nochmals zum besseren Verstéindnis eingetragen. Ihre
Summe gibt, wie erwartet, 0 und 1. Nun wird weiter multipliziert. Beispielsweise
ergibt sich das 3. Element der ersten Spalte vom Vektor y5 (0) aus folgender Pro-
duktsumme:

0(—8,6)+-0-288-+1(—1824)+1-45,444 0,75-0 + 0-(— 539,16)
+ (— 4) (986,88) = — 4084,48.
Zum SchluB wird wieder mit der Kontrollzeile von Matrix &5 die Richtigkeit der
Matrizenmultiplikation iiberpriift.
Ermittlung der FreigroBen. Die Randbedingungen am rechten Trigerende
(Tab. 2 und Abb. 31) sind
M;0)=0 und  @(0)=0.
Damit erhdlt man folgende Bestimmungsgleichungen (im Rechenschema ein-
gerahmt) fiir die beiden Freigrofien
M5(0) = — 4084,48 - w} (0) — 2868,40 - @7 (0) + 639,300 = 0
Q5 (0) = + 5221,37 - w}(0) 4 4084,48 - ¢ (0) — 775,509 = 0
mit der Losung:
@t (0) = — 0,0999249
wi(0) = + 0,226694.
Nun kénnen im Rechenschema die Zustandsvektoren p(0), b3 (0) und H¥(0)

berechnet und rechts herausgeschrieben werden. Die Umrechnungsfaktoren nach
den Beziehungen (14) zur Ermittlung der dimensionsrichtigen Werte sind:
PI} . 3-64:3

—_ kZc’C __ _
W= W =W g1000 T

w* -0,096 [m]

P, 0,096
p= ¢* g =0 =g* 0,024

M=M*Pl =M*3-4=M*-12 [Mpm]

Q= Q*P, = *-3. (Mp]



3.3 Durchlauftriger ohne Zwischenbedingungen 41

Damit bekommt man die wirklichen Kraft- und Deformationsgréfen unmittelbar
rechts neben den Stiitzen 0, 1 und 2

wy(0) 0,02176 m w, (0) 0,0335 m
¢1(0) —0,002398 2(0) 0,000735
0,(0) = (M, ()l =1 4,796 Mpm| 1,(0)= [M,(0)j=]| 0,473 Mpm],
@, (0) —6,628  Mp @,(0) —1,238  Mp
1 1 1 1
wy(0) 0,01583 m
@3(0) 0,002275
93(0) = 1M3(0)] =10
&0 |0
1 1

Biegelinie, Querkraft- und Momentendiagramme, Auflagerkriifte. Die Biege-
linie wird mit Hilfe der errechneten Forménderungsgrofien an den Stiitzen skizziert
(Abb. 33).

Querkraftdiagramm. Die Querkrifte unmittelbar rechts neben den Stiitzen
Q,(0) und @,(0) sind aus dem Rechenschema bereits bekannt. Die Querkrifte
links neben den Stiitzen erhdlt man aus der 4. Zeile von Gleichungssystem (7):

Qk (lL) = Ql;_ 1 (0) + kk Wy, (lk) .

0 7 2
B T )
k,1W(0}—~0;(0/ t ‘ky W, (0) b, Wy (0)=,(1;)
g ——
l 0,(0) -k Wi 4i) Lgt Zf/ ‘ 0(L)

b4 ts te

0(L)ek W(0)+d() Randquerkrifte

Me
Kogi(0)=-1,(0) Moy Tt p
@3 (0)
" G ) Sl ¢
110)=-K, 9,(0) (L) kg, 0
Ay (1) 8, 000 2] = 1295
Randmomente

Abb. 32. Positiv definierte Querkrifte und Momente in Schnitten rechts und links neben den Stiitzen

Darin kann gesetzt werden fiir
wy(b) = wy . 1(0).
Das gibt
Qp(l) = &g 1(0) + kp oy 4 (0).
In Abb. 32 sind in Schnitten links und rechts neben den Stiitzen die Querkrifte
so eingezeichnet, dafl man sich ein anschauliches Bild iiber die Herkunft und
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Weiterleitung der einzelnen Anteile verschaffen kann (sémtliche Krifte treten in
den Schnitten paarweise auf).
Die Zahlenwerte sind folgende:

0, (0) = —6,528 Mp Q1 (L) = Q2(0) + K&y w,y(0)
@,(0) = —1,238 Mp = —1,238 + 200 - 0,035 = 5,472 Mp
Q0= 0 Qs (ly) = Q5(0) + ks w3 (0)

=04 300- 0,01583 = 4,746 Mp.
Abb. 33 zeigt das Diagramm.

3Mp  |3Mp
4796 Mpm. M
v Mmoo %@M’E ________ J> 455 Mpm,
$asamp t{;, Mp Firs up
W=217em W=3350m W=158cm
@ =-0,00239 @ = 0000735 ] , @ = 0002275
- 4m H—2m . m,

Gl
-4796 e ey v | IR
R > M [Mpm]

Abb. 33. Biegelinie und Schnittkraftschaubilder fiir Beispiel 3

Die Auflagerkrifte ergeben sich aus der Gleichgewichtsbedingung X V = 0
an den Stiitzen (Abb. 32):

A = kyw;(0) = 300 0,02176 = 6,528 Mp
B = k; wy(0) = 200 - 0,03354 = 6,708 Mp
C = ky wy(0) = 300 - 0,01583 = 4,746 Mp

Kontrolle: V ~ 18,0 Mp.

Momentendiagramm. Die Momente rechts von den Stiitzen sind bekannt,
links vom Schnitt werden sie errechnet nach Gl. (7):

M) = My 1(0) + Ky ¢ 1 (0).
Die Momente in den Schnitten links und rechts von den Stiitzen sind in der glei-
chen Weise wie die Querkrifte ebenfalls in Abb. 32 veranschaulicht.
Zahlenwerte (Diagramm s. Abb. 33):

M, (0) = 4,796 Mpm M, () = M,(0) + K, ¢5(0)
M, (0) = 0,473 Mpm = 0,473 4 3000 - 0,000735 = 268 Mpm
M;(0) =0 My (ly) = M3(0) + K, @3(0)

= 0 4 2000 - 0,002275 = 4,55 Mpm.
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Momente als Stiitzenreaktionen aus X' M = 0 an den Stiitzen (Abb. 32):

M, = —K, ¢, (0) = —2000 (—0,002398) = 4,796 Mpm
M, = —K,; ,(0) = —3000 - 0,000735 = —2,205 Mpm
My = —K, gy(0) = —2000 - 0,002275 = —4,550 Mpm.

3.3.2.3 Lasteinbringung durch Knotenkriifte

Knotenmomente und Knotenkriifte infolge der Belastung. a) Randschnitt-
krifte am beidseitig eingespannten Balken:

&)=_1°2ﬁ____?%‘%=_eMp=—Q;‘0’(ll)
=2 §(+z—3) — (1) = g
W=+ + T () =+ (D) = M
MY = MY 1) = l;’___31 = 4 Mpm

My =Tl 2L 224 58 Etpm

wg =B P =t B = e

mit den Beziehungen (14) umgerechnet

W = — Q== =2
O = _g% = — 0,65625
%2) — ?éig = 1,34375

M*(l) _ M*‘” 7: =0, 33

wE = 163312 H = 0,171875

O — iééﬁ = 0,265625;

b) Knotenmomente
M?;o — _Mzél) - % —_ 0,?;5

MY, = MV — M3 = 0,161458
My, = M3® = 0,265625;
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c) Knotenkrifte
on = Q?Ié“ =2

Q= Qi — Q1P = 2,65625
43
Q=@ = 35 = 1,34375.

Anfangsvektor

(
(
b7 (0) = | M7 (
(

1
1 0 0
0 1 0
=1 0 L wj(0) + [—Kgf ¢1(0) 4 [M5| 1.
—kK; 0 @5
0 0 4

Leitmatrizen ¢} und 3. Es sind die gleichen Matrizen wie vorher, lediglich-
die Lastspalte dndert sich. In der Lastspalte von 2% erscheinen M7, und @7, und
in der Lastspalte von {, stehen M3, und @3,

Rechenschema R 3.2 [nach Gl. (12a)]:

Erlduterung. Das Schema ist mit Ausnahme der Lastspalten das gleiche wie
R 3.1. Man sieht, da8 die Bestimmungsgleichungen fiir die FreigroBen wf (0) und
@5 (0) dieselben sind wie unter Abschn. 3.3.2.2. Es wird also wieder

wi(0) = 0,226696
@1 (0) = —0,0999249.

Damit kénnen die Komponenten der Zustandsvektoren pi(0), 3 (0) und i (0)
ermittelt und im Rechenschema rechts herausgeschrieben werden. Die Form-
dnderungsgroBen sind die endgiiltigen dimensionslosen Gréen. Die endgiiltigen
dimensionslosen Schnittkrifte bekommt man durch Superposition:

M*(0) = MED + M¥(0) = 0,3 + 0,066357 == 0,39969

ME0) = M*P 4 M3 (0) == 0,171875 - 0,132425 = 0,03945

QH0) = QXY+ QF(0) = —2,0--0,17626 = — 2,17626

@0) = Q'™+ Q(0) = —0,65625 + 0,243424 — — 0,412776.

Diese Werte stimmen mit den entsprechenden aus Rechenschema R 3.1 iiberein.
Eine weitere Rechnung eriibrigt sich.
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3.3 Durchlauftrager ohne Zwischenbedingungen
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3.4 Durchlauftriger mit Zwischenbedingungen

3.4.1 Aligemeine Erlduterungen

Im Abschn. 3.1.3 wurde gezeigt, da an Feldgrenzen, die nicht voll elastisch
gefedert sind, sog. Sprunggrofen (M°, @*, w* oder ¢°) auftreten koénnen. Diese
GroBen sind unbekannt und miissen wihrend der Rechnung aus Zwischenbedin-
gungen ermittelt werden. Die zu jeder SprunggroBe gehorende Zwischenbedingung
findet man an der betreffenden Feldgrenze, und zwar ist jedesmal die zur Sprung-
gréBe konjugierte GroBe an eine bestimmte Bedingung gebunden. Beispielsweise
wird beim gelenkigen festen Lager die SprunggréBe @ durch die Zwischenbedin-
gung w = const (oder 0) festgelegt. Die vier méglichen Zwischenbedingungen am
in der x—z-Ebene auf Biegung beanspruchten Durchlauftriger sind in Abb. 34
angegeben.

0’ z
_%LT__ ~——Tps —{3_——_[ W ____,T%ﬁs
g-0

Zwischenbedingung: W=0 M=0 g-0
festes gelent. Lager Gelenk Querkraffnullfeld  senkrechte Fihrung

Abb. 34. Zwischenbedingungen mit den dazugehdérenden SprunggréBen

An einem Durchlauftrdger mit » Zwischenbedingungen treten somit in der
Rechnung » 4- 2 Unbekannte auf. Bei Trigern mit mehreren Zwischenbedingun-
gen — mit Ausnahme des noch zu behandelnden Durchlauftrigers auf lauter
festen Stiitzen — wird sich also der Rechenaufwand im Verhaltnis zu Trigern
ohne Zwischenbedingungen erheblich erh6éhen. Solche Triger mit einer Tisch-
rechenmaschine nach dem Reduktionsverfahren zu berechnen, ist deshalb nicht
zweckméfig, man sollte dann ein anderes Verfahren wihlen oder zumindest ein
elektronisches Rechengeridt verwenden.

Anders ist es bei Durchlauftrigern mit nur einer oder zwei Zwischenbedin-
gungen; hier lohnt sich noch eine Berechnung nach dem Reduktionsverfahren.
Solche Trager kommen in der Praxis haufig vor. Zum Beispiel bei der Bestimmung
von EinfluBlinien wird an der untersuchten Stelle ein Gelenk eingebaut und ein
Momentenpaar angesetzt. Im Gelenk mufl dann die Bedingung M = 0 erfiillt
werden. Auch bei durchlaufenden Trégerrosten tritt an den mittleren Stiitzen die
Bedingung w = 0 auf. Es werden deshalb im folgenden zwei Wege gezeigt, wie
man Triger mit Zwischenbedingungen berechnen kann. Weiterhin wird der Son-
derfall des Durchlauftrigers auf lauter festen Stiitzen behandelt. Obwohl fiir
diesen Tréger an jeder Stiitze die Bedingung w = const erfiillt sein mu8, 148t sich
die Rechnung so weit vereinfachen, dafl zum SchluBl nur noch eine einzige Unbe-
kannte auftritt.

3.4.2 1. Weg: Austiihrliches Verfahren
3.4.2.1 Theorie

Die an den Feldgrenzen mit Zwischenbedingung auftretenden unbekannten
Sprunggréflen werden zusétzlich zu den beiden FreigroBen 4 und B, die vom
linken Trigerende herrithren, in die Rechnung aufgenommen. Die Anzahl der
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Unbekannten erh6ht sich somit wihrend der Rechnung, die wieder nach Schema
(11) oder (12a) vorgenommen wird. Will man Schema (12a) benutzen, so muf}
beim Vorhandensein der Sprunggréfien ¢° oder w* an der in Frage kommenden
Feldgrenze die Leitmatrix in Feld- und Punktmatrix getrennt werden. Die
Sprunggrofen stehen in den Lastspalten der Leit- oder Punktmatrizen und gehen
automatisch in die Rechnung ein. Zum Schluf} sind die beiden Randbedingungen
am rechten Trigerende und die Zwischenbedingungen an den Stiitzen zu erfiillen.
Man erhélt bei einem Durchlauftrdger mit n Zwischenbedingungen ein lineares
Gleichungssystem mit » + 2 Unbekannten, das aber gestaffelt ist und dessen
Auflésung keine groBe Mithe bereitet. Dieses Verfahren ist am einfachsten, weil
nach Aufstellung des Rechenschemas die Matrizenmultiplikation in gewohnter
Weise ohne Beachtung irgendwelcher Zwischenbedingungen bis zur letzten Zeile
des Schemas ausgefithrt werden kann, erfordert aber einen gréfleren Rechenauf-
wand als das in Abschn. 3.4.3 geschilderte Ablosen der Freigroflen.

3.4.2.2 Beispiel 4.1

Es soll der Tréger nach Abb. 35 berechnet werden. Gesucht sind die Schnitt-
kraftschaubilder sowie die VerformungsgroBen an den Stiitzen infolge der angege-
benen Belastung und der Senkung der Stiitze 1 um 2 cm.

0 lp’EMp 1 p=iMpm

4 AT T

4{ J ’%}K =200 Mpm ’% £ =const= 100 Mpm?
m lAW, 2tm

r ly=2m ~ lp=2m

ADbb. 35. Beispiel 4.1: Durchlauftriger auf drei Stiitzen

Die Randbedingungen und die Freigrofen (nach Tab. 2) sowie die Zwischen-
bedingung Aw; = 2 em mit der dazugehdrenden SprunggroBe @] (nach Abb. 34)
sind in Abb. 36 dargestellt.

R - L
ll.‘ P | e*s lc
: L?Z - 2 2
| [IARRENERRERRRRRRRARARERREN)
1 229, 7
Wiy =0 W[ L) = W3 (0)=2em Wi(E)wo
gy -0 ( Zm.fc/lmb.eo’myw)y/ * k),
¥ ¢3 l[
Hrlo) FreigriBen
L Mz(/ 0 Randbed
andbedingung
| e*/lif/ 0

Abb. 36. FreigroBen und Randbedingungen fiir Triger von Beispiel 4.1

Es wird mit dimensionslosen Groflen gerechnet. Dazu wird gewéhlt:

I,=1m EI,=6EI
l 1 1
— X c — —_
P, = 6Mp q__ch—36_.2.
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Die Stiitzensenkung muB} ebenfalls in einen dimensionslosen Wert umgerechnet

werden :
6 - 100
wy( )—w AwlPls——002GI3—2.
Sie ist positiv, weil nach unten gerichtet (s. Abschn. 2.2).

Die Rechnung soll in diesem Fall mit Rechenschema (11) durchgefiihrt werden.
Die Feldmatrizen ¥ und &% sind nach Gl. (15) und die Punktmatrix U, in der
Q¥ steht, nach Gl. (17) aufzustellen.

Die Matrizenmultiplikation wird in bekannter Weise einschlieBlich der Rechen-
kontrollen mit Hilfe der Kontrollzeilen in den Matrizen ¥, ¥ und ¥ ausgefiihrt.

Rechenschema R 4.1 ME0) @F0) 1

0 0 0

0 0 0

1 0 0

0 1 0

0 0 1

1—2 12 & 1 12 8 1

0 1 —12 —12 —3 -12 —12 —3

Fr=| 0 0 1 2 1 1 2 1

0 0 0 1 1 0 1 1

-1 1 —1 1 1 0 0 1
1 0 0 0 0 12 8 1 I

0 1 0 0 0 —12 —12 -3

1 - (53

W=| 0—5 1 0 0 b} 6 2

0 0 0 1 @ 0 1 1+

2

— _é_ -1 1-@¥ 0 0 1
1-2 12 8 2 (9 112 4i18Qy|
0 1 —12 —12 —4 —72 —96 —43—12¢Q7
=0 0o 1 2 1 5 8 5+2Qﬁr
o 0 0 1 1 0 1 2 4 QF

-1 1 —1 1 1 0 0 1
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Die Randbedingungen am rechten Trigerende sind (Abb. 36) wi(l/l,) = 0
und M3 (l/l,) = 0. Die Zwischenbedingung an der Stiitze 1 lautet wh(0) = 2
(Stiitzensenkung). Damit ergeben sich folgende Bestimmungsgleichungen (ein-
gerahmt im Rechenschema):

wi(0) =12 M7(0)+ 8@ (0) + 1=2
wh () = 96 M3(0) + 112 ¢5(0) + 8Q¥* + 41 =0

Mi(E)= 5MIO+ BEHO) +2¢+ 5=0]

W) = 0 w(0) = 0
g1(0) = 0 @0 = 0
={MF0) = 10,7045 | = p}(0) M;(0) = 4,227 Mpm | =1y, (0)
Q*(0) = —0,9318 Q,(0) = —5,591 Mp
1 1
* (L * :
wy (Z) = w, (0) = 2 w(l)= 002 m
o (h) — 0,27 e () = —0,0027
) l .
=|m (;_1> — 01590 |=yp* (li) M, (L) = —0,954 Mpm]| = v, (l,)
Q* (%) — 0,0682 QL) = 0409 Mp
1 1
w,(0) = 2 wy(0) = 0,02 m
gi0) = —0,27 @, (0) = —0,0027
= M3(0) = —0,0681 | == y%(0) M,(0) = —0,409 Mpm| = y,(0)
¥(0) = —0,4659 Q,(0) = —2,795 Mp
1 1
w (;—j) = 0 wy(ly) = 0
o (5_2) = 2,13632 Pally) = 0,02136
T
=)= o _ gt (.iz) My(ly) = 0 — 1y (ly)
Q;G_j): 0,53409 Q) = 3,206 Mp
1 1

4 Kersten, Reduktionsverfahren
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Losung des Gleichungssystems:
( — —0,9318
{ Q1 (0) = 40,7045
TP = —0,53409.

Mit diesen Werten erhilt man die dimensionslosen Komponenten der Zustands-
vektoren b} (0), vt (& /l,), va(0) und yi(@/1,).

Die wirklichen Kraft- und Deformationsgrofen bekommt man aus diesen
durch Umrechnung mit Hilfe der Beziehungen (14):

w_w*I;Il“_w*,“%zw*.o,m. [m]
o= (pPl = @* - 0,01
M=M*P,l,—=M*.6 [Mpm]
Q=Q*P,=Q*. 6 [Mp].

Sie stehen im Rechenschema rechts neben den dimensionslosen Komponenten.

Abb. 37 zeigt die positiven Momente und Querkrifte in Schnitten rechts und

0 7 2
d:(0) g(t) 0(1,)
4 fit Fe
t 4 1 gg (9 ? ’
ﬂana’z]uer/rmffe
/\” (v
36 ) () (-
Mi(o) ML)
Randmoments

Abb. 37. Positiv definierte Querkrifte und Momente in Schnitten rechts und links neben den Stiitzen

links neben den Stiitzen. Danach ergeben sich aus den Gleichgewichtsbedingungen
die Auflagerreaktionen

4 =—6,(0) } = 5,591 Mp
B = Q,(h) — @»(0) = 0,409 4 2,795 = 3,204 Mp
0 =0,() = 3,205 Mp

Kontrolle: X'V =12,000Mp=3-246
M, = M;(0) = 4,227 Mpm
My = M,(0) — M, (l;) = — 0,409 40,954 = 0,549 Mpm.
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Die skizzierte Biegelinie sowie die Schnittkraftschaubilder sind in Abb. 38 dar-
gestellt.

Biegelinie
4227Mpm iMp 3Mp/m.
(1
T a4
5591 Mp 05%9Mpm & T
, 3204 Mp J205Mp
W=2tm W=0
@ =-00027 @ = 00213
m =|.— 2m
30 S
e S
IR S
s
¥ d
511 © g
S—LC) £ m]

" %‘”}9 w,, 3 205
Abb. 38. Schnittkraftschaubilder zu Beispiel 4.1
3.4.3 2. Weg: Ablosung der FreigriBen

3.4.3.1 Theorie

Es wird die Feldgrenze an der Stiitze k betrachtet (Abb. 39). An dieser Stelle
ist beispielsweise eine bleibende Stiitzensenkung Aw, vorhanden, die als Sprung-

5
ket k| b P
é ”7'&’/7 Yra (lkﬂ‘”/
] Wit (0)=4 W,
ljg Iy ! I ~—lpye

Abb. 89. Stiitze ¥ mit Zwischenbedingung wy , ;(0) = dw; und Sprunggrofe Qs

groBe die Querkraft @ hervorruft. Rechts neben der Stiitze kann der Zustands-

vektor 1); .1 (I 1 = 0) angegeben werden, dessen Komponenten lineare Funk-
tionen der Freigrofien 4 und B sind:

wp1(0)=Ax, + B, +7,
?’k+1(0) Ao, + BB, + 7,
Dpo1psr=0=1M 1(0)=A oy + By +yyl|-
Q}c+1(0) =Aoag + Bfy + 7
1 =1

4%
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Die Durchbiegungskomponente wy,_,;(0) muB} infolge der Zwischenbedingungen
den festen Wert Aw, annehmen:

w4 1(0) = Axy,+ BBy + v, = Awlc‘
In dieser Gleichung laBt sich die eine Komponente durch die andere ausdriicken,
beispielsweise B durch A:

B=—lug  du—ve A’”" . (19)
Gl. (19) wird in den Vektor t),c+1(l,c+1 = 0) emgesetzt. Die Komponenten des
Vektors sind dann nur noch abhingig von der FreigroBe 4. Die SprunggrofBe @3,

die an dieser Feldgrenze hinzukommt, wird als neue Konstante an Stelle von B
eingefithrt. Damit entsteht der neue Vektor ¥ . (5.1 = 0):

W, 1(0)=0-4+0-Q,+ Auw,
Frir (0 = 4 (3, —52B,) +0- G + (F2=72)5, 4,

6k+1(lk+1 =0)= ‘;Ik+1(0) =4 (“M_ﬁﬂM)ThO : Qa;c + (Aw,;} yw)ﬂM +Vu

§k+1(0) =A(<xo—g—:.30)+ 1-Q;+ (%)ﬂo + 7o

1
oder in iibersichtlicherer Form:
Wy, 1(0) 0 0 Aw,
PO | (%—3528,) 0 MeZTeg ty,
6k+1 (lk+1=0)= Mk+1(0) = (“M“.,/;‘_:/gM) A+ 0‘ 'lec + AWk e =Py + Yu|*
§k+1(0) ("‘Q ~"%ﬂQ) 1 Awk B L —5 B+ 7o
1 0 0 1

(19a)
Mit dem Vektor ). ,(lz .1 = 0), der eine Funktion der FreigroBe 4 und
der neuen Konstanten @ ist, wird die Rechnung in gewohnter Weise weiter-
gefiihrt. Wenn an verschiedenen Feldgrenzen Zwischenbedingungen auftreten,
ist es vorteilhaft, eine der beiden FreigroBen (hier 4) durchweg beizubehalten
und die Sprunggrofen stets aufs neue abzul6sen.
Die Vorteile dieses Verfahrens sind folgende: Erstens hat man am Ende der
Rechnung nur zwei lineare Gleichungen mit zwei Unbekannten zu 16sen und
zweitens auch nur drei Spalten an allen Leitmatrizen entlang zu multiplizieren.

3.4.3.2 Beispiel 4.2

Das Verfahren wird an Hand des Tragwerkes von Beispiel 4.1 (Abschn. 3.4.2.2,
Abb. 35) vorgefithrt. Die Rechnung erfolgt nach Rechenschema (12a). Der
Anfangsvektor 1) (0) liegt bereits fertig vor und die Leitmatrizen f und &
kénnen sofort aus den ebenfalls bekannten Feldmatrizen § und &% sowie der
Punktmatrix I} (im Beispiel 4.1) entwickelt werden.
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M¥(0) QF(0) 1

Rechenschema R 4.2 0 0 0 wi(0)= 0
0 0 0 f[]gO- 0
o) 1 0 0 -|M7(0)= 10,7045 | = 47 (0)
0 1 0 QF(0) = -0,9318
0 0 1 1
1-2 12 8 tlo off 128 1
0 1-12 1230 0| -12 -12 -3
00 1 21 02| 5 6 2 |-po
00 0 1 1,0 0 0 1 1
10 1 1 1[0 Zff 0 0 1

1
0 0 2 wi(0)= 2
6 0 -45 @5 (0) = ~0,27273
-4 0 -2,75 |-|M3(0) = -0,06818] — gk (0)

21 3] | @ - -0.4659
0 0 1 1
[2-2 12 8 2 0 o728 5 ([«I0- 9
0 1-12-12 -4 0 0| 72 -12 -85 [¢h) - 213632
00 1 2 1|0 0 P[_'z 2 q-[PEw- 1 =n’;<i—j)
000 1 1[0 of|-1.5 1212] |@5()= 0,53409
1 1-1 1 10 0 0 0 1 1

Erlduterung zum Rechengang im Rechenschema. Es werden zunéchst
der Anfangsvektor y}(0) sowie die Leitmatrix hingeschrieben und miteinander
multipliziert. Die erste Komponente des Vektors 87 y(0) ist die Durchbiegung
an der Stiitze 1 (im Rechenschema eingerahmt), die laut Zwischenbedingungen
den Wert 2 annehmen soll:

w}(0) = 12 M(0) + 8- @(0) + 1 =2
oder
2—1—12M%(0) 1 3
QH0) === = o — 5 MY(0).
Damit ist die GréBe Q*(0) ausgedriickt durch die HauptfreigroBe M} (0). Mit
dieser und der neu hinzutretenden SprunggroBe @;* wird der neue Vektor g7 (0)
nach Gl. (19a) aufgebaut und unter den Vektor & ¢F(0) geschrieben.
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Beispielsweise ergibt sich die zweite Komponente von iy5(0):
@3 (0) = — 12 MY (0) — 12 QF(0) —3

= —12 M*(0) — 12 (% = %M’{‘(O)) — 8 =6M*0)— 4,5.

Nun lduft die Rechnung wie iiblich weiter. §}(0) wird mit der Leitmatrix 2 von
Feld 2 multipliziert. Zum Schlu$ erhédlt man mit Hilfe der beiden Randbedingun-
gen am rechten Trigerende die zwei Bestimmungsgleichungen fiir M%(0) und @,*
(eingerahmt):

w§<§i> =— T2 M)+ 8QF"+55 =0

M;‘(f_z)z— TM*(0) +2QF + 6=0

mit der Losung MF(0) = 0,7045
Q¥ (0) = —0,53409.

Mit diesen beiden GréBen werden im Rechenschema die Zahlenwerte der dimen-
sionslosen Komponenten der beiden Zustandsvektoren f); (0) (rechts von Stiitze 1)

und 5 (%:) (links von Stiitze 2) errechnet. Bevor der Vektor y}(0) aufgestellt

werden kann, muB noch @ (0) ermittelt werden
1 3 1 3 . Ta
QF(0) = T 5 MF(0) = § — 50,7045 = —0,9318.

Die Komponenten des Vektors 1 (;—2) werden mit Hilfe von Gl. (7) gefunden.

Ein Vergleich der errechneten Komponenten der Vektoren % (0), y5(0) und
¢%(l/l,) mit denen im Rechenschema R 4.1 vom Abschn. 3.4.2.2 zeigt vollkom-
mene Ubereinstimmung in den Werten und Vorzeichen.

3.4.4 Sonderfall: Durchlauftriger auf festen Stiitzen
3.4.4.1 Theorie
3.4.4.1.1 Feldmatrizx

Sowohl beim KraftgroBen- wie auch beim Deformationsverfahren bestehen
vereinfachte exakte Verfahren fiir die Berechnung von Durchlauftrigern (z. B.
CrarEYRONsche Gleichungen, Festpunktverfahren, Traversenmethode usw.). Auch
nach dem Reduktionsverfahren kann man die Berechnung solcher Triger wesent-
lich verkiirzen. An jeder Stiitze treten ndmlich die gleichen Bedingungen w = const
auf. Dadurch ist es méglich, mit Hilfe der Durchbiegung w die dazu gehérende
konjugierte GroBe @ aus den Gln. (ba) zu eleminieren. Die Gln. (5a) lauten
ausfiihrlich:

() = 1,(0) = Loy (0) + g 3,(0) + 5o 0u(0) + (5

9ull) = +00) = g M) = 55 Q0+ ol
Mk(lk) = + Mk(()) "“ lek(O) + Mko(lk)
Qk(lk) = + Q’\ (0) + Qko (lk)

1= 1
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Die erste Gleichung wird nach @, (0) aufgeldst:

Qu(0) = 5% [l — 0, (0)] + 5 000 — 7 2L = T u ). 20)

@, (0) in die zweite und dritte Gleichung eingesetzt, gibt das neue Gleichungs-
system

3 3
Oe(l) = — 2,(0) + 53 2EI M, (0) 4 In (wk(o) - wl:(lk)) + kao(lzc) + Pro(ly)
6E1, 6EI GEI
M) = I L (0) — 2 M, (0) + - ( e (0) — w,(0)! — kz 0o (L) + Mo (L)
1=1
Wegen
wi_y (_y) = wplp = 0) = wy_y (21) .
(s. Abb. 40) 148t sich dieses Gleichungssystem in Matrizenform so schreiben:
k-2 Hh’,, (1-0) k
e e I 77k
Wea(lua) =Wy (Ly=0)
Abb. 40
l l | 2 lk 3 " -
@i (h) - + SEI. R (Wi — W) + o (L)) #(0)
= k k
— |6EL, 6EI, ' s g
M=~ et —we ) + My | (32
1 0 0 1 1

Darin bedeuten die Abkiirzungen

‘Tzco(k) = 5 wk{)( ) + Pro (i) ‘

_ (22a)
6E1
My () = — T = Wyo (B) + Mo (4 k)]
Fiir GL. (22) lautet die Kurzform
D (h) = Far 9 (0), (22D)
worin g die Feldmatrix des Feldes & fiir Durchlauftriger auf festen Stiitzen ist.
L3 _
—2 SEI, 1, (Wp—y — ) + Pro(ly)
_ |6EI 6EIL, — 5
B =[5 =2 St + M@l (229
0 0 1

Matrizen-Gl. (22) ist die um die Ordnung 2 erniedrigte Gl. (5). Sie driickt den
linearen Zusammenhang zwischen den Verdrehungen und Momenten am linken
und rechten Feldende des Feldes [, aus. Die Stiitzenbedingungen w, = const
erscheinen in der Lastspalte und bereiten keinerlei zusitzliche Schwierigkeiten.
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3.4.4.1.2 Punktmatrix

Fiir den Ubergang iiber die Stiitze k& gelten analog zu GI. (7) folgende Bezie-
hungen

@r-1(0) = i () + o
M, 1(0) = — Ky g (4) + M (L) + M (23)
1=1
oder als Matrizengleichung geschrieben :
@1 +1(0) L0 g | el
Mk+l(0) = _Kk 1 Mi Mlc(lk) (24)
1 0 0 1 1
und noch kiirzer
e+ 1(0) = Uy 0 (%) (24a)

Darin ist 11;; die Punktmatrix an der Stiitze k£ fiir den Durchlauftriger auf festen
Stiitzen:

L 0 g
W,.=|-K, 1 M. (24b)
o 0 1]
Setzt man in Gl. (24a) die Gl. (22D) ein, so ergibt sich
0z +1(0) = Wy Far 0::(0). (24¢)

Diese Gleichung driickt den linearen Zusammenhang zwischen den Momenten
und Verdrehungen unmittelbar rechts von Stiitze ¥ — 1 und unmittelbar rechts
von Stiitze k aus.

Der Rechnungsgang ist also der gleiche wie der beim beliebig gestiitzten
Durchlauftriiger (Schema 11 bzw. 12). Man erhlt die zu Gl. (10) analoge Gleichung

0, 41(0) = Ugp, Fan Uan—1 San—1 - - - Waz Faz Ug1 aq 9:1(0). (24d)
Der Rechenaufwand wird allerdings wesentlich geringer, weil die verwendeten
Matrizen nur von der Ordnung 2 sind.
Der Anfangsvektor hat hier die Form
0,00 =45 +1 1. (25)
Es gibt nur noch eine Freigrofle 4, und zwar je nach den Randbedingungen am
linken Trégerende ¢, (0) oder M, (0). Die FreigroBe kann nach Tab. 2 bestimmt
werden, wenn man darin die unterdriickten konjugierten Gré8en w; (0) und @, (0)
weglat.
Auch hier kann man fiir den Sonderfall, dal ¢}, = 0, Feld- und Punktmatrix
zusammenfassen und bekommt die Leitmatrix
Rar = Ugr * Fas

oder ausfiihrlich

l 3
—2 :jEk‘I; 7 Wi — W)+ grolly) 0
Q. — |6E] 6E] s
Rar = I -2 L Ewp — wy_y) + Myl —Kkl ) (26)
0 0 1 1
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Darin sind
‘ho(l .) = T wk()(lk) + @ro(l)

GEI
= kO(lk) = I £ Weo (L) + My (L)

K, die Drehfederkonstante.
Gl. (24d) geht in diesem Falle iiber in

t)n—l—l(o) = Sdn ‘gdn—l gdu—‘Z e 8d‘.’ gdl 1’)1(0). (246)

3.4.4.1.3 Wiedergewinnung der unterdriickten Grofen @ und w
Das konjugierte Paar @ und w ist aus dem Kern der Feldmatrix entfernt
worden. Man nennt es unterdriickt. Es ist nun zu untersuchen, wie es sich im
Bedarfsfall wiedergewinnen laBt.
Aus der 3. Zeile von GI. (5) erhilt man die Querkraft rechts neben den Feld-

grenzen
1

Q@ (0) = (M (4) — M (0) — Mg (B)] 7 (27)
Wenn alle Momente bekannt sind, lassen sich die Querkrifte aber auch auf
andere Weise nach den allgemeinen Regeln der Statik ermitteln.
Der Verlauf der Durchbiegung w, im Feld [, ergibt sich schlieflich aus folgen-
den Uberlegungen:
Die erste Zeile von Gl. (5) in Abhéngigkeit von der Verdnderlichen x, heifit

wye (@) = wy (0) — 2, @1, (0) + )xk M, (0) + é%%@k(o) + wyp ()«

In diese wird fiir @, (0) Gl (20) eingesetzt, und man bekommt unter Beachtung
von Gl. (21) die gesuchte Gleichung der Biegelinie

we@) = — 2 (1= 1) [(1 + 1) 2(0) — g M, (0)]
o [1ka @) + 10y + 5 0= 0, ) — TR (28)

Darin sind
w,, und w;_,: Senkung der Stiitzen k£ und £ —1;
@(0) und M, (0): Verdrehung und Moment am linken Feldende (x, = 0);
Wyo (%) und wko(lk): Belastungsgroflen nach Tab. 1 an den Stellen z; und /.

3.4.4.1.4 Einfiihrung von dimensionslosen Vergleichsgriofen

Auch bei der Berechnung des Durchlauftrigers auf festen Stiitzen ist es zweck-
maBig, fiir die Zahlenrechnung die Kraft- und Deformationsgrofien mit Hilfe der
Beziehungen (14) in dimensionslose Zahlen umzuformen.

Feldmatrix: Fix

110 1 l b
-9 ke - k
2 e+l —ul) + ek (2)
¥k |61, I, 9 I * x ()], 29
Sak ——Ic— —l; —2z 6 'Ik Tc‘(wk—wk_ )+ AMLO( ) ( )

0 0 1
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Poo(2) = 3wk (72) + o ()
M:O(lk)_ 6 fz IIk 5 ( )+M:0<lk>
who (l ) @ko (lk) und M3, (l—k> sind BelastungsgréBen nach Tab. 1b.
Punktmatrix 11%,: ’

Darin sind

o~

10 ¢
w,=|—-K; 1 M. (30)
0 0 1

Darin ist K} = kEI [nach Gl. (16b)].
Leitmatrix &J,. Fiir ¢§ = 0

14 I, ,1 —x /1
—2 5 f In 3_(“’:-1 —w}:) + ‘P:o (—k‘) 0
*
n= e 2 6 -y g (B) + oy | Kl GD
0 0 1 |1

3.4.4.2 Beispiel 4.3
Es wird noch einmal der Durchlauftriger auf festen Stiitzen von Beispiel 4.1,
Abschn. 3.4.2.2, Abb. 35, berechnet. Die Aufgabenstellung bleibt die gleiche,
ebenso werden mit denselben Vergleichsgréflen verwendet.
Anfangsvektor. In Abb. 41 sind die Randbedingungen am Triger eingezeich-
net. Freigr6fBe am linken Ende ist M7 (0). Nach GL. (25) lautet der Anfangsvektor

p1(0) = MY(0) 5, +1-1,

0 1,[7’ 7 L 2
1 : (]
7 A R
77 w7z
O N S
W¥(0) =0 ‘ N i) -wp=0
?,*(0} =0 ¢*(_li +0
Freigrofie iz
g uniprdrickt M ';lf/ =0 | Randbedingung

g le/ L unferdrickf
Abb. 41. FreigroBen und Randbedingungen fiir Beispiel 4.3

oder ausfiihrlich

¢ (0) = 0 0
by (0) = | M7 (0) = |1} a*0) + o] 1.
1 0 1

Leitmatrizen 27, [nach Gl. (31)]. Essind !, = 1m, P, = 6Mp und EI, =6 EI,.
Die dimensionslosen Stiitzenbedingungen sind: w§ = 0, v} = 2. w5 = 0; die

. 1 e o
dimensionslose Federkonstante ist KT = 5 - Damit wird fiir
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Feld 1:
—2 46 S+ 51-3] o0
=11 5 1y 4_1. _ 1.
a1 |2 2 4 2—0) 1 1+1 3
lo o 1 "0
BelastungsgréBien nach Tab. 1b:
L\ Pa1 I .
wfo(f>=?clg~gr:_.l fir a=1m
% /1 __Pa2llc__ o
() =—rEr =
% lk . P a .
W (3) =55 =1
Feld 2:
3 3
9 Yy (9 — —_. —
2 46 S@2—0f5-2—4 |0
%
=1 %(0—2)+(_§>+1 0
0 0 1 of
Belastungsgr6Ben nach Tab. 1b:
l 1 1
% — L — 3 =
=45 =353
wby_pll 1l 12061
“QO(Z)“Q FTLu—T 1120
A BI 1 _ 1926
()= —rnn s =T
l 1
M%(i‘ =Q*E—2"=1-
Rechenschema R 4.3 [nach Gl. (12a)]:
Mi0) 1
0 0 o = 0
wioy=| 1 o [=[mM0) = 07045 [=1p*0)
0 1 1
—2 6 —4,5 0 6 —4,5 ¢E0) = —0,27
o=l 05 —2 1,2 —033 | | —4 2,75 =|M*0) = —0,06818] = 13(0)
1,6 —4  3,2541 0,33 0 1 1
—2 6 2 0 36 27,5 ¢§<§—2)= 2,1363
* l
L2=] 05 —2 0 0 El 11 —7,75'+=|l£§(“§£): 0 =n§(7§
15 —4 —241 | 0 0o 1 ( 1
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Erlduterungen zum Rechensechema. Die letzten Zeilen der Leitmatrizen wer-
den wieder als Kontrollzeilen ausgebildet, d. h. die negativen Spaltensummen der
ersten beiden Zeilen werden zur letzten addiert. Die Matrizenmultiplikationen,
einschlieBllich der Kontrollen, kénnen in bekannter Weise durchgefiihrt werden.

Aus der Randbedingung am rechten Ende M%(L,/l,) = 0 (s. Abb. 41) folgt die
Bestimmungsgleichung fiir die unbekannte FreigroBe M7 (0):

w*(f_z) =11 M*(0) — 7,75 = 0

mit der Losung:
M (0) = 0,7045.

Damit wird die erste Spalte der Leitmatrizen multipliziert, dann zur letzten
addiert und die Summe rechts herausgeschrieben, oder man multipliziert den nun
zahlenmiBig bekannten Anfangsvektor an den beiden Leitmatrizen herunter.
Die Ergebnisse sind die dimensionslosen Komponenten ¢* und M* der Zustands-
vektoren py (0) (rechts von Stiitze 0), 3 (0) (rechts von Stiitze 1) und v} (I,/l,)
(links von Stiitze 2). Sie stimmen mit den Ergebnissen im Rechenschema R 4.1
von Abschn. 3.4.2.2 genau iiberein. Die Komponenten links von Stiitze 1 bekommt
man mit Gl. (23). Die unterdriickten Querkrafte lassen sich nach Gl. (27) wieder-
gewinnen. Auf eine weitere Berechnung dieses Beispiels wird verzichtet.

3.5 Ermittlung von EinfluBlinien
3.5.1 Allgemeines

Die Bestimmung von Einflulinien spielt in der Baustatik eine groBe Rolle
bei beweglichen Lasten (Briicken, Kranbahnen usw.). Es werden deshalb hier
zwei Verfahren angegeben, mit denen man EinfluBllinien aufstellen kann.

3.5.2 Verfahren 1
3.5.2.1 Grundlagen

Bei diesem Verfahren wird eine alte Regel der Statik angewandt, die auf dem
Satz von MAXWELL-BETTI beruht und hier als bekannt vorausgesetzt wird.
Danach erhilt man die Momenteneinflullinie fiir eine wandernde Einzellast wie
folgt: An der Stelle des Tragwerkes, fiir die die Einflullinie aufgestellt werden
soll, wird ein Gelenk (Momentennullpunkt) angebracht. Im Gelenk 148t man nun
als Belastung ein Momentenpaar von der Grofle 1 angreifen. Infolge der Belastung
mit dem Momentenpaar stellt sich am Tragwerk die Biegelinie w(x) ein und im
Gelenk selbst tritt die Winkeldifferenz A auf. Die durch die Winkeldifferenz Ag
dividierte Biegelinie w (x) ist die gesuchte EinfluBllinie.

Die Anwendung dieser Regel auf das Reduktionsverfahren bereitet keinerlei
Schwierigkeiten. Beispielsweise soll an dem beliebig gestiitzten Durchlauftriger
von Abb. 42a rechts neben der Stiitze k die EinfluBlinie fiir das Moment berechnet
werden. Dazu werden rechts von Stiitze k ein Gelenk und ein Momentenpaar ange-
bracht (Abb. 42b). Das linke Moment wirkt als Knotenmoment auf Knoten K.
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Es muB deshalb in der Rechnung als bekannte Sprunggréfie in der Punktmatrix
der Stiitze k erscheinen. Sein Vorzeichen ist positiv nach der Vorzeichenregel von
Abschn. 2.2. Das rechte Moment wirkt nach dieser Vorzeichenregel im negativen
Richtungssinn. Es greift am linken Ende von Feld I, ; an (b = I, ; in Tab. 1).

g k-1 k ket n

1
ajl,%gz ngkvgﬁllmg lné

Mo -M

0 ket n

b% 7 Iri Ir\(
B A e A S

Abb. 42. Belastungsanordnung zur Ermittlung der MomenteneinfluBlinien rechts neben Stiitze &

Der Triger ist also zum Tridger mit Zwischenbedingung geworden. Im Gelenk
mufB die Bedingung M, = 0 erfiillt werden. Aullerdem tritt an dieser Stelle die
unbekannte Sprunggrole ¢f auf. Sie ist gleich der Winkeldifferenz Ap im Gelenk.
Die Berechnung kann nach Abschn. 3.4 erfolgen.

Die EinfluBlinie fiir das Moment ergibt sich unter Beachtung der Vorzeichen-
regel nach der Formel

M, (0) = %’;% P. (32)

Darin ist M, (0): EinfluBlinie fiir das Moment an der Stelle = 0 im Feld k;

w(x,): Biegelinie des Trigers infolge der Belastung mit dem Momen-
tenpaar. Man erhilt sie nach Gl. (4) beim beliebig gestiitzten
Durchlauftrager oder beim Durchlauftriger auf festen Stiitzen
nach Gl. (28);

@5 : Winkeldifferenz im Gelenk, in der Berechnung als Sprung-
groBe in Erscheinung tretend;
P: Wandernde Einzellast. Meist wird P = 1 Mp gewihlt.

Es geniigt im allgemeinen, die Momenteneinflulinien an den Stiitzen aufzu-
stellen. Alle iibrigen EinfluBlinien fiir Feldmomente, Querkrifte und Auflager-
krifte kénnen daraus leicht abgeleitet werden.

3.5.2.2 Beispiel 5.1

Fiir den Triger nach Abb. 43 soll die Ein- ,/g I 1 g2
fluBlinie des Momentes an der Stelle rechts 7 7;%} R
neben Stiitze 1 aufgezeichnet werden. Es han- L 7 ha ’71/7
dzlt sich um einen Durchlauftrager auf festen Ly=2m —e— L= 2m—

Stiitzen. Deshalb wird zur Berechnung das ab- K, - 200 Mpm

gekiirzte Verfahren von Abschn. 3.4.4 benutzt. L =m0 Mpm?

In Abb. 44 ist der Tréger in der Form darge-  apb.43. Beispiel 5.1: Durchlustriger
stellt, in der er berechnet werden muf, ein- auf drei vertikal unverschieblichen
schlieBlich Rand- und Zwischenbedingung. Es

wird nach Schema (11) mit ‘dimensionslosen VergleichsgroBen gerechnet.
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Es sei
P,=1Mp l,=1m EI,=6EI.
0 M¥<71  -M*=g

R 2
7\ /" ?%
I L/(’ A '

3

W 0)= Hy=0 Iwischentedy, [HE00) © W f)-0
gr() -0 Sprunggrife : o/ Ti‘ ) 0
| MX(0) | FreigriBe YEFE 3| Randbedingung

* .
07 (6)  unterdrickt 0;(7%"/ #0 unferdrickt
Abb. 44. FreigroSen und Randbedingungen fiir Beispiel 5.1

Aufstellung der Feldmatrizen nach Gl. (29)
a) Feld 1: Keine Belastung:

—2 46 0
§an=| 05 —2 0.
0 0 0

b) Feld 2: Als Belastung wirkt am linken Feldende das Moment M = —1 Mpm.
Die Belastungsgrofen sind daher (fiir b = 1,):

AE) = mpr =gt o=
AP =—prT =t
w3 () =1
%()=o
-2 46  —6 |
Tao=[+05 —2  +2
0 0 1

Aufstellang der Punktmatrix 11}, [nach Gl. (30)]. Genaugenommen miiBten
zwei Punktmatrizen aufgestellt werden. Die eine miifite den Zusammenhang
zwischen den GroBen ¢* und M* unmittelbar links und unmittelbar rechts neben
Stiitze 1 (aber links vom Gelenk) herstellen und die zweite den Ubergang von
links vom Gelenk zu rechts vom Gelenk. Da uns aber in diesem Falle
nur die Kraft- und DeformationsgréBen links von Stiitze 1 und rechts vom
Gelenk interessieren, werden beide Punktmatrizen zu einer zusammengefaBt.
SprunggroBen sind die Winkeldifferenz ¢}’ und das linke #uBere Moment
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M = 1Mpm (M’]" = P]‘Ll = 1) . Die umgerechnete Federkonstante ist

¢ c

% lc _ 1 _l
Ky = 1EIC_2006-100_3’
10 ¢
W=[-+ 1 1
0 0 1
Rechenschema R 5.1
ME0) 1
0 0 { Pi(0) = 0
9T (0) = 1 0 |=|MF0) = 0,250 =1y7(0)
0 1 1
l
—2 6 0 6 0 <p1<t).-.—. 1,5]
ok 3 _ 1 ¥ (h
Sa1=1 00 —2 0 -2 0 |= M;“(i): —0,5 I—nl<lc>
15 —4 1 0 1 1
1 0 7 6 ¢f] [¢(0) =—4
w,=1-033 1 1 |—4 1 l={M50 = 0]=150
—0,66 —1 —1—@i*+1 0 1 1
. « (1l
—9 6 —6- —36 —2p¥s (p’;(_lf_)= 2
—_— — T~ l
Fo=1 05 —2 2 i|_11 0,567 = |M’§(%)= o[ [=v5()
1,0 —4 441 0 1 1

Erlduterung zum Rechenschema. Die Rechnung verlduft in bekannter Weise,
ebenso die Rechenkontrollen mit den Kontrollzeilen. Nachdem alle Matrizen-
multiplikationen ausgefithrt sind, kénnen die Unbekannten M7(0) und ¢
ermittelt werden. Dazu stehen uns eine Randbedingung am rechten Trigerende
M3 (ly/l,) = 0 und eine Zwischenbedingung im Gelenk M%(0) = 0 (s. Abb. 44)
zur Verfiigung. Man bekommt die Gleichungen

M5(0) = 0=—4 M¥0)+ 1

o~

o (TZ) =0 =11 M*(0) + 0,5 ¢

mit der Lésung
ME(0) = 40,25

@ = —b,5.
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Wir setzen die Werte in das Rechenschema ein und erhalten damit die dimen-
sionslosen Komponenten der Zustandsvektoren 7 (0) (rechts von Stiitze 0),
p} (/) (links von Stiitze 1), 93 (0) (unmittelbar rechts neben dem Gelenk) und
13 (ly/l,) (links neben Stiitze 2).

Faktor [nach GI. (14)] fiir die Ermittlung der dimensionsrichtigen Werte:

P, 1 4
= ‘PEI =600%

M=M*P,l,= M* [Mpm] .

Die dimensionsrichtigen Werte sind:

1
@1(0) =0 o (l) = 200
M, (0) = 0,25 Mpm| = 9,(0) M, (1) =— 0,5 Mpm| = 1 (1)
1 1
1
@2(0) = "% @a(ly) = 300
M,(0) =0 = 12(0) M,(l,) =0 = 13 (l).
1 1

Gleichung der Biegelinie [nach Gl. (28)]
a) fir Feld 1:

Gl. (28) lautet fiir Feld 1:

wy (@) = — (1 __) [(1 T ) 10 =555 0)]

+ [wm ;) + w o+ = B (w — w,) —l_‘;"lwm(ll)] .

Darin sind
,=2m @, (0) =0
EI = 100 Mpm? M, (0) = 0,25 Mpm
wio () = wy(l) =0 wy=1w; =0

(keine Belastung vorhanden).
Setzt man diese Werte ein, so ergibt sich die Biegelinie fiir Feld 1:
ey == (1-3) 5 2 = [ ()]
—apE =8 m] fir Pt
b) fiir Feld 2:
wy(ty) = —wy (1= 72) [(1+ ) 72 (0) — 5 57 Mo 0)]
-+ [wzo (@) + wy + E (w2 —w,)— l—;wzo (lz):l .
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Darin sind:
l,=2m q)2(0)=—% w=w, =0
EI = 100 Mpm2? M,(0) =0
Wao () = %%‘Ii — _2100769 Belastung mit
i M = —1 Mpm an
Wy () = 21‘2; = _210(.)4 = —5—10 Stelle x, = 0.

Mit diesen Werten erhilt man die Biegelinie fiir Feld 2:

A+ ()] (5 )]

=26 —88+18) m] fir o &

Wy (Tp) = — (1 -

Gleichung der Einfluflinie fiir das Moment rechts neben Stiitze 1
[nach Gl. (32)]:

My (0) = =29
o (0) =2
Darin sind:
s % 1 BH__ 11
P1= %P1 00 600 1200
P = Einzellast [Mp]
w(x) = Biegelinien der Felder 1 und 2 [m].
Feld 1:
wy () - 1200 1200
Feld 2
wy(x,) - 1200 , 1200 o | u3
MQ(O) =2 211 P 150 - 11 (252 352 —!_ 'Sz) P

= 0,72 (26, — 38 + &) P [Mpm].

Diagramm fiir die EinfluBlinie (fiir wandernde Einzellast P = 1 Mp). Die
EinfluBordinaten werden in den Fiinftelpunkten der Felder errechnet:

[

Kersten, Reduktionsverfahren

Fir P = 1 Mp
2 3 2 3 2 3 Feld 1 Feld 2
¢ : i £ 263848 | a0 tpm) | Mu(0) Mpm)
0 0 0 0 0 0 0
0,2 0,04 0,008 0,032 0,282 0,0174 . |  0,2094
0,4 0,16 0,064 0,096 0,384 0,0523 0,2796
0,6 0,36 0,216 0,144 0,336 0,0785 0,2443
0,8 0,64 0,512 0,128 0,192 0,0698 0,1396
1 1 1 0 0 0 0
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Die Zugzone wird am Triger unten angenommen. Simtliche EinfluBwerte sind
positiv und erzeugen an der positiv definierten Zugzone Druck. Das Diagramm
(Abb. 45) hat somit ein negatives Vorzeichen.

0 7 z
e A _
A 2 M,(0) 2
o EL fir My(0) [m]
@ Jtm20im
RS s > O
S E &g g &I
S IS S N S < S

Abb. 45. EinfluBlinie fiir das Moment M,(0), rechts neben Stiitze 1

3.5.3 Verfahren 2
3.5.3.1 Grundlagen

Das Verfahren soll an Hand des Tréigers von Abb. 46 erliutert werden. Auf
jedes Feld k des Tragers wird eine Einzellast P, gesetzt, die keinen festen Angriffs-
punkt hat, sondern iiber das Feld wandert. Der jeweilige Angriffspunkt wird
festgelegt durch den freien Parameter x,, der von der rechten Feldgrenze (Stiitze k)
bis zur Kraft zdhlt. Bei » Feldern hat man also » freie Parameter x;, z,, . . ., %,

A By o ;
z k-1 Ly g k k’ﬂ Tie1 n

0 ﬂ ‘——?1 ‘_4_1 1 2% nly n
LA 377’“37 b ﬁﬂ bt 3 3 b3
(052,51, ) fir(k=12..n)

Abb. 46. Belastungsanordnung zur Ermittlung von EinfluBlinien nach Verfahren 2

Zn

und = Krifte P;, P,, . . ., P,, die in die Rechnung eingehen. Die weitere Berech-
nung wird in der iiblichen Weise mit dem Rechenschema (11) oder (12a) durch-
gefithrt. Zum Schluf} erhalt man die Gleichungen jeder gewiinschten EinfluBllinie
der Kraft- und DeformationsgroBlen an den Stellen unmittelbar neben den
Stiitzen; beispielsweise die Gleichungen der EinfluBllinie im Feld 1 des Momen-
tes M,;(0) an der Stelle rechts neben der Stiitze 2, indem man in der Momenten-
komponente des Vektors );(0) die Kraft P, = 1 und alle iibrigen P, = 0 setzt.
Die Gleichung in Feld 2 bekommt man, wenn P, = 1 und alle anderen P; = 0
sind usw.

Dieses Verfahren ist sehr vorteilhaft, wenn an vielen Stellen des Trigers die
EinfluBlinien aufzustellen sind. Das Rechenschema fiir den Triger braucht dann
nur ein einziges Mal durchgerechnet zu werden, wobei allerdings fiir jedes Feld &
eine Last P, und ein freier Parameter x, mitzufithren sind. Das gibt bei vielen
Feldern lange Ausdriicke in der Lastspalte.

Die Berechnung kann iibersichtlicher gestaltet werden, wenn sie in Abschnitten
vorgenommen wird. Man mufl némlich nicht alle Felder gleichzeitig belasten,
sondern kann jedes Feld fiir sich berechnen. Dabei dndert sich jeweils nur die
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letzte Spalte (Lastspalte) im Rechenschema, und da diese Spalte unabhéngig von
den unbekannten FreigroBen ist, 1aBt sich die Losung des Gleichungssystems so
allgemein angeben, daB sie fiir jedes einzelne Feld benutzt werden kann.

Besonders einfach wird die Rechnung, wenn alle Felder gleiche Biegesteifigkeit
und Linge haben. Dann braucht das Rechenschema nur fiir die Belastung des
ersten Feldes durchgerechnet zu werden. Bei der Untersuchung der anderen Felder
wird die letzte Spalte (Lastspalte) im Rechenschema um jeweils ein Feld weiter
nach unten geriickt. Bei Beachtung der Symmetrie des Tragwerkes kann die
Berechnung sogar auf das mittlere Feld beschrinkt werden. Alles weitere sieht
man am folgenden Beispiel.

3.5.3.2 Beispiel 5.2

Um einen Vergleich mit Verfahren 1 zu ermdglichen, wird der Triger von
Abb. 43 (in Abschn. 3.5.2.2) nochmals nach diesem Verfahren berechnet. Samt-
- liche geometrischen Werte sowie die Aufgabenstellung werden von dort iiber-
nommen.

Zur Bestimmung der EinfluBllinie wird der Angriffspunkt der wandernden
Einzellast P = 1 Mp offengelassen. Das Belastungsschema ist in Abb. 47 ange-

Z;
}7’ Zr }} 2

B (0=z=Y)
= =

71 173 (ﬂ = I = Zé’/

b L

Abb. 47. Beispiel 5.2: Belastungsanordnung zur Ermittlung der EinfluBlinie

ANNNNEN
-

fI

geben. Auf Feld 1 wandert die Kraft P, mit dem freien Parameter z, (0 = »; < [;)
und auf Feld 2 wirkt die Kraft P, mit z,(0 < z; =< [;). Die Berechnung erfolgt
nach dem verkiirzten Verfahren von Abschn. 3.4.4 und nach dem Rechen-
schema (12a).

Leitmatrix &, [nach Gl. (31)]:

—2 6 SPAd-3PS | 0
= + 2 —lPd4Pa | 4
0 0 1 ﬁ 0

Die BelastungsgroBen sind nach Tab. 1b fir P = P, und a = 2;:

(W)= LB (BP L p
ww(zc =5p\) 1 ="n

w L\ 1Pzl )
do() ==z 7 (@) =3P

Diese Groflen gelten auch fiir Feld 2, wenn der Index 1 durch 2 ersetzt wird.
h*
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Feldmatrix €, [nach Gl. (31)]:
3

—2 6 ?P2x3—3P2x§
£
Rae = % —2 —-1—P2x§—}— P,z
0 0 1

Das Rechenschema R 5.2 wird wie iiblich einschlieBlich der Kontrollen durch-
gerechnet. Die Bestimmungsgleichung fiir die FreigroBe M7 (0) ist

M’Q(é@): 0=11M*(0) - 4.

Daraus folgt
A

* pu—
M) = — 4

als Losung, worin

9 7 1
A= Paj—5 Paf — 2P ay— Pyay + Pya,.

Gleichung der EinfluBlinie des Momentes 33 (0) (rechts von Stiitze 1). Die
Momentenkomponente des Zustandsvektors 93 (0) aus dem Rechenschema heifit

3
M3(0) = — 4 MY(0) — Py o} + Pyaf + P o,

. A .
Mit Mi(0) = —17 wird
4
1
und fiir 4 der obenstehende Ausdruck eingesetzt, gibt

3 .
M3(0) A—Pal+ Pial+ Piay

3 3 .38 1 4
M’;(O)=nPlx§—-1—1P1x§—|—ﬁPlxl—ﬁP2x§—|——1—1P2x2.

Um jetzt die Gleichungen der EinfluBlinie in den einzelnen Feldern zu bekommen,
hat man in dieser Gleichung zu setzen fiir

Feld 1: P =1, P,=0,
Feld 2: P, =0, P,=1.
Das gibt:
3 3 3 3 /2
Feld 1: M;‘(O):zﬂxf—ﬁx?—}-ﬁxl:ﬁ(z—x;’+xl),
Feld 2: M3 (0) = 5 (4a, — 2.

Zahlenwerte fiir die Ordinaten der EinfluBlinie des Momentes 1/,(0) (fiir
wandernde Einzellast P = 1 Mp). Die Ordinaten sind mit P, [, zu multiplizieren:
M= M*P,Il, = M*. [Mpm]

Eswerden Werte fiir die Ordinaten in den Fiinftelpunkten jedes der beiden Felder
angegeben. Die Parameter x; und z, zdhlen von den Stiitzen aus nach links
(s. Abb. 47).
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3.5 Ermittlung von EinfluBlinien
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4 Ebene offene Rahmentragwerke

Einfluplinie im Feld 1
z,[m] 4 $ ? — 4 m M,(0) [Mpm]
0 0 0 0 0
0,4 0,16 0,064 0,256 0,0698
0,8 0,64 0,612 0,288 0,0785
1,2 1,44 1,728 0,192 0,0523
1,6 2,56 4,096 0,064 0,0174
2,0 4,00 8,000 0 0
Einfluflinie tm Feld 2
z; [m] 42—} M,(0) [Mpm]
0 0 0
0,4 1,636 0,1396
0,8 2,688 0,2443
1,2 3,072 0,2792
1,6 2,304 0,2094
2,0 0 0

Die Ergebnisse stimmen mit denen von Beispiel 5.1 iiberein.

4. Ebene offene Rahmentragwerke

4.1 Grundlagen

4.1.1 Allgemeines

Als offene Rahmentragwerke werden die in Abb. 48 dargestellten Systeme
bezeichnet. Sie sind nach allen Seiten offen, d. h. die Tragwerksstédbe bilden keine
geschlossenen Vielecke. Bei der Berechnung solcher Tragwerke entstehen neue,
noch nicht behandelte Probleme.

LI LT 2

.,
T A
777,
4 ax
a i 2
7

7

X}
J

Abb. 48. Offene Rahmentragwerke

Bisher haben wir uns nur beschéftigt mit reiner Biegung in der z—z-Ebene.
Jetzt tritt aber auch die Lingsdehnung in z-Richtung (in Richtung der Stab-
achse) auf. Die Rechnung mull deshalb nicht nur mit zwei, sondern mit drei
konjugierten Paaren durchgefiihrt werden, nédmlich:
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Biegung in z—=z-Richtung
(M,, ) sowie (@, w),
Léngsdehnung in z-Richtung
(N, u) (Léngskraft und Lingsdehnung).

Fiir die Biegung gelten die alten Beziehungen; jedoch fiir das konjugierte Paar
N und u sind neue Feld- und Punktmatrizen sowie Randbedingungen aufzustellen.
Die Indizes bei M, und @, werden wieder weggelassen.

Ein weiteres Problem ist das sog. Anfedern von Rahmenteilen. Die Berechnung
der Rahmen erfolgt jetzt an einem sog. Hauptstrang des Tragwerkes, an den die

iibrigen Tragwerksteile angefedert R
L 7 L 7

sind. Das sieht beispielsweise beim 77
Durchlaufrahmen von Abb. 49 fol-
gendermaflen aus: Der horizontale
durchlaufende Biegetriger wird

zum Hauptstrang erklirt und die 3”';;7 %’”};\) 5’”’:;7 %";@ R

Rahmenstiele werden an ihn ange- Abb 49. Durchlaufrahmen: Anfederung der Stﬁtzenm
federt. Man erhilt dabei, wenn ) '

die Lingsdehnung der Stiele unendlich gro gesetzt wird, einen Durchlauf-
triger auf festen Stiitzen. Die Rahmenstiele sind an den Stiitzen ersetzt durch
Drehfedern und Léngsfedern. Natiirlich kénnen nicht nur einzelne Stibe ange-
federt werden, sondern — wie spéter gezeigt wird — auch Tragwerksteile, die aus
mehreren Stiben bestehen.

N

4.1.2 Lingsdehnung in x-Richtung

4.1.2.1 Feldmatrix
Ausgangsgleichung fiir die Ableitung der Feldmatrix ist die Differential-
gleichung der Lingsdehnung
— [BF ui ()] = pi().
In Abb. 50 sind die in Frage kommenden positiven Grofen N und « in Schnit-
ten rechts neben Stiitze ¢ und links neben Stiitze £ eines Stabes von der Lénge I,

i P (zy) k
T EF, —
f .Z'k k
Ly
i k
u‘j =u(0) uk':u,, (i)
i k
N; =M f0) Ny=Ny (L)

Abb. 50. Reine Lingsdehnung in z-Richtung: Positive Definition der Lingsbelastung p(x) sowie der Randver"
schiebung » und der Randlingskrifte N am Stab von der Linge I

unter Beriicksichtigung der Vorzeichendefinition von Abschn. 2.2 eingetragen.
Im weiteren interessieren uns nur noch die am rechten Schnittufer wirkenden
GroBen.
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Die allgemeine Losung der Differentialgleichung (33) lautet unter Beachtung
der Vorzeichendefinition

— [BF, w ()] = py (%)

— EF, w(x;) = Ny () = f (&) dE + ¢ = Ny(xp) + ¢
. (34)
— EF, u(ay) — — _Eij N“’(f’ dE + ¢, @, + ¢,
= — U (%) EF} + ¢, 1 + ¢y
Darin sind
T
Ny (@) = f (&) d€
R D | (30)
fir (0<&<uay,)
Am linken Feldende gilt fiir z,, = 0 (s. Abb. 50)
Nk (xk - 0) - Nl
U (2, = 0) = wu,.
Daraus folgt mit Gl. (34) firr die Konstanten
¢ =N, =N, (0)
€y =—u; - BEF}, = — u,(0) EF,.
Diese in Gl. (34) eingesetzt und die Gleichung etwas umgeformt, gibt
(@) = 1.(0) — - N (0) + tg () l
Ny(t) = Ny, (0) 4 Ny () (36)

D) = p ()

Darin ist der Zusammenhang zwischen Lingskraft N, = N,(0) und Léngs-
dehnung u; = uy (0) am linken Trigerende sowie Langskraft N; (z;) und Lings-
dehnung u, (z,) an der Stelle x;, des Trédgers hergestellt.

Fiir , = [, erhilt man den Zusammenhang an beiden Trigerenden:
l
e () = . (0) —’E%ka(O) + (L)

Ny () = N,(0) + Ny (B)( (36a)
P (@) = 21 (%)
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Die letzte Zeile wird durch p,(x,) dividiert. Dann kann das Gleichungssystem in
Matrizenform geschrieben werden

[w,@] [t —%;,—k + teo(®) [ (0)

Nwl=l 1 +¥§,w| M0 (37)
1 0 0 1 | 1)
oder kurz
9,5 (h) = Fur D42(0). (37a)

In dieser Gleichung sind

(L) . (0) Uy
Dur () = | Vi (h) 9,%(0) =1, = [N.(0)| = [N,
1 ] 1)
die Zustandsvektoren mit Langsdehnung und Léangskraft als Komponenten, und
es ist Py
L, = —
1 — ZF, o (Iz) % Tl
Fue=l0 1 N,@)| G7P)  EF=const
o 0 1 o =
die gesuchte Feldmatrix. i ——
In der letzten Spalte von ,, stehen -
die Belastungsglieder. Sie werden errech- | .z " U (U)
net nach GI. (35). Die durch sie definier- I

ten Zahlenwerte sind die an die rechte sup.51. Darstellung der Belastungsgroen als
Feldgrenze reduzierten Belastungsfunk- an die rechte Feldgrenze reduzierte Funktion pj,

und Nyo/EF;,
tionen p(x) und N, (x)/EF, (s. Abb. 51).

Fiir einige Belastungsfille sind diese Lastgroflen in Tab. 3a angegeben.

Tabelle 3a. Belastungsgrofen bei Lingsdehnung in x-Richtung fiir feldweise konst. Lings-

stetfigkeit EFy,
uko(lk) ‘ Nko(lk)
|
L. /( Z _ P ay ‘ P
E,, EF,
g E/( -
= : _pk pl
147 2EF, k
Iy
gleichfirmige Temperaturinderung
:l/r—*:%,(? — gt 0
2
¢ [°C] 2
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Tabelle 3b. Umgerechnete Belastungsgrofen bei Lingsdehnung in x-Richtung fiir feldweise
konst. Lingssteifigkeit EF,

VergleichsgroBen :
« Lelt X « Pe o
u=u 7, N =N*P, p=2p T P, 1, I, beliebig wihlbar
* U * (L
Yo (l_c) Nio (ﬁ)
£
== P oo I »
o ’ TPl F.B P,
Le
3
p:‘ L _If._ * _k
T
gleichfirmige Temperaturdnderung
e b Bl 0
le AN N
¢c K

4.1.2.2 Punktmatrix 11,

Beim Vorhandensein eines festen Lagers (« = 0) oder eines Lingskraftnull-
feldes (N = 0) zerfallt der Tréger an dieser Feldgrenze in zwei Teile, die unabhén-
gig voneinander berechnet werden konnen. Sind die Feldgrenzen Querkraftnull-
felder, senkrechte Fiihrungen oder in z-Richtung bewegliche und in y-Richtung
unverschiebliche Lager, dann éndert sich an diesen Feldgrenzen weder die Lings-
kraft (sofern am Knoten keine &uBere Belastung angreift) noch die Langsver-

¥ schiebung.
a Tonn Beim Ubergang von einem Feld zum anderen
77 Kuk konnen also keine unbekannten SprunggréBen vor-
X kommen.
b T Es bleibt hier nur noch zu untersuchen, wie der
777 k; n Feldiibergang aussieht, wenn an der Feldgrenze eine
Uy Léangsfeder (nach Abb. 52) auftritt. Die Feder mit

der Federkonstante &, [Mp/m] wird um die positiv

¢ M definierte Strecke u, zusammengedriickt. Die dabei
77 bk UMy guftretende Reaktion ist die Kraft kyp-ue (s
2 Abb. 52¢). Diese wirkt auf den Triger von links

Ry tx . . . o
Abb- 52, Bewegliche Stitze mit nach rechts, also im negativen Sinn. Somit gilt
Lingsfeder Nk - kuk . (38)

Diese Kraft mufl beim Feldiibergang beriicksichtigt werden.
Fiir den Ubergang von links neben Stiitze & zu rechts neben Stiitze £ konnen
nun folgende Gleichungen aufgestellt werden:

U 1 1(0) = u, (L)
Ny 1(0) =—k,,u, (L) + N () ¢- (39)
1=1
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In Matrizenform geschrieben:

[ # 4 1(0) ’ l w, ()

m(O) S AT (40)
1
oder kurz
Dur+1(0) = Wyg 9ur (B) - (40a)
Darin ist
1 0 0
W,=—%, 1 0 (40D)
0 0 1
die gesuchte Punktmatrix. In Gl. (40a) wird Gl. (37a) eingesetzt, und man erhélt
Dur +1(0) = Wyg Tz Duz (0)- (40¢)

Diese Gleichung entspricht der von Gl. (8¢) beim auf Querkraftbiegung ohne
Lingskraft beanspruchten Durchlauftréger.

4.1.2.3 Zusammenhang am ganzen Triger

Der lineare Zusammenhang zwischen den Léngskriften und Léngsverschie-
bungen am linken und rechten Ende eines aus n Feldern bestehenden Trigers
wird analog zu Gl. (10) durch folgende Gleichung ausgedriickt

t)u, n+1(0) = uun %un uu, n—1 %u, n—1°-°" 11u2 %u2 uul %ul t)ul(o) . (41)

Die Untersuchung eines Trégers bei reiner Lingsdehnung kann demnach in
gleicher Form erfolgen wie die eines Trégers bei reiner Biegung. Man benutzt
lediglich andere Matrizen.

Der Anfangsvektor hat jetzt die Form

9,1(0) =54 + 5. (42)

Darin ist 4 je nach konstruktiver Ausbildung des Lagers die Anfangskonstante
u,(0) oder N, (0). Der Vektor r, ist die allgemeine Losung der homogenen Diffe-
rentialgleichung und der Vektor t, eine Partikularlosung der inhomogenen Diffe-
rentialgleichung.

In Tab. 4 sind fiir verschiedene Stiitzenausbildungen die Freigroe am linken
Triigerende und die Randbedingung am rechten Trigerende zusammengestellt.

Tabelle 4: Freigrofen am linken u. Randbedingungen am rechten Trdgerende fir Ldngs-
dehnung in x-Richtung

linkes Irdgerende 5 — | & 5/(,, éﬁkn W % "Eg,.’/(ﬂ
FreigriBen N (o) u(0) u, (0)

- % T A7
rechtes ﬁ‘ﬂpﬁl‘ﬂﬂdb’ —»2‘; ——HE ke é (4 %kn %n > Kun ’é L gktu g

Randbedingung Up (L )=tonst(=0) No(lp) =0 Npal0)=0
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Die praktische Berechnung wird mit Hilfe von Rechenschema (11) oder (12a)
durchgefiihrt. Bei Anwendung von Rechenschema (12a) kann die Produktmatrix
wieder als rechteckige Leitmatrix geschrieben werden:

l

1 — EI’.‘Tk o (L) 0
a=l0 1 Niolh) | —Fkyu|” (43)
0 0 R

4.1.2.4 Einfiihrung von dimensionslosen VergleichsgroBen

Fiir die Zahlenrechnung empfiehlt sich auch hier die Verwendung dimensions-
loser Vergleichsgrofen u* und N*. Dazu werden die Feldmatrix und die Leit-
matrix mit Hilfe folgender Beziehungen umgerechnet:

P, P
o gk Dele — N* — prle
u=ut g N = N* P, P=p*T (44)
P,1, 1, sind beliebig wihlbare GroBen.
Umgerechnete Feldmatriz
L I, % (L,
L-tEg ()
%
Fa=l0 1 N (;—k) : (45)
0 0 1
Umgerechnete Leitmatrixz
lk Ic * lk
t-trE ()| 0
=l 1 (%k_) |- (45a)
0 0 1| o

Darin sind %, (,/l,) und Njg(/l,) die umgerechneten BelastungsgroBen. Sie sind
in Tab. 3b zusammengestellt.
Die umgerechnete Federkonstante ist
L
k:lc = kyi EIL"

4.1.3 Anfedern von Rahmenteilen

4.1.3.1 Stiele von unverschieblichen Rahmen hei EF — oo

Es handelt sich hierbei um Stiele, wie sie am Durchlaufrahmen von Abb. 53
auftreten. Unter der angegebenen Belastung verformt sich der Rahmen. Die
Knoten werden dabei um die Winkel ¢ verdreht. Eine Verschiebung w der Knoten
ist nicht moglich wegen EF = co. Die Rahmenstiele setzen der Verdrehung am
Knoten infolge ihrer Biegesteifigkeit EI einen Widerstand entgegen. Ein MaB8 fiir
diesen Widerstand liefern die Momente, die an jedem Stielkopf entstehen und die
man sich aus zwei Anteilen zusammengesetzt denken kann:
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a) Anteil, der infolge der Biegesteifigkeit EI, des Stieles von der Lange &,
bei Verdrehung des Knotens £ um den Winkel ¢, entsteht, wobei die duBere
Belastung Null gesetzt ist;

b) Anteil infolge duBerer Belastung des Stieles A, bei ¢, = 0 (geometrisch
bestimmtes Hauptsystem).

Es werden eingespannte und gelenkig gelagerte Stiele untersucht. Dabei ist
zu unterscheiden zwischen Stielen, die unterhalb, und Stielen, die oberhalb des
Rahmenriegels liegen.

y
\
]

Abb.53. Unverschieblicher Durchlaufrahmen

a) Fest eingespannter Stiel, unterhalb des Rahmenriegels liegend (Abb. H4a)

Anteil der Knotenverdrehung (Abb. 54b und c¢). Bei einer Verdrehung des
Knotens & um den positiven Winkel ¢, entsteht nach den bekannten Ansitzen
des Deformationsverfahrens am Kopf eines Stieles von der Léinge A, und der
Biegesteifigkeit EI,, bei Beachtung der Vorzeichendefinition von Abschn. 2.2
(linksdrehendes Moment am rechten Schnittufer und rechtsdrehendes Moment
am linken Schnittufer positiv) das Stabendmoment

4E1,

h,

Mkk =Ty k(Pk'
72

Verdrehung @, : H=0 My M

¥ 5 s

(46)

Iy lzm_L (\ i % ’,
|
a b ¢ Meo=Me

Belastung mitH : @, =0 Myp= M,,"o"
@0 —b}—— I(k/" 173§
X

Abb. 54. Anfederung des unten fest eingespannten Stieles: Knoten k£ unverschieblich
Dieses Moment wirkt auf den Knoten £ vom Trégerriegel im positiven Richtungs-
sinn. Das positive Knotenmoment M, ist somit

. 4B
My = M = — hkk¢’k~

(46a)
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Ein Vergleich dieses Momentes mit Gl.-(6b) zeigt, dafl 4EI,/h, als Drehfeder-
konstante angesehen werden kann:

__4EI,

.K k h,_k .

Das bedeutet aber, dal der eingespannte Stiel durch ein gelenkiges, in hori-

zontaler Richtung bewegliches Lager nach Abb. 54f, an dem eine Feder mit der

Drehfederkonstanten K, angebracht ist, ersetzt werden kann.

(461b)

Anteil der horizontalen Belastung (Abb. 54d und e). Wegen ¢, = 0 wird der
Stiel zu einem beidseitig eingespannten Stab. Infolge der auf den Stiel wirkenden
dulleren Belastung entsteht am Stielkopf dasin Abb. 54e entsprechend Abschn. 2.2
positiv definierte Stabendmoment M%. Dieses wirkt auf den Knoten k nach dem
Reduktionsverfahren im positiven Richtungssinn; es gilt also

MkO - MLO’

d. h. die Belastung auf den Stiel kann ersetzt werden durch das Knotenmoment,
das bei beiderseitig fester Einspannung des Stieles entsteht (Abb. 54f). Die
Stabend- bzw. Knotenmomente kénnen unter Beachtung der Vorzeichendefini-
tion von Abschn. 2.2 den bereits zitierten Tabellen entnommen werden.

b) Gelenkig gelagerter Stiel, unterhalb des Rahmenriegels liegend (Abb. 5Ha)

~Anteil der Verdrehung ¢, (Abb. 556b und ¢). Die Verdrehung des Knotens
bewirkt das Stabendmoment

M= — 3fkl’° P (47)
Das Knotenmoment am Knoten £ ist
TR T (472)
Darin ist ’
K,— 3ka (47b)

die Drehfederkonstante.

Verdrehung gy - H=0  p M

Pk _)J/—
N\ 1298
k "T (1
Ay
4 7 Mro=Ma

Belastung mit 1 : @, =0 M,r,,= p/k’;‘
g0 : f

h
5 MIm"

Abb. 55. Anfederung des unten gelenkig gelagerten Stieles: Knoten % unverschieblich
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An Stelle des gelenkig gelagerten Stieles konnen also hier ebenfalls ein gelen-
kiges, horizontal bewegliches Lager und eine Feder mit der Drehfederkonstan-
ten K, (Abb. 55f) angebracht werden.

EinfluB der horizontalen Belastung (Abb. 55d bis f). Die Belastung am Stiel
wird durch das bei ¢, = 0 entstehende Knotenmoment M, = M,, im Knoten k
ersetzt. Fiir ¢, = 0 ist der Stiel ein einseitig eingespannter und einseitig gelenkig
gelagerter Stab. Die Momente M% infolge beliebiger Belastung sind wieder unter
Beachtung der Vorzeichendefinition den bereits erwidhnten Tabellen zu ent-
nehmen.

¢) Fest eingespannter Stiel, oberhalb des Rahmenriegels liegend

Abb. 56 zeigt diesen Fall getrennt fiir Belastung und Verdrehung ¢,. Infolge
der positiven Verdrehung ¢, des Knotens k entsteht — unter Beachtung der Vor-
zeichendefinition — das Stabendmoment

4E1I

My = ‘7&7’6 P

Auf den Knoten % des Tragerriegels wirkt dieses Moment im Uhrzeigersinn, d. h.
es ist negativ. Das Knotenmoment M, am Knoten des Trigers wird deshalb
4ET,

'S P+

M, — — M — — (48)

Darin ist AET
K,="70 (483)

die Drehfederkonstante des Stieles. Sie unterscheidet sich also nicht von der des
unten eingespannten Stabes. Das Stabendmoment M infolge der Belastung des

Verdrehung @, - 11-0

a b
Belastung mit H : @, =0 4 - 4EL
Y % Lo
K
H f
NI
h
d e ’Mha'Mkok

Abb. 56. Anfederung des oben fest eingespannten Stieles: Knoten k¥ unverschieblich

Stieles wird unter Beachtung der Vorzeichendefinition am beidseitig eingespann-
ten Stiel berechnet und wirkt bei Ubertragung auf den Knoten des Trigers im
negativen Sinn:

— hy
.Mko _ —MkO'
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Der Stiel von Abb. 56a kann also ersetzt werden durch ein gelenkiges, aber.
horizontal bewegliches Lager, an dem eine Feder mit der Drehfederkonstanten

4 K, = * vorhanden ist und das Kno-
H 8 h

—l <~ - tenmoment M, = — M™ wirkt.
i - L N
P W’Z;//)' d) Gelenkig gelagerter Stab, oberhalb
” 3EIy des Rahmenriegels liegend
=1, I
a b F Hier gelten die gleichen Uberlegun-

Abb- 57. Anfederung des oben gelenkig gelagerten : : :
Stieles: Knoten & unverschieblich gen wie beim oben fest emgespannten
Stab. Der in Abb. 57a aufgezeichnete
Stiel wird ersetzt durch das Lager von Abb. 57b.

4.1.3.2 Stiele von horizontal unverschieblichen Rahmen bei Beriicksichtigung der
Dehnsteifigkeit EF, der Stiele
a) Unterhalb des Rahmenriegels gelegene Stiele

Die Léngssteifigkeit EF, der Stiele wird nur selten beriicksichtigt, weil ihr
EinfluB in den meisten Fillen vernachldssigbar klein ist. Es soll aber trotzdem
hier gezeigt werden, wie sie im Bedarfsfall in die Rechnung eingeht.

Belastung mit H: gy =W, =0

k
Ix P T
o ~ .
HoSs A Myo=Mio
A N
Mro = M3
Verdrehung ¢k Wy=0,H=0 4, P
i By k2K
d G
__th
k=gt
_YEL
K= >
Verschiebung W, : @,=0, H=0 h
_ -N"k
#, Qk k k
] b i EF i
iy el EF,
k=<t
k
Ve 2
e f g

Abb. 58. Anfederung des unten fest eingespannten Stieles: Knoten & horizontal unverschieblich

Der Riegelknoten k£ des in Abb. 58a dargestellten Rahmenstieles kann sich .
bei Einwirkung der Belastung um den Winkel g, verdrehen und aulerdem infolge
der Léangselastizitdt des Stieles um den Betrag w, senken. Eine Verschiebung in
horizontaler Richtung soll ausgeschlossen sein (u, = 0). Das fiir die Anfederung
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dieses Stieles maBgebende Moment am Stielkopf besteht jetzt aus drei Anteilen,
die wieder unabhingig voneinander untersucht werden konnen.

Der Anteil der horizontalen Belastung (fiir ¢, = 0 und w,, = 0) und der Antesl
der Verdrehung ¢, (fiir w, = 0 und Belastung gleich Null) werden genauso beriick-
sichtigt wie im Abschn. 4.1.3.1. Nach der Anfederung bekommt man fiir diese
beiden Anteile ein Lager nach Abb. 58d.

Anteil der Knotenverschiebung w, (fiir ¢, = 0, Belastung gleich Null) (Abb. 58e
bis g). Bei Verschiebung des Knotens ¥ um den positiv definierten Betrag w,

entstehen im Schnitt am Stielkopf nach dem HookEschen Gesetz die Langskrifte
Eh—fk w, = N™ (Abb. 58f), die abhingig sind von der Lingssteifigkeit EF, und
der Linge h, des Stieles. Unter
Beriicksichtigung der Vorzeichen-
definition (nach unten wirkende

Querkrifte sind positiv) wirkt auf

h
M = Mid

den Knoten k die Knotenkraft k= Ehf k
k
Q@ =—Np= —?wk' (49)
k
Bei einer Gegeniiberstellung »
dieser Kraft mit der von GI. (6a) = 1
sieht man, daB EF,/[h, der Senk- H o | S
. |G
federkonstanten zl;tsprlcht X L L d N Mia=His
by ==-". (49a) k _ ELy

by k=t
Die Stiitze von Abb. 58e 1Bt y =EFx
sich also durch eine Senkfeder ) hy
mit der Federkonstanten k, er- —_T
setzen (Abb. 58g). Es spielt dabei H s~ -

. 2 s . — dlg = ()
keine Rolle, ob die Stiitze gelenkig " bus 1 D Mo=Mo
oder eingespannt gelagert ist. ¢ P . . SEL,

Nunmehr koénnen die drei 7%/) K= ki
Anteile zusammengefaBt werden, r=Lrx
und es entsteht eine elastisch Abb. 59. Anfederung verschieden aus ebild.gt,;r Stiele bei
senk- und drehbare Stiitze nach “* forizontal unverschieblichem_ Knoten k

Abb. 58h. Das an ihr angreifende

Knotenmoment beriicksichtigt die auf die Stiitze wirkende Belastung, die Senk-
federkonstante k, = EF,/[h, die Langssteifigkeit EF, und die Drehfederkonstante
K, = 4 EI/h, die Biegesteifigkeit EI, des Stieles.

Falls der Stiel gelenkig gelagert ist, dndert sich nur die Drehfederkonstante.
Sie heiit dann K, = 3EI,[h, (Abb. 59a).

b) Oberhalb des Rahmenriegels gelegene Stiele

Abb. 59b zeigt die Anfederung des eingespannten Stieles und Abb. 59¢ die
des gelenkig gelagerten Stieles.

6 Kersten, Reduktionsverfahren
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4.1.3.3 Stiele von horizontal verschieblichen Durchlaufrahmen (EFg;, = co)

Bei verschieblichen Rahmen nach Abb. 60 kénnen sich die Knoten um den
Winkel ¢ verdrehen und in Richtung der Riegelachse um die Lénge u verschieben.
Eine vertikale Verschiebung w ist wegen EFg;, — oo nicht maglich.

Im folgenden wird nun untersucht,
welche KraftgroBen in Abhéngigkeit von
der Belastung und den GréBen ¢ und »

0 ! 2 J A“ bei der Anfederung der Stiele am Knoten
I 7% des Riegels wirken. Dabei mufl wieder
unterschieden werden zwischen Stielen,

A . die unterhalb, und Stielen, die oberhalb

Abb. 60. Horizontal verschieblicher Durch-

laufrahmen des Tragerriegels liegen.

Eingespannter Stiel unterhalb des Rahmenriegels (Abb. 61). Die Einfliisse der
Belastung, der Verschiebung %, und der Verdrehung ¢, werden getrennt unter-
sucht. Dazu sind in einem Schnitt am Stiel unmittelbar unterhalb des Knotens %
die entsprechenden Schnittkrifte eingetragen. Die Vorzeichen ergeben sich nach
Abschn. 2.2. Als rechtes Schnittufer gilt das am Knoten k.

Belastung mit H: Mot |
elastung ’Z’-u y I\ N =0k
FoR ok —
h
llrfl - H er;
7. 2
Verschiebung uy - My
. Be0h Mg
Yo MM b Fr .y
4 M U TS
2
Q:k ,,_h_;ﬂk. uy
74
Verdre/mny o Mk-M;‘k
=0, H-0
Uk '/\ Nk gg;hk'
h
k Pk - U l/fI,,
K\M:k M == k ¢k
h Ff[),
o -5k
7. 2

Abb. 61. Anfederung des unten eingespannten Stieles (EF = oo)

Infolge der dufleren Belastung auf den Stiel entstehen im Schnitt die Krifte
Q% und M. Sie werden berechnet unter Beachtung der Vorzeichendefinition am
beidseitig fest eingespannten Stab mit Hilfe von Tabellen. Die Schnittkréifte in-
folge der Verschiebung %, und der Verdrehung ¢, bekommt man nach den be-
kannten Ansitzen des Deformationsverfahrens. Alle drei Einfliisse werden zu-
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sammengefafit und man erhélt:

M;’?‘-__EI Uy — EIIc'Pk‘i‘M%
(50)
Q”k——-——E’I Cuy— EIk‘Pk‘i' Qe

Die Krifte M und @} wirken auf den Knoten k des Trégers in positiver Rich-
tung. Sie sind deshalb identisch mit den Knotenkréifte am Rahmenriegel:

M, = My, Ny = Q.

Gl. (50) 148t sich nun — unter Beachtung obiger Beziehung — in Matrizenform
schreiben

6EI 4RI 0
M) | - TR P I £ Ml |
| 12EI 6EI )
N IQII?" —SFr = AN AR (50a)
14 k
1
Darin ist
6 4
-~
= EI, 1’; 6 C™ (uy, ¢p) (50b)
TR R

die sog. Federmatrix des Stieles %, in Abhdngigkeit von den Deformationsgréfen
@, und ;. In ihr ist die lineare Abhingigkeit zwischen den Kraft- und Defor-
mationsgréBen im AnschluBpunkt des Stieles an den Riegel ausgedriickt. Der
Stiel von Abb. 61 laft sich also nicht mehr durch eine einfache Senk- oder Dreh-
feder ersetzen, sondern die Feder ist jetzt ein komplizierteres Gebilde, das
durch eine zweizeilige quadra- Mg - ”’(n,,

tische Matrix beschrieben wird. ’

Das Symbol fiir eine solche Feder 7 ¥ 7 ':L o~
wihlen wir nach Abb. 62. Die g "*’—f c
Belastung des Stieles wird wie ~F ~ & Lé‘ ol o1/
bisher durch das Knotenmoment l

M5 und die Knotenkraft @ Abb. 62. Symbol fiir die Anfederung des Stieles

beriicksichtigt, die als duflere Be-

lastung am Knoten angebracht werden. Neben das Federsymbol wird die Kurz-
bezeichnung der Feder geschrieben, in diesem Falle ¢ (u,, ¢,). Dadurch weil3
man sofort, wie die Feder beschaffen ist. In unserem Falle zeigt das Fehlen der
Durchbiegung w,, an, dafl die Léngssteifigkeit des Stieles EF, = co ist und damit
der Knotenpunkt k sich in vertikaler Richtung nicht verschieben kann.

Eingespannter Stiel oberhalb des Rahmenriegels (Abb. 63). Die Untersuchung
dieses Stieles erfolgt in der gleichen Weise wie die vom Stiel der Abb. 61. Rechtes
Schnittufer ist das Stabende und linkes Schnittufer der Knoten. Die Schnitt-
kréfte infolge Belastung, Verschiebung u, und Verdrehung ¢, sind in Abb. 63
getrennt fiir jeden Fall dargestellt.

6*
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Belastung mit H :
@0, u=0
%
H
u:< ~~ —
l], - llrfl
k
I/arsz:/nebuny u,: -Nk” =Q,,
@ -01=0 M Mk ko
b 8F
M-,
. : ”k o b 732
Verdrehung g, : My =M 0" =+ ha" Uy
up=0, H=0 k
S Tl "
—IV,, o ke GEIL
—Mk-Mk T

Abb. 63. Anfederung des oben eingespannten Stieles (EF = o)
Durch Superposition der einzelnen Belastungszustéande folgt
6 4
My = ”‘;FEIk Uy, +EEI]C9?IC + My \
) - (51)
Q=+ 37 7 EL w, — gi‘EIk @ + @ ’

Bezogen auf den Knoten k£ am Trigerriegel wirken die Krifte (51) im negativen
Sinn.

Bei Aufstellung der Knotenkréfte miissen deshalb simtliche Vorzeichen um-
gekehrt werden:

M, = _M2k=-|-EEIkuk——h—kEIk<pk—-M%l

19 6 (5la)
Ny=—@Q¢=~ EEIk g —I_EEqu?k — Q% ]
oder in Matrizenform
6EI, 4E1T
'Mk - Mﬁ" 3] ’ - T k - M%] Uy
- —| 12E1 6EI '
Y I A BN N
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Tabelle ba. Federmatrizen fiir einfeldrige Rahmenstiele (Elg = const, EFgt = oo)
Fall a : Stiel unferhalb Riege/
(y)
M =M ’h"} Mo =Mo" (he

%y N ‘ (Moo

i Lkt T Nk o oy
Loy ‘:’Le /,
wl! . AN
R Crlurow) ’;‘; ) k
& W i elmh %

Fall b : Stiel oberhalb Riegel

V

Mt
N
PR ety A Eilr0r)
e DYEE (hy)
M=y “Nyg=rg" ~Mg=Myg"
1]
]
-M, hy) ! _ Mklhﬁl 1
= | Clug) |
na) . ! Ihy)
* i 'glm k [
7

M}c’(']k), Q"‘k) Randschnittkrifte am Knoten k& des beidseitig fest eingespannfen oder ein-
seitig gelenkig gelagerten Stieles von der Lange hy.
(Vorzeichendefinition nach Abschn. 2.2)

@Ic (uy, @1) ng (uy, ‘Pk)
T 6 _ 4 TT 6 4
& TR Tk <= BI TR Tk
| Bl 12 6 | ¥ st 12 6
777 B TR —3 tiz
R 2] "
3 3 3 3
= wys = _ =
ik W T tE Tk
.ék EISt 3 3 'é’: EIst 3 3
Ll TE R .p TR
13
7 0 —K, 1% 0 —K
S k0 < k0
i3 — R — R
LW [P
iRV

.
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Tabelle bb. Mit (14) und (44) wmgerechnete Federmatrizen fiir einfeldrige Rahmenstiele
It
T = const EFg = 00)
c

Fall a: Stiel unterhalb Riegel

aE\ (e
N* - Q*(hk) = | Gl 9
k k

Qz‘a”k) *
Fall b: Stiel oberhalb Riegel

Pk
M;ck o M:(hk) / ‘ _M’;:l()hk) u:
m) \—qtw )\ g )\ ot

1

1
Cp(uk, o%) l Gy (uk, o)
12 l z 2 l
6t 4.t J_ge
fe el gk L lk gk
U TR ko “Pn r
2 l 2 2 l
_gle _gre Joo _gle
Ist 3 by :}_g w [ PR TR
I, A 2 N 1 B i
3 ’E 3 77,2; k -3 h_l?:- +3 ib_,%—
0 —K* 0 —K*
R 0 _k* 0
Darin ist 6 4
2 T
€y (uy, @) = EI, 12 6 (blc)
ThK K

die gesuchte Federmatrix des
Stieles &, von Abb. 63 in Ab-
€x(u. 9/  hingigkeit von den Deforma-
== %, tionsgroflen wu, und ¢, Das

Nyy=-8y  Symbol fiir diese Feder zeigt

M;,,,=—M;,l:," Abb. 64. Die Belastung des Stie-

Abb. 64, Symbol fiir die Anfederung des Stieles les wird in bekannter Weise er-

setzt durch die Knotenmomente

M,, und die Knotenquerkrifte @,, des beidseitig eingespannten Stieles. Links-

drehende Knotenmomente und von links nach rechts wirkende Knotenquer-
krifte sind dabei positiv definiert.

Es miiBten noch die Federmatrizen fiir gelenkig angeschlossene und gefederte
Stiele abgeleitet werden. Darauf wird verzichtet. In Tab. 5a sind alle moglichen
Federmatrizen fiir einfeldrige Rahmenstiele zusammengestellt, und in Tab. 5b
sind sie mit den Beziehungen (14) und (44) umgerechnet.




4.1 Grundlagen 87

4.1.3.4 Stiele von horizontal verschieblichen Durchlaufrahmen bei Beriicksichti-
gung der Dehnsteifigkeit EF; der Stiele

Der Einfluf} der Dehnsteifigkeit der Stiele kann leicht in der Rechnung bertick-
sichtigt werden, indem zu den die Biegesteifigkeit EI, beriicksichtigenden Federn
nach Tab. b zusétzlich elastische Senkfedern nach Gl. (49) eingefiihrt werden.

Zum Beispiel wiirde die Anfederung eines unten eingespannten, unbelasteten
Stieles dann wie folgt aussehen:

6 4
M, = My = EI, (— Rz —;;‘Pk)l

12 6 nach Tab. ba,
Nszh'k = EIk<_}§uk —}712:¢k>J

Q= — Nt = — E.Ik%wk nach GI. (49).
Diese Gleichungen, in Matrizenform geschrieben, lauten:
6EI, 4EI,
MY TR TR
. 12EI, 6EI,
M= T T |

EF,
Q"l I 0 0 lwk

Darin ist die Koeffizientenmatrix die gesuchte Federmatrix €, (u;, ¢, ;).

4.1.3.5 Federmatrizen fiir Tragwerksstringe

Soll der in Abb. 65a aus den Feldern 1 bis k bestehende Tragwerksstrang (im
folgenden Nebenstrang genannt) an das iibrigbleibende Tragwerk (im folgenden
Hauptstrang genannt) angefedert werden, so mufl man den Zusammenhang

Nebenstrang w\g}% ’
0 7 k-1 kS
yiu <
L, = ; Z/, 2
a z §
=
> 77
-7
0 A k g
i, 7= é Iy
b W72

Abb. 65. Anfederung eines Tragwerksstranges

zwischen den Kraft- und DeformationsgréBen im AnschluBpunkt des Neben-
stranges an den Hauptstrang untersuchen. Dazu ist der Nebenstrang unmittelbar
links vom Knoten k durch einen Schnitt S vom Hauptstrang zu trennen und nach
den bekannten Regeln mit Rechenschema (12a) bis zu diesem Schnitt durch-
zurechnen.
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Im vorliegenden Fall, bei Biegung mit Lingskraft, treten drei FreigroBen auf,
und man bekommt folgendes Rechenschema:

4, 4, Ay 1
51 L2 L3 Ly = 1;(0)
LA (V) () (b)) = 5,00

L (V)  (¥)  (4)  xd) = 500

Gy (L) (V) (4 () =
& [ O ) )] - o

Am unteren Ende des Rechenschemas (eingerahmt) erscheint der Vektor t,,
dessen Komponenten noch in ihre vier Teile zerlegt sind:

4, 4,4, 1

X X X Uy Uy
X R X X| wg w,
X R I ®s .
X X X jlzo |, = 0
X & X X| @y Q
N x x| No| |z,
0 0 0 1 1

Wir bilden die Vektoren
a = (4, 4,, 45) aus den FreigroBen,
Dy = (uyg, Wy, Psp)  aus den Belastungsanteilen der Komponenten der De-
formationsgroBen,
D, = (ug, wg, @) aus den Deformationsgréfen im Schnitt S,
to = (M, Qo Ny) aus den Belastungsanteilen der Komponenten der
KraftgroBen,
=M, Q,N,) aus den KraftgroBen im Schnitt S,
und fassen die Koeffizienten der ersten drei Spalten der Komponenten der Defor-
mationsgréBen zu der Matrix R und die Koeffizienten der ersten drei Spalten der

Komponenten der Kraftgrofen zu der Matrix © zusammen.
Mit diesen Abkiirzungen laft sich Gl. (52) kiirzer schreiben:

SR‘Q_’_bsO:'bs
S atfy=1]

R ist immer reguldr. Dadurch kann man den Vektor a aus der ersten Zeile von
Gl. (b2a) eliminieren:

(52a)

a = %_1 (bs - bso)
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und in die zweite Zeile einsetzen

f,—Fy = G- R1(b,— byg).

R-1 ist die Kehrmatrix von R.

(83)

In Gl (53) ist der Zusammenhang zwischen den Kraft- und Deformations-
grofen im Schnitt S ausgedriickt. Ein Vergleich mit Gl.(6a) und Gl. (6b) zeigt, daf3

ER1=C

(53a)

die Federmatrix des anzufedernden Stranges sein muf.
Fiir den hier behandelten Fall der Biegung mit Langskraft lautet Gl. (53)

ausfithrlich geschrieben

M,— M, G3 Ciz Cn| |Us— Uy
Qy— Qu| =|Cos Ca2 Cra| |ws— weol- (53b)
Ns - NsO Cs3 Co3 Ci3 Ps— Pso
Darin ist die Koeffizientenmatrix die Federmatri
s G2 Cn
C=3SRL=|cyy €Con
€3 Cs O (c;; = 0)

Die Glieder ¢;; der Nebendiagonale miissen immer negativ oder -Null werden.
AuBerdem ist die Federmatrix nach dem Satz von MAXWELL-BETTI stets zur
Nebendiagonale symmetrisch. Diese Tatsachen kénnen beim Aufstellen der Feder-
matrizen als Kontrolle benutzt werden (vergleiche hierzu Federmatrizen von
Tab. b).

4.2 Berechnung der unverschieblichen Durchlaufrahmen
4.2.1 Dehnsteifigkeit EF = co

Die Berechnung eines solchen Rahmens bietet keine Schwierigkeiten. Die
Stiele werden nach Abschn. 4.1.3.1 angefedert. Es entsteht dabei ein Durchlauf-
triger auf festen, aber elastisch drehbaren Stiitzen, an dessen Knoten die Momente
M, und die Langskréfte N, als Ersatz fiir die Belastung an den Stielen angreifen.
Dieser Trager, der im folgenden Ersatztriger des Rahmens genannt wird, kann
nach Abschn. 3.4.4 mit dem verkiirzten Verfahren berechnet werden. Die Knoten-
langskrifte N,, braucht man dabei zundchst in der Rechnung nicht mitzufiihren.
Es tritt nur eine unbekannte Freigrofe auf, und zwar, entsprechend der konstruk-
tiven Ausbildung der Stiitze, entweder ¢, (0) oder M, (0).

Nachdem die Momente und Knotenverdrehungen am Ersatztriger bekannt
sind, kénnen dann auch die Momente an den Stielen nach den Ansitzen von
Abschn. 4.1.3.1 aus den Knotenverdrehungen und der Stielbelastung ermittelt
werden.

Aus den Momenten lassen sich nach den allgemeinen Regeln der’ Statik die
Querkrifte und aus diesen die Lings- und Stiitzkréfte berechnen.

Zum Schluf miissen sdmtliche Gleichgewichtsbedingungen an den Knoten und
am ganzen Rahmen #iberpriift werden.
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Beispiel. Fiir den Rahmen von Abb. 66a soll der Ersatztrager bestimmt
werden. Die geometrischen Werte der Stiitzen unterhalb des Tragerriegels sind
durch den hochgestellten Index » und die Stiitzen oberhalb des Trigerriegels
durch den Index o von den Werten des Riegels unterschieden. Der Ersatztriger
ist in Abb. 66b dargestellt.

, Wz
y I —T
a QTT'_Z’Q’ = <
w0ty 114 2 | 5
r: 17 29 f.r, r TfL, T T5 2
:‘T H & ‘SLW’ “;Wj E" e I j_ = e
A 7
7 B S
L zg—-L——z, —m——z,—-l-——
b Ersatztriger :
Mo Mu P My
(Vo = My . — N
g3 E O 5 &
Ko el Ks Ky
@, (0) freigrile Ms(ls) =0 Randbedingung

Abb. 66a u. b: Anfederung der Stiele eines horizontal unverschieblichen Durchlaufrahmens (E F = o)
an den Riegelstrang

An den einzelnen Stiitzen ergeben sich folgende Federkonstanten K, sowie die
Knotenkrifte M,, und N,,:

Stiitze 0:
4ETY w (A2 we bt
K, = hgo M00=Mgo=—120_ N00=ng=To'
Stiitze 1:
K, =K{+ K}
4EI" 3EI¢ Wt 3
Kl_ + IR M10=M¥0—M$0=—él‘_‘1nghg
W. 11
N10=Qt1‘0— ‘1’0=71+1—6W
Stiitze 2:
K,=0 Moy = Ny = 0.
Stiitze 3:
3ETY
K, = 7 My, = N,y = 0.
Stiitze 4:
0}2
K,=K{+ K= 4EI e M40——M20=—w_(g4_
b
Ny %0 —§sz-
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4.2.2 Beriicksichtigung der Lingssteifigkeit der Stiele (£Fgjeee = 00)

Die Stiele des Rahmens werden nach Abschn. 4.1.3.2 an den Rahmenriegel
angefedert. Es entsteht dabei als Ersatztrager ein Durchlauftrager auf elastisch
senk- und drehbaren Stiitzen. Da die Riegelldngskrifte auf den Verformungszu-
stand des Rahmens keinen Einflu haben, kénnen sie zunichst wieder unter-
driickt werden, so daBl die Rechnung nur mit den zwei. konjugierten Paaren
(w, @) und (p, M) durchzufiihren ist. Der Ersatztrager kann somit nach Abschn. 3.3
mit Hilfe der Rechenschemas (11) oder (12a) berechnet werden.

Die Ermittlung der Kraft- und Deformationsgré8en am Riegel und an den
Stielen (nach Abschn. 4.1.3.2) ist nun einfach. Zum Schlu} miissen alle Gleich-
gewichtsbedingungen erfiillt sein.

Beispiel. Vom Rahmen nach Abb. 67a soll der Ersatztriger ermittelt werden.
Der Ersatztriager ist in Abb. 67b dargestellt. Die Federkonstanten K, und £,
sowie die Knotenkrifte M,, und N,, an den Stiitzen ergeben sich wie folgt:

W
| M
a
0 7 2 J
EEI, i £T; ‘{
W 3 |ee Fl=°° e N fff‘” S alNg EF3=°°
TS NS S <
2|y l
R A -
P
MDU N Mlﬂ N l
'/'\ 00 , ’/-\ 0

b -
F g

@, (0) Wi(l,) <0
W, (0) ML) =0

Abb. 67. Anfederung der Stiele eines horizontal unverschieblichen Durchlaufrahmens an den Riegelstrang bei
Beriicksichtigung der Lingssteifigkeit E F; der Stiele

FreigriBen Randbedingungen

Stiitze 0:
4EI} W A
K0=—h’u£ MO—MOO——_S_
EFY w
ky k_“o Nop = oo = 9
Stiitze 1:
3EI' | 4EI° w(h°)2
K1=K1{+Kg— X +— T MIOZ"‘M(I)Oz__fQC
EF¥ w h°
by =0k +1 = hu‘—{—ho No=— ‘{Oz—é
Stiitze 2:
3EIY EFy .
Kzz_hr ky = I My = Nyy =0
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4.3 Verschiebliche Durchlaufrahmen

4.3.1 Allgemeines

Verschiebliche Rahmen miissen auf Biegung in der —z-Ebene und auf Lings-
dehnung in der z-Richtung untersucht werden. Die Rechnung wird an einem
Ersatztrager durchgefiihrt, an den die Stiele des Rahmens in bekannter Weise
angefedert sind.

Bei Beriicksichtigung der Langssteifigkeit ist mit den drei konjugierten Paaren
(w, @), (p, M) und (u, N) zu rechnen. Die Federmatrizen der Stiele setzen sich
zusammen aus den Federmatrizen infolge der Biegesteifigkeit nach Tab. 5 und

aus der Federkonstante infolge der Langssteifigkeit k, = —F"—St (s. Abschn. 4.1.3.4).
k

Bei EF = co werden die Stiitzen des Ersatztrigers in vertikaler Richtung
unverschieblich, d. h. w, = const oder Null. Auf Grund dieser Tatsache ist es
moglich, wie beim Durchlauftriger auf festen Stiitzen die GréBen w und @ zu
unterdriicken und allein mit den beiden Paaren (¢, M) und (u, N) zu rechnen.

Wie schon erwdhnt wird die Léangssteifigkeit wegen des vernachlissigbar
kleinen Einflusses auf den Verformungszustand des Tragwerkes in den meisten
Fillen nicht beriicksichtigt.

4.3.2 Theorie
4.3.2.1 Beriicksichtigung der Dehnsteifigkeit EF),

Feldmatrix. Fiir die praktische Rechnung werden stets dimensionslose Gréfen
verwendet. Die Feldmatrix wird deshalb gleich fiir diese GroBen aufgestellt.

Der Zusammenhang zwischen den dimensionslosen Kraft- und Deformations-
groflen am linken und rechten Ende des Feldes [,/l, wird beschrieben durch
Gl. (15) (Biegung) und Gl. (45) (Langsdehnung). Da die Gleichungen fiir Biegung
unabhingig von denen firr die Léngsdehnung sind, lassen sich alle Gleichun-
gen neugeordnet zu einem einzigen Gleichungssystem zusammenfassen:

ur() =130 — MO + k()
(E)= L el OO+ M) Q) + wha(F)
HOE 1O = MO =3 E Q) + (1)
HOE IO+ G0 + M ()
()= +1-QH0) + k(1)
¥ (%)= + 1 NEO) + V(%)

-t
l
oy
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Dieses Gleichungssystem kann in Matrizenform geschrieben werden:

u} (’l—") 10 0 0 0 ‘%F:T u’,‘go(;—k) u*(0)
¢Z(%) 00 1 —;—‘71; —%i—zl—i 0 qvio(;—’:) @ (0)
”®
Mz(_%) =l o o 1 % 0 My (;—k) M*(0)
Q’,‘:(lli) 00 0 0 1 0 QIO(;—’:> %(0)
N* l_k) 00 0 0 0 1 N (;“k) N (0)
1 00 0 0 0 0 1 1
(54a)
oder kurz
( ) (U

In GL (54) ist die Koeffizientenmatrix die Feldmatrix §} fiir Biegung und Lings-
dehnung

o0l 0 —ERe k()
00 1 *371; “%i—f% 0 w%(i—’:)
Fe=0 0 0 1 i—i 0 M, (;_1:) (55)
0 0 0 0 1 0 Q;:O(%)

0 0 0 0 0 1 NTOG_::)

0 0 0 0 0 0 1

Wenn die Léngssteifigkeit der Trégerriegel vernachlissigt werden soll, wird
in der Feldmatrix F), = oo gesetzt.

Punktmatrix. Beim Ubergang von der linken zur rechten Seite der Feld-
grenze k miissen folgende Groflen beriicksichtigt werden, wobei einige Null sein
kénnen:

a) unbekannte SprunggroBen wi’, i, M3, GF;

b) eine vollkommne elastische Feder, als Ersatz fiir einen an der Feldgrenze k
vorhandenen Stiel (Lénge I, Biegesteifigkeit EI,, Dehnsteifigkeit EF,). Die
FedergroBen setzen sich dabei zusammen aus der Senkfederkonstanten

= F”; st ;” und einer Federmatrix nach Tab. b;
k ¢
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¢) Knotenmoment M7}, und Knotenlingskraft Ny, die sich infolge einer vor-
handenen Stielbelastung am beidseitig eingespannten oder einseitig gelenkig
gelagerten Stiel ergeben;

d) duBere am Knoten angreifende Belastungen M7y, N¥o, @%,.

Unter Beriicksichtigung aller dieser Einfliisse gelten an der Feldgrenze k
folgende Beziehungen:

2,0 [t 0 0o 0 0 0 0 ut
w0 o 1 0 0 0 o0 w? wt Tc)
g0 o 01 0 0 0 g o )
My O=e* 0 b 10 0 M+ My aE(E) (56)
QGO [0 K0 0 1 0 Qh+eit| | ek()

(%)

N0 [fo a0 0o 1 N (L

1 0O 0 0 0 0 O 1 1
oder kurz

l
b1 () = U of () = W5 vE ).

Darin ist die Punktmatrix

1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 O w;:s
0 0 1 0 0 0 o
W=l* 0 1 0 0 M+ MP|, (56a)
0 —kf 0 0 1 0 Qi+
¢ 0 d*0 0 1 N,
0 0 0 0 0 0 1

a*, b*, c* und d* sind die Koeffizienten der Federmatrix des an der Feldgrenze
vorhandenen Stieles (nach Tab. 5b).

Leitmatrix. Die Rechnung kann nach Rechenschema (11) oder (12a) aus-
gefithrt werden. Bei Verwendung von Rechenschema (12a) ist es wieder zweck-
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miBig, das Produkt 11} §F zur Leitmatrix & umzuformen (fiir wi® = ¢f* = 0)

10 0 0 0 —-’lﬁffTu;fo(i—k) 0 0 0

01— 557 +%_;§£ 0 uh(}) 0 0 0

con hp R e ) 0 o
K=o o 1 +§—f 0 M;O(%)+M?0+M;*a* 0o . o7

00 0 0 1 0 Qh(P)tenter 0 —K 0

00 0 0 0 1 N% (l—") + N¥, 0 d

00 0 0 0 0 1 o 0 0

Die Knotenmomente M}, sowie die Knotenkrifte N3, und @f, erscheinen jetzt
mit in der Lastspalte.

Randbedingungen. Am linken Trigerende treten drei unbekannte Groflen auf,
die als FreigroBen in der Rechnung mitgefiihrt werden miissen. Sie sind zu bestim-
men auf Grund von einfachen Uberlegungen oder mit Hilfe der Tab. 2 und 4.
Der Anfangsvektor hat die Form

DY (0) =1 A7 + 5 4F + 5 45 + 1 1 (58)

Die drei Bestimmungsgleichungen fiir die Berechnung der unbekannten Frei-
groBen A¥, A¥ und A¥ erhilt man aus den drei Randbedingungen am rechten
Ende, die ebenfalls mit Tab. 2 und 4 oder schneller an Hand einer einfachen
Uberlegung festgestellt werden konnen.

Die Berechnung des verschieblichen Rahmens bei Beriicksichtigung der Dehn-
steifigkeit EF, verlduft also in der gleichen Weise wie die eines Durchlauftrigers
auf Federn. Man hat es lediglich mit Matrizen hoherer Ordnung zu. tun und mufl
drei Unbekannte mitfiihren.

4.3.2.2 Dehnsteifigkeit EF — co

Feldmatrix. Der lineare Zusammenhang zwischen den konjugierten Paaren
<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>