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3.1 Fuzzy-Logik regelbasierter Systeme

Wir haben in den voranstehenden Abschnitten nun alle Voraussetzungen
zusammengetragen, um regelbasierte Systeme zu behandeln, die auf un-
scharfen Informationen agieren. Ein regelbasiertes System besteht aus ei-
nem System von Inferenzregeln

und einem Inferenzschema, das die X, — ]
Verarbe1tungsvorsch1:1ft ent‘}.lalt, X2 —>| Regelbasiertes
nach der (scharfe) EingangsgroBen . System —> Yy
x; mit Hilfe der Inferenzregeln zu X, —»
(scharfen) AusgangsgréBen y; ver-
arbeitet werden. Es geniigt, eine
AusgangsgroBe zu betrachten, da
sich fiir mehrere Ausgangsgriofen
das Regelschema wiederholt (Bild 3.1).

Das System der Inferenzregeln fassen wir zusammen in einer Regelbasis
der Form

Bild 3.1. Regelbasiertes System mit n Ein-
gangsgroBen x; und einer Ausgangsgrofie y.

R;: WENNx =A, .. UNDx;=4, .. UNDx, =4, DANN y=B,
R: WENN=x =A4;.. UNDx;=A4; .. UNDx,=A, DANN y=B,

R, WENNx, =4,,..UNDx;=A4,,..UNDx, =A4,, DANN y=B,
X1, Xgy ey Xyt Eingangsgréfen
Ay, Ay, .y Ayn linguistische Terme der EingangsgroBe x;
y: AusgangsgrioBe

B,,B,,...B,:

me

linguistische Terme der Ausgangsgrofle

13

schaft A; hat". Entsprechendes ist fiir "y = B;" zu setzen.

Dabei ist "x; = A;" so zu lesen: "Wenn die Eingangsgrife x; die Eigen-
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Die Tatsache, daB wir fiir die Verkniipfung der Primissen einer Regel nur
die UND-Verkniipfung zugelassen haben, bedeutet keine Einschrinkung,
da wir eine Regel mit ODER-verkniipften Primissen jederzeit aufspalten
kénnen in mehrere Regeln unserer Form. Alternativ dazu kénnen wir
natiirlich in einem solchen Fall auch den MIN-Operator jeweils durch den
MAX-Operator ersetzen.

') wird dann auf
Grund des Inferenzschemas unter Beachtung der Regelbasis zunichst eine
Fuzzy-Menge zugeordnet, die aus den Ergebnissen aller Regeln zusammen-
gesetzt ist. Dazu finden wir in jeder Zeile das Ergebnis der jeweiligen Regel
fiir die AusgangsgroBe y aus Z als Zugehorigkeitswert einer gekopften
Fuzzy-Menge up:

R MIN(NU(’Q’)) s 1 (%3), Hp, (y)) = ﬂB;(y)

Einem aktuellen Satz von EingangsgroBen x’ =(x1' s eeey X

Ryt MIN(1(x5), s 150 (53), 13, (9)) = pi (5)

Ryt MIN(fty (1), s ptn(x3), 1, (3) = 15, (5)

Verbunden durch den ODER-Operator MAX entsteht die resultierende
Fuzzy-Menge u,,:

R, L..UR;UR,: Lroo(¥) = MAX(,uB{ (), ..., Hp, (%), ..., ,uB;n(y)), yeZ

Die resultierende Fuzzy-Menge ., ist auf der KenngroBe Z am Ausgang
als linguistischer Term anzusehen, der jedoch bei den gewihlten Beispielen
als solcher nur selten vorkommt. Die Aufgabe von Fuzzy-Control besteht
nun allerdings nicht darin, fiir das erhaltene Ergebnis einen angemessenen
linguistischen Term zu formulieren, sondern etwa fiir die Steuerung einer
Maschine eine scharfe AusgangsgroBe y auf der KenngroBe Z zu finden.
Diese Aufgabe und ihre Losung wird als Defuzzifizierung bezeichnet.

Bild 3.2 veranschau-
licht die Komponenten
eines regelbasierten )

. . Xy —> i Defuzzi-
Systems. Die Ein- , Regelbasis N fzierer Y
gangsgrofen x; und die x,——»| Inferenzschema
AusgangsgroBe y sind
nun scharfe Werte. Bild 3.2. Komponenten eines regelbasierten Systems.

X, ——>] ipe s
! Fuzzifizierer
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Bemerkung:

Der allgemeine Fall, da8 die scharfen EingangsgroBen zunichst in ei-
nem Eingabe-Interface zu Fuzzy-Mengen umgewandelt werden und
dann erst an die Regelbasis und das Inferenzschema geliefert werden,
wird hier nicht behandelt. Er kommt bisher in der Praxis von Fuzzy-
Control nicht vor (siehe auch Bild 2.11).

Beispiel: Bremsvorgang auf Autobahn

Wir wollen unser Beispiel Bremsvorgang auf Autobahn aus Abschnitt 2.3
mit den EingangsgroBen

Abstand A zum vorausfahrenden Fahrzeug

Geschwindigkeit G des eigenen Fahrzeugs
und der AusgangsgroBe

Bremskraft K

fortsetzen, jetzt jedoch mit einer kompletten Regelbasis. Da wir fiir beide
EingangsgrioBen jeweils fiinf linguistische Terme definiert haben, kann un-
sere Regelbasis maximal 5-5 =25 Regeln enthalten. Fiir die scharfen Ein-
gangsgrofen

A=175m
G =190 km/h

hatten wir die fuzzifizierten Werte
A" =(0,0.75,0.25, 0, 0)
G  =(0,0,0,0,1)

ermittelt. Dies bedeutet, daB lediglich zwei Regeln aktiv sind, namlich die-
jenigen zu den Priamissen A = mittel UND G = sehr_hoch bzw. A = niedrig
UND G = sehr_hoch. Die beiden Regeln sollen lauten

R,;: WENN A = mittel UND G = sehr_hoch DANN K = dreiviertel

R,: WENN A = niedrig UND G = sehr_hoch DANN K = voll

Die Abarbeitung des Inferenzschemas umfaBt nun folgende Schritte:

® Fuzzifizierung der EingangsgroBen
Die Fuzzifizierung erfolgt wie im Falle einer einzelnen Regel (siehe
Abschnitt 2.3) und liefert die oben angegebenen Werte.

@ Ermittlung der aktiven Regeln

Die Regeln R, und R, sind aktiv. Dies sind die einzigen aktiven Regeln.
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©) Ermittlung der einzelnen Ausgangs-Fuzzy-Mengen

Da die beiden Priamissen der Regeln UND-verkniipft sind, miissen die
Zugehorigkeitswerte iiber den MIN-Operator zum Erfiilllungsgrad der
Regel verkniipft werden:

Hy = MIN(t5 it (200m), 116 supr_poe (190km /1)) = MIN(0.25, 1) = 0.25

H, = MIN(#A niedrig(200 m), Hg sehr_hoch(lgo km/h)) = MIN(0.75, 1) = 0.75

Die Fuzzy-Mengen der Konklusion jeder aktiven Regel sind in der Héhe
des jeweiligen Erfiillungsgrades H; abzuschneiden und auf der Aus-
gangsgroBe K abzutragen.

@ Ermittlung der resultierenden Ausgangs-Fuzzy-Menge
Wir fassen die in My
Schritt 3 ermittelten
Fuzzy-Mengen mit
dem ODER-Operator
MAX zur resultieren-

den Ausgangs-Fuzzy- 71— |

M 9 50 100 K (%)
enge Uy .. zZusam-

men (Bild 3.3). Bild 3.3. Ermittlung der resultierenden Fuzzy-Menge.

® Bestimmung der scharfen AusgangsgroBe

Auf die resultierende Fuzzy-Menge uy ... ist nun ein Defuzzifizierungs-
verfahren anzuwenden, das eine scharfe AusgangsgroBe liefert. Die
wichtigsten Defuzzifierungsverfahren sind im nachfolgenden Abschnitt
beschrieben. W

Wir wollen die Auswertung regelbasierter Systeme noch einmal in einer
Kurziibersicht zusammenfassen:

Schritt 1: Fuzzifizierung der scharfen EingangsgroBen.

Schritt 2: Ermittlung des Erfiilllungsgrades H; jeder aktiven Regel
R; durch Verkniipfung aller Zugehorigkeitsgrade der Eingangsgro-
Ben der Regel mit dem MIN-Operator.

Schritt 3: Ermittlung der resultierenden Ausgangs-Fuzzy-Menge
durch Uberlagerung der in der Héhe H ; abgeschnittenen Ausgangs-
Fuzzy-Mengen der aktiven Regeln (MAX-Operator).

Schritt 4: Berechnung der scharfen AusgangsgroBe durch Defuzzifi-
zierung.
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3.2 Defuzzifizierung

Das Ergebnis der Fuzzy-Inferenz ist zunichst eine resultierende Fuzzy-
Menge fiir die AusgangsgréBe. Um eine scharfe AusgangsgroBe - man
spricht in diesem Zusammenhang hiufig auch von Crisp-Ausgangsgréfle -
zu erhalten, muB die resultierende Ausgangs-Fuzzy-Menge defuzzifiziert
werden. Wir listen hier die wichtigsten Methoden der Defuzzifizierung mit
ihren speziellen Vor- und Nachteilen auf.

A Maximum-Methode und Mustererkennung

Die einfachste Methode der Defuzzifizierung besteht darin, daB nur diejeni-
ge Regel mit dem héchsten Erfiilllungsgrad bei einem vorgegebenen Ein-
gangsgrioBensatz betrachtet wird und diese einen festen Wert als Ausgangs-
groBe ausgibt. Wir bezeichnen dieses Defuzzifizierungsverfahren kurz als
Maximum- oder Mustererkennungs-Methode.

Die Maximum-Methode wird bei der Fuzzy-Modellierung am besten da-
durch vorbereitet, daB die Ausgangsmenge jeder Regel als Singleton vorge-
geben wird. Es muB bei der Modellierung darauf geachtet werden, daB im-
mer mindestens eine Regel aktiv ist, da sonst keine Entscheidung gefallt
wird.

Beispiel: Bremsvorgang auf der Autobahn

Wir iibernehmen die Fuzzy-Modellierung der EingangsgroBen, die Regelba-
sis und die scharfen Eingangsgrofen wie im Beispiel des voranstehenden
Abschnitts. Dann liduft das Fuzzy-Inferenzverfahren bis zur Bestimmung
der Erfiilllungsgrade in Schritt 3 unveridndert ab.

Beziiglich unserer AusgangsgroBe, der Bremskraft K, wollen wir nun an-
nehmen, dabB diese nur in Schritten von 10% vorgebbar ist. Wir modellieren
daher unsere linguistischen Terme als Singletons wie in Bild 3.4 darge-
stellt. Auf diese Weise erhalten wir nach dem Fuzzy-Inferenzschema als Ge-
samtergebnis fiir die Fuzzy-Menge am Ausgang die beiden skizzierten ge-
kopften Singletons.

Hy Hy
1 null viertel halb  dretviertel voll .
I R
0 025F------=--=------------ I
T T T T 1 T 1 | 0
O w 1m K (%) é T T T T g L T T ](Im K (%)

Bild 3.4. Linguistische Terme fur Bremskraft (links) und Inferenzergebnis (rechts).
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Das Maximum des Zugehorigkeitsgrades wird fiir K = voll, d. h. volle
Bremskraft angenommen. Die scharfe AusgangsgriBe ist also 100%. ®

Dieses Beispiel ist fiir die Verwendung der angegebenen Methode nicht
iiberzeugend. Wir méchten jedoch ein Beispiel durch alle Defuzzifizierungs-
methoden verfolgen, da es fir die Praxis von Fuzzy-Control von entschei-
dender Bedeutung ist, welches Defuzzifizierungsverfahren zum Einsatz
kommt. Bevor wir zum nichsten Verfahren iibergehen, wollen wir noch ein
weiteres, typischeres Anwendungsbeispiel fiir die Defuzzifizierung nach
maximaler Hohe betrachten.

Beispiel: Mustererkennung

Es seien k Signalgeber vorgegeben. Ein Zustand eines beobachteten Prozes-
ses wird dann durch % Signalwerte der Signalgeber beschrieben, so daB auf
jedem Signalkanal eine Amplitudenhéhe zu dem beobachteten Zustand ge-
hort. Bild 3.5 zeigt fiir den Fall & = 4 vier verschiedene Zustinde. Jeder Zu-
stand ist als ein Muster von Amplitudenhéhen abgespeichert. Dies soll in je-
weils elf Diskretisierungsstufen von 0..10 geschehen, wobei Stufe 0 alle Am-
plitudenhohen unterhalb eines Schwellwertes zusammenfaft und in der
Musterdarstellung damit dem Zustand "nicht sichtbar" entspricht (z. B. Ka-
nal 3 bei Typ 4). Haben wir einen aktuell vorliegenden Zustand mit den ab-
gespeicherten Zustinden zu vergleichen, so sind fiir jeden Zustandstyp die
Hohen der gespeicherten Amplituden mit den aktuellen Amplituden zu ver-
gleichen. In der Praxis kann es nun geschehen, daB die erwartete Amplitu-
denhéhe - beispielsweise aufgrund von MeBfehlern - um eine Diskretisie-
rungsstufe erhoht oder erniedrigt ist. AuBerdem kann das gesamte Muster
um mehrere Diskretisierungsstufen nach oben oder unten verschoben sein.
Bild 3.6 zeigt eine solche Modifizierung der in Bild 3.5 festgelegten Muster.

Typ 1 Typ 2 Typ 3 Typ 4
: Tj
9
8
7
6
4
3
2
] 1

Bild 3.5. Mogliche Zustande der Signalgeber.

10
9
8
7 _
6
s F |
4
3
2
1 | | - |

Bild 3.6. Modifizierte Muster.
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Das Vergleichen der Muster unter der Bedingung solcher Modifikationen
hat mathematisch zur Folge, daB bei s Diskretisierungsstufen 3*(s—1) mog-
liche Modifikationen eines vorgegebenen Musters auftreten kénnen. Es liegt
daher nahe, Mustervergleiche dieser Art unter dem Fuzzy-Aspekt vorzu-
nehmen. Dazu legen wir fiir unser Inferenzschema zunichst fest

Eingangsgréffen  sind die Amplitudenhéhen auf den vier Kanilen der
Signalgeber

Ausgangsgrofle sind die Typen 1, 2, 3, 4 .
Die linguistischen Terme fiir die vier Kanile wihlen wir wie in Bild 3.7.
Dabei bedeutet mh soviel wie mittel_hoch, n niedrig usw. Da als Ausgangs-
grobe nur diskrete Alternativen fiir den Typ zur Verfiigung stehen - dies ist
typisch fiir Probleme der Mustererkennung - modellieren wir die linguisti-
schen Terme als Singletons.

A =

A\ /Y

' ‘ :3 :1 ; I ' ]0 ) 1. Kanat I ' ﬁ4 z g g ] . Kanal
m M
5 6 7 8 9 10 3. Kanal 1 2 3 45 6 7 8 9 104 Kanal

T T

1 2 4 Typnummer

1 2 3 4
| l I ]
] 3
Bild 3.7. Mustererkennung mit Fuzzy-Mengen fiir vier Typen.

Die Regelbasis soll die folgende Gestalt aufweisen:

R;: WENN 1. Kanal=n UND 2. Kanal=h UND
3. Kanal = mh UND 4. Kanal =
DANN Typnummer = 1

R, WENN 1. Kanal=mh UND 2. Kanal=h UND
3. Kanal=h UND 4. Kanal=mh
DANN Typnummer =2
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R,: WENN 1. Kanal = mh UND 2. Kanal = mn UND
3. Kanal=m TUND 4. Kanal=nh
DANN Typnummer =3

R,: WENN 1. Kanal=h UND 2. Kanal = mn UND
3. Kanal=n UND 4. Kanal =mh
DANN Typnummer =4

Als EingangsgroBe wihlen wir exemplarisch das dritte Muster aus Bild 3.6
mit den Amplitudenwerten (6, 1, 1, 6). Die Fuzzifizierung liefert zunéchst
die in Bild 3.8 dargestellten Ergebnisse.

" T —
2 3 45 6 7 8 9 103 Kana 012345*789104-‘(0”‘3'
Bild 3.8. Fuzzifizierung der Eingangsamplitudenwerte.

Die Auswertung der Regelbasis liefert fiir den Erfiillungsgrad der einzelnen
Regeln

MIN(#ln .u2h (1)’ 4mn(6)) 0
HQ-MIN(M," ), o mh(l), 4 (6)) =0
Hs—MIN(Mmh .u2mn ) m(l)’:u/;h(G)) 0.33

)

H,= MIN(#lh( ) ,Uzmn( ) ﬂSn(l ’Iu4mh(6)) 0

(Der Ausdruck g , kennzeichnet die Fuzzy-Menge n fiir den 1. Kanal usw.)

Bild 3.9 zeigt die Ermittlung der re-

sultierenden Ausgangs-Fuzzy-Menge. 1

R, ist die einzige aktive Regel und

damit automatisch die Regel mit dem

hochsten Erfiillungsgrad. Die Defuz- " 9 3 4 Typhummer
zifizierung nach dem Maximum lie-
fert also den (korrekten) Typ 3 als Er-
gebnis der Mustererkennung. ®

Bild 3.9. Ermittlung der resultierenden
Ausgangs-Fuzzy-Menge.
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Das voranstehende Beispiel zeigt, daB die Fuzzy-Inferenz auf einfachste
Weise ca. die Halfte der 3*(s—1) =3*-10 = 810 hier moglichen Fille der Mu-
stermodifikationen erkennt und unterscheidet.

Treten mehrere Regeln mit maximalem Erfiillungsgrad auf, so muB gege-
benenfalls nach einer Prioritdtenliste entschieden werden. Fiir Aufgaben
der Mustererkennung reicht beim Auftreten eines solchen Falles das Aufls-
sungsvermigen der gewihlten Fuzzy-Modellierung nicht aus. Kann die
Fuzzy-Modellierung nicht besser eingerichtet werden, so muB ein weiterer
Kanal fiir ein zusitzliches Unterscheidungsmerkmal hinzugefiigt werden.

Fassen wir die Defuzzifizierung nach der Maximum-Methode zusammen:

Defuzzifizierung nach der Maximum-Methode

¢ nur aktive Regel mit hochstem Erfiillungsgrad wird betrachtet

e Maximum der zugehorigen Ausgangs-Fuzzy-Menge bestimmt
scharfe AusgangsgriBe

¢ besonders geeignet fiir Probleme der Mustererkennung
@ einfache soft- und hardwaremiBige Realisierung
(® nur eine aktive Regel wird betrachtet

(® AusgangsgroBe unabhingig vom Erfilllungsgrad der mabBge-
benden Regel

(® es treten nur diskrete Ausgangswerte auf, d. h. bei Variation
der EingangsgréBe(n) konnen sprungformige AusgangsgroBen-
verldufe auftreten

B Maximum-Mittel-Methode

Wir verfahren bei dieser Methode wie bei der Maximum-Methode. Falls
mehr als eine Regel maximalen Erfiillungsgrad hat, werden die zu diesen
Regeln gehorenden scharfen AusgangsgréBen arithmetisch gemittelt.

Beispiel: Bremsvorgang auf der Autobahn

Wie im ersten Beispiel unter der Defuzzifizierungsmethode A sollen auf der
Ausgangsgriofe Bremskraft K nur Terme in Form von Singletons vorgegeben
werden. Als scharfe Eingangsgrofen wahlen wir jetzt jedoch
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A=200m,
G =190 km/h .

Die Fuzzifizierung (Bild 3.10) liefert in diesem Fall

A" =(0,0.5,0.5, 0, 0)

G* = (0! 0, O’ 0’ 1)

niedrig  mittel

0 i I I

i
0 100

oo G tkm/h)

G=190 km/h

Bild 3.10. Fuzzifizierung der scharfen Eingangsgrofien.

Fir die Erfullungsgrade der beiden aktiven Regeln erhalten wir
Hl = MIN(IUA mittel (200 m)’ Ha sehr_hoch(190 km/h)) = MIN(05: 1) =0.5 ’

H, = MIN(/”A niedrig(200 m), Hg sehr_hoch(lgo km/ h)) = MIN(0.5,1) = 0.5.

Beide Regeln besitzen jetzt also
den gleichen Erfiilllungsgrad. Die
zugehorigen Ausgangs-Fuzzy-
Mengen zeigt Bild 3.11. Nach der
Maximum-Mittel-Methode wird
die scharfe AusgangsgriBe K

nun bestimmt durch das arithme-
tische Mittel der zu den Single-

o] ]

T T T T T T T T T

0 50 1('30 K (%)

Bild 3.11. Ausgangs-Fuzzy-Mengen.
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tons der aktiven Regeln gehérenden scharfen Ausgangswerte:
K, = %(70% +100%) = 85%
Durch diese Methode konnen also insbesondere auch Zwischenwerte der

verwendeten Singletons auf der AusgangsgrioBe erreicht werden. H

Wir fassen die Maximum-Mittel-Methode zusammen:

Defuzzifizierung nach der Maximum-Mittel-Methode
e alle aktiven Regeln mit hiochstem Erfiillungsgrad werden be-
trachtet

¢ arithmetisches Mittel der scharfen AusgangsgroBen der akti-
ven Regeln bestimmt scharfe AusgangsgroBe

@ es sind Interpolationen méglich

® Stellen mit gleichem maximalen Erfiillungsgrad mehrerer Re-
geln, insbesondere benachbarter Regeln, sind unkritisch

(® interpolierte Werte kénnen nicht benutzbar sein

(® AusgangsgroBe unabhingig vom Erfilllungsgrad der malge-
benden Regel(n)

(® es treten nur diskrete Ausgangswerte auf, d. h. bei Variation
der Eingangsgrofe(n) kénnen sprungférmige AusgangsgroBen-
verlaufe auftreten

Die Maximum-Mittel-Methode ist nur selten sinnvoll einsetzbar.

C Akkumulationsmethode

Wir bilden zunichst ein Inferenzverfahren nach der Mustererkennungsme-
thode A. Zu jeder Regel wird in Gestalt eines Singletons ein scharfer
Ausgangwert Ay angegeben, der von einem vorhandenen (aktuellen) Wert
abzuziehen ist oder zu ihm hinzuaddiert werden mub, falls die Regel
maximalen Erfiilllungsgrad hat:

Yneu = Yalt i(Ay)

bmax
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Der Index i, kennzeichnet die Regel mit maximalem Erfullungsgrad. Es
ist bei der Modellierung der Terme auf den EingangsgroBen darauf zu ach-
ten, daB immer nur eine Regel den héchsten Erfilllungsgrad hat.

Beispiel: Bremsvorgang auf der Autobahn.

Die linguistischen Terme der Eingangsgrofen werden gemiB Bild 3.12 neu
modelliert, wobei immer der rechte Randwert zu einer Fuzzy-Menge geho-
ren soll, der linke Randwert jedoch nur im Falle des Minimums auf der
KenngrioBe. Benachbarte Fuzzy-Mengen stoBen also jeweils exakt aneinan-
der.

leAk
sehr_niedrig niedrig mittel hoch sehr_hoch
/

[ — / / /

0 T —
0 250

I T T

so0 A (M)

sehr_niedrig niedrig mittel hoch sehr_hoch

[ — / / / L

0 .
o 100 200 G (km/h)

Bild 3.12. Modellierung der Eingangsgrofienterme fiir die Defuzzifizierung
nach der Akkumulationsmethode.

I I T

Wir betrachten wieder unsere urspriinglichen scharfen EingangsgroBen
A=175m,
G =190 km/h .

Die Fuzzifizierung gemiB Bild 3.13 Liefert

A’ =(0,0.75,0,0, 0),
T" =(0,0,0,0,1).
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1&

se;lr_niedrig niedrig mittel hoch sehr_hoch

0 | R S W

T
0 A=1§5 o 250

i i | I I

se?r_niedn‘g niedrig mittel hoch sehr_hoch

0 T T T
0 100

1 T 1 T TQ(SO ¢G (km/h)

G=190 km/h
Bild 3.13. Fuzzifizierung der scharfen Eingangsgriofen.

Von unseren urspriinglich aktiven Regeln ist also nur noch R, aktiv. Diese
moge lauten

R,: WENN A =niedrig UND G =sehr_hoch DANN AK =+20

Fiir ihren Exfilllungsgrad - den wir im folgenden allerdings nicht benétigen
- konnen wir dann ermitteln

Hy = MIN(44 ioarig (1751), 126 sonr_pocs(190km /1)) = MIN(0.75, 1) = 0.75 .

Die Ermittlung der Ausgangs-Fuzzy-Menge ist bei dieser Methode nicht
notwendig. Zur Defuzzifizierung wird der alte Wert der Bremskraft K,;; um
den durch die Regel R, gegebenen Wert von AK =20% erhoht. Die daraus
resultierende Bremskraft

Kres = Kalt +20%

ist als scharfer Wert der Ausgangsgrofe bestimmt. M

Diese Defuzzifizierungsmethode beriicksichtigt ebenfalls nicht den Erfiil-
lungsgrad der maBgebenden Regel. Es handelt sich um eine Mustererken-
nung kombiniert mit der Verinderung der AusgangsgroBe. Man koénnte das
Verfahren als regelbasiertes Differenzenverfahren bezeichnen.
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Die Akkumulations-Methode auf Chips der Serie NLX der Firma
NEURALOGIX, Sanford, USA, ist funktional verdrahtet und zugunsten dieser
Firma patentrechtlich geschiitzt. Auf dieser Hardware ist auBerdem die rei-
ne Maximum-Methode, bei der zu jeder Regel ein scharfer Ausgabewert ge-
hért, realisiert. Haben alle Regeln den Erfiilllungsgrad null, so bleibt der al-
te Wert der AusgangsgrofBe unveridndert (siehe auch Kapitel 6).

Die Akkumulationsmethode in der Zusammenfassung:

Defuzzifizierung nach der Akkumulationsmethode

e geeignet fiir Probleme mit diskretem Verhalten oder Schach-
brett-Strategien

® preisgiinstige schnelle Hardwarerealisierung

(® AusgangsgroBe unabhingig vom Erfiilllungsgrad der maBge-
benden Regel

(® es treten nur diskrete Ausgangswerte auf, d. h. bei Variation
der EingangsgrioBe(n) kénnen sprungformige AusgangsgroBen-
verldufe auftreten

D Schwerpunktmethode ("Center of Gravity"-Methode)

Die Defuzzifizierung nach der Schwerpunktmethode ist das gebriauchlichste
Verfahren. Es geht auf H. WATANABE 1986 zuriick und besteht darin, dal3
der Flachenschwerpunkt der aus

allen Ergebnis-Fuzzy-Mengen der K
Regeln nach dem Inferenzschema :
resultierenden  Ausgangs-Fuzzy- "
Menge u,.. Uber der Ausgangsgré- res
Be gebildet und seine Abszisse als S? / \

. B O
scharfe AusgangsgroBe y,., be ) y
stimmt wird (Bild 3.14). Der Yies
Schwerpunktmethode liegt die ex- Bild 3.14. Defuzzifizierung nach der Schwer-
akte Formel punktmethode.

J.yures(y) dy
Vres =

[ Hrn) 9
0
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zugrunde. Die praktische Berechnung erfolgt durch numerische Integration
als approximierende Summe.

Eine meist ausreichende Nidherung wird dadurch gegeben, daB die Abszis-
sen y; der Schwerpunkte der Ausgangsmengen aller m Regeln, die dreiecks-
oder trapezférmig sein sollten, in eine mit dem Erfilllungsgrad H; gewichte-
te Summe eingebracht werden:
m
zyiH i
i=1

5

Vres = ~ H

i=1

Fiir die in Bild 3.15 darge-
stellte Ausgangs-Fuzzy-Men-

ge erhalten wir nach dieser
Niherungsformel z. B.

_yH +y,H, . N —
Yres = H +H. Bild 3.15. Anwendung der Naherungsformel fiir die
1 2 Schwerpunktberechnung.

Beispiel: Bremsvorgang auf der Autobahn

Wir wihlen wieder unsere ur-
spriingliche Konstellation aus By
Abschnitt 3.1. Als Ergebnis
der Inferenz hatten wir dort
die in Bild 3.16 dargestellte
resultierende Ausgangs-Fuz-
zy-Menge ermittelt. Die Be-
rechnung des Schwerpunktes
S ergibt einen Abszissenwert  Bild 3.16. Defuzzifizierung nach der Schwer-
und damit eine scharfe Aus-  punktmethode.

gangsgrobe von

K

=82.7%. W

res

Wegen der Bedeutung der Schwerpunktmethode zeigt Bild 3.17 noch ein-
mal im Uberblick die Arbeitsweise eines regelbasierten Systems mit den
Schritten Fuzzifizierung, Inferenz und Defuzzifizierung nach der Schwer-
punktmethode fiir den von uns gewihlten Satz scharfer EingangsgroBen.

Die Schwerpunktmethode im Uberblick:
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Bild 3.17. Verarbeitung scharfer EingangsgroBen in einem regelbasierten System mit
MAX-MIN-Inferenz und Defuzzifizierung nach der Schwerpunktmethode am Beispiel
Bremsvorgang auf der Autobahn.
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Defuzzifizierung nach der Schwerpunktmethode

e Berechnung des Flichenschwerpunktes S der resultierenden
Ausgangs-Fuzzy-Menge. Der Abszissenwert von S stellt die
scharfe Ausgangsgrife y,,, dar

@ alle aktiven Regeln gehen in die Berechnung der scharfen
Ausgangsgribe ein

® bei Variation der EingangsgroBe(n) erhilt man i. a. stetige
AusgangsgrioBenverliaufe

(® Schwerpunktberechnung numerisch aufwendig (— Rechen-
zeitproblem, speziell bei Echtzeitanwendungen)

(® Hardwarerealisierung aufwendig

(® nicht der gesamte AusgangsgroBenbereich kann erreicht wer-
den (siehe Abschnitt 5.2)

(® bei nur einer aktiven Regel mit symmetrischer Ausgangs-
Fuzzy-Menge ist die scharfe AusgangsgréBe unabhingig vom
Erfiillungsgrad der Regel (siehe nachfolgendes Bild)

M il
1 _H09 _ 1 R
s H=02 , i
0 T 0| s N
y v y
Vies Yies

E Schwerpunktmethode fiir Singletons

Diese Defuzzifizierungsmethode kann nur angewendet werden, wenn die
Terme auf der AusgangsgroBe Singletons sind. Es wird dann fiir jede Regel
R, der Erfullungsgrad H; mit dem Modalwert y; des Singletons in der Regel
multipliziert. Diese Produkte H; y; werden tiber alle Regeln aufsummiert
und durch die Summe der Exrfullungsgrade H; dividiert:
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m

H;y;
=1

— _i=
Yres = m

S
i=1

Es liegt ein Entartungsfall der Schwerpunktmethode vor, der dort als Néahe-
rungsformel genutzt wird.
Beispiel: Bremsvorgang auf der Autobahn.

Wie im ersten Beispiel bei Methode A sind die Terme auf der Ausgangs-
groBe Bremskraft als Singletons zu definieren. Fiir die EingangsgrifBen

A=175m,
G =190 km/h

erhalten wir die fuzzifizierten Werte
A" =(0,0.75,0.25, 0, 0),
G"=(0,0,0,0,1).

Bild 3.18 zeigt die resultieren- Hy

de Ausgangs-Fuzzy-Menge. Wir

N ]
kénnen ablesen

H, =025, y, =70%, 1
H,=0.75, y, =100%. O T T T T T T T T 0 K (%)

und erhalten damit fir die Bild 3.18. Resultierende Ausgangs-Fuzzy-Menge.
scharfe Ausgangsgrife nach obiger Gleichung

~0.25-70%+0.75-100%

Yoes = =92.5%.
: 0.25+0.75

Wir sehen, daB sich dieses Ergebnis sehr von dem bei der Schwerpunktme-
thode D ermittelten unterscheidet. ®

Fassen wir die Schwerpunktmethode fiir Singletons zusammen:

Schwerpunktmethode fiir Singletons

® einfachere Berechnung gegeniiber der allgemeinen Schwer-
punktmethode

(® Verlauf der Ausgangsgriofe nicht transparent
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F Lineare Defuzzifizierung ("Methode F")

"Methode F" besteht in ihrer allgemeinsten Form darin, daB die resultieren-
de Fuzzy-Menge als Ergebnis des Fuzzy-Inferenzschemas aller Regeln mit
aufsteigenden bzw. absteigenden Abszissen der AusgangsgroBe solange
durchlaufen wird, bis jeweils der erste
Zugehorigkeitsgrad erreicht ist, der A
mit dem maximalen Erfillungsgrad al-
ler Regeln ubereinstimmt. Die Defuzzi-
fizierung nach der Methode F geht auf
einen der beiden Autoren zuriick und
ist urheberrechtlich zugunsten der Fir-
ma ZETEC, Dortmund, geschiitzt.?

¥, ¥ x Y
Ist die Ausgangs-Fuzzy-Menge ein in mlnd;l ’ i'/r Vo

der Hohe H abgeschnittenes Dreieck

(Bild 3.19), so erhalten wir die beiden Bild :3..19. Defuzzifizierung linear links
Alternativen, die auch als F),  und und linear rechts.

F,cnts bezeichnet werden

YVeee =N = Yo +(1=H)(y,5n — o) lineare Erniedrigung

Yres = Yr = Yo +(1_H)(ymax _yO) lineare ErhOhung

Sind die Flanken der Fuzzy-Mengen gekriitmmt, so ist die Defuzzifizierung
nicht mehr linear. Mit dieser Methode kann die Ubertragungskennlinie ei-
nes Fuzzy-Controllers nach unterschiedlichen mathematischen Verfahren
approximiert werden (siche Abschnitt 5.4.2).

Beispiel: Bremsvorgang auf der Autobahn

Wir erhalten eine bis auf die By
Defuzzifizierung identische Ver-
arbeitung der Eingangsgrofen
wie in Bild 3.17 dargestellt. Die
Defuzzifizierung der resultie- _
renden Fuzzy-Menge zeigt Bild 0 ' 50 PDOK (%)
3.20. Wir ermiteln die beiden Lol

Alternativen | r
Bild 3.20. Defuzzifizierung zur Ermittlung der

K,. =K, =85% scharfen Ausgangsgrofe.
K. =K, =100%.

8 Der Autor dankt an dieser Stelle der VW-Stiftung fiir die groBe finanzielle Unterstiit-
zung anlédBlich eines Gemeinschaftsprojekts "Integrierte Schaltungen mit modifizierten
Fuzzy-Zellen" an der Universitat Dortmund zusammen mit Prof. K. Goser (ET) und Prof.
K. StrauB} (CT).
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Welche der beiden AusgangsgriéBenalternativen im konkreten Fall gewahlt
werden sollte, hangt von der Problemumgebung ab. #

Wir fassen Methode F zusammen:

Defuzzifizierung nach "Methode F"

® einfache Berechnung
® Erfillungsgrad H geht in Berechnung ein
® einfache Hardware-Realisierung (Patent)

(® nur die Regeln mit maximalem Erfiillungsgrad gehen in die
Bestimmung der scharfen AusgangsgroéBen ein

(® die Fuzzy-Modellierung erfordert etwas mehr "Nachdenken"

G Gewichtete Defuzzifizierung

Etwa in Expertensystemen konnen Regeln verschiedener Experten iiber ein
und denselben Sachverhalt vorliegen. Diese Regeln konnen mit Gewichten
wy, ..., w, abhangig von der Glaubwiirdigkeit der Experten belegt sein und
werden zu seinem Teilsystem zusammengefaBt. Es interessiert dann nur
ein gemeinsamer Erfiilllungsgrad H fiir das Teilsystem, der nach Gewich-
tung und unterschiedlich kombinierten Verkniipfungen des MIN- und
MAX-Operators errechnet wird:

q

ZwiHi

H: i=1

i=1

Anwendungen dieser Methode sollen hier nicht behandelt werden, da sie
derzeit im Bereich Fuzzy-Control keine Bedeutung haben (siehe [ZIM91]).
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3.3 Variationen des Inferenzschemas

Wie bei der Defuzzifizierung gibt es auch fiir das Inferenzschema selbst un-
terschiedliche Variationsmoglichkeiten, die darin bestehen, daB fir die
Realisierung der Verkniipfungen UND, ODER, WENN... DANN... andere
Operatoren als die bisher von uns benutzten herangezogen werden. Wir
hatten gewahlt

UND-Verkniipfung: MIN-Operator
ODER-Verkniipfung: MAX-Operator
WENN... DANN...-Verkniipfung: MIN-Operator

Das auf diesen Operatoren begriindete Inferenzschema ist das im Bereich
Fuzzy-Control weltweit am meisten benutzte Schema. Es geht auf ZADEH
und MAMDANI zuriick (siehe [ZAD73], [MAM75]).

Hauptvorteile dieser Kombination von Operatoren sind:

e Thre Eigenschaften sind umfassend untersucht.

e Die Realisierung in Software und Hardware ist gleichermaBen einfach
und preisgiinstig.

Die Ersetzung der Operatoren im Inferenzschema ist fiir eine vorliegende
Problemumgebung zu entscheiden. Hier kénnen nur wichtige Hinweise dar-
auf gegeben werden, was bei einer solchen Ersetzung zu beachten und mit
welchen Unterschieden durch die Operator-Eigenschaften zu rechnen ist.

Grundlegend sind die Verkniipfungen UND, ODER und WENN... DANN...
immer so zu wihlen und zu kombinieren, daB das Inferenzschema die Ge-
setze der Fuzzy-Logik (siche Abschnitt 2.4) erfiillt. Insbesondere mufl der
Modus Ponens gelten, da sonst kein fuzzy-logisches SchlieBen méglich ist.

Zunichst denken wir an eine Ersetzung der Operatoren fiir UND und
ODER. Dies hat paarweise im Sinne von logischen Gegenstiicken zu gesche-
hen. Ein Ansatz, der als Grenzfille den MIN- bzw. MAX-Operator enthalt,
wird durch FUZZY-UND und FUZZY-ODER gegeben:

FUZZY-UND:
ey (), 1 (1)) = y MIN(gyy (), pay(0)) +%(1— P () + py(x)), 7€ [0, 1]
FUZZY-ODER:

!‘(#1(3‘7), /12(35)) = }/MAX(:ul(x)’ Ho (x)) +%(1 - 7)(/11(35) +ﬂ2(x)), V€ [0’ 1]
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Wir kénnen folgende Grenzfille erkennen:

y=1:. FUZZY-UND — MIN-Operator
FUZZY-ODER — MAX-Operator

y=0: FUZZY-UND — arithmetisches Mittel
FUZZY-ODER —  arithmetisches Mittel

Eine beliebige Einstellung zwischen UND und ODER erlaubt der y-Opera-
tor

(%), 1(20)) = (1 (), p1a(2) 7 (1= (1= iy ()1~ (), 7 € [0, 1].

Ein systematisches Verfahren, zu Paaren von UND- und ODER-Operatoren
zu kommen, besteht darin, mathematische Forderungen aufzustellen und
dann Losungen dafiir zu finden. So gelangen wir zu den Operatorenklassen
T-Normen und T-Konormen, wobei das T fiir ¢triangular steht und den Zu-
sammenhang mit der Dreiecksnorm in der Mathematik andeutet.

T-Normen sind Operatoren zur Modellierung der Durchschnittsbildung
zweier Fuzzy-Mengen bzw. der UND-Verkniipfung zweier unscharfer Aus-
sagen. Der MIN-Operator gehort zur Klasse der T-Normen. T-Normen erfiil-
len folgende Eigenschaften:

« T(0,0)=0; T(z(x),1)=T(1, 1 (x)=p (x) , x € G,

o T(y (%), 1)) < Ty (x), 1 (x)) falls g1, (x) < pa(x) und 1y () < g1, (x)
(Monotonie)

o Ty (x), a5 () =T (pa5 (), p1y (x)) (Kommutativgesetz)

o Ty (), T(pg(x), 115(x))) = T(T 11y (x), p15(x)), is(x) ~ (Assoziativgesetz)

Wichtig ist insbesondere das Assoziativgesetz, da es die rekursive Verkniip-
fung von Fuzzy-Mengen erméglicht.

T-Konormen, auch S-Normen genannt, sind demgegeniiber Operatoren zur
Modellierung der Vereinigung zweier Fuzzy-Mengen bzw. der ODER-Ver-
kniipfung zweier unscharfer Aussagen. Der MAX-Operator gehort zur Klas-
se der T-Konormen. T-Konormen erfiillen folgende Eigenschaften:

«S(L, D=1 S(ﬂl (x), O)ZS(O’ ,ul(x)):;ul(x) , xe G

o S(a (%), p15(x)) < Spa5 (), 14 (x)) falls g1, (x) < p15(x) und gy (x) < ()
(Monotonze)
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o S(py (), p15 (%)) =S(p15 (%), g1, (x)) (Kommutativgesetz)

o S (%), S(pa(x), p15(x))) = S(S(pay (%), 15 (x)), 13(x)) ~ (Assoziativgesetz)

T-Normen und T-Konormen sind logische Gegenstiicke auf den klassichen
Wahrheitswerten der zweiwertigen Logik:

T(/vll(x)’ ,Uz(x)) = 1_S(1_.”1(x)» l‘ﬂz(x))

Thre gegenseitige Ersetzung geschieht mit der Komplementbildung 1- ... aus
Abschnitt 1.2 im Sinne des NICHT-Operators.

Es gibt viele Paare von Funktionen, die als T-Norm und dazugehérende S-
Norm auftreten. Wir listen die wichtigsten Paare im folgenden auf.

¢ MIN- und MAX-Operator:
T(p1y(x), 1y (x)) = MIN(ps; (x), 15 (x))
S (), p12(2)) = MAX (1 (x), p15(x))
e Drastisches Produkt und drastische Summe:

MIN(g (x), 15(x)) wenn MAX(u,(x), p1,(x))=1
0 sonst

T (1 (%), pQ(x))={

MAX (g (x), t5(x)) wenn MIN(z, (x), 5 (x)) =0
1 sonst

S(uy (x), o (x))={

e Abgeschnittene Differenz und abgeschnittene Summe, auch: LUKA-
SIEWICZ-UND und -ODER

T (4 (%), p(x)) = MAX(0, gy (x) + pp () - 1)
S (x), 1 (%)) = MIN(L, g1, () + py (%))
¢ Einstein-Produkt und Einstein-Summe:
T (x), p1.(6)) = (11 () pt5 (o)) 1 (2 = (g () + 115 () = gty ()12 ()
Shay (%), 1)) = (11, (0) + p1.(0)) | (14 41y () ()
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e Algebraisches Produkt und algebraische oder direkte Summe:

T (1, (x), py (%)) = pay (%) (x)
Sy (x), p15(x)) = gy () + (%) = a1y () 2 ()

e Hamacher-Produkt und Hamacher-Summe:

T (1 (%), p15(x)) = (g ()1 ) | (g () + g (26) = g () g ()
S (%), 12 (x)) = (111 () + pa () = 20, (0)pag (20)) 1 (1= 1y () (x0))

e Yager-Operatoren

1
T((x), p5 (%) =1—MIN[[(1_ﬂl(x))P +(1_#2(x))p],,’ 1]

!
S (%), py(x)) = MIN((M (X) + 1y (x)p)p’ 1]

Dabei ist p eine reelle Zahl gréBer als Null.

MIN- und MAX-Operator sind das einzige Paar von T-Norm und S-Norm,
fir das das Distributiv-Gesetz

T(a, S(b, ¢)) = S(T(a, b), T(a, c))
gilt, d. h.
MIN(a, MAX(b, c)) = MAX(MIN(a, b), MIN(a,¢))  (Bild 3.21)

a p——]

b—> MIN — MIN —L

o] MAX G_E: MAX |—»
o MIN j

Bild 3.21. Distributivgesetz.

Nur dieses Paar eignet sich fiir eine Parallelisierung des Inferenzschemas.
Alle anderen Paare von T-Normen und S-Normen erfiillen die Eigenschaft
der Distributivitit nicht. Sie sind daher nicht fiir eine Parallelverarbeitung
geeignet. Das algebraische Produkt und die algebraische Summe zeichnen
sich durch die Eigenschaft der strengen Monotonie aus.
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Alle anderen Operatoren haben die unschéne Eigenschaft, dal sie ganze
Bereiche ignorieren, d. h. einebnen, in denen dann keine Informationen
durchgelassen werden. Dies zeigen wir an einem Beispiel.

Beispiel: Wir betrachten die
LUKASIEWICZ-Operatoren der ab- H

geschnittenen  Differenz  als 1 ODER T8

UND-Operator und der abge-

schnittenen Summe als ODER- Ky
) 05

Operator auf Fuzzy-Mengen. Die UND

LUKASIEWICZ-Operatoren wirken
wie Filter, die Héhen und Tiefen
unterdriicken (Bild 3.22). = Bild 3.22. LUKASIEWICZ-Operatoren.

FUZZY-UND und FUZZY-ODER sowie die y-Operatoren erfiillen nicht die
Eigenschaft der Assoziativitit. Sie sind nur geeignet, wenn einzig und al-
lein zwei Informationen zu einer einzigen zusammengefat werden und
dann erst das Ergebnis an ein Fuzzy-Inferenzschema tibergeben wird (z. B.
Entscheidungen beim Kreditwesen). Der Parameter y ist eine GriBe, die
leicht einem LernprozeB unterworfen werden kann (siehe Abschnitt 8.2).

Die bekannteste Variation des Inferenzschemas ist die MAX-PROD-Infe-
renz. Sie benutzt die Operatoren

UND-Verkniipfung: MIN-Operator
ODER-Verkniipfung: MAX-Operator
WENN... DANN...-Verkniipfung: Algebraisches Produkt

Zur Ersetzungsregel

Implikation.  WENN A DANN B
Faktum: A' gilt

Schluf: DANN gilt B'
gehort das MAX-PROD-Inferenzschema

pp(3) = MAX(MIN(u . (%), 1z (, 3)))

xeG,
= MAX(MIN(u . (x), 14 (%)) 15(5)),
das sich fiir die scharfe EingangsgroBe x’ verjiingt zu

#B'(.’)’) = #R(x': y)
= pa(x) up(). (Bild 3.23)
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Wie in Abschnitt 2.3 ist hier 1, (x’) der Erfiillungsgrad der Regel WENN A
DANN B, mit dem die Fuzzy-Menge up in der Konklusion der Regel multi-
pliziert wird. Die Fuzzy-Relation R der Regel ist in diesem Fall jedoch gege-
ben durch

,UR(x: y) =/1A(x)‘#3(y)-

Das Kreuzprodukt zur Bildung der Fuzzy-Relation wird also hier ersetzt
durch das algebraische Produkt. Bild 3.23 zeigt MAX-MIN-Inferenz und
MAX-PROD-Inferenz fiir den Fall einer scharfen Eingangsgrofe und einer
Regel anhand des frither besprochenen Beispiels Erhitzen von Wasser im
Vergleich.

i WENN... Ay DANN...

14 14

0 1 T | 0 = T
0 " T "0 W
Ky Ay,

1 14

0 T T | I 0 I | |
0 00 T 100 W

Bild 3.23. Vergleich zwischen MAX-MIN-Inferenz (oben) und MAX-PROD-Inferenz
(unten).

Andere Inferenzschemata sind bisher in Fuzzy-Control nicht in Gebrauch.



