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Le th~or~me des vari~t~s d'Eilenberg ~tablit une correspondance bijective 

entre certaines classes de langages reconnaissables, les vari~t~s de langages, et 

cettaines classes de monoldes finis, les vari~t~s de monoldes. II est donc naturel 

que les operations sur les vari~t~s de langages correspondent g des operations sur 

les vari~t~s de monoldes. Expliciter cette correspondance pour diverses operations 

constitue un probl~me fondamental qui int~resse ~ la fois la classification des lan- 

gages reconnaissables et celle des monoldes finis. Ce probl~me a ~t~ rgsolu pour 

les morphismes litt~raux (ou strictement alphab~tiques) et les substitutions inverses 

([6], [7], [ 10], [ 15], [ 18]), pour le produit de concatgnation [ 17] et pour le pro- 

duit non-ambigu et ses variantes [12]. Dans chaque cas, fair remarquable, l'op~ration 

correspondante sur les vari~t~s de monoldes ~tait d~j~ connue ant~rieurement, mais 

pour d'autres raisons. 

~n peut aussi partir d'une operation sur les vari~t~s de monoldes et tenter 

de d~terminer l'op~ration qui lui correspond sur les vari~t~s de langages. Dans ee 

domaine, les operations du type V ~ W-Iv et V ~ V * W (o3 W est une vari~t~ de 

semigroupes dans le premier cas, de monoldes dans le second cas) semblent particuli~- 

rement importantes. Ainsi l'op~ration V ~ A-Iv (o3 A d~signe la vari~t~ des semi- 

groupes ap~riodiques) correspond au produit de concatenation et l'op~ration V ~LI-Iv 

(o3 LI d~signe la vari~t~ des semigroupes localement triviaux) correspond au pro- 

duit non-ambigu. L'op~ration correspondant ~ V ~ Nil-Iv n'est en revanche pas enco- 

re connue mais sa connaissance permettrait probablement de fournir une nouvelle 

d~monstration du th~or~me de Simon sur les langages testables par morceaux. Par 

ailleurs, des travaux r~cents de Straubing (~ paraltre) montrent que l'op~ration 

V -+ V*LI joue un rSle important dans l'~tude des hierarchies du type de celle de 

Brzozows~i [2]. 

Dans cet article, nous nous intgressons plus particuli~rement g l'op~ration 

V ~ V,A, qui ~ une vari~t~ de monoldes ~, associe la ~ari~t~ V__*A engendr~e par les 

produits semidirects de la forme M*N o3 M est un monolde de V et o~ N est un 

mono~de ap~riodique. Cette operation, bien qu'~tudi~e depuis fort longtemps en liai- 

son avee la th~orie de la complexit~ des semigroupes (au sens de Krohn et Rhodes, 
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cf. [19]) est encore fort mal connue° Malgr~ ce handicap, nous dgcrivons comp!~tement 

l'op~rat$on sur les vari~t~s de langages qui lui est associ~e, et qui ne fait inter- 

venir que des operations ~l~mentaires connues : le produit d'une lettre par un lan- 

gage et les morphismes injectifs (ou c pda~es) prefixes purs (i.e. !es morphismes 

A ~ B* injectifs E : ~ tels que le langage A~ soit un code pr~fixe pur). A titre 

d'application, on en d~duit une description de la vari~t~ des langages dont le monol- 

de syntaetique est de complexit~ < I. Ce dernier r~sultat laisse entrevoir de nouvel- 

les m~thodes d'approche pour r~soudre la question suivante~:ouverte depuis quinze 

ans ([3] et [19]) : peut-on d~cider si la complexit~ d'un mono~de est ~ ! ? 

Les d~monstrations font appel soit ~ des m~thodes r~centes, telles que la 

simulation d'un automate par un code ([9], [IO], [II]), soit ~ des m~thodes plus 

anciennes mais r~cemment perfectionn~es, par exemple le principe du produit semi- 

direct [16] ou l'utilisation des transd~etions pour l'~tude des operations [I]. 

Notons que la m~me technique permettrait d'~tudier les operations du type V ~ V*W 

pour d'autres vari~t~s W : ef [13]. 

I. Pr~liminaires 

Nous nous limiterons ~ quelques rappels. Pour plus de d~tails, le lecteur 

pourra consulter les livres de Berstel [I], Eilenberg [4] ou Lallement [5]. 

Une vari~t~ de monoldes (semigroupes) est une classe de monoldes (semi- 

groupes) ferm~e par division et par produit direct fini. En particulier, la vari~t~ 

des monoldes (semigroupes) ap~riodiques (ou "group-free" en anglais) sera notre A, 

et celle des groupes, G. 

Une vari~t~ de langages ~ associe ~ hhaque alphabet A une alg~bre de 

Boole A*~ telle que : 

(I) Pour tout alphabet A, si a c A et si L ~ A~, alors a-|L, La -I • A*~Y 

A* B* (2) Si ~ : ~ est un morphisme de monoldes, L • B~ entraine I~ -I ~ A*~7 

Le th~orgme des vari~tgs d'Eilenberg assure l'existence d'une correspondance 

bijective entre varigt~s de monoldes et vari~t~s de langages. Dans la suite, le terme 

"varigt~ eorrespondante" fera toujours r~f~rence ~ ce th~or~me. 

Si Vet W sont deux vari~t~s de monoldes, on note V*W la vari~t~ engen- 

drge par les produits semidirects M*N avec M • V et N • W. Soit V une vari~t~ 

de semigroupes. Un morphisme de mono~des ~ : M ~ N est un V--morphisme si pour 

tout sous-semigroupe N' de N ~l~ment de ~, N'~ -I • ~. Si W est une varigt~ de 

monoldes, on note V-Iw la vari~t~ engendr~e par les monoldes M tels qu'il existe 

un V_-morphisme ~ : M ~ N avec N • W. En particulier, Straubing [17] a montr~ 

que si ~ est la vari~t~ de langages qui correspond g V, A-Iv est la vari~t~ de 

monoldes qui correspond g la fermeture de ~ par produit de concatenation. 

Un code pr~fixe est une partie P de A + telle que u,uv e P entraine 

v=]. 
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A* * Nn morphisme ~ : ~ B est appelg eodage pr~fixe si A~ est un code prgfixe : 

dans ce cas, ~ est ngcessairement un morphisme injectif. Un code (pr&fixe) P est 

dit pur si u n ~ P* entraine u ~ P*. On dgmontre qu'un code fini P est pur si 

et seulemmnt si le monolde syntactique de P* est ap~riodique. 

On notera U] le monolde {0,]} muni de la multiplication usuelle des entiers 

et MoN le produit en couronne du monolde M par le monolde N. 

A* Enfin, on rappelle qu'un morphisme q : ~M reconnait un langage L 

s~il existe une pattie P de M telle que L = P~-]. On dit aussi dans ce casque 

M reconnait L. 

2. R~sultat principal 

Darts tout ce qui suit, V est une vari~t~ de monoldes et ~ est la vari~tg 

de langages correspondante. Le r~sultat qui suit donne une description de la varigt~ 

correspondant ~ V*A. 

Th~orgme 2.1 La varigtg de langages correspondant ~ V*A est la plus petite vari&tg 

satisfaisant les conditions suivantes 

(I) Pour tout alphabet A, A*~Y contient les langages de la forme L~ o~ L c B*qY 

et oQ ~ : B* ~A* est un codage prgfixe pur. 

(2) Pour tout alphabet A, si L e A~ et a ~ A, alors aL ~ A*~Y 

dant 

langage 

L ~ aL 

De fa~on moins formelle, on peut dire que la varigt~ de langages correspon- 

V*A est la plus petite ~arigtg contenant les langages L~ o~ L est un 

de ~ et ~ un codage pr~fixe pur et qui soit fermge pour l'op~ration 

o~ a est une lettre, 

La preuve s'appuie sur les rgsultats suivants : 

Proposition 2.2 Soit L c A* un langage et a une lettre de A. Si le monolde M 

reconnait L, le monolde (MxU])oU] reconnait aL. 

Proposition 2.3 Soit e : A* ~ B* un codage pr~fixe pur. Si I~ monolde M recon- 

nait L, alors L est reconnu par MoN, o3 N est un monolde apgriodique ne dgpen- 

dant que de 5. 

La m~thode de demonstration de ee type de rgsnltats est expos&e en dgtail 

en [14] ou en [ |3]~ L'idge principale consiste g consid~rer l'opgration ~tudi&e 

(idi L ~aL et L ~ L~) comme l'inverse d'une transduction. Ii est g noter que le 

produit de Sch~tzenberger de deux mono~des, qui est la construction "classique" pour 

l'gtude du produit de concatgnation, ne permet pas d'obtenir la proposition 2.2. 

Le principe du prodnit semidirect, que nous ~non£ons ci-dessous, est une 

version simplifige du "wreath-product principle" de Straubing [16], qui est lui- 

m~me le premier ~noncg complet d'un rgsultat utilisg ant~rieurement dans des cas 
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particuliers, notamment par A. Meyer et Brzozowski-Simon. 

Soit ~ : A* ~ M*N un morphisme de A* dans un produit semidirect de monol- 

des et soit w : M*N ~ N la projection canonique. On a alors, en posant B = NxA et 

%0 = NZ : 

Proposition 2.4 (Principe du produit semidirect) Si L est reconnu par ~, alors L 

est r6union de langages de la forme X n ¥o -! o8 X c A* est reconnu par N, Y c B* 

A* B* est reconnu par M et o~ o : ~ est la fonct~on s6quentielle d6finie par 

]d = l et (ala2...an)~ = (],al)(a1{ ~ a2)...((ala2...an_l)~, an) 

(mo,no)~ -] Dgmonstration Ii suffit d'6tablir !e r6sultat dans le cas o8 L = pour 

un certain (mo,no) { M*N. Selon l'usage, nous noterons additivement le monolde M 

et par juxtaposition l'action de N sur M. Soit ~ : B = NxA ~M d6fini par 

(t,a)~ = tm oN m est la premi6re composante de a~ (i.e. a~ = (m,n) pour un 

certain n e N). Posons X = m ~-l et Y = n -l. X est donc reconnu par N et Y 
o O 

par M. II vient X n y -l {al'''ak ~ A*I(a]'''ak)~ ~o et (a]...ak~ = mo } 

Or, en posant ai8 = (mi,ni) , on a successivement 

et 

(a]...ak)o~ = ((l,a])(al~,a2)...((al...ak_l) ~, ak))e 

= (],al)~+(a1~a2)~ ...+((a].--ak_l)~,ak)~ 

= m] + n I m 2 +...+ nl...nk_]m k 

(al...ak) ~ = nln2...n k 

On en d6duit ((al...ak)d~ , (al...ak)~) = (al...ak)~ d'o~ finalement 

X 6 Yo -l = (mo,no)~ -l, ce qui d6montre la proposition. 

Preuve du th6orgme 2.1 

On notera M(L) le monolde syntactique de L. Soit ~ (~) la vari6t6 corres- 

pondant ~ V*A (V) et soit ~ la plus petite vari6t6 de langages satisfaisant les 

conditions (]) et (2) de l'6nonc6 du th6or~me. 

Si L ~ A*~ et a ~ A, on a d'apr~s 2.2, 

M(aL) < (M(L) x Ul) o U] 

Comme M(L) ~ V*A et que U] c A~ on a aussi Z(aL) £ V*A et donc ~ satis- 

A* B* fait la condition (2). De m@me, si ~ : ~ est un codage pr~fixe pur, on a 

d'apr~s 2.3, 

M(Im) <M(L) o N pour un certain N [ A 

et donc M(L~) ~ V-A, ce qui montre que q~ satisfait la condition (]). On en d6duit 

finalement ~ c II. 
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L'inclusion opposge est plus difficile ~ gtablir. La premiere grape est cons- 

tituge par le lemme suivant : 

Lemme 2.5 ~IY contient la vari~tg des langages apfiriodiques. 

B* A* Preuve Soit P un code pr~fixe fini pur sur un alphabet A et soit ~ : 

un morphisme de codage tel que Be = P. Alors B* e B*qfff par dgfinition d'une varifi- 

tg et donc B~ ~ = P* c A~ d'apr~s la condition (I) du th~orgme I. Or d'apr~s un 

rgsultat de [II] la varigt~ des langages ap~riodiques est la plus petite varifit~ 

contenant les langages P avec P prgfixe fini pur. (En fait l'~noncfi original 

est donng pour les +varifitgs, mais le rgsultat dont nous avons besoin s'en d~duit 

aisgment). 

Soit maintenant L e A% . Ii existe alors M e V et N c A tels que L 

soit reconnu par n : A* ~ M*N. D'apr~s le principe du produit semidirect, L peut 

s'gcrire comme union de langages de la forme X n y -I avec X c A* reconnu par N, 

Y c B* reconnu par M, B = NxA et oh ~ est la fonction sgquentielle dgfinie 

plus haut. Puisque N e A, on a X e A*~g d'aprgs le lemme 2.5. D'autre part, 

puisque M ~ V, onlY ~ B~ et il suffit d'~tablir que yo -I ~ A*~r 

-I 
L'fitape suivante consiste g d~composer la transduction 

Posons N = {Zo,Zl,...,z n} oh z 0 = I, neutre de N ~. On d~finit une action de A 

sur {O,l,...,n} en posant, pour 0 < i ~n,Zia = zi(a~ ). Soit~une fonction de N 

dans N satisfaisant les conditions : 

(1) or = o 

(2) aT + br = CT + dr entraine {a,b} = {c,d) 

Une telle fonction existe, par exemple nT = 2n-l. Finalement, posonm C = A u {c} 

oh c est une nouvelle lettre. Le rgsultat (non trivial) suivant est d~montr~ en [9] 

B* C* Proposition 2.5 Si N est apgriodique, le morphisme ~ : ~ d~fini par 

(zk,a)e = ckTac n~-kar est un codage prgfixe pur 

A* C* n.~ Ii reste ~ d~finir un morphisme y : ~ par ay = c a et on obtient 

la d~composition souhait~e : 

Proposition 2.6 Pour tout langage Y de B , on a l'figalit~ : 

y - I  = ( c n T ( ( y ~ ) ( c * ) - l ) ) y - 1  

Preuve Soit u = (zil'al)'''(Zin 'ar)" On a 

cnT ((ue) (o*) -| ) {cnT+~ • T n~-i~iT i~ n% " cj = alc c a2c -i2a2l...clrTar 

[0 < j ~nt - irarT} 
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Par consequent [ cnl (~) (c~)-i] -I y est vide sauf dans le cas o3 

il~@ ~ 0 ilalZ = i2z ... ir_lar_iZ = ir ~ 

i.e. i I = 0 i 2 = ila ! ... i r = ir_lar_ ] 

Dans ce dernier cas, on a 

(cnT(u~)(c) ~y< = al...a r 

-i 
Par ailleurs, uo est vide sauf dans le cas o3 

u = (.1,a|)(aiB,a2).,. ((al...ar_l)B,ar) 

c'est-~-dire dans le cas o3 

• = = ... = z i (ar_]B) zli l zi2 Zil(a~B) Zir r-l 

soit encore dans le cas o3 

i I =0 i 2 = ila I ... i r = ir_lar_ I 

-I 
Dans ce dernier cas, on a ~ = al...ar, ce qui gtablit la proposition 2'~6 

On voit que les operations utilisges dans la dgcomposition de 0 -I sont 

soit des operations de vari~tgs (L ~ L(c*) -let L ~ Ly -I ) soit l'une 

des operations de codage pr~fixe pur (L ~ L~) ou de produit ~ gauche par une lettre 

(L ~cL). On en d~duit, puisque Y ¢ B~ c B*~ , que y -l ~ A*~ ce qui conclut la 

preuve du th~or~me 2.1, 

Voici une version un peu plus faible du th~or~me 2.1 : 

Corollaire 2.7 La vari~t~ de langages correspondant ~ V*A est la plus petite vari6tg 

contenant ~ qui soit ferm~e par codage pr~fixe pur et par l'opgration L ~ aL o3 

a est une lettre. 

Preuve La seule chose g v~rifier, par rapport au th~or~me 2.1, est que la vari~t~ 

correspondant g V*A soit ferm~e par codage prgfixe pur, ce qui r~sulte de la propo- 

sition 2.3. 
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3. Lien avec la complexit6 des semigroupes 

D6finissons une suite eroissante de varigt6s 

-oV- = A et --nV+] = V *G*A 
-- --n -- -- 

V par les formules : 
--il 

On peut 6noncer le th6or~me classique de Krohn et Rhodes sous la forme sui- 

vante : tout mono[de (fini) M appartient g l'une au moins des vari6t~s V . Le plus 
--n 

petit entier k tel que M e ~k est appel6 la complexit6 de M. II d6coule ~gale- 

ment des r6sultats g6n6raux de la th6orie de la complexit6 (cf. Tilson [19]) l'im- 

portante 6galit6 : 

pour tout n ~ O, A-IV = V . 

IIen r6sulte en particulier, d'aprgs le r6sultat de Straubing rappel6 plus 

haut, que les vari6t6s de langages correspondant aux vari6tgs V sont ferm6es par 
-all 

produit. Compte tenu de la proposition 2.3, on peut donc 6noncer : 

Proposition 3.1 Pour tout n ~ O, la vari6t6 de langages correspondant ~ V est 
--!i 

ferm@e par produit et par codage pr6fixe pur. 

La vari6t6 ~I peut @tre gtudi~e de fagon plus complgte. Rappelons qu'un 

langage ~ groupe est un langage dont le monolde syntactique est un groupe. On d6duit 

alors du th6orgme 2.1 le 

Th6or~me 3.2 La vari6t6 de langages correspondant ~ ~I est la plus petite varigtg 

de langages contenant les langages g groupe qui soit ferm6e par produit et par codage 

pr6fixe pur. 

On peut am~liorer le th~or~me 3.2 en remplagant les langages ~ groupe par 

une famille de langages explicitement donn6e. Pour cel~, nous aurons besoin d'un 

r6sultat de [8], dont une version moins precise est donn6e en [9] 

Proposition 3.3 Soit n un entier positif et soit M un monolde de V . 
--n 

II existe alors un code pr6fixe fini P effectivement constructible te~ que 

(I) M divise le mono~de syntactique N de P 

(2) N c v --n 

En appliquant ce rgsultat g V = V] et ~ M = ~n' le groupe sym6trique sur 

n lettres, on obtient le code P construit sur l'alphabet A = ~a,b} et d6fini 

par les formules : 

2 i 2 n_2i+l 2 n )n J n 
Pn+] = {a ba ~ O~ i ~ n-l} u {a ba- -I b2a2n-2, ab2a 2 -I} 

u { a21-1b2a2n-21 [ 2 ~ i ~ n} 
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On en d~duit finalement : 

Thgor~me 3.4 La vari~tg de langages correspondant 

de langages contenant les langages 

codage prgfixe pur. 
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