LANGAGES RECONNAISSABLES ET CODAGE PREFIXE PUR

Jean~Eric PIN

Université Paris VI et CNRS, Tour 55-65, 4& &tage
4 Place Jussieu 75230 Paris CEDEX 05 ~ FRANCE

Le théoréme des variétés d'Eilenberg &tablit une correspondance bijective
entre certaines classes de langages reconnaissables, les variétés de langages, et
certaines classes de monoides finis, les variétés de monoides. Il est donc naturel
que les opérations sur les variétés de langages correspondent 3 des opérations sur
les variétés de monoides. Expliciter cette correspondance pour diverses opérations
constitue un probléme fondamental qui intéresse & la fois la classification des lan-—
gages recomnaissables et celle des monoides finis. Ce probléme a &té résolu pour
les morphismes littéraux (ou strictement alphab&tiques) et les substitutions inverses
(6], [7], 101, [15], [18]), pour le produit de concaténation [17] et pour le pro-
duit non-ambigu et ses variantes [ 12]. Dans chaque cas, fait remarquable, 1'opération
correspondante sur les variétés de monoides &tait déja copnue ant8rieurement, mais
pour d'autres raisons.

On peut aussi partir d'une op8ration sur les variétés de monoides et tenter
de déterminer l'opération qui lui correspond sur les variétés de langages. Dans ce
domaine, les opérations du type X'”'Eflz. et V>V xW (ol W est une variété de
semigroupes dans le premier cas, de monoides dans le second cas) semblent particulia-
rement importantes. Ainsi 1'opération !'*‘éfly'(oﬁ A désigne la variété des semi-
groupes apériodiques) correspond au produit de concaténation et 1l'opération X_Q'EET]Y
(ot LI désigne 1a variété des semigroupes localement triviaux) correspond au pro-
duit non-ambigu. L'opération correspondant & !'*'Eilhlx n'est en revanche pas enco-
re connue mais sa comnaissance permettrait probablement de fournir une nouvelle
démonstration du th&oréme de Simon sur les langages testables par morceaux. Par
ailleurs, des travaux rBcents de Straubing (& paraftre) montremt que l'opération
V > V+#L1 joue un r8le important dans 1'&tude des hiérarchies du type de celle de
Brzozowski [2].

Dans cet article, nous nous int&ressons plus particuliérement & 1’op8ration
¥V = V%A, qui 3 une variété de monoides V, associe la vari&té& V*A engendrée par les
produits semidirects de la forme M+N ol M est un monoide de V et oi N est un
monoide apériodique. Cette opération, bien qu'étudige depuis fort longtemps en liai-

son avec la théorie de la complexité des semigroupes (au sens de Krohn et Rhodes,
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cf. [ 19]) est encore fort mal connue. Malgré ce handicap, nous décrivons complétement
1'opération sur les variétés de langages qui lul est associée, et qui ne fait inter-—
venir que des op&rations &l&mentaires connues : le produit d'une lettre par un lan—
gage et les morphismes injectifs (ou codages) préfixes purs (i.e. les morphismes
injectifs ¥ : A¥ > Y tels que le langage Ac  soit un code préfixe pur). A titre
d’application, on en déduit une description de la variété des langages dont le monoi-
de syntaei:ique est de complexitd < !. Ce dernier résultat laisse entrevoir de nouvel-
les méthodes d'approche pour r8soudre la question suivantey.ouverte depuis quinze

ans ([3] et [19]) : peut-on décider si la complexité d'un monoide est <1 ?

Les démonstrations font appel soit & des méthodes récentes, telles que la
simulation d'un automate par un code ([ 9], [10], [11]), soit & des méthodes plus
anciennes mais récemment perfectionndes, par exemple le principe du produit semi-
direct [16] ou l'utilisation des transdictious pour 1'étude des opératioms [1].
Notons que la méme technique permettrait d'étudier les opérations du type V = VW

pour d'autres variétés W : of [13].

1. Préliminaires
Nous nous limiterons & quelques rappels. Pour plus de détails, le lecteur
pourra consulter les livres de Berstel [ 1], Eilemberg [4] ou Lallement [5].

Une variété de monoides (semigroupes) est une classe de monoides (semi-

groupes) fermée par division et par produit direct fini. En particulier, la variété
des monoides (semigroupes) apériodiques (ou "group-free” en anglais) sera notée A,
et celle des groupes, G.

Une variété de langages VU associe 3 khaque alphabet A une algébre de

Boole AW telle que :
Ve sty

. * * . « . ~1 *
{(2) 8i v : A" > B est un morphisme de monoides, L ¢ BV entraine Ly € AV

(1} Pour tout alphabet A, si a e A et si L ¢ AKU, alors a—}L, La

Le theordme des vari&t&s d'Eilenberg assure 1'existence d'une correspondance
bijective entre variétés de monoides et vari&tés de langages. Dans la suite, le terme
"variété correspondante” fera toujours référence 3 ce théordme.

Si Vet W sont deux variétés de monoides, on note V*W 1la variété engen-
drée par les produits semidirects M*N avec M ¢ ¥ et N e ¥W. Soit V une variété
de semigroupes. Un morphisme de monoides ¢ : M~ N est un V-morphisme si pour
tout sous-semigroupe N' de N &lément de V, N'w_l € V. Si W est une variété de
monoides, on note yflﬂ la vari&té engendrée par les monoides M tels qu'il existe
un V-morphisme ¢ : M >N avec N ¢ W. En particulier, Straubing [17] a montra
que si U est la variété de langages qui correspond 3 v, éflz est la variété de
monoides qui correspond & la fermeture de U par produit de concaténation.

P . +
Un code préfixe est une partie P de A telle que u,uv € P entraine

v = 1.
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Un morphisme & ¢ A* - B" est appelé codage préfixe si Ao est un code préfixe :
dans ce cas, o est nécessairement un morphisme injectif. Un code (préfixe) P est
dit pur si T P* entraine u ¢ P*. On démontre qu'un code fini P est pur si
et seulement si le momoide syntactique de PY est apériodique.

On notera U1 le monoide {C,1} muni de la multiplication usuelle des entiers
et MoN le produit en couronne du monoide M par le monoide N.

Enfin, on rappelle qu'un morphisme n : A¥ =M reconnait un langage L

s'il existe une partie P de M telle que L = in1. On dit aussi dans ce cas que

M recomnait L.

2. Résultat principal

Dans tout ce qui suit, V est une variété de monoides et U est la variété
de langages correspondante. Le résultat qui suit donne une description de la variété

correspondant & V#A.

Théoréme 2,1 La variété de langages correspondant & V#A est la plus petite variété
W satisfaisant les conditions suivantes
* . *
(1) Pour tout alphabet A, AW contient les langages de la forme La o L ¢ BV

- * * P
et oi o : B A est un codage préfixe pur.

(2) Pour tout alphabet A, si L e AW et ace A, alors al ¢ AT

De fagon moins formelle, on peut dire que la variété de langages correspon~
dant & VxA est la plus petite wari&té contenant les langages La ol L est un
langage de VU et o un codage préfixe pur et qui soit fermée pour 1'opération
L >al ol a est une lettre,

La preuve s'appuie sur les résultats suivants :

oo . * . -
Proposition 2.2 Soit L ¢ A un langage et a une lettre de A. Si le monoide M

reconnait L, le monoide (MxUl)oU1 reconnait aL.

P . * * P . -
Proposition 2.3 Seit a : A ™ B un codage préfixe pur. 8i lg monoide M recon-
nait L, alors I est reconnu par MoN, oii N est un monoide apériodique ne dépen-

dant que de o.

La méthode de démonstration de ce type de résultats est exposée en détail
en [14] ou en [13]. L'idée principale consiste 3 considérer 1'opération &tudiée
(i¢i L = al. et L > La) comme l'inverse d'une transduction. Il est & noter que le
produit de Schiitzenberger de deux monoides, qui est la construction "classique” pour
1'étude du produit de comcaténation, ne permet pas d'obtenir la proposition 2.2.

Le principe du produit semidirect, que nous &nongons ci-dessous, est une

version simplifige du ‘"wreath-product principle" de Straubing [16], qui est lui-

méme le premier énoncé complet d'un résultat utilisé antérieurement dans des cas
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particuliers, npotamment par A. Meyer et Brzozowski—Simon.
. * . * . Ly "
Soit n: A > MxN un morphisme de A  dans un produilt semidirect de monoi-
des et soit m : M¥N > N 1la projection canonique. On a alors, en posant B = NxA et

Y =0

Proposition 2.4 (Principe du produit semidirect) Si L est reconnu par n, alors L
_ . -1 - * *
est réunion de langages de la forme X n ¥u oi X c A est reconnu par N, Y < B
* %* . ~ . P
est recopnu par M et o o : A B est la fonction séquentielle dé&finie par

log = 1 et (a]az...an)c = (l,al)(alw, az)...((a]az...an_l)@, an)

< . . . . - N -1
Démonstration 11 suffit d'établir le résultat dans le cas od L = (mo,no)n pour
un certain (mo,no) ¢ MxN. Selon 1l'usage, nous noterons additivement le monoide M

et par juxtaposition l'action de N sur M. Soit o : B = NxA > M défini par

(t,a)a = tm ol m est la premiére composante de an (i.e. an = (m,n) pour un
certain n € N). Posons X = m0¢_1 et Y = noa_l. X est donc reconnu par N et Y
. -1 *
. = v A cen = ves =
par M. Il vient X n Yo {al a € {(a1 ak)¢ n, et (al akbu mo}

Or, en posant an = (mi,ni), on a successivement

(31...ak)oa = ((l,ai)(alv,az)...((al...ak_1) @, ak))a

(],31)a+(al¢,az)a ...+((a]...ak_])¢,ak)a

= LR ‘e
! By P ™

et (al...ak)w =nn....

On en déduit ((a]...ak)au s (al...ak)w) = (a ...ak)n d'oll finalement

1
Xd Yo I (mo,no)n ], ce qui démontre la proposition.

Preuve du théoréme 2.1

On notera M(L) le menoide syntactique de L. Soit W (V) la varidté corres-
pondant & V*A (V) et soit W la plus petite variété de langages satisfaisant les
conditions (1) et (2) de 1'énoncé du théoréme.

Si L e AW et ace A, on a d'aprés 2.2

s

M(al) < (M(L) x U}) ° U]

Comme M(L) € V*4A et que Ul € A, on a aussi ¥(al) ¢ Vx4 et donc U satis-
fait la condition (2). De méme, si o : A% > 8" est un codage préfixe pur, on a
d'aprés 2.3,
M(Loy <M(L} o N pour un certain N e A

et donc M(La) ¢ V#A, ce qui montre que U satisfait la condition (1). On en déduit

finalement W < .
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L'inclusion opposée est plus difficile 4 &tablir. La premiére &tape est cons-

tituée par le lemme suivant

Lemme 2.5 W contient la variété des langages apériodiques,

Preuve Soit P un code préfixe fimni pur sur un alphabet A et soit & : 3% > A"
un morphisme de codage tel que Ba = P, Alors 3" ¢ B'w par définition d'une varig-
t& et donc B = p* € A?M d'aprés la condition (1) du théordme 1. Or d'aprés un
résultat de [11] 1la variété des langages apériodiques est la plus petite varidté
contenant les langages P* avec P préfixe fini pur. (En fait 1'&noncé original
est donné pour les +variétés, mais le résultat dont nous avons besoin s’en déduit
aisément).

Soit maintenant L € AW . Il existe alors M e V et NeA tels gue L
soit reconnu par n : A% - N, D'aprés le principe du produit semidirect, 1 peut
s'écrire comme union de langages de la forme X n chl avec X < g* reconnu par N,
Y ¢'B° reconnu par M, B = NxA et o ¢ est la fonction séquentielle définie
plus haut. Puisque N e A, ona X ¢ A d'aprés le lemme 2.5. D'autre part,
puisque M ¢ V, onaY ¢ By et il suffit d'établir que Ya—l e Aw .

L'étape suivante consiste 3 décomposer la transduction o .

Posons N = {z. .,z ,...,z } ol z. = |, neutre de N. On définit une action de A
0’71 n [¢]

sur {0,1,...,n} en posant, pour 0 <i < n,z; = zi(aw). Soittune fonction de WO

dans N satisfaisant les conditions

(1) or =20
(2) at + bt = cT +dt entraine {a,b} = {c,d}
Une telle fonction existe, par exemple nt = 2%y, Finalement, posone C = A v {c}

oli ¢ est une nouvelle lettre. Le résultat (non trivial) suivant est démontré en [9]

. P . * P
Proposition 2.5 S8i N est apériodique, le morphisme o : B > ¢* défini par

kTach~kaT

(zk,a)a =c est un codage préfixe pur

S aspros . * * nt .
Il reste & définir un morphisme vy : A > C par ay = c¢ a et on obtient

la décomposition souhaitée :

* [
Proposition 2.6 Pour tout langage Y de B, on a 1'égalité :

1 1 1

- — -
Yo = (¥ (DTN
Preuve Soit u = (zi ,a])...(zi ,ar). On a
i n
_ . s - » , .
™ (ue) () }) = M Talch T2 azcnT lzazt...clrrarc3

jo<j <nt - ipapt}
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-1 - . -
Par conséquent [cnr(um)(c*) T v ! est vide sauf dans le cas oi

it o= 0 ilalT = 1,1 ir—iarwlT = irr
i.e. i] = 0 i2 = ila] vee ir = ir—lar—l
Dans ce dernier cas, on a
@ @) v = a e
Par ailleurs, uc-I est vide sauf dans le cas ol

u = (J,a])(als,az).,. {(a ...ar_l)ﬁ,ar)

i

c'est—a-dire dans le cas ol

B)

z, =1 z, = Zil<alg) v 2. = 2, (ar—l

1 12

soit encore dans le cas ol

T 0 RS S T r T tee1®e
. -1 .. . o .
Dans ce dernier cas, on a uwy = a...a, ce qui établit la proposition 2.6
On voit que les opérations utilisées dans la décomposition de G—] sont

! 1

. " . P k- - .
soit des opérations de variétés (L = L{c) et L ™ Ly )} soit 1'une
des opérations de codage préfixe pur (L ~> La) ou de produit & gauche par une lettre
(L > ¢L). On en déduit, puisque Y ¢ BY ¢ Bﬁﬁ , que Yc-l € Aﬁ” ce qui conclut la

preuve du théoréme 2.1,
Voici une version un peu plus faible du théoréme 2.1 :

Corollaire 2.7 La variété de langages correspondant i VxA est la plus petite variété
contenant U qui soit fermée par codage préfixe pur et par 1'opération L = al oii

a est une lettre.

Preuve La seule chose & vérifier, par rapport au théordme 2.1, est que la variétd
correspondant & VA soit fermée par codage préfixe pur, ce qui résulte de la propo-

sition 2.3.
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3. Lien avec la complexité des semigroupes

Définissons une sulte croissante de variétés Yﬂ par les formules

Vo=h et V. =V Gea

On peut énoncer le th&oréme classique de Krohn et Rhodes sous la forme sui-
vante : tout monoide (fini) M appartient & 1'une au moins des variétés Yn. Le plus
petit entier k tel que Me Yk
ment des résultats généraux de la théorie de la complexité (cf. Tilson [19}) 1'im-

est appelé la complexité de M. Il découle égale-

portante égalité :

pour tout n = 0, A_]V =V .,
= -n -n

I1 en résulte en particulier, d'aprés le résultat de Straubing rappelé plus

haut, que les variétés de langages correspondant aux variétés Yn sont fermées par

produit. Compte tenu de la proposition 2.3, on peut donc énoncer

Proposition 3.1 Pour tout n 2 0, la variété de langages correspondant 3 Yn est

fermée par produit et par codage préfixe pur.

La variété K] peut &tre &tudide de fagon plus compléte. Rappelons qu'un

langage & groupe est un langage dont le monoide syntactique est un groupe. On déduit

alors du théoréme 2.1 le

Théoréme 3.2 La variété de langages correspondant i X4 est la plus petite variété
de langages contenant les langages 3 groupe qui sopit fermée par produit et par codage

préfixe pur.

On peut améliorer le théoréme 3.2 en remplacant les langages i groupe par
une famille de langages explicitement donnée. Pour celd, nous aurons besoin d'un

résultat de [8], dont une version moins précise est donnée en [ 9]

Proposition 3.3 Soit n un entier positif et soit M un monoide de Yn’

Il existe alors un code préfixe fini P effectivement constructible tel que

(1) M divise le monoide syntactique N de p*
(2) NeV
~1
En appliquant ce résultat & V = Yﬂ et 3 M= Gﬂ, le groupe symétrique sur

n  lettres, on obtient le code P construit sur 1'alphabet A = fa,b} et défini

par les formules

i .o i+l n .0 0 n
—_ T — 2 _—
P = gaz ba2 2 y o< i< n-1}u {32 ba” 1, bzaz 2, ab a2 H
ot}
i n i
a2 1b2a2 2

u 1 | 2<i<nm
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On en d&duit finalement :

Théoréme 3.4 La variété de langages correspondant & E& est la plus petite variété

* . . - kg
de langages contenant les langages Pn(n 2 1) et qui soit fermfe par produit et par

codage préfixe pur.
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