
VIII. Untere Schranksn for die Komplexit~t log. Entscheidun~sprobleme 

yon Joos Heintz 

In diesem Vortrag werden die wichtigsten Ergebnisse und Beweisa aus 

(Fischer-Rabin 1974) dargestellt. 

Es wird unter anderem gezeigt, dass for gewisses c>o die Theorie der 
22cn Presburgerarithmetik eine Entscheidungskomplexit~t > hat. Oas be- 

deutet, dass keine in der Zeit 22cn arbeitende Turingmaschine existiert, 

die - bei geeigneter Kodierung der Formeln der Sprache der Presburger- 

arithmetik als Inputs yon Turingmaschinen - die Presburgerarithmetik 

entscheidet. 

Wail des Resultat auch for nichtdeterministische Turingmasohinen gilt, 

ergibt sich, dass man for die S~tze der Presburgerarithmetik i.e. keine 

kurzen Beweise finden kann. Genauer: Es gibt beliebig grosse n und S~tze 
22cn der L~nge n dazu, deren Beweise alle l~nger als sind. 

Die Methoden, die dabei verwendet warden, beruhen auf der Entdeckung 

yon Meyer und Stockmeyer, dass sich die GSdslschen Unsntscheidbarksits- 

beweise der mathematischen Logik zu Schwerentscheidbarkeitsbeweisen 

entscheid6arer Theorien umgestalten lessen. 

Oiese Methoden lassen sich auch auf gewisse andere Theorien, deren Mo- 

della Gruppen sind, anwenden. Es stellt sich heraus, dass diese Theo- 

rien Bins Entschsidungskomplexit~t > 2 cn haben. 

Wo nichts anderes gesagt wird, soll unter "Turingmaschine" immer eine 

nichtdeterministische Turingmaschine verstanden warden, die Ober dem 

Alphabet {0,I,*} arbeitet und Inputs akzeptiert oder verwirft. "Input" 

bedeutet im folgenden immer ein Wort XE {0,I}*, wobei X = 0 ist oder X 

mit I beginnt. Seine L~nge bezeichnen wir mit IXI. A[T] bezeichnet die 

Mange der yon der Turingmasehine T akzeptierten Inputs. Die Masehine T 

stoppt, wenn sie im akzeptierenden Zustand ist, unabh~ngig devon, was 

auf dem Band steht. 

Soweit wir Ober Turingmaschinen reden, schliessen wir uns der Termino- 

logie und Bezeichnungsweise yon I und II an mit folgender Abweichung: 

Unter 22cn- bzw. 2cn-beschr~nkten Turingmaschinen verstehen wir 

Turingmaschinen, die sehliesslich 22cn- bzw. 2°n-beschr~nkt sind. 

Unter polynomial berechenbaren Abbildungen verstehen wit stets Abbil- 

dungen der Menge eller Inputs in sich, die dureh polynomial beschr~nkte 

deterministische Turingmaschinen berechenbar sind. 
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Sei S die Mange aller Symbols der Sprache ~ der Presburgerarithmetik. 

S besteht aus 0,I,+ und den Obliohen pradikatanlogischen Zeichen. Sei 

e: S --~ Menge aller Inputs + O, injsktiv und so, dass jedes XE {0,1}* 

auf hBchstens eine Weiss als Konkatenation yon Elementen aus dam Bild 

von ~ aufgefasst warden kann. ¢ induzisrt einsn Konkatenationshomomor- 

phismus ~*: S* -+ {0,I}*. Mit Th+ bezsiehnen wir die Mange aller Inputs 

d e r  Form ~ * ( F ) ,  we F s i n e  Fo rma l  ohne f r e i e  V a r i a b l e  d e r  Sprache ¢ i s t ,  

w e l c h e  i n  d e r  S t r u k t u r  < M , O , I , + >  g i l t ,  Se i  L+ = ~ * ( £ ) ,  

Oamit  l a u t e t  d e r  S a t z ,  den w i t  bewe i sen  w o l l e n ,  f o l g e n d e r m a s s e n :  

2 2cn Sa tz  1 Es g i b t  s i n  s>o, so dass k e i n e  - b e s c h r a n k t e  T u r i n g m a s c h i n e  

T e x i s t i e r t  m i t  Th+ = A ( T ) ,  

Satz I folgt aus 

Satz 2 Zu jeder 22n-beschrankten Turingmaschine T gibt es sine Abbil- 

dung, die jedem Input X sins Formal F XE L+ ohne freie Variable zuordnet 

mit folgendan Eigensehaften: 

( i )  IFxl  = o c l x l )  

(ii) X ~ F X ist polynomial bereahenbar 

(iii) F XE Th+< > XE A(T) 

Bsweis yon Satz I aus Satz 2: Zunachst betrachten wir den Fall, dass T 

deterministisoh ist. 

Nach I, Satz 4 gibt es zu belisbigen d>d'>o sine 22dn-beschr~nkte deter- 

ministische Turingmaschine T mit der Eigenschaft, dass keine 22d'n-be - 

schr~nkte deterministische Turingmasohine T' mit A(T) = A(T') exi- 

stiert. 

Wir wahlen for d=1 und sin o<d'<1 sine solche Turingmaschine T und dazu 

naoh Satz 2 sine Abbildung X ~-~ F X, die for sin gseignetes Polynom f 

durch sine f-beschrankte deterministische Turingmaschine B berechenbar 

ssi und ~ar dis IFxl ~ Llxl ~ar sins geeignet~ Konstante L gaits. 

Ware die Aussags des Satzes I for deterministische Turingmaschinen 

falsch, so gabs es zu jedem c sine 22on-besehrankta deterministische 

Turingmaschine, die Th+ entscheidet. 

W~hle o so, dass cL<d' ist. Dann gilt for grosse n: 

22cLn + f(n) < 22d'n 

Wahle eine 22cn-besohrankte, deterministisohe Turingmaschine, die Th+ 
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entscheidet. Sei T' die Turin~maschine, die wit erhalten, wenn wit au~ 

einen Input X zuerst B und dann die Entscheidun~smaschine anwenden. 

(22cLn d'n 
T' i s t  +~(n ) ) -beschr~nk t ,  a l so  auch 22 -besch r~nk t  

und we~en 

X6 A (T ' )  < ~ >  FX6 Th+ < ~ >  X ( A ( T )  

gilt 

A(T ' )  = A(T) .  

Widerspruch.  

Damit i s t  Satz 1 im d e t e r m i n i s t i s c h e n  F a l l  bewiesen.  

Sei nun T n i c h t d e t e r m i n i s t i s c h :  

Mi t  demselben Beweis wie in  I ,  Satz 4 kann man z e i g a n :  

Zu b e l i e b i g e n  d>d'>O g i b t  es e ine  22dn-besch r~nk te  n i c h t d e t e r m i n i s t i -  

sche Tu r ingmasch ine  T m i t  der  E igenschaT t ,  dass ke ine  22d ' n -besch r~nk  - 

r e ,  n i c h t d e t e r m i n i s t i s c h e  Tu r ingmasch ine  T' m i t  

A (T ' )  = Komplement yon A(T) 

e x i s t i e r t .  

Oar Beweis yon Satz I im n i c h t d e t e r m i n i s t i s c h e n  F a l l  v e r l ~ u f t  nun 

v B l l i g  ana log  dem Beweis im d e t e r m i n i s t i s c h e n  F a l l  b i s  aug To lgende 
M o d i f i k a t i o n :  

Die Tu r ingmasch ine  B berechn8 X F-~m F, 

Oaraus e r g i b t  s i ch  dann 

A (T ' )  = Komplement von A(T) 

und dami t  e in  Widerspruch .  

Der Beweis von Satz 2 geht ungeT~hr so: M ~ g l i c h s t  grosse Anfangss t~cke 

der  M u l t i p l i k a t i o n s r e l a t i o n  au¢ den n a t ~ r l i c h e n  Zahlen werden mi t  mBg- 

1 i c h s t  kurzen Formsln der  P r e s b u r g e r a r i t h m e t i k  d e f i n i e r t ,  Mi t  H i l l s  

d i e s e r  Formeln l ~ s s t  s i ch  der  Beweis des Satz 2 en tsprechenden Satzes 

in der Theorie der natOrlichen Zahlen mit Multiplikation au~ die Pres- 

burgerarithmetik ~bertragen. 

Wit gliedern den Beweis yon Satz 2 in verschiedene Lemmas au~. Wir 

beginnen mit ~olgender 

Bemerkung: Sei a6 ~. Jade nat~rliche Zahl x<a 2 besitzt eine Darstellung 

× = XlX 2 + x 3 + x 4 

mit nat~rlichen Zahlen x I, x 2, ×3' x4<a' 
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Lemma I Zu jedem nE ~ existiert eine Formel M (x,y,z) und ein@ Zahl 
n 

Pn > 222n mit fol~anden Eigenscha£ten: 

( i) IMn(x,y,z)l = O(n )  

( i i )  X ~-+ M i x l ( X , y , z )  i s t  p o l y n o m i a l  b e r e e h e n b a r  

{ i i i }  M n ( x , y , z }  b e d e u t e t  " x , y , z  ~ Pn und xy  = z " .  

Ohne es jedesmal zu erw~hnen, meinen wit mit Formeln, die wir mit einem 

Index n sohreiben immer Formelfolgen, die (i) und [ii) erTOllen. 

Baweis Wir konstruieren zuerst rekursiv Formeln M*(x,y,z) die "x<22n 
n 

und xy = z" bedeuten. 

Sai 

M*(x,y,z) s [x=OA z=O)V (x=IA y=z). 
0 

Zur Konstruktion van M* aus M* denken wir uns natfirliehe Zahlen die 
n + l  n 

wit for den Moment mit x,y,z bezeichnen, gegeben. Nach der 8emerkung 

gilt x<22n+I und xy = z genau dann, wenn as natOrliche Zahlen 

x 1, x 2, x 3, x 4 < 2 2n gibt  mit 

x = X l X  2 + x 3 + x 4 und z = x 2 ( x l Y )  + x3Y + x 4 Y .  

Oa M* die Multiplikation van Zahlen (mit der Einschr~nkung, dass eine 
n 

davon < 22n ist) beschreibt, hat folgende Formel M* jedenfalls die 
n÷l 

gewOnsehte Bedautung: 

M*n÷1(x,y,z) E [3 x 1,x 2,x~,x3,x4,z I,Z2,Z3,Z4)((V u,V,W)(([XI=UAx2=vAx'=w)V 

V (Xl=UA y=vA Zl=W)V (x2=uA zl=vA z2=w)V [X3=UA y=VA z3=w)V 

V (x4=uA y=vA z4=w)) ~ M*(u,v,w))An x=x'+x3+x4A z=z2*z3+z4)" 

Man Oberlegt sich leicht, dass man bei der Konstruktion der Folge 

Mn(x,y,z) mit einer endlichen Menge E yon Variablen auskommt, d.h. man 

kann die ~ebundenen Variablen ×I ..... w immer aus E w~hlen, 

Weil zus~tzlioh M* in M* nur einmal vorkommt folgt dass (ii) er- 
n n + l  " ' 

£Ollt ist. 

(iii) sei dem Leser Oberlassen. 

Sei Pn das kleinste ~emeinsama Vielfache aller Zahlen < 22n. 
i 

Pn ist dutch 



-VIII.5- 131 

P ' ( x ]  ~ (Vu ] ( {M*  (u ,O,O]  --~ [ ~  v ) M * [ u , v , x ] ] A  
n n n 

^ ( V w ] ( [ ( V u l M * ( u , O , O )  --~ ( 3 v ) M * ( u , v , w ) ]  - ~ w > x ) ]  
n R - 

d e f i n i e r b a r .  

(w>x brauchen w i t  h i e r  a l s  AbkOrzung f ~ r  (~  z ) x+z  = w) .  

' ab: Wit sch~tzen nun Pn 

Sei 
! 

Pn =T~qi 

q prim 

qi<22n<q i+I 

J die Zerlegung yon Pn in Primfaktoren. 

22n -1< i 
FOr d ie  q i  g i l t  _ q , 

Nach T s c h e b y s c h e f f ' s  Satz (ode r  dem P r i m z a h l s a t z )  (Chandrasekharan l g68 ]  

gibt es ein F>O mit 

Daher ist Pn > 2 

F 

(½F]2 2n 

2 2n 

2 n 
< #F {q l  q p r im ,  q<22n} .  

Als n~chst~s definieren wir zwei Pr~dikate, die wir zur Konstruktion yon 

M [ x , y , z )  benOt i gen .  
n 

Sei  

Remn[X ,y ,z )  ~ ( ~  u , v ) ( M ~ ( y , u , v ] A  x=v+zA z < y ) .  

Rem ( x , y )  bedeu te t  y<2 ~ und z i s t  Rest von x mod y " .  n 
Damit k o n s t r u i e r e n  w i r  d ie  Formel 

M n ( x , y , z )  s ( ( ~  u ) ( P ' ( u ] A  U>xA u>yA u > z ] A  
R 

A (Vv] [M~[v ,O ,a?  ~ ( 3  xl,Yl,Zl)[Remn(X,V,xl]A 
A R e m n ( Y , v , y l ) A  R e m n ( Z , V , Z l ] A  M ~ ( X l , Y l , Z l ) ] ] )  ' 

d ie  " x , y , z < p ~  und xy = z"  b e d e u t e t .  
2 n 

• ' > 22 TOr alle n>o gilt und setzen Wit w~hlen nun KQ ~ so dass PKn 

M ( x , y , z )  s ' ( x , y , z )  n MK(n+I ]  
i 

Pn = PK(n+ I ]  -1 

M e r f O l l t  a l l e  Forderungen yon Lemma 1. 
n 
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Seien a,bE ~mit Bin~rdarstellungen a .,.a und b ...b gegeben. 
p o q o 

~b bezeichne die Zahl mit Bin~rdarstellung a ...a b ...b o, also 
p o q 

a~ = 2 q+1 a + b ,  

Lemma 2 Oie Relation 

" x , y , z  < Pn und ~y = z" 

1Qsst s i ch  dutch e ine Forme l fo lge  Coc ( x , y , z )  beschre iben.  
n 

Beweis Sei 

Potn(X,y)  s ( x ! yA  x+x>yA Mn(Y,O,O)A 

^ [ V u ] [ [ C ~  v]M [ u , v , x l A  u>l)  --+ [3~) 'w*w=u)? n 

P o t n ( X , y )  b e d e u t e t  " y ! p  n und es  g i b t  e i n  q E N m i t  x = 2 q < y < 2 q + l ' '  

Oamit konstruieren win 

Coo ( x , y , z )  ~ ( ( ~  u , v ) ( ( P o t  ( u , y ) A  M (u+u ,x ,v )  A z=v+Y) v 
n n n 

V (y=0A x=z ) )A  Mn(Z,0 ,0) )  

Wir w~hlen eine injektlve Abbildung a:A --~ ~, so dass sich die Bin~r- 

darstellung jeder Zahl aug hechstens eine Weise als Konkatenation den 

Bin~rdarstellungen yon Elementen sus ~(AI suTTsssen l~sst. 

induziert einen injektiven Konkatenationshomomorphismus A* --~ ~, den 

wir eben~alls mit o bezeichnen. 

Oann gilt: es gibt ein K > O, so dass ~(W) < 2 KIWI TOn alle WE A*. 
J f 

~(W] nennen wir Gedelnummer yon WE A* 

Wir gehen nun zur Simulation von Turingmaschinsn in der Presburgen- 

arithmetik Obsr. 

Sei T sine Turingmasehine, die Ober dem Alphabet {0,1,*) arbeitet. Kon- 

figurationen und Yolgen yon Kon~igurationen yon T beschreiben wit dutch 

Werter Ober dem Alphabet A = {0,1,~,s,l}. Oie Zust~nde yon T beschreiben 

wir durch positive Potenzen yon s, den Anfangszustand durch s selbst, 

den akzeptierenden Zustand durch s 2. 

Kon~igurationen 

mit akE {0,1,*} beschreiben wit durch a1,.,aisJai+1...a n, wobei wir 

durch eventuelles AnTOgen von• dafOr sorgen, dass s j hie am Rande 

steht. 
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End l i che  Folgen von Konfigurationen, heschr ieben  dutch 

I I Jl I m m Jm m 
. . ~. . . S .,,a n al ''ails "'anl '''al ''alm m 

kodieren wir als 
Jm m 

I l aT...o  s . . . a  I 
,ai2 . . . . . . . .  la~. ' 1 s ,anl m nm 

Lemma 3 Die R e l a t i o n  

" x , y , z  < Pn und es g i b t  W1,W2E A* mi t  x={(W1),  y=5(W2), z=~{W1W2)" 

l ~ s s t  s ieh  dutch e ine  Formel#o lge C ( x , y , z )  besch re iben .  
n 

Analog g i b t  es Formel~olgen C n ( x , y , z , u )  und C [ x , y , z , u , v )  d ie  Konkate-  
n 

nation von drei bzw. vier WBrtern beschreiben. 

Bewsis Sei 

G (x) s ( ( ( 3 r )  V Coo ( ~ ( a ) , r , x )  A 
n aEA n 

A ( V u ) ( ( ( ~  v)Coc ( v , u , x ) A  ( ]~w)(  V c o o  (~ (a ) ,w ,u )Aw>o) )  -~  
n a EA n 

--~ ( 3 w ' )  V Coc ( ~ ( a a ' ) , w ; u ) ) ) V  x=O) 
a,aEA n 

Gn(X) bedeutst "X<Pn und x liegt im Bild yon o", 

Damit konstruieren wir 

C (x,y,z) ~ (G (x)A G (y]A Coc (x,y,z)), 
n n n n 

Beweis yon Satz 2 Sei die Turingmaschine T gegeben. 

Wit konstruieren sine polynomial bereehenbare Abbildung, die jedem 

Input X eine Formal R (x)(X) mit 

IR~(x ) (× I I  ° oc lx I~ 

zuordnet, welche ~[~) deTiniert. Ferner konstPuieren wir Bins Formal 

B [x,y) die, wenn x G6delnummer eines Inputs X ist, bedeutet: 
n 

"x,y j Pn und y ist G~delnummer einer Berechnung yon T,die X akzeptiert ~ 

FOr den Moment nehmen wir an, dass wit R (x)(X) und BnCx,y) bereits 

haben. 

Sei X sin Input und YE A* besohreibe sins Berechnung der L~nge < 221XI 

yon T, die X akzeptiert. 

sei die maximale L~nge derjenigen MOrtar yon A*, die Zust~nde yon T 

beschreiben. Dann haben die WBrter yon A*, die Kon~igurationen der 

Berechnung beschreiben, 
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221 xl 
L~ngs < I Xl + + £. 

Y ist daher Konkatenation yon < 221xl W6rtern der 

L~nge < IXI + 22[xl _ +£+2, 

also gilt 

IYI < 221Xlclxl +221x1+£+2) 2 22Elxl 
{Or geeignetes E>o. 

Daher gilt ~Or hinreichend grosses M>o 

~(Y]  < 222M]XI 

Aus den Eigenscha~ten vsn Bn[X,y )  und R [X) (x] ergibt sich, dass 

F x s ( 3 x ) ( R  [ x ) ( X ] A  [ ~ Y ) B M I x I ( X , Y ) )  

d ie  in  Satz 2 v e r l a n g t e n  E igenscha f ten  b e s i t z t ,  

Konstruktion yon R {x](X): Wir de{inieren zunQchst rekursiv zu jedem 

m,n mit m<2 neine Formel 

0 
m , n  

( x , y )  m i t  [0 ( x , y ) l  = O(n] ,  d ie  
m , n  

"x = m und y = 2 n" 

bedeutet. 

Wit setzen 

0 [ x , y )  ~ (x=OA y = l ) ,  
0 , 0  

( x , y )  ~Or a l l e  m<2 n e r k l ~ r t ,  Wir d e f i n i e r e n  Sei n lest und 
m,r] 

0 ( x , y )  ~Or alle m<2 n+l 
m , n  

F a l l s  m<2 n , se tzen w i t  

@m,n+ l (x ,y )  - ( - qv ) (Om,nCX,v ]A  y=v+v ] ,  

£ a l l s  m>2 n se tzen w i r  

0re,n+ 1 - (-~ u ,v][Qm_2n n{U,v )A  x=u+vA y=v÷v) 

Bei dec rekursiven Definition yon @ kommt man mit einem endlichen 
m,n 

Vorrat an Variablen aus. 

Oaher g i l% l ~ m , n ( X , y ] I  = O(n] ,  

Sei n so, dass 2n-I<_ ~(X)<2n gilt. 

R~(x ) [X ]  = (~  y ] ~ ( X ) , n ( X , Y ]  

hat  d ie ge#order ten  E igenschaTten,  

Der K o n s t r u k t f o n  von B n ( x , y ]  sch icken w i r  zwei H i lTsTorme ln  voraus :  
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Sei 

AK ( x , y )  ~ [ [ x = ~ [ O ] A  C ( x , ~ [ s , ) , y ) ] V  [ 3  u](C [ ~ [ 1 ] , u , x ] A  
n n n 

h C [ o [ l s ] , u , ~ ( * ] , y ] ] ] .  
n 

AK ( x , y )  bedeutmt,  f a l l s  x GSdelnummer s ines Inputs  X i s t :  
n 

" x , y  < Pn und y i s t  G6deZnummer der zu X geh6r igen A n f a n g s k o n f i g u r a t i o n " .  

Sei P die Uebergangs re la t i on  yon T. Mi t  den Bezeichnungen von I I  smi 

FKn[X,y ]  ~ [ ~  u , v ) [  V ( C n [ U , ~ ( a s i ) , v , x ) ^  c [ u , ~ [ a ' s J ] , v , y ) )  
[ [ a , s  i ] , [ a , s  J) ]EP n 

V V. . [c [ u , ~ ( a s i ] , v , x ] A  c [ o [ * ] , u , ~ [ s J a ) , v , y ) )  
[ ( a , s J ) , [ L , s J ) ] E n p  n 

V V . [c [ u , o [ s i a ) , v , x ] A  C (u ~ ( a s J ] , v , ~ [ , ] , y ] ] ]  
[ [ a , s Z ) , [ R , s J ] ) E n p  n ' 

FKn[X,y) bedeutet, falls x G6dmlnummer miner Konfiguration ist: 

"x,y ~ Pn und y ist G6delnummer miner Nachfolgekonfiguration der x 

entsprschenden Konfiguration" 

Schliesslich sei  

B n ( x , y ]  ~ [ [ ~  r , t ] [ A K n [ x , r )  A C n [ ~ [ 1 ] , r , d ( l ] , t , y ) ] A  

A [Vp~q ' ]  ~ C n [ P I ~ [ [ I ) , q ' , y ) ^  [ V u , p , q ] [ [ C n [ P , ~ [ l ] , u , ~ [ I ] , q , y ) A  

h [~w,w ' ]  m C [ w , ~ ( [ ] , w ; u ] ]  ~ [ [q>0--4-[3 v) [FK [ u , v ] A  
n n 

A [ 3  q ' ] C n ( V , ~ [ I ) , q l q ] ] ] A  [q=0---~(~w,w' ]C [ w , ~ [ s 2 ) , w * , u ] ) ] ] ]  
n 

Bn [X ,y ]  hat  d ie gew~nschten E igenscha f ten ,  

Untere Schranken f o r  die Entsc, heidun~skom, p,l, e x i t Q t  von Theor ien ,  deren 

Model le Gruppen si,,nd. 

Bei der Konstruktlon von B (x,y) aus M [x,y,z) haben wit nut durch 
n n 

Pn beschr~nkte Ouantoren verwendet. B (x,y] behalf daher seine Bedeu- 
n 

tung in jedem Anfangsst~ek yon ~ des Pn enth~lt, bei. Die Beziehung 

Pn ~ 22n haben wir bei der Konstruktion yon Bn[x,y) nicht benutzt. Au~ 

diese Weise k6nnen wir die Schwerentscheidbarkeit yon Theorien mit Mo- 

dellen, in denen sich beliebig grosse An~angsst~cke yon ~ mit Addition 

und Multiplikation dutch kurze Formeln darstellen lassen, nachweisen. 

Sei L die Sprache der Gruppenthmorie mit den nieht logischen Symbolmn 
-I 

• , 1, , L werde au fge fass t  a ls mine Menge von I n p u t s ,  
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Sei Th eine widerspruchs~reie und unter Deduktion abgeschlossena Theo- 

rie, deren Modelle Gruppen sind. 

Th habe ein Modell mit einem Element unendlicher Ondnung. 

Satz 3 Zu Th axistiert eine Konstante c>o, sodass es keine 2cn-be - 

schr~nkte Tuningmaschine T mit A(T) = Th gibt, 

Beweis Satz 3 beweist man ~hnlich wie Satz I unter Zuhil?enahme des 

Hierarchiesatzes yon I ~Or Turingmaschinen, die in exponentieller Zeit 

anbeiten, aus dem Analogon yon Satz 2 f~r 2n-beschr~nkte Turingmaschi- 

n ~ n ,  

Win skizzieren dater nun, wie man zu sinen 2n-beschr~nkten Tuningma- 

schine T aine polynomial berechenbare Abbildung konstruiert, die jedem 

Input X eine Formel FXE L ohne #reie Variable zuordnet, so dass 

IFxl  = o [ l x l )  
und 

XE A(T) < ~ >  FXE Th 

g i l t ,  

Wi t  k o n s t r u i e r e n  z u e r s t  r e k u r s i v  e ine Formal M ( x , y , z , u ) ,  d ie  
n 

" e s  g i b t  s i n  K<2 2 n ,  s o d a s s  x = yK und  z = u K g i l t "  

bedeutat. 

Sei 
M o [ x , y , z , u ]  [ x = l A  z = l ] V  [x=yA z=u) ,  

FOr d ie K o n s t r u k t i o n  von Mn+ 1 aus M n nehmen win  an, w i r  h~ t ten  Gruppen- 

e lemente ,  d ie w in  ~Or den Moment mi t  x , y , z , u  beze ichnen,  und e in K6 IN 

gmgeben, Nach den Bemerkung vor  Lmmma 1 g i l t  K<22n+1 und x = yK und 

K K2~ K 3, K 4 < 22ng ib t  mi t  z = u genau, wenn ms n e t O r l i c h e  K 1, 

K 1 K2 K3 } y K4 und K = KI'K2+K3+K4 und wenn g i l t  x = (y y 
uK1 K2 K3 K 4 

z = [ ) u u 

AehnZich wie  im Beweis yon Lemma 1 se tzen w i r  

Sei 

M n + l ( x , y , z , u )  = (~  X l ,X2 ,X3 ,X4 ,Z l ,Z2 ,Z3 ,Z4 ) ( ( (VWl ,W2 ,W3 ,w  4) 

( (Wl=Xl  A w2=yA w3=Zl A w4=u]V (Wl=X2/\ w2=xl A w3=z2 A w4=zl ] v  

V (Wl=X3A w2=YA w3=z3 A w4=u)V (wI=X4A w2=yA w3=z4 ^ w4=u)) --~ 

--+ Mn(Wl,W2,W3,w4))A x=x2x3x4 A z=z2z3z 4 ) ,  

P [u) -= [Vv)(M ( 1 , 1 , v , u )  --~ v u ~ l ) ,  
n n 
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P (u) b e d e u t s t  "u hat  Ordnung > 2 2n' ' .  
n 

Sei 

A d d n ( x , y , z , u )  ~ [ M n ( 1 , 1 , x , u ) A  M n ( 1 , 1 , y , u ) A  M n [ 1 , 1 , z , u ) ~  Pn(U]A z = x y ) ,  

Add ( x , y , z , u )  b e d s u t e t  
n 

K' K+K' 2 2n "es g i b t  K , K ' E  ~, sodass x=u K, y=u , z=u , K+K'< und u hat  

Ordnung > 2 2n' ' .  

Sei 

Mul t  ( x , y , z , u )  ~ M [ 1 , 1 , x , u ) A  M (1 1 , z , u ) A  M n [ Z , x , y , u ) A  P [ u ) ) ,  
n n n ' n 

Mull (x,y,z,u) bedeutet 
R 

K' K'K ~ 2 2n 
"es gibt K,K'E ~, so dass x=u K, y=u , z=u , KK' < und u hat 

Ordnung > 2 2n" 

Ersetzt man im Beweis yon Satz 2 bei der Konstruktion von R (x)(X) und 

B (x,y) 0 dutch die Eins der Gruppe, I dutch u, + geeignet dutch dim 
n 

dutch Mult , so erh~It man Gruppenmultiplikation odor Add n, und M n n ~(X),, 

eine Formel R [x)[X,U) mit IR (x)(X,U) I = O(IXI), die "x=u bedeu- 
G K 

tot, und eine Formel B (x,y,u), die, wenn x=u , y=u gilt, wobei G 
n 

GSdelnummer eines Inputs X sei, bsdeutet: 

,, 2 n 2 2n u hat Ordnung > 2 , es ist G,K < und K ist G6delnummer einer 

Berechnung von T, die X akzeptier~" 

- F x m ( 3  u , x ) [ R  [ x ) [ X , u ] A  ( ~ Y ) B M l x [ [ X , y , u ) )  

hat ~r geeignet gew~hltes M die gew~nschten Eigenscha?ten. 
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