VIII. Untere Schranken fir die Komplexitdt log. Entscheidungsprobleme

von Joos Heintz

In diesem Vortrag werden die wichtigsten Ergebnisse und Beweise aus
(Fischer-Rabin 1974) dargestellt.

Es wird unter anderem gezeigt, dass flr gewisses c>o die Theorie der
Presburgerarithmetik eine Entscheidungskomplexitdt > 2ch hat. Das be-
deutet, dass keine in der Zeit 22°" arbeitende Turingmaschine existiert,
die - bei geeigneter Kodierung der Formeln der Sprache der Presburger-
arithmetik als Inputs von Turingmaschinen - die Presburgerarithmetik
entscheidet.

Well das Resultat auch flr nichtdeterministische Turingmaschinen gilt,
ergibt sich, dass man flr die S&tze der Presburgerarithmetik i.a. keine
kurzen Beweise finden kann. Genauer: Es gibt belie%ﬁg grosse n und S&tze

der Lange n dazu, deren Beweise alle l&nger als 22 sind.

Die Methoden, die dabei verwendet werden, beruhen auf der Entdeckung
von Meyer und Stockmeyer, dass sich die G&delschen Unentscheidbarkeits-
beweise ‘der mathematischen Logik zu Schwerentscheidbarkeitsbeweisen

entscheidbarer Theorien umgestalten lassen.

Diese Methoden lassen sich auch auf gewisse andere Theorien, deren Mo-
delle Gruppen sind, anwenden. Es stellt sich heraus, dass diese Theo-

cn

rien eine Entscheidungskomplexitdt > 2 haben.

Wo nichts anderes gesagt wird, soll unter "Turingmaschine” immer eine
nichtdeterministische Turingmaschine verstanden werden, die Uber dem
Alphabet {0,1,*} arbeitet und Inputs akzeptiert oder verwirft. "Input”
bedeutet im folgenden immer ein Wort X€ {0,1}*, wobei X = 0 ist oder X
mit 1 beginnt. Seine Linge bezeichnen wir mit [X|. A(T) bezeichnet die
Menge der von der Turingmaschine T akzeptierten Inputs. Die Maschine T
stoppt, wenn sie im akzeptierenden Zustand ist, unabh&ngig davon, was
auf dem Band steht.

Soweit wir Uber Turingmaschinen reden, schliessen wir uns der Termino-
logie und Bezeichnungsweise von I und II an mit folgender Abweichung:
Unter 22°"- bzw. 2°"-beschrinkten Turingmaschinen verstehen wir

Turingmaschinen, die schliesslich 22°"_ bzw. 2°"-beschrankt sind.

Unter polynomial berechenbaren Abbildungen verstehen wir stets Abbil-
dungen der Menge aller Inputs in sich, die durch polynomial beschrinkte

deterministische Turingmaschinen berechenbar sind.
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Sei S die Menge aller Symbole der Sprache £ der Presburgerarithmetik.

S besteht aus 0,1,+ und den Ublichen pr&dikatenlogischen Zeichen. Sei
©: 8 — Menge aller Inputs % 0, injektiv und so, dass jedes X€ {0,1}*
auf hichstens eine Weise als Konkatenation von Elementen aus dem Bild
von ¢ aufgefasst werden kann. ¢ induziert einen KonkKatenationshomomor-
phismus ¢*: 5* — {0,1}*. Mit Th, bezeichnen wir die Menge aller Inputs
der Form ¢*(F), wo F eine Formel ohne freie Variable der Sprache £ ist,
welche in der Struktur <IN,0,1,+> gilt. Sei L, = ¢*(ZL).

Damit lautet der Satz, den wir beweisen wollen, folgendermassen:

Satz 1 Es gibt ein c>o, so dass keine chn

T existiert mit Th, = A(T).

-beschrénkte Turingmaschine

Satz 1 folgt aus
n
Satz 2 Zu jeder 22 -beschrinkten Turingmaschine T gibt es eine Abbil-

dung, die jedem Input X eine Formel F, € L_ ohne freie Variable zuordnet

X
mit folgenden Eigenschaften:

(i) IFX| = 0([X])
(ii) X b= Fy ist polynomial berechenbar
(ii1i) FXE Th, < X€ A(T)

Beweis von Satz 1 aus Satz 2: Zundchst betrachten wir den Fall, dass T
deterministisch ist.

Nach I, Satz 4 gibt es zu beligbigen d>d'>o eine 22dn-beschrénkte deter-
ministische Turingmaschine T mit der Eigenschaft, dass keine 22d’n-be—
schrinkte deterministische Turingmaschine T' mit A(T) = A(T") exi-
stiert.

Wir wahlen flr d=1 und ein o0<d’'<1 eine solche Turingmaschine T und dazu

nach Satz 2 eine Abbildung X +— F die flr ein geeignetes Polynam f

XJ
durch eine f-beschrédnkte deterministische Turingmaschine B berechenbar

sel und flr die |FXI < L|X| flr eine geeignete Konstante L gelte.

Wire die Aussage des Satzes 1 flr deterministische Turingmaschinen
falsch, so gd3be es zu jedem c eine ZZCn-beschrénkte deterministische
Turingmaschine, die Th_ entscheidet.

Wahle ¢ so, dass cl<d' ist. Dann gilt flr grosse n:

cln d!’
22777 4 p(ny < 22°°

cn .
Wahle eine 22 -beschrankte, deterministische Turingmaschine, die Th,
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entscheidet. Sel T' die Turingmaschine, die wir erhalten, wenn wir auf

einen Input X zuerst B und dann die Entscheidungsmaschine anwenden.

T ist(22CLn+F(nD—beschrénkt, also auch 220 M-beschrankt
und wegen
XEA(T') <==> Fy€ Th, <—=> X€A(T)
gilt
ACT') = A(T).
Widerspruch.

Damit ist Satz 1 im deterministischen Fall bewiesen.

Sei nun T nichtdeterministisch:
Mit demselben Beweis wie in I, Satz 4 kann man zeigen:
Zu beliebigen d>d’'>0 gibt es eine 22dn-beschrénkte nichtdeterministi-
sche Turingmaschine T mit der Eigenschaft, dass keine 22d'n—besohrénk—
te, nichtdeterministische Turingmaschine T' mit

A(T’) = Komplement von A(T)
existiert.
Der Beweis von Satz 1 im nichtdeterministischen Fall verliuft nun
vBllig analog dem Beweis im deterministischen Fall bis auf folgende
Modifikation:
Die Turingmaschine B berechne X = F.
Daraus ergibt sich dann

A(T") = Komplement von A(T)

und damit ein Widerspruch.

Der Bewels von Satz 2 geht ungefdhr so: Mdglichst grosse Anfangsstiicke
der Multiplikationsrelation auf den natlrlichen Zahlen werden mit mdg-
lichst kurzen Formeln der Presburgerarithmetik definiert. Mit Hilfe
dieser Formeln ldsst sich der Beweis des Satz 2 entsprechenden Satzes
in der Theorie der natlrlichen Zahlen mit Multiplikation auf die Pres-

burgerarithmetik Ubertragen.

Wir gliedern den Beweis von Satz 2 in verschiedene Lemmas auf. Wir
beginnen mit folgender
Bemerkung: Sei a€ N, Jede natlirliche Zahl ><<a2 besitzt eine Darstellung

X 7 X,Xq * X, * X

172 3 4

mit natlrlichen Zahlen x,, x

10 Xgr Xg» Xy<a.
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Lemma 1 Zu jedem n€ N existiert eine Formel Mn(x,y,z) und einé Zahl

2n
Py 2 22 mit folgenden Eigenschaften:
(i) ]I"ln(x,y,z)| = 0(n)

(i1) X P Mlxl(x,y,z) ist polynomial berechenbar

(iii) Mn(x,y,z] bedeutet "x,y,z < Py und xy = z".

Ohne es Jjedesmal zu erw&hnen, meinen wir mit Formeln, die wir mit einem

Index n schreiben immer Formelfolgen, die (i) und (ii) erfillen.

n
Beweis Wir konstruieren zuerst rekursiv Formeln M;(x,y,z), die "x<2?

und xy = z" bedeuten.

Sei
ME(x,y,2z) = (x=0A z=0)V (x=1A y=z).

Zur Kanstruktion van M;+ aus M; denken wir uns natlirliche Zahlen, die

1
wir flr den Moment mit x,y,z bezeichnen, gegeben. Nach der Bemerkung
gilt ><<22n+1 und xy = z genau dann, wenn es natlrliche Zahlen

ALE .
4 < 2 gibt mit

X = + X, ot X und z = xz(x1y) toXgY ot X,y

3 4

Ba M; die ﬂultiplikation von Zahlen (mit der Einschrinkung, dass eine

%1%

davon < 2 ist) beschreibt, hat folgende Formel M;+1 Jjedenfalls die

gewlinschte Bedeutung:

* = ) = = ' =
M Oy, z) = (dx,,x .x.,xa,x4,z1,22,z3,z4)((V U, v,w) (((x g =umx,=v A’ =w) v

1772

V (x,=uA y=vA z, =w)V (x2=uA z,5VA z

’ 2=w)v [x3=uA y=vA 23=w)v

1 1

= = = * ) -
v (x4 UA y=vA z =w)) ——r Mn(u,v,w))A x=x! X ¥ X Az zz+23+z4).

4 4

Man {berlegt sich lelcht, dass man bei der Konstruktion der Folge
Mn(x,y,z) mit einer endlichen Menge E von Variablen auskommt, d.h. man
kann die gebundenen Variablen Xpsnse,W immer aus E w&hlen.

Weill zusdtzlich M; in M;+ nur einmal vorkommt, folgt, dass (ii) er-
fU1lt ist.

(iii) sei dem Leser Uberlassen.

1

n
Sei pé das kleinste gemeinsame Vielfache aller Zahlen < 227,

P ist durch
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Plx) = (VuJ((M; (4,0,0) — (FVIM Cu,v,x))A

A Y WOV (0,0,0) — (T VIME (U, v,w)) = wax))

definierbar.

(w>x brauchen wir hier als Abklrzung fir (3 z)x+z = w).

Wir schatzen nun pé ab:
Sel
v i
o =Tl
q prim
. n .
q1<22 Sq1+1
die Zerlegung von pé in Primfaktoren.
. n_'] .
Fir die q° gilt 22 < g'.
Nach Tschebyscheff’s Satz (oder dem Primzahlsatz) (Chandrasekharan 1968)

gibt es ein F>0 mit

22n , 2!‘!
F — < # {q] q prim, g<2¢ }.
2

Daher ist pé > 2

Als ndchstes definieren wir zwei Pridikate, die wir zur Konstruktion von
Mn(x,y,z) benttigen.
Sei

Rem (x,y,z) = (E]u,v)(M;(y,u,v]A x=y+z A z<y).

Remn(x,y) bedeutet "y<22n und z ist Rest von x mod y".

Damit konstruieren wir die Formel

M (x,y,z) = ((d Wl (PP CW A wxA u>y A u>z) A

A (Vv)(M;fv,o,m — (4 Xy 2¥q52,) (Rem (x,v,x,) A

A Remn(y,v,y A Remn(z,v,z

1

1)A M;(x1,y1,z1)])),

die "x,y,z<pé und xy = z” bedeutet.

2
Wir wdhlen nun K€ N so, dass pkn > 27 flir alle n>o gilt und setzen

Mn(x,y,z) = Mk(n+1](x'y’2)
Pr = Pxin+1y 7

Mn erflillt alle Forderungen von Lemma 1.
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Seien a,b€ Nmit BinArdarstellungen a RN und bq...bo gegeben.
ab bezeichne die Zahl mit Bin&rdarstellung ap...aO bq"'bo’ alsc
ab = ZQ‘WI a+h.

~

Lemma 2 Die Relation

E]

"X,¥,2zZ < D und Xy <z

ldsst sich durch eine Formelfolge Cocn(x,y,z} beschreiben.

Beweis Sei

Potn(x,y] E xSy A x+x>y A Mn(y,D,D]A
A VU VN Tuv) A ux 1) = (Fwhisw=u))
Potn(x,y) bedeutet "ygpn und es gibt ein g€ Nmit x = 28 <y < 2q+1"_

Damit kanstruieren wir

Coc, (x,y,2) = (3 u,v) ((Pot (u,y) A M (uru,x, v A z=v+y) V

V (y=0A x=2))A M (2,0,0))

Wir wdhlen eine injektive Abbildung o:A — N, so dass sich die Binéar-

darstellung jeder Zahl auf hichstens eine Welse als Konkatenation der

Bindrdarstellungen von Elementen aus o(A) auffassen lasst.

¢ induziert einen injektiven Konkatenationshomomorphismus A* — NN, den
wir ebenfalls mit o bezeichnen.

KWl

Dann gilt: es gibt ein K > 0, so dass oW} < 2 fiir alle WE A*.

o(W) nennen wir G8delnummer von W& A*,

Wir gehen nun zur Simulation von Turingmaschinen in der Presburger-
arithmetik Gber.

Sei T eine Turingmaschine, die Uber dem Alphabet {0,1,x} arbeitet. Kon-
figurationen und Folgen von Konfigurationen von T beschreiben wir durch
Wirter dber dem Alphabet A = {0,1,%ss,]}. Die Zustinde von T beschreiben
wir durch positive Potenzen von s, den Anfangszustand durch s selbst,

den akzeptierendsn Zustand durch 52,

Konfigurationen
.'a1|. e e e 'lai|ai+2l' e e .Ianl.

4
mit aKE {0,1,+} bheschreiben wir durch a

J .
1...315 ai+1...an, wobei wir

durch eventuelles Anfligen von * dafiir sorgen, dass sJ nie am Rande
steht.
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Endliche Folgen von Konfigurationen, beschrieben durch

J4 1 m m Jm m
@qrer@; B eanBl yeess8y00085 8 waeadp
1 1 m m
kodieren wir als s 5
[a1...a? SJ1...a1 i...--[a?...aw s Moaial .
1 i, ny lm LI

Lemma 3 Die Relation

"X,¥,z < P und es gibt W,,W,€ A* mit x=6(w1), yzo(wz), z=o(w1w2)"

1272
ldsst sich durch eine Formelfolge Cn(x,y,z) beschreiben.

Analog gibt es Formelfolgen Cn(x,y.z,u) und Cn[x,y,z,u,v) die Konkate-

nation von drei bzw. vier Wirtern beschreiben.

Beweis Sei

G (x) = (((dr) V Coc_(ola),r,x) A
n a €A n

A (Vh)(({zlv)ﬁocn(v,u,x]A {(Fwic \/Cocn(o(a),w,u)A w>gl) -
acA

— (Juw) V Coc_(o(aa’),wiul)))V x=0)
a,acA
Gn(x) bedeutet "><<prl und x liegt im Bild von o”.

Damit kenstruisren wir

I

Cn(x,y,z) = (GnEx)A Gn(y)A Cocn(x,y,z)).

Beweis von Satz 2 Sei die Turingmaschine T gegeben.

Wir konstruieren eine polynomial berechenbare Abbildung, die jedem

Input X eine Formel Ro {x) mit

(X)
IRG(X)(X)[ = 0(]x])

zuordnet, welche o(X) definiert. Ferner konstruieren wir eine Formel

Bn[x,y) die, wenn x Gddelnummer eines Inputs X ist, bedsutet:

"X,y < P und y ist G8delnummer einer Berschnung von T,die X akzeptiert”.

Flir den Moment nehmen wir an, dass wir RG(X)(X) und Bn(x,y) bereits
haben. %]
Sei X ein Input und Y€ A* beschreibe eine Berechnung der Lénge < 2

von T, die X akzeptiert.

% sei die maximale Lange derjenigen Wdrter von A*, die Zustinde von T
beschreiben. Dann haben die WSrter von A*, die Konfigurationen der
Berechnung beschreiben,
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1]
Lange < [X] + 2 + L.

X
Y ist daher Konkatenation von < 22 Wortern der
1]
Linge < |[X]| + 2 + L0+ 2,
also gilt
X X ElX]
Y] < 22| I(|x|+22[ paz) < 22
fir geeignetes E>o.
Daher gilt flr hinreichend grosses M>o
szlxl
alY) < 2

Aus den Eigenschaften von Bn(x,y) und Rc( (x) ergibt sich, dass

X)

FX = (dx)(R (x) A (E]y)BMIXI(x.y))

o(X)

die in Satz 2 verlangten Eigenschaften besitzt.

Kanstruktion von R (x): Wir definieren zundchst rekursiv zu jedem

n ag(X)
m,n mit m<2" eine Formel

Qm'n(x,y) mit [Qm’n(x,y)l = 0(n), die

n,

Xx =mundy = 2
bedeutet.

Wir setzen

QD‘D(x,y) = (x=0Ay=1).

Sei n fest und @ (x,y) flir alle m<2" erklért. Wir definieren
. ’ n+1

Qm,ntx'y) flir alle m<2 .

Falls m<2"”, setzen wir

O neq G0y = (FVIQ_ (v A y=vev),

falls m22n setzen wir

Q = (3 u,v](@m_zn'n(u,v)A X=UrVA y=v*+y)

m,n+1
Bei der rekursiven Definitiaon von Qm n kommt man mit einem endlichen
Varrat an Variablen aus.

Daher gilt IQm‘n(x,y][ = 0(n).

Sei n so, dass 2n-15 o(X)<2" gilt.
Rt 0 23905 1y o)

hat die geforderten Eigenschaften.

Der Konstruktion von Bn[x,y) schicken wir zwei Hilfsformeln voraus:
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Sei

i

AK Ux,y) 2 ((x=0(0)A C (x,0(sx),y))V 3 u)(cn(om,u,xJA
A Cn(0(1s),u,0(*),y))).

AKn(x,y) bedeutet, falls x Gédelnummer sines Inputs X ist:
"X,y < p_ und y ist Godelnummer der zu X gehdrigen Anfangskonfiguration”.
- n

Sei P die Uebergangsrelation von T. Mit den Bezeichnungen von II sei

FK0oy) 2 (3wl Vo (Cyly,0(ast),v,x) A € tu,ola’sd),v,y)
n ((a,si)latsd)) P
v V 5w, slasty,v, XxJAC_(0(+],u,0(s Ja),v,y))
((a,s9)(L,s))€P
v oV . (C_(u,0(s a),v,x)AC_(u,olasd),v,o(e),y)1)

((a,s )(R,s7))€P
FKn(x,y) bedeutet, falls x Gddelnummer siner Konfiguration ist:

"X,y < P und y ist Gbdelnummer einer Nachfolgekonfiguration der x

entsprechenden Konfiguration”

Schliesslich sei
B (x,y) = (4 r, ) (AK (x, 1) A cn(c(j},r,c(lz,t,ylw

A Vpia') 2 E tpialLg,y) A (Vusp,ad ((C (pyol]),uo(]),q,y)4
A (Vw,w’) = C (o ([ )wiu)) — ((g>0—(J V) (FK_(u,v)A
A (3 9'JC (v,o({),q:q3))A (q=0—+(3%~.w’)Cn(w,c(523,w',U)))])

Bn(x,y) hat die gewlinschten Eigenschaften.

Untere Schranken flr die Entscheidungskomplexitdt von Theorien, deren

Modelle Gruppen sind.

Bei der Konstruktion von Bn(x,y) aus Mn(x,y,z) haben wir nur durch

P, beschrénkte Quantoren verwendet. B (x,y) behdlt daher seine Bedeu-
tung in jedem Anfangsstiick von N, das P enthdlt, bei. Die Beziehung
P, 2 22 haben wir bei desr Konstruktlon van Bn(x,y} nicht benutzt. Auf
diese Weise kOnnen wir die Schwerentscheidbarkeit von Theorien mit Mo-
dellen, in denen sich beliebig grosse Anfangsstlicke von N mit Addition

und Multiplikation durch kurze Formeln darstellen lassen, nachweisen.

Sei L die Sprache der Gruppentheorie mit den nicht logischen Symbolen
5 1, ‘1, L werde aufgefasst als eine Menge von Inputs.
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Sei Th eine widerspruchsfreie und unter Deduktion abgeschlossene Theo-
rie, deren Modelle Gruppen sind.

Th habe ein Modell mit einem Element unendlicher Ordnung.

Satz 3 Zu Th existiert eine Konstante c>o, sodass es keine 28" he-

schrénkte Turingmaschine T mit A(T) = Th gibt.

Bewels Satz 3 beweist man &hnlich wie Satz 1 unter Zuhilfenahme des.
Hierarchiesatzes von I flr Turingmaschinen, die in exponentieller Zeit
arbeiten, aus dem Analogon von Satz 2 flr 2"-beschrinkte Turingmaschi-
nen.
Wir skizzieren daher nur, wie man zu einer 2" -beschrénkten Turingma-
schine T eine polynomial berechenbare Abbildung konstruiert, die jedem
Input X eine Formel Fy€ L chne freie Variable zuordnet, so dass
IFX| = 0{{x])

und

X€ A(T) <==> F_€ Th

X
gilt.

Wir konstruieren zuerst rekursiv eine Formel Mn(x,y.z,u). die

n . »
"as gibt ein K<22 , sodass x = yK und z = o gilt
bedeutet.

Sei MD(x,y,z.u) = (x=1A z=1)V [x=y A z=u).

Flir die Konstruktion von Mn aus Mn nehmen wir an, wir hdtten Gruppen-

+1
elemente, die wir flir den Moment mit x,y,z,u bezeichnen, und ein K€ N

n+1
gegeben. Nach der Bemerkung vor lLemma 1 gilt k<22 nund X = yK und
2

z = uK genau, wenn 8s natlrliche K1, Kos Kgs K4 < 2% gibt mit
Ky K2 K3 Ky
K = K1'K2+K3+K4 und wenn gilt x = (y ') y Y und
Ke Kz K3 Ky
z = (u ) u U .

Aehnlich wie im Beweis von Lemma 1 setzen wir

Mﬁ+1{x,y,z,u] = (3 Xq’x2’x3’x4’21’22’23‘z4}[{[vhﬂ’wz’WS’wdj

= = = = = = = = v
(lwg=xq A W, y A W qu Wy ulv (w1 xZA W, qu Wy 22A W, 21)

= = v =
23A W, ul (w1 x4A Wo

,w4))A x=x2x3x4A z=222324}-

v {w1=x3A w2=yA W

— M {w,,w
no 1

=y A w, =z A w4=u}) —_

3 3 74

2+Y

3
Sei

P (u)
n

(Vb](mn(1,1,v,u) — vudet) .
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n
Pn(u) bedeutet "u hat Ordnung > 22 ".
Sei

= A 7= R
Addn(x,y,z,u) = (Mn[1,1,x,u)A Mn(1,1,y,u)A Mn(1,1,z,u)A Pn(u] z=xy)

Addn(x,y,z,u) bedsutet

K’ K+K ! 2n
u

"es gibt K,K'€ IN, sodass x=uK, y=u , z=
220,

, K+K’< 2 und u hat
Ordnung >
Sei

Mult OGy,z,ud = MO (1,10 A M (1,1, z,u) AN (250, ud AP (u))

Multn(x,y,z,u) bedeutet

' A n
"es gibt K,K"€ N, so dass x=uK, y=uK , z=uK K , KK' < 22 und u hat
n
Ordnung > 22 ",
Ersetzt man im Beweis vaon Satz 2 bei der Konstruktion von R (x) und

o(X)
Bn(x,y] 0 durch die Eins der Gruppe, 1 durch u, *+ geeignet durch die

Gruppenmultiplikation oder Addn, und Mn durch Multn, sa erhdlt man

eine Formel R (x,u) mit |R (x,u)] = 0(|X]), die "x=uO(X)" bedeu-
o (X) g (X) K

tet, und eine Formel Bn(x,y,u), die, wenn x=u_, y=u gilt, wobei G

Godelnummer eines Inputs X sei, bedeutet:

n n
"u hat Ordnung > 22", es ist G,K < 22" und K ist Gddelnummer einer

Berechnung von T, die X akzeptiert”.

F, = (Fu,x)(R

X 5 (x) (XsudA (E]y)BM]XI(x,y,u))

hat flir geeignet gewdhltes M die gewlinschten Eigenschaften.
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