VI. Polynomiale Transformationen und Auswahlaxiom

von Martin Flrer

Einige der in den Vortrdgen III und IV behandelten Transformationen be-
weisen nicht nur die polynomiale Aesquivalenz von Sprachen, saondern zei-
gen auch (wie E. Specker bemerkt hat) die Gleichwertigkeit verschiede-
ner Abschwichungen des Auswahlaxioms. In der axiomatischen Mengenlehre
werden né&mlich Aequivalenzbeweise auch mit Transformationen geflhrt.
Ein typisches Beispiel hieflr ist (L&uchli 1371), worin folgender 3Satz
bewiesen ist (in der Mengenlehre ohne Auswahlaxiom):

Oie beiden folgenden Aussagen A1, A, (welche beide direkt aus dem Aus-

wahlaxiom folgen, aber das Auswahlaiiom nicht implizieren) sind aquiva-

lent:

Aq: Jeder nicht dreifdrbbare Graph besitzt einen endlichen nicht drei-
farbbaren Teilgraphen.

A,: Jede unerflillbare Menge von aussagenlogischen Formeln besitzt eine

endliche unerfillbare Teilmenge.

Der Beweis der Implikation A1=z> A2 wird bei LBuchli so geflthrt, dass

eine Transformation angegeben wird, welche aussagenlogische Formelmen-
gen so in Graphen transformiert, dass erflllbare Formelmengen in férb-
bare Graphen Ubergehen und jeder endliche Teilgraph von eginer endlichen

Formelmenge herkommt.

in diesem Vortrag wollen wir einige neue polynomiale Transformationen
angeben, welche solche Sprachen direkt ineinander transformisren, wel-
che wir bisher nur mit komplizierten Umwegen Uber andere Sprachen inei-
nander transformieren konnten. Diese dirskten Transformationen bewirken
unmittelbar Verkiirzungen von Beweisen im 2. Kapitsl. Dort flhren wir
Aequivalenzbewsise in der Mengenlehre ohne Auswahlaxiom mit Hilfe von
polynomialen Transformationen. Wir untersuchen einige Aussagen, deren
Aequivalenz von (Lo und Ryll-Nardzewski 18558), (Mycielski 1861),

(Lévy 1963) und (LBuchli 1971) gezeigt wurde. Flr die Aequivalenz ge-
wisser Aussagen kinnen wir einfachere Beweise angeben. Damit losen wir
insbesondere ein von (L3uchli 1971) gestelltes Problem. (Wir geben ei-
nen direkten Beweis van P_—> P4 {(VI.15)). Wir zeigen auch von einigen

3
weiteren Aussagen, dass sie zu den Ubrigen Bquivalent sind.
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1. Transformationen

Ein unterteilter Graph mit Kompanenten der Gr8sse k ist ein Graph, des-

sen Punktmenge die Vereinigung von k-elementigen disjunkten Mengen

(= Komponenten) ist und dessen Kanten nur Punkte aus verschiedenen Kom-
ponenten miteinander verbinden. Ein unterteilter Graph wird wie ein ge-
wdhnlicher Graph kodiert (III.3). Dabei wird die Unterteilung durch

die Reihenfolge der Punkte in der Kodierung des Graphen festgelegt:

Flir alle 1 mit 1<i < lEl bildet die Punktmenge
{p(i—1)-k+1'p(i-1)-k+2""'pi-k} eine Komponente.

Fiir k>3 ist die Sprache k-AUSWAHL-CLIQUE vollst&ndig. Sie besteht aus

denjenigen unterteilten Graphen mit Komponenten der Grisse k, welche
die Eigenschaft haben, dass eine Cligue (III.4) existiert, die aus je-

der Komponente genau einen Punkt enthalt.
Beweis ERFUELLBARKEIT MIT HOECHSTENS k VARIABLEN PRO KLAUSEL <a
k-AUSWAHL-CLIQUE wird gleich bewiesen wie SPEZIELLE ERFUELLBARKEIT <r

CLIQUE (III.4).

Einige direkte Transformationen

Bis jetzt haben wir viele polynomiale Transfarmationen kennengelernt:
Im Beweis der Vollsté&ndigkeit von E° (g° - Menge der Kodierungen von
erflillbaren aussagenlogischen Formeln in konjunktiver Normalform, II.5)
wurde gezeigt, wie jede Sprachs L aus NP (NP = Menge der nichtdetermi-
nistisch in polynomialer Zeit erkennbaren Sprachen, II.3) polynomial
auf E° transformiert werden kann (Vortrag II). Dabei werden die mdgli-
chen Berechnungen einer nichtdsterministischen Turingmaschine beschrie-
ben, welche diese Sprache akzeptiert. Diese Transformationen sind des-
halb sehr kompliziert. Nachher wurde die Vollstidndigkeit von weiteren
Sprachen gezeigt, indem bekannte vollstindige Sprachen auf weitere
Sprachen aus NP transformiert wurden. Wir k&nnen jetzt insbesonders
jede als vollstd&ndig erkannte Sprache durch esine Reihe von polynomialen
Transformationen mit einem Umweg Uber E° in jede andere als vollstédndig
erkannte Sprache transformieren. Zusammensetzungen von polynomialen
Transformationen sind zwar‘wieder polynomiale Transformationen, aber

oft gibt es einfachere direkte Transformationen.

Solche direkten Transformationen kdnnen uns aus mehreren Griinden inte-

ressieren:
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- Sig helfen die Verwandtschaft einiger vollstdndiger Sprachen darzu-
stellen.

- Manchmal kann der Grad von Transformationspolynomen verringert wer-
den.

- Im n&chsten Kapitel brauchen wir speziell schdne Transformationen:
Teilaobjekte missen auf Teilobjekte abgebildet werden, so dass sich
die Transformationen auf unendliche Ubjekte erweitern lassen. Trans-
formationen, welche einen Umweg Uber CLIQUE, HAMILTON-ZYKLUS usw.
machen, sowie die allgemeine Transformation nach £° (mit Beschrei-
bung der Berechnungen elner nichtdeterministischen Turingmaschine)
erflillen diese Forderung nicht. Ferner wollen wir zum Teil schon be-
kannte S&tze einfacher beweisen. Dazu brauchen wir miglichst einfache

Transformationen.

Direkte polynomiale Transformation von ZH-FAERBBARKEIT auf
DREIFAERBBARKEIT

Wir kennen beresits eine polynomiale Transformation von 2" -FAERBBARKEIT
dber E° und ERFUELLBARKEIT MIT HOECHSTENS DREI VARIABLEN PRO KLAUSEL
nach OREIFAERBBARKEIT. Wir wollen hier eine viel einfachere Transfor-
mation behandeln. Diese direkte Transformation liefert uns sehr einfa-
che Transformationen von k-FAERBBARKEIT nach %-FAERBBARKEIT fir bslie-
bige k und % wit 2>3, denn flir k<& ist diese Transformation trivial

{IV.3).

Einem BGraphen G = (P,K) wird ein Graph G' = (P',K') zugeordnet, so dass
6 2"-firbbar <==> G' 3-firbbar.

Die Menge der Punkte P seil geordnet

“p k = {p,ql q



-VI.4- 89

n-Eck, falls n ungerade
{n+*1)-Eck falls n gerade

k

[/ /

1 i:
kn k a,

2
1
2

G' = (P',K') mit
P' = {z}U {p,| 1<isn,p€PIU {kj| 1<i<n,i<j<3,k€ K}

und falls n gerade U {k2+1: k€ K},

Jedem Punkt p von G werden also n Punkte und jeder Kante k von G werden
3n (bzw. 3n+*1 falls n gerade) Punkte von G' zugeordnet. Hingegen ist z

ein einziger Zusatzpunkt zum ganzen Graghen G'.
K': siehe Zeichnung.

Falls n gerade ist und deshalb Punkte k:+ vorkommen, so werden diese

1
mit z verbunden.

Behauptung G ist 2"-farbbar <==> G’ ist 3-firbbar.

Bewsis Es seien {0,1}" die Farben von G

{0,1,2} die Farben von G'.
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==> { sel eine 2n—Férbung von G. {p.ql sei eine beliehige Kante von G.

p habe die Farhbe [51,...,sn), q habe die Farbe [t1,...,tn) mit

s # t_ flr ein m.

m m

Wir erginzen ?'(pi) =8, F'(qi) = ti, £'{z) = 2 zu einer Farbung

derjenigen Punkte von G', welche der Kante {p,q} zugeordnet sind:

1 2 flr i#m (Es dlrfen nicht alle kz mit 2 gefarbt
f (ki) ) b flir i=m werden, sonst ist das ungerade Vieleck
m nicht mehr farbbar).
£1(KkY) = 1 -,
i i
£ (k) = 2
m

kf flir i#m f&rbt man abwechslungsweise mit 0 und 1.

) =2

Sei f' eine Firbung von G'. 0.B.d.A. nehmen wir an f'(z) =

li

2
Zu jeder Kante (p,q) = k von G gibt es sin m # n+1 mit ' (k>
(ungerades Vieleck).
Also ist F'(k1) Z 2 und damit f'(p ) # f'(q ).
m m m
Fiir alle Punkte p von G kann man also die F&rbung
flp) = (F’(p1),...,F'(pn]) widhlen.
Dann gilt f(p) # f(g) flir jede Kante {p,q} von G.

Bemerkungen
1. Mit einer &hnlichen Methode kann n2~FAERBBARKEIT direkt auf

(n+1)-FAERBBARKEIT transformiert werden.
n 2

Der Fall 2 =n" = 4, n+1 = 3 wird dann noch etwas einfacher:
G: Pras) g g
Py

N

Z

2. Auch die nM-FAERBBARKEIT ist mit dieser Methode in einem Schritt
auf die (n+1)-FAERBBARKEIT transformierbar.

Direkte polynomiale Transformation von E® auf DREIFAERBBARKEIT

Wir kennen schon eine sclche Transformation, welche einen Umweg macht
iber ERFUELLBARKEIT MIT HOECHSTENS 3 VARIABLEN PRO KLAUSEL. Eine direk-

te Transformation von E® auf Dreifirbbarkeit liefert uns die Methode,
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mit der wir 2n—FAERBBARKEIT auf DREIFAERBBARKEIT transformiert haben.

i i i e i A A S
Sei F die aussagenlogische Formel C, A A Cm mit Cl Yiq Yin.

1

wobei y,,€ {X,,.02,X_,%,,+0:,%x_}. Der Formel F wir der folgende
ij 1 n”"™1 n

Graph G = (P,K) zugeordnet:

P = {p,z}U {x;| 1<i<n}U {;il 1<i<n}

U {pEjI 1<i<m, 1<j<n,, K€ {1,31)

3 .
u pi,ni+1l 1<igm, ng gerade}
K: Fir alle 1 mit 1<i<n haben wir die Kanten:
Ix. %1 {zox, b {z,% ),
i’71 i i
sowie flr alle i mit 1<i<m und flr alle j mit 1§j§ni die Kanten:

1 1 1 3
{pij’yij}’ {p.pij}. {pij’pij}'
(Auch beim Graphen verwenden wir yij als Namen flr den entsprechenden

Punkt X bzw. Xk)'

Weiter haben wir die Kante {p,z}, und flr jedes feste i sind die
Punkte p?j zu einem ungeraden Vieleck verbunden.

Falls ny gerade ist, und deshalb ein Punkt pg vorkommt, so ist

ni+1
dieser mit z verbunden.

ispi . Vx_VX vV x v
Beispiel (x,| X x4)A (x1 xZV X3 x4)

1
3 P
q 11
P, .

Behauptung F ist erflillbar <=> G ist 3-farbbar.
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Beweis Wir f&rben G mit {0,1,2}. 0.B.d.A. habe p die Farhe 1 und z
die Farbe 2.

==> A sei erflllbar. Es gibt also eine Belegung v (II.5) mit v(F) = 1.
Dann gibt es in jeder Klausel Ci ein kleinstes jo mit v[yijol = 1. Wir
ktnnen deshalb leicht eine Firbung f des Graphen angeben mit
w . . 1 " .

fly,.) = Lo ) L) o= j

(ylj) v(le) Dazu wéhlen wir insbesondere F(piJ) 2 flir J # Jg?

J = 0 und F(p?. ] = 2.

13

0 s}
=—> Jede Féarbung f: P — {0,1,2} mit f(z) = 2 und f(p) = 1 definiert
eine Variablenbelegung v durch v(xi) = F(xi]. Zu jeder Klausel Ci gibt
es ein j mit F(xij ) = f(p) = 1, also gilt v(yij ) = F[yij ) = 1 und

damit v(F) = 1. o o ©

Direkte polynomiale Transformation von k-AUSWAHL-CLIQUE auf k-FAERBBAR-
KEIT flr k>3

Diese Transformation brauchen wir im nichsten Kapitel.

Es sei G = (P,K) ein unterteilter Graph mit Kompaonenten der Grisse k.
m s . . :

Dann ist P = UP" fir die Komponenten Pt = {pi,...,pi}. In G sind nur

i=1
Punkte aus verschiedenen Kaomponenten durch Kanten verbunden.

Oem unterteilten Graphen G wird ein Graph G’ = (P’',K') zugeardnet durch
Pr = PU{p JU {(p,a,2)| (Ti,5) 1<i<jem, p€P',q€ P, {p,q} ¢ K und 1<2<k}
K = {{p,a}| (F1i) p€P" und q€ P IU {{(p,q,2),(p,q,2")}| (p,g,2)€P",

(pyg,2'1€P" und 2#2'}
u {{po.(p.q.ll}[ (p,q,2) € P’ und 3<f<k}
U {{p,(p,g.M} (p,q,1)EP"}
U {{g,(p,g.2)} (p,q,2)EP'}
Wir nehmen also den komplementdren Graphen (P,(g)\K) von G, wdhlen ei-

nen zusdtzlichen Punkt P und ersetzen jede Kante {p,q} zwischen zwei

verschiedenen Komponenten durch:

(p,q,1) (p,qg,2)}
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Beispiel

Behauptung Fir k>3 gilt:

G besitzt eine k-Auswahl-Clique <==> G’ ist k-firbbar.

Beweis

= P, und alle Punkte der k-Auswahl-Clique werden mit 0 gefdrbt. Fir
die restlichen k-1 Punkte jeder Komponente werden alle Ubrigen Farben
verwendet.

Falls p,q€ P und {p,q}4 K, so farben wir (p,q,1), (p,g,2),...,(p,q,k)
der Reihe nach mit mdglichst kleinen Farben. Weil p und q nicht beide
mit O gefdrbt sind, so bekommt (p,q,1) oder (p,q,2) die Farbe 0. Also

wird f((p,q,2) # 0 = f(p ) flr 3<ack.

<= In jeder Komponente von P gibt es genau einen Punkt mit der glei-
chen Farbe wie Pyt Diese Punkte bilden eine k-Auswahl-Cligue in G.
Waren n&mlich zwei solche Punkte p und g in G durch keine Kante verbun-
den, so wére in G’ von den k Punkten {(p,g,2)| 1<2<k} keiner mit F(po)

gefarbt.

Bemerkung Die umgekehrte Transformation von k-FAERBBARKEIT auf
k-AUSWAHL-CLIQUE ist trivial.

Direkte polynomiale Transformation von k-AUSWAHL-CLIQUE auf 3-FAERBBAR-
KEIT fdr k>1

Diese Transformation erhalten wir durch eine kleine Aenderung der
Transformation von k-AUSWAHL-CLIQUE auf k-FAERBBARKEIT: f<k ersetzen
wir durch 2<3, und statt alle Punkte einer Komponente miteinander zu

verbinden, machen wir daraus nur ein Vieleck mit ungerader Eckenzahl.
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Falls k gerade ist, so wdhlen wir dazu in jeder Komponente einen Zusatz-

punkt, der mit P verbunden wird.

Direkte polynomiale Transformation von (men)-AUSWAHL-CLIQUE nach
{(m+n-1)-AUSWAHL-CLIQUE

= {p#,---,p;.n} ordnen wir n Komponenten
s -

i i ij . . . .
= {p Go1)emedr o e 2Py q1J,...,qn{1} mit 1<j<n zu. Die friher

DgF i-ten Komponente Pi
o
schon vorhandenen Punkte (p-Punkte) werden untereinander gleich verbun-
den wie vorh??: wahrend qij mit allen Punkten der anderen Komponenten

aussar mit qzj (1<j’<n) verbunden wird. Damit wird erreicht, dass Jjede

(m+n-1)~-Auswahl-Clique flr alle i genau einen p-Punkt auswdhlt.

2. Mengenlehre ohne Auswahlaxiom

Auswahlaxiom Zu jeder Familie F von nichtleeren Mengen gibt es eine

Funktion £ mit f(M)€&€ M flr jede Menge M aus der Familie F.

Eine Abschwdchung des Auswahlaxioms ist ein Satz, der aus dem Auswahl-~
axiom folgt, aber das Auswahlaxiom nicht impliziert und auch nicht ohne
Auswahlaxiom beweisbar ist. Viele bekannte Abschw&chungen des Auswahl-
axioms sind zum Kompaktheitssatz filr die Aussagenlogik &quivalent, und
ihre Aequivalenz wurde oft Uber diesen Satz bewlesen. (Genau genommen
wurden diese Aequivalenzen {ber den gleichwertigen Booleschen Primideal-
satz bewiesen, welcher aber oft kampliziertere Transformationen erfor-

dert).

Kompaktheitssatz fir die Aussagenlogik Sei M eine unendliche Menge von

aussagenlogischen Formeln. (Auch die Variablenmenge darf eine beliebige
Machtigkeit haben). Falls Jjede endliche Teilmenge von M erflllbar ist,

so ist auch M erflllbar.

Zu einigen Aussagen, welche von einer anschaulichen kombinatorischen Art
sind, kdnnen wir aber mit direkten polynomialen Transformationen viel
einfachere Aesquivalenzbeweise flhren. Dabei ist es flr die Richtigkeit
der Beweise natilirlich unwesentlich, dass diese Transformationen, welche

wir aus der Komplexit&tstheorie Ubernehmen, polynomial sind.
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Satz In der Mengenlehre ohne Auswahlaxiom sind die folgenden Aussagen

dguivalent:

(1) 1I: Eine unendliche Menge von aussagenlogischen Formeln ist genau

dann erflillbar, wenn jede endliche Teilmenge erflllbar ist.

(2} Zu einem unendlichen System {Ui{ i€ I} von endlichen Teilmengen U,
einer Menge N gibt es genau dann eine Schnittmenge U (d.h. UN Ui = egin-
elementige Menge flr alle i€ I), wenn es zu jedem endlichen Teilsystem

{Ujﬁ J€ 3} {J endliche Teilmenge ven I) eines Schnittmenge gibt.

(3} Die 55 mit 1€ I seien Teilmengen einer unendlichen Menge M mit
{i] a€ Si} endlich flr alle a€ M.
Es gibt eine Partition von M (d.h. es gibt J< I mit disjunkten Sj fir
J€ 3 und .%gSj = M) genau dann, wenn es zu jeder endlichen Teilmenge M'
van M einé Partition gibt (d.h. es gibt JC I mit Sjﬂ M!' disjunkt flUr
alle J€J und U (S,NM") = M),

3 €l
(4) Pk: Ein unendlicher Graph G ist genau dann k-farbbar (k>3), wenn
Jjeder sndliche Teilgraph k-f&rbbar ist.

(5} Sk: In einem unendlichen unterteilten Graphen mit Komponenten der

Grésse k (k>3 endlich) gibt es genau dann eine k-Auswahl-Cligue (VI.2)

= Cligue mit sinem Punkt aus jeder Komponente), wenn es in jedem Teil-

graphen, der aus endlich vielen Komponenten und den dazwischen lisgen-

den Kanten gebildet wird, eine k-Auswahl-Clique gibt.

(6) Eine unendliche Menge von aussagenlogischen Formeln in konjunkti-
ver Normalform mit hdchstens k (k>3) Variablen pro Klausel ist genau

dann erflllbar, wenn jede endliche Teilmenge erfiillbar ist.

Bemerkungen

1. Die Aussagen I, Pk und Sk wurden schon frlher untersucht. Die Aussa-
gen (2) und (3) hat E. Specker vorgeschlagen.

Bie Implikationen S4==> I, I = Sm flir alle m und Smma> S, flir m>k

k

stammen von (od und Ryll-Nardzewski 1955}, §=>FP_ und P —> Py

+1
flir n>2 von (Mycielski 1951), S3==> I von (Lévy 1883) und P3==> I von

(LBuchli 1371).

Z. Der direkte Beweis von L&uchli ist recht schwierig. Auf sinem Umweg
kommen wir schneller zum Ziel. Wir beweisen P3==¢ 83, denn Lévy gibt
einen einfachen Beweis flir S,=—~> I. Trotzdem ist der Beweis von LZuchli

3
sehr interessant, denn es wird dabei der folgende Satz Uber die Erweite-
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rung von Firbungen bewlesen:

Fir alle n>3, fir alle endlichen Punktmengen P' und flr alle Mengen M
von Einteilungen der Punkte P' in h&chstens n Klassen gibt es einen
Graphen & = (P,K) mit P'C P, so dass sich genau diejenigen n-F&rbungen
von P' zu F&rbungen des Graphen G erweitern lassen, flUr welche die
Klassen gleichfarbiger Punkte auf P' eine Klasseneinteilung aus M be-

wirken.

Dieser Satz zeigt eine Verwandtschaft von fi&rbbaren Graphen mit erflll-
baren aussagenlogischen Formeln in kenjunktiver Normalform. Flr aussa-
genlogische Formeln gilt ndmlich der folgende einfache Satz:

Fiir jede endliche Menge von Variablen V' und jede Menge M von Belegun-
gen v: V' — {0,1} gibt es eine aussagenlogische Formel A in konjunk-
tiver Normalform in den Variablen V mit V'C V, so dass genau die Varia-
blenbelegungen von V' aus M sc zu Variablenbelegungen von V erweitert

werden k&nnen, dass dabei die Formel A erflllt wird.

3. Die Aequivalenz dieser sechs Aussagen ist deshalb richtig, weil beil
giner Transformation, d.h. einer Uebersetzung eines Problems von einer
Sprache in eine andere, nicht auf das ganze unendliche System geachtet
werden muss. Es milssen nur elementare endliche Bausteine lbersetzt
werden. Z.B. bei der Uebersetzung einer Farbbarkeitsaussage in die Aus-
sagenlogik werden einfach jedem Punkt und jeder Kante des Graphen je
gine aussagenlogische Formel zugeordnet. Endlichen Teilsystemen in ei-
ner Sprache entsprechen deshalb endliche Teilsysteme in der anderen

Sprache.

4, Die Bedingungen in {2), dass die Ui endlich sein missen und in (3],
dass jedes Element von M nur in endlich vielen Si vorkommen darf, sind
wesentlich. Ohne diese Bedingungen wéren die Aussagen (2) und (3)
falsch: Wir wdhlen z.B. in (3] als Si alle endlichen Teilmengen von M,
welche ein fest gewdhltes Element a€ M enthalten. Dann kdnnen wir jede
endliche Teilmenge mit einem Si Uberdecken, aber M l&dsst sich nicht
disjunkt Uberdecken. Flr die Aussage (2) kinnen wir leicht ein entspre-

chendes Beispiel finden.

5, Untesr den unendlichen Systemen in {(1),...,(8) socllten wir uns nicht
nur abzahlbare Systeme vorstellen. Beschrénken wir uns ndmlich auf ab-
z&hlbare Systeme (abzdhlbare Graphen usw), so lassen sich nach einer

Bemerkung von Ryll-Nardzewski die Aussagen (1),...,(6) schon ohne Aus-

wahlaxiom beweisen.
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Beweis Die eine Richtung ist trivialarweise immer richtig:
Falls ein unendlicher Graph k-fé&rbbar ist, so ist jeder endliche Teil-

graph k-férbbar, usw.

(1) => (2)

SCHNITTMENGE (IV.5) l&sst sich {(polynomial) auf E° transformieren. Wir
betrachten jetzt nur noch die Transformationen von Systemen
(N,{Uq,}..,Ut}) in aussagenlogische Formeln und nicht die Transformati-
onen von Kodierungen von solchen Systemen in Kodierungen von Formeln.
Solche Transformationen lassen sich in offensichtlicher Weise auf un-
endliche Systeme (N,{Ui] 1€ I}) erweitern. Die Menge der Variablen kann
dabei Uberabzdhlbar sein, deshalb kdnnen wir im allgemeinen nicht mehr
natlirliche Zahlen als Indizes verwenden. Wir ordnen daher einfach jedem

Element a der Menge N eine Variable X, Zu. Einer Teilmenge

Ui = {a1,...,an} wird dann die aussagenlogische Formel
(x_ ViauuVx_ )A /\ (mx_ V= x_ ) zugeordnet. (x_ wahr soll bedeu-
a a c a s . a, a
1 n i<i<j<n i J
ten: a€ U).

Einer unendlichen Familie von Teilmengen Ui(iE I) wird so eine unendli-
che Formelmenge F zugeordnet. (Die Disjunktionen werden nur endlich
lang, weil alle Ui endlich sind).

Damit wird das Auswahlaxiom nicht brauchen, um bei jeder Menge Ui eine
spezielle Reihenfolge ihrer Elemante PEEEPEN auszuwahlen, ordnen wir
der Menge Ui nicht nur eine Formel zu, sondern alle n! Formeln, welche
den Permutationen wvon a,l,...,an gntsprechen.

Wir nehmen an, es gabe zu jeder endlichen Menge J€ I eine Schnittmenge.
Da jede endliche Teilmenge von F von endlich vielen Uj(jE J3) herkommt,
so ist sie erflllbar. Nach (1) ist dann ganz F erflillbar. Eine Varia-
blenbelegung v, welche F erflillt, definiert aber eine Schnittmenge U

durch a€U ¢==>v(xa) = 1.

(2) = (3)

PARTITION <a SCHNITTMENGE wurde gezeigt (IV.5). Unendlich grossen Teil-
mengen Si aus PARTITION entsprechen unendlich viele Teilmengen Uj aus
SCHNITTMENGE. Alle Uj sind endlich, weil die Durchschnitte von unend-
lich vielen Si leer sind.

Wir nehmen an, wir h&tten eine unendliche Menge M und ein System von
Teilmengen Si gegeben (mit {i| a€ Si} endlich flr alle a€ M), und zu
Jjeder endlichen Teilmenge M’ von M gibe es eine Partition. Wir wollen

mit Hilfe von (2) zeigen, dass es dann auch zu M eine Partition gibt.

Die Transformation von PARTITION nach SCHNITTMENGE ordnet dem System



98 -VI.13-

(M.{Si[ 1€ I}) ein System (N,{Uj[ J€3I}) zu. Dabei ist M genau dann
Vereinigung von einigen disjunkten Si, wenn in (N,{Ujl j€J}) eine
Schnittmenge existiert. Die Transformation von PARTITION nach SCHNITT-
MENGE ordnet aber auch jedem endlichen Teilsystem (M’,{Si[ i€1}) (M
endlich) ein endliches Teilsystem (N,{Uj] J€J'}) (3" endlich) zu. Da-
bei tritt sogar jedes endliche Teilsystem von [N,{Ujl j€3}) als Bild
eines Teilsystems von (M.{Si[ i€ 1I}) auf. Weil zu jeder endlichen Teil-
menge von M eine Partition existiert, so gibt es jetzt auch zu jedem
endlichen Teilsystem von (N,{Uj[ J€ J}) eine Schnittmenge. Nach (2) gibt
es auch im ganzen System eine Schnittmenge U. Diese definiert aber eine

Partition von M, denn M ist disjunkte Vereinigung der Sj mit sjé U.

(3) => (4)

k-FAERBBARKEIT <, PARTITION zeigt man fir k>3 genau gleich wie fir k=3
(IV.5). Ist ein Graph unendlich, so werden ihm unendlich viele (eventu-
ell unendliche) Si zugeordnet, aber jedes Element von M kommt nur in
endlich vielen Si vor.

G sei ein unendlicher Graph von dem jeder endliche Teilgraph k-f&rbbar
ist. Dem Graphen G wird ein unendliches System (M,{Si: i€ I}) und jedem
endlichen Teilgraphen von G ein Uberdeckbares (d.h. es existiert eine
Partition) endliches Teilsystem zugeordnet. Weil nun jedes endliche
Teilsystem von (M,{Si: 1€ I}) enthalten ist in einem Teilsystem, das
ginem endlichen Teilgraphen von G zugeordnet wird, so ist es auch Uber-
deckbar. Nach (3) ist dann ganz M disjunkt Uberdeckbar. Eine Usher-

deckung von M definiert aber ein k-Farbung von G.

(4) => (5)

Im ersten Kapitel (VI.7) haben wir gezeigt, dass es eine Transformation
von k-AUSWAHL-CLIQUE nach k-FAERBBARKEIT gibt. Diese Transformation
ldsst sich sofort auf unendliche unterteilte Graphen erweitern. Dabei
gibt es allerdings eine kleine Schwierigkeit, weil die Komponenten im
allgemeinen nicht geordnet sind. Diese Schwierigkeit k&nnen wir lber-
winden, indem wir z.B. jedem Punktepaar {p.,q}, das im unterteilten Gra-
phen G durch keine Kante verbunden ist, nicht nur -den Graphen mit den
Punkten {(p,q,2)| 1<&<k} zuordnen, sondern zus3tzlich noch einen iso-
morphen Graphen mit den Punkten {(gq,p,%)] 1<f<k}. Wird diese Transfor-
mation jetzt auf unendliche unterteilte Graphen angewendet, so wird
endlich vielen Komponenten von G ein endlicher Teilgraph von G' zuge-
ordnet, und jeder esndliche Teilgraph von G' ist enthalten im Bild von

gndlich vielen Komponenten von G. Weil es zu je endlich vielen Komponen-
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ten von G eine k-Auswahl-Clique gibt, so ist jeder endliche Tellgraph
von G' k-fd&rbbar. Damit ist nach (4) der ganze Graph G' k-farbbar. Jede

k-Farbung von G' definiert aber eine k-Auswahl-Clique von G,
(1) => (i+1)

Jetzt ist auch das allgemeine Schema dieser Beweise erkennbar: Die i-te
Aussage handelt von bestimmten Objekten (z.B. Graphen). Zu jedem Objekt
gibt es eine Menge von Teilobjekten (z.B. alle Tellgraphen). Gewisse
Objekte sind ausgezeichnet (z.B. die k-farbbaren Graphen). Falls ein
Objekt ausgezeichnet ist, so sind auch alle seine endlichen Teilobjekte
ausgezeichnet. Die Umkehrung davon wird in der i-ten Aussage behauptet.
Weiter kennen wir eine Transformation. Das ist eine Abbildung f:
{0Objekte aus (i+1)} — {0bjekte aus (i)} mit folgenden Eigenschaften:
1. endliche Teilobjekte gehen in endliche Teilobjekte.
2. Ein Objekt aus (i+1) ist genau dann ausgezeichnet, wenn auth sein
Bild ausgezsichnet ist.
3. Jedes endliche Teilobjekt aus (i) ist enthalten im Bild eines endli-

chen Teilobjektes aus (i+1).

Die bekannten polynomialen Transformationen zwischen den sechs obigen
Problemen lassen sich in offensichtlicher Weise auf unendliche Objekte
ausdehnen.

Dazu sind allerdings manchmal gewisse Symmetrisierungen ndtig (vgl.

(1) = (2), (4) => (5)), um das Auswahlaxiom zu vermeiden. Wir k&nnen
dann in jedem Falle leicht nachprifen, dass die Bedingungen 1 bis 3 er-
fillt sind. (In diesem Zusammenhang ist es natlirlich ganz unwichtig,

dass diese Transformationen nur polynomiale Zeit brauchen).

Zum Beweis van (i) ==> (i+1) wahlen wir nun ein unendliches Objekt Oi+1

aus (i+1) mit der Eigenschaft, dass jedes endliche Teilobjekt von Di+1

ausgezeichnet ist. Wir haben dann zu zeigen, dass auch Ui+ selber aus-

1
gezeichnet ist:

Es sei f eine Transformation, welche den Objekten aus (i+1) Objekte aus

(i) zuordnet. Dann ist das Bild jedes endlichen Teilobjekts von Oi+1
ausgezeichnet, und da jedes endliche Teilobjekt wvon ?(Di+1) enthalten
ist in eilnem solchen Bild, so ist es auch ausgezeichnet. Nach (i) ist

dann F(Di+1) ausgezeichnet. Wegen Eigenschaft 2 von f ist auch Ui+1

ausgezeichnet.

In den restlichen Fé&llen werden die folgenden Objekte und endlichen
Teilobjekte betrachtet:
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(i) = (5] Objekte sind unterteilte Graphen mit Komponenten der Grdsse k
{k endlich).

Endliche Teilobjekte sind endliche Teilgraphen bestehend aus endlich
vielen Komponenten und den dazwischen lisgendsn Kanten.

Ausgezeichnet sind Objekte mit k-Auswahl-Clique.

(i) = (6) Objekte sind Mengen von aussagenlogischen Formeln in konjunk-
tiver Normalform mit héchstens k Variablen pro Klausel.
Endliche Teilobjekte sind endliche Tellmengen davon.

Ausgezeichnet sind die erflllbaren Formelmengen.
(i) = (1) analog zu (B}

Nach dem obigen Schema ist nun auch (5) ==> (6] und (8) => (1] beweis-~
bar. Fir den Beweis von (8) => (1) missen wir noch sine Transformation
angeben, welche einer erflillbaren (bzw. nicht erflllbaren) aussagenlo-

gischen Formel F wieder eine erflillbare (bzw. nicht erflillbare) Formel

FN in konjunktiver Normalform zuordnet.

Dazu wird die Formel F schrittweise von innen her abgebaut, indem z.B.

eine Disjunktion von zweil Variablen xaV % in F ersetzt wird durch eine

b

neue Variable X( wahrend gleichzeitig FN um

a,v,b)

(a,v,b))A [~‘xbv X(a,v,b))

<==> (x_V x,_)). Nach (II1.,12}
a b

(= x x_ Vx 1A (R x_Vx
( a b a

\Y
a,v,b)

verldngert wird (was bedeutst x
(a,v,b)

ordnen wir der Formel FN schliesslich eine Formel mit hichstens k Vari-

ablen pro Klausel zu.

Damit ist die Aequivalenz der Aussagen (1) bis (6) bewiegsen.

Einige direkte Beweise

Die direkten Transformationen aus dem ersten Kapitel liefern uns Jjetzt
nach dem allgemeinen Schema (i) => (i+1) sofort direkte Beweise van

Implikationen zwischen verschiedenen Aussagen I, Pk und Sk'

Die direkte Transformation van 2'- (bzw. nz—) FAERBBARKEIT auf DREI-
FAERBBARKEIT (VI.3) liefert direkte Beweise von P3==» Pzn (bzw.

P§==> P 2). Insbesondere erhalten wir einen direkten Beweis von

p—> p"
3 4

Zur Vermeidung des Auswahlaxioms flr die Transformatisn ven unendlichen

und lésen damit ein von (L&uchli 1871) gestelltes Problem.

Graphen missen wir hier symmetrisieren. Falls {p,q} eine Kante von G
ist, so werden deswegen 1in G’ an die Punkte PqseeesPy und Qqreeesq

zwel Graphen angehdngt. Der eine sisht aus wie in der Zeichnung (VI.4),
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der andere ist gespiegelt, so dass das Vieleck ndher bei den Punkten
Qqseeeaq ist. So wird vermieden, dass einer der Punkte p,q ausgezeich-

net wird.

Wir beschreiben alle Transformationen immer nur anschaulich, statt sie
formal in der Mengenlehre zu definieren. Unsere Beschreibung kdnnte
aber leicht in eine formale Definition Ubersetzt werden, indem wir z.B.
festlegen: Py bezeichnet den Punkt (p,1), k2 bezeichnet zuerst den

1
Punkt (p,q.,2,1) und nachher (g,p,2,1) usw.

Die direkte Transformation von E® auf DREIFAERBBARKEIT (VI.S) liefert

einen direkten Beweis von P3==> I.

Die direkte Transformation von k-AUSWAHL-CLIQUE auf k- (bzw. 3-)FAERB-

BARKEIT (VI.7) 1liefert direkte Beweise von Pk==> Sk fir k>3 und

’P3==> Sk fir k>1. In der Definition von P’ ersetzen wir i<j durch i<j.

Die direkte Transformation von (men)-AUSWAHL-CLIQUE nach (m+n-1)-AUSWAHL

CLIQUE (VI.8) liefert direkte Beweise von Sn-1—"> Sm-n' insbesondere
83==> 54.

Damit wir die Transformation auch flriunendliche unterteilte Graphen
definisren k&nnen (ohne Auswahlaxiom) miissen wir hier wieder symmetri-

sieren: Wir nehmen nicht nur eine Aufteilung der Komponenten der Gréisse
mah
Aufteilungen. So missen wir keine Reihenfolge der Elemente einer Kompo-

men in n Komponenten der Gr@sse m, sondern gleich alle solchen

nente auszeichnen.
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