
VI. Polyn@miale Trans~ormationen und Auswahlaxiom 

van Martin YOrer 

Einige dsr in den Vortr~gen III und IV behandeltsn Transformationsn be- 

weisen nicht nur dis polynomials Aequivalenz van Sprachen, sondern zei- 

gen such (wiBE. Speaker bemerkt hat) dis Glsichwertigkeit verschiede- 

net Abschw~chungen des Auswahlaxioms. In dsr axiomatischen Mengenlehre 

warden n~mlich Aequivalenzbeweiss such mit Transformationen gef0hrt. 

Ein typisches Beispiel hie{Or ist [L~uchli 1971), worin folgender Satz 

bewiessn ist (in der Mengenlehre ohne Auswahlaxiom]: 

Oie beiden folgenden Aussagen AIJ A 2 [welche beids dirskt aus dam Aus- 

wahlaxiom folgen, absr des Auswahlaxiom nicht implizieren) sind ~quiva- 

lent: 

AI: Jeder nioht dreif~rbbare Graph besitzt ~inen endliohen nioht drei- 

9~rbbaren Teilgraphen. 

A2: Jsde unerfOllbare Merge van aussagenlogischen Formeln besitzt eins 

endliche unerfOllbare Tsilmsnge. 

Oar Beweis der Implikation AI~> A 2 wird bei Liuchli so gefOhrt, dass 

sine Transformation angegeben wird, welche aussagenlogisshe Formelmsn- 

gad so in Graphen transformisrt, dass erfOllbars Formelmsngsn in 9~rb- 

bare Graphen Obergshen und jsder endliche Teilgraph van einer endlichsn 

Formelmenge herkommt. 

In diesem Vortrag wollen wit einige neue polynomials Transformationen 

angeben, welche solohe Spraohen direkt insinander transformierenj wsl- 

abe wir bisher nut mit komplizisrten Umwegen Ober andsre Spraohen insi- 

nandeP transformieren konnten. Oiese direkten Transformationen bewirken 

unmittelbar VerkOrzungen van Beweissn im 2, Kapitsl. Oort fOhren wir 

Aequivalenzbeweise in der Mengenlehre ohne Auswahlaxiom mit Hil~e van 

polynomialsn Transformationen. Wir untersuohen einige Aussagen, dersn 

Aequivalenz van [~o~ und Ryll-Nardzewski 1955), [~ycielski 1961), 

(L@vy 1963) und [L~uchli 1871) gezsigt wurds. FOr die Aequivalenz ge- 

wisser Aussagen kBnnen wir einfachere Bswsiss angeben. Oamit 16sen wir 

insbesondere sin van [L~uchli 18719 gestelltes Problem. [Wir geben el- 

nan direkten Beweis van P3=> P4 (VI.15)). Wir zeigsn such van einigen 

weiteren Aussagen, dass sis zu den Obrigen ~quivalent sind. 
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I. Trans~ormationen 

Ein unterteilter Graph mit Komponenten der GrBsse k ist ein Graph, des- 

sen Punktmenge die Vereinigung von k-elementigen disjunkten Mengen 

(= Komponenten) ist und dessen Kanten nut Punkte aus verschiedenen Kom- 

ponenten miteinander verbinden. Ein unterteilter Graph wird wie sin ge- 

wShnlicher Graph kodiert (III.3). Oabei wird die Unterteilung durch 

die Reihen~olge der Punkte in der Kodierung des Graphen festgelegt: 

FOr alle i mit I<i j ~'I_~ bildet die Punktmenge 

[p(i_1).k+1,P(i_1).k+2 ..... Pi.k } eine Komponente. 

F~r k>3 ist die Sprache k-AUSWAHL-CLIQUE vollst~ndig. Sie besteht aus 

denjenigen unterteilten Graphen mit Komponenten der grSsse k, welche 

die Eigenscha~t haben, dass eine Clique (III.4) existiert, die aus je- 

der Komponente genau einen Punkt enth~lt. 

Beweis ERFUELLBARKEIT MIT HOECHSTENS k VARIABLEN PRO KLAUSEL < 

k-AUSWAHL-CLIOUE wird gleich bewiesen wie SPEZIELLE ERFUELLBARKEIT < 

CLIOUE ( I I I . 4 ) ,  

Einige direkte Trans~ormationen 

Bis jetzt haben wir viele polynomiale Trans{ormationen kennengelernt: 

Im Beweis der Vollst~ndigkei~ von E ° (E ° = Menge der Kodierungen yon 

erfOllbaren aussagenlogischen Formeln in konjunktiver Normalform, II.5) 

wurde gezeigt, wie jede Spraehe L aus NP (NP = Menge der niehtdetermi- 

nistisch in polynomialer Zeit erkennbaren Sprachen, II.3) polynomial 

auf E ° transformiert werden kann (Vortrag II). Dabei werden die m~gli- 

chen Berechnungen einer nichtdeterministischen Turingmaschine beschrie- 

ben, welche diese Sprache akzeptiert. Diese Transformationen sind des- 

halb sehr kompliziert. Naehher wurde die Vollst~ndigkeit yon weiteren 

Sprachen gezeigt, indem bekannte vollst~ndige Sprachen au{ weitere 

Sprachen aus NP transformiert wurden. Wir k~nnsn jetzt insbesondere 

jede als vollstQndig erkannte Sprache durch eine Reihe yon polynomialen 

Trans~ormationen mit einem Umweg Ober E ° in jede andere als vollst~ndig 

erkannte Sprache transformieren. Zusammensetzungen von polynomialen 

Trans~ormationen sind zwar wieder polynomiale Trans~ormationen, aber 

o{t gibt es einfachere direkte Trans~ormationen. 

Solche direkten Transformationen kSnnen uns aus mehreren GrOnden inte- 

ressieren: 



88 -VI. 3- 

-Sie helfen die Verwandtschaft einiger vollst~ndiger Sprachen darzu- 

stellen. 

- Manchmal kann der Grad yon Trans~ormationspolynomen verringert war- 

den. 

- Im n ~ c h s t e n  K a p i t a !  b r a u c h e n  w i t  s p a z i e t l  schane T r a n s ~ o r m a t i o n e n :  

T e i t o b j e k t e  mOssen aug T e i l o b j e k t e  a b z e b i l d e t  w a r d e n ,  so dass s i c h  

d i e  T r a n s f o r m a t i o n e n  aug u n e n d l i c h e  O b j e k t e  e r w e i t e r n  l a s s e n .  T r a n s -  

f o r m a t l o n e n ,  w e l c h e  e i n e n  Umweg Obar CLI@UE, HAMILTON-ZYKLUS usw. 

machen, sowie die allgamaine Transformation nach E ° [mit Beschrei- 

bun@ dar Berechnungen einer nichtdeterministischen Turingmaschine] 

erfOllen diese Forderung nicht. Ferner wollen wit zum Tail schon be- 

kannte S~tza ein?acher beweisen, Oazu brauchen wir m~glichst einfache 

Trans~ormationen. 

D i r e k t # ,  p o l y n o m i a l e  Tra, n s f q r m a t i o n  yon, 2n-FAERBBARKEIT aug 

OREIFAERBBARKEIT 

W i t  kennen b e r e i t s  e i n e  p o l y n o m i a l e  T r a n s f o r m a t i o n  yon 2n-FAERBBARKEIT 

Ober E ° und ERFUELLBARKEIT MIT HOECHSTENS DREI VARIABLEN PRO KLAUSEL 

nach OREIFAERBBARKEIT. Wir wollen hisr eine vial ein?achere Transfor- 

mation behandeln. Oiese direkte Transformation liefart uns sehr einfa- 

che Transformationen yon K-FAERBBARKEIT nach ~-FAERBBARKEIT for belie- 

bige k und ~ mit ~>3, denn for k<~ ist diesa Transformation trivial 

(ZV.3]. 

Einem Graphen G = (P ,K ]  w i r d  e i n  Graph g '  = ( P ' , K ' )  z u g e o r d n e t ,  so dass 

G 2 n - f ~ r b b a r  < ~ >  G' 3 - ? ~ r b b a r .  

Oie Menge d e r  Punk te  P s e i  g e o r d n e t  

~.~ /~  d 
G: - ->o ,o,:j- p < q 

/ p k = { p , q }  q " 
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G': 
[k~+l) k3n 

I n-Eck, falls n ungerade 

(n+1)-Eck falls n gBrade 

kll / / / 
~I 

~q2 

Z 

G' [P' ,K')  mit 

= {z}U {Pil, 1<i<n,pQ_ _ P}U {k~ II 1<i<n,i<j<3,kE . . . .  p, K} 

und falls n gerada U {k~+1: kE K}, 

Jedem Punkt p von G werden also n Punkte und jeder Kante k yon G werden 

3n (bzw. 3n÷I falls n gsrade) Punkts yon G' zugeordnst. Hingegen ist z 

sin sinziger Zusatzpunkt zum ganzen Graphsn G' 

K': siehe Zeiohnung. 

Falls n gerade ist und deshalb Punkte k 3 vorkommen, so werden diese 
n+1 

mit z verbunden. 

Behauptung Gist 2n-?Qrbbar <~> G' ist 3-?~rbbar, 

8eweis Es seien {0,1} n die Farben von G 

(0,I,2} die Farben von G' 
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~> f sei sine 2n-F~rhung von G. {p,q} ssi sine beliebige Kants von G. 

p b a b e  d i s  F a r b e  (s 1 . . . . .  S n ) ,  q habe  d i e  F a r b e  ( t  1 . . . . .  t n )  m i t  

s / t for ein m. 
m m 

Wit erggnzen f ' ( p i  ] = s i ,  f ' ( q i  ] t i ,  f ' ( z ]  = 2 zu e i n e r  F~rbung 

de r jen igen  Punkta von G',  welohe der Kante { p , q }  zugaordnet  s ind :  

2 for i/m [Es dOrfen nicht alle k! mit 2 gef~rbt 
f ' [ k ~ ]  = a 

t for i=m 
m 

warden, sonst ist das ungerade Vieleck 

nicht mehr f~rbbar). 

f ' ( k ~ )  = 1 t .  
1 1 

f ' ( k  3) = 2 
m 

k~ for i/m fgnbt man abwschslungsweise mit 0 und I. 
I 

<~ Ssif' sine FQrbung yon G' O.B.d.A. nehmen wir an f'(z) = 2. 

Zu jeder Kants [p,q) = k yon G gibt es sin m I n+1 mit f'(k~) 2 

(ungerades Vieleck). 

Also ist f'(k I) 1 2 und damit f'(pm) ~ f'(qm ). 
m 

FOr alle Punkte p yon G kann man also die FBrbung 

f ( p )  = ( f ' [ p l )  . . . . .  f ' ( p n  ])  w~hlan, 
Oann gilt f(p) / f(q) for jade Kante {p,q} von G. 

Bemerkungen 
2 

I. ~it airier ~hnliohen Methods kann n -FAERBBARKEIT direkt auf 

(n+I)-FAERBBARKEIT transformiert warden. 

Den Fall 2 n 2 = n = 4, n+1 = 3 wird dann noch etwas einfacher: 

P l ~  ql 

G': P2 q2 

Z 

2. Auch die nm-FAERBBARKEIT i s t  mi t  d i e s e r  Methods in einsm S c h r i t t  

auf die (n+I)-FAERBBARKEIT transformierbar. 

E ° Oirekte polynomials Transformation von auf OREIFAERBBARKEIT 

Wit kennen sohon sine solche Transformation, welche einen Umweg macht 

Obsr ERFUELLBARKEIT MIT HOECHSTENS 3 VARIABLEN PRO KLAUSEL. EinB direk- 

E ° te Transformation yon auf Oreif~rbbarkeit liefert uns die Methods, 
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n mit der wit 2 -FAERBBARKEIT auf OREIFAERBBARKEIT trans#ormiert haben. 

Sei F d ie aussagen log ische Formel C1A . . .A  C mit  C. = Yi  V . . . V  Yin m i I .' 1 
wobei Y i j  E {x 1 . . . . .  Xn,~ 1 . . . . .  ~n } .  Oer Formal F wir der fo lgende 

Graph g = (P,K) zugeordnet :  

P = {p , z }U  {xi[ l < i<n }U  { ~ i [  l [ i < n }  

U {P~ j l  1~i~m, 1~j~n i, k6 { I , 3 } }  

3 
U Pi,n.+ll l< i<m, n i gerade} 

i 

K: FOr alle i mit 1<i<n habsn wit die Kanten: 

{x . ,~ . } ,  {z ,x . } ,  {z ,x . } ,  
1 1 1 l 

sowie f o r  a l l e  i mi t  l< i<m und f o r  a l l e  j mi t  l < j<n ,  d ie  Ksntsn:  
. . . .  1 

{ 1 { p , p ~ j } ,  { 1 3 
Pij'Yij }' Pij'Pij }" 

[Auch beim Graphen verwendan wir Yij sis Namsn T~r den sntsprechenden 

Punkt x k bzw. ~k ) .  

Waiter haben wir dis Kante {p,z}, und ~Or jedes Taste i sind die 
3 

Punkte P i j  zu e inem u n g e r a d s n  V i e l e c k  v e r b u n d s n .  
3 

Falls n 4~ gsrads ist, und deshalb ein Punkt P~,n.+1~. vorkommt, so ist 

disser mit z verbunden, i 

Bsispisl [ ~ l V  x2V ~4)A (X lV ~2 v x3V x4) 

3 P~i Pll 

P 
~(p)= l  ~x~ 

3 
P2g 

Behauptun~ Fist er#Ollbar <~> Gist 3-T~rbbar. 

T(z)=2 
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Beweis Wir fQnben G miL { 0 , 1 , 2 } .  O.B.d .A.  habe p die Farbe 1 und z 
die Farbe 2. 

_-~> A sei erfOllbar, Es gibt also sine Belegung v {II.5) mit v(F) = I. 

Oann gibt es in jeder Klausel C i sin kleinstes Jo miL v(Yijo) = I. Wir 

kSnnen deshalb leicht eine F~rbung f des Graphen angeben miL 
I f ( Y i j )  = v ( y i j ) .  Dazu wfihlen w i r  i n s b e s o n d e r e  f ( p i j )  = 2 f S r  j / J o '  

f ( p ~ j  ) = 0 und f ( p ~ j  ) = 2. 
0 0 

~ >  Jede F~rbung f :  P --+ { 0 , 1 , 2 }  mi t  f [ z )  = 2 und f ( p )  = 1 d e f i n i e r t  

eine Var iab lenbe legung  v dutch v (x  i )  = f ( x i ) .  Zu j e d e r  K lause l  C i gibL 

es s in  Jo mi t  f ( x i j  ) = f ( p )  1, a lso g i l t  v ( Y i j  o) = f[Yij o) = 1 und 
damit v(F) = 1. o 

DirekLe po lynomia l s  T rans fo rma t i on  yon k-AUSNAHL-CL..I...OUE auf k-FAERBBAR- 
KEIT f o r  k>3 

Bless Transformation brauchen wit im n~chsten Kapitel. 

Es sei G = (P,K) sin unterteilter Graph mit Komponenten der grSsse k. 
m i 

Oann ist P = LJ P for die Komponenten pi = {pi ..... pi}. In G siRd nsI ~ 

i=I 
K 

Punkte aus verschiedenen Komponenten dutch Kanten vePbunden. 

Oem unterteilten Graphen G wird ein Graph G' = (P',K') zugeordnet dutch 

P' = PU {Po}U {(P,q,~)l (-]-i,j) 1<i<j<m, pE pi,qE PJ,{p,q}{ K und 1<_~<k} 

K' = { { P , q } I  ( ~ i )  pE pi und qE p i } u  { { ( P , q , ~ ) , ( P , q , ~ ' ) } l  ( p , q , ~ ) E  p ' ,  

( p , q , ~ ' ) E  P' und ~#~ ' }  

U { { p o , ( p , q , ~ ) } [  ( p , q , ~ ) E  P' und 3<A<k} 

U { { p , ( p , q , 1 ) } [  ( p , q , 1 ) E  P ' }  

U { { q , ( p , q , 2 ) } j  ( p , q , 2 ) E  P ' }  

N i r  nehmen a lso den komplement~ren Graphen (P , (P)xK)  von G, w~hlen e i -  

nen zus~ tz l±chen  Punkt Pound  e rse tzen  jede Kante { p , q }  zwisohen zwei 

versch iedenen Komponentsn dunch: 

Po 

( p , q , k ) ~  

(p ,q ,3 )  

P ~  (p ,q ,1 )  [ p , q , 2 )  oq 
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Beispiel 

P~ 

p13~ 

p 1 

G: 

2 

p2 

Behauptun~ FOr k>3 gilt: 

G besitzt sine k-Auswahl-Clique <~> G' ist k-¢~rbbar. 

Beweis 

~> Pound alle Punkte der k-Auswahl-Clique werden mit 0 ge¢~rbt. FOr 

die restlichen k-1Punkte jeder Komponente werden alle Obrigen Farben 

verwendet. 

Falls p,qE P und {p,q}~ K, so f~rben wir (p,q,1), (p,q,2) ..... (p,q,k) 

der Reihe nach mit mSglichst kleinen Farben. Weil p und q nicht beide 

mit 0 gef~rbt sind, so bekommt (p,q,1) oder (p,q,2) die Farbe O. Also 

wird f((p,q,~) ~ 0 = ¢(po ) for 3~k. 

<~ In jeder Komponente von P gibt es genau e±nen Punkt mit der glei- 

chen Farbe wie Po" Diese Punkte bilden sine k-Auswahl-Clique in G. 

W~rsn n~mlich zwei solche Punkte p und q in G durch keine Kante verbun- 

den, so wQre in G' yon den k Punkten {(P,q,~)I 1<~<k} keiner mit ~(po ) 

gef~rbt. 

Bemerkung Die umgskehrte Transformation yon k-FAERBBARKEIT au~ 

k-AUSWAHL-CLIQUE ist trivial. 

O.$.rekte polynomials Transformation von k-AUSWAHL-CLIQUE auf 3-FAERBBAR- 

KEIT for k>1 

Oiese Transformation erhalten w i r  durch eine kleins Aendsrung der 

Transformation yon k-AUSWAHL-CLIOUE auf k-FAERBBARKEIT: B<k ersetzen 

wir durch B<3, und statt alle Punkte einer Komponente miteinander zu 

verbinden, machen wit daraus nut sin Vieleck mit ungerader Eckenzahl. 
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Falls k gerade ist, so wQhlen wir dazu in jeder Komponente einen Zusatz- 

punkt, der mit Po verbundan wird. 

Direkte polynomiale Transformation yon (m.n)-AUSWAHL-CLI@UE nach 

(m+n-I)-AUSWAHL-CLIOUE 

i Oer.. i - ten.  Komponente pi = {p~ . . . . .  Pm'n }. ,°rdnen w i r  n Komponenten 
O1j lj zj } mit 1<j<n zu, Die frOher {P1(j-1]'m+1 ..... Pj.m' ql ..... qn-1 
schon vorhandenen Punkte (p-Punkte] warden untereinandar gleich verbun- 

ij 
den wie vorher, w~hrend q~ mit allan Punkten der anderen Komponenten 

ij' 
ausser mit q~ (1<j'<n) verbunden wi~d. Oamit wird erreicht, dass jade 

(m+n-1)-Auswahl-Clique for alle i genau einen p-Punkt ausw~hlt. 

2. Mengenlahre ohne Auswahlaxiom 

Auswahlaxiom Zu jeder Familia F von niohtleeren Mengen gibt as eine 

Funktion f mit f(M) E M for jade Mange M aus der Familie F. 

Eina Abschw~chung des Auswahlaxioms ist ein Satz, der aus dam Auswahl- 

axiom folgt, abet das Auswahlaxiom nioht impliziert und auch nicht ohne 

Auswahlaxiom beweisbar ist. Viele bekannte Abschw~chunzen des Auswahl- 

axioms sind zum Kompaktheitssatz for die Aussaganlogik ~quivalent, und 

ihre Aequivalenz wurde oft Obar diesen Satz bawiesen. [Genau genommen 

wurden diese Aequivalenzen Obar den gleichwertigen Booleschen Primideal- 

satz bewiesen, welcher aben oft kompliziertere Transformationen error- 

dart). 

Kompaktheitssatz for die Aussa~enlo~ik Sei Meine unendliche Menga von 

aussaganlozischen Formeln. (Auch die Variablenmenge darf eine beliebige 

M~chtigkeit haben). Falls jade andliche Teilmenge von M erfOllbar ist, 

so ist auch M srfOllbar, 

Zu einigen Aussagen, welche von airier anschaulichen kombinatorischen Art 

sind, kBnnen wir aber mit direkten polynomialen Transformationen viel 

einfachere Aequivalenzbeweise fOhren. Dabei ist as for die Riohtigkeit 

der Beweise natOrlich unwesentlich, dass diese Transformationen, welohe 

wir aus der Komplexit~tstheorie Obernehmen, polynomial sind. 



- V I . l O -  95 

Satz In dsr Mengenlehre ohne Auswahlaxiom sind die folgenden Aussagen 

~quivalent: 

[I] I: Eine unendliche Mange von aussagenlogischen Fermeln ist genau 

dann erfOllbar, wann jade endliche Teilmenge erfOllbar ist. 

(2) Zu einem unend l i chen System { U i t  i E I }  von end l i chen  Tei lmengen U i 

e i n e r  Mange N g i b t  es genau dann s ine  Schni t tmenge U (d .h ,  UR U. = e i n -  i 
elementige Menge f~r alleiE I), wenn es zu jedem endlichen Teilsystem 

{Ujl j E J} (J endliche Teilmenge yon I] sine Schnittmenge gibt, 

[3) Die S. mit i E I seien Teilmengen einer unendlichen Mange M mit 
I 

{ i [  a¢ S i }  endlich f~r alle aQ M. 

Es gibt sine Partition yon M [d.h. es gibt Jc I mit disjunkten S. f~r 
J 

j ¢ J und U S. = M) genau dann, wenn es zu jeder endlichen Teilmenge M' 
j¢O J 

von M sine Partition gibt (d.h. es gibt Jc I mit S,R M' disjunkt for 
J 

ells j Q J und LJ {s.~ M') = M'). 
jCJ J 

(4) Pk: Ein unendlicher Graph Gist genau dann k-f~rbbar (k>3), wenn 

jeder endliche Teilgraph k-f~rbbar ist, 

(5) Sk: In einem unendlichen untertailten Graphen mit Komponenten der 

GrSsse k (k>3 endlich) gibt es genau dann sine k-Auswahl-Clique (VI.2) 

(= Clique mit einem Punkt aus jeder Komponente), wenn es in jedem Tail- 

graphen, der  aus e n d l i c h  v i e l s n  Komponenten und den dazwischen l i e g e n -  

den Kanten g e b i l d e t  w i r d ,  s ine  k - A u s w a h l - C l i q u e  g i b t .  

(6) Eine unendliehe Mange yon aussagenlogischen Formeln in konjunkti- 

ver Normalform mit h~chstens k (k~3) Variablen pro Klausel ist genau 

dann erfOllbar, wenn jade endliche Teilmenge erf~llbar ist. 

Bemerkungen 

I. Die Aussagen I, Pk und S k wurden schon frQher untersucht. Die Aussa- 

gen (2) und (3) hat E. Specker vorgeschlagen. 

Oia Implikationen $4~> I, I ~> S m for alle m und Sm==~> S k ~Or m>k 

stammen von (~o~ und Ryll-Nardzewski 1955), S ~> P und Pn+1 ~> P 
n n n 

fur n>2 yen (Mycielski 1981), $3~> I yon [L~vy 1963) und P3~> I yon 

[ L ~ u c h l i  1971), 

2. Oar direkte Beweis von L~uchli Sst recht schwierig, Auf einem Umweg 

kommen wir schneller zum Ziel. Wit beweisen P3~> $3, denn L~vy gibt 

einen einfachen Beweis for $3~> I. Trotzdem ist der Beweis yon L~uchli 

sehr interessant, denn es wird dabei der folgende Satz Ober die Erweite- 
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r u n g  van F~ rbungen  b e w i e s e n :  

F~r alia n>3, ~r alle andlichan Punktmangen P' und for alia Mengen M 

von Einteilungen der Punkte P' in hBchstens n Klassen gibt es einen 

Graphen G = [P,K) mlt p'c P, so dass sich zenau diejanigen n-F~rbungen 

von P' zu F~rbunze/n des Graphen G erweitern lessen, £Or welche die 

Klassen gleich£arbiger Punkte auT P' sine Klasseneinteilung aus M be- 

wirken. 

Dieser Satz zeigt sine VerwandtsehaTt yon TBrbbaren Graphen mit srTOll- 

baren aussagenlog±schen Formeln in konjunktiver Normalform. FUr aussa- 

genlogisuhe Formeln gilt n~mlich dsr #olgende einfache Satz: 

F~r jade endliche Mange von Veriablen V' und jeda Mange M yon Belegun- 

Ken v: V' --* {0,1} gibt es eine aussagenlogische Formel A in konjunk- 

tiver Normalform in den Variablen V mit V'c V, so dass genau die Varia- 

blenbelegungen yon V' aus M so zu Variablenbelegungen yon V erweitert 

werden k6nnen, dass dabei die Formal A erTOllt wird. 

3. Oia Aequivalenz dieser sachs Aussagan ist deshalb riohtig, wail bai 

airier TrensTormation, d,h. einer Uebersetzung sines Problems yon einer 

Spracha in sine andere, nicht auT des ganze unendliche System geaohtet 

warden muss. Es m~ssen nut elementare endlicha Bausteine Obersetzt 

warden. Z.B. bei der Uebersetzung e±ner F~rbbarkeitsaussage in die Aus- 

sagenlogik warden einfach jedem Punkt und jeder Kante des Graphen je 

sine aussagenlogische Formal zugeordnet. Endlichen Teilsystemen in ai- 

nor Sprache entsprechen dashalb endliche Teilsysteme in der anderen 

Spraohe. 

4. Die Bedingungen in (2), dass die U i endlich sein mOssen und in (3), 

dass jades Element yon M nur in endlich vielen S i vorkomman darT, sind 

wesentlich. Ohne diese Bedingungan w~ren die Aussagen (2) und [3) 

#alseh: Wir w~hlen z.B. in [3] als S. alle endlichen Teilmengen yon M, 
l 

welche sin Test gewBhl~es Element aE M enthalten. Dann k~nnen wit jade 

endliche Teilmenge mit einem S. Oberdecken, abet M l~sst sich nicht 
l 

disjunkt Oberdecken. FOr die Aussaga (2) kBnnen wit leicht ein antspre- 

chendes Beispiel linden. 

5. Untan den unendliehen Systemen in (I) ..... (6) sollten wir uns nicht 

nur abzQhlbare Systems vorstellen. Beschr~nken wit uns n~mlich auT ab- 

zQhlbare Systems (abz~hlbara Graphen usw), so lassen sieh nach einsr 

Bemerkung yon Ryll-Nardzewski die Aussagen (I) ..... (6) schon ohne Aus- 

wahlaxiom beweisen. 
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Beweis Die eine Riohtung ist trivialar~eise immer richtig: 

Palls ein unendlicher Graph k-f~rbbar ist, so ist jeder endliche Teil- 

graph k-T~rbbar, usw. 

(I) ~> [2) 

SCHNITTMENGE [IV.5) l~sst sich (polynomial) auf E ° transTormieren. Wir 

betrachten jetzt nut noch die Transformationen yon Systemen 

(N,{U I ..... Ut}) in aussagenlogische Formeln und nicht die Transformati- 

onen yon Kodierungen yon solchen Systemen in Kodierungen yon Formeln. 

Solche Trans~ormationen lassen sich in oTfensichtlicher Weise au~ un- 

endliehe Systeme (N,{Ui] i E I}) erweitern. Die Mange der Variablen kann 

dabei Oberabz~hlbar sein, deshalb kSnnen wit im allgemeinen nicht mehr 

natOrliche Zahlen als Indizes verwenden. Wir ordnen daher ein~ach jedem 

Element a der Menge N eine Variable x zu. Einer Teilmenge 
a 

U i {a I ..... a n } wird dann die aussagenlogische Formel 

(x  V . . . V  x )A  A (m x V ~ x ) z u g e o r d n e t ,  (x  w a h r  s e l l  b e d e u -  
a l  an iJi<j<n ai aj a 

ten: aE U). 

Einer unandliehen Familie yon Teilmengen U.(iE I) wird so eine unendli- 
i 

che Formelmenge F zugeordnet. (Die Oisjunktionen warden nut endlich 

lang, wail alia U. endlieh sind). 
l 

Oamit wird dos Auswahlaxiom nicht brauchen, um bei jeder Mange U. eine i 

spezielle Reihenfolge ihrer Elemente a I ..... a n auszuw~hlen, ordnen wit 

der Mange U. nicht nur eine Formal zu, sondern allen: Formeln, welche z 

den Permutationen yon a I .... ,an entspreehen. 

Wir nehmen an, es gQbe zu jeder endlichen Mange Jc I eine Schnittmenge. 

Oa jade endliehe Teilmenge yon F von endlich vielen Uj[jE J) herkommt, 

so ist sie erTOllbar. Nach [I) ist dann ganz F erfOllbar. Eine Varia- 

blenbelegung v, welche F erfOllt, definiert abet eine Schnittmenge U 

durch aEU <~> v(x ) = I. 
a 

(2 ]  ~ >  (3)  

PARTITION < SCHNITTMENGE wu rde  g e z e i g t  [ I V . 5 ]  U n e n d l i e h  z r o s s e n  T e i l -  

mengen S. aus PARTITION e n t s p r e c h e n  u n e n d l i c h  v i e l e  T e i l m e n g e n  U. aus z j 
SCHNITTMENGE. A l l e  U. s i n d  e n d l i c h ,  w a i l  d i e  D u r e h s c h n i t t e  von unend-  J 
l i c h  v i e l e n  S. l e e r  s i n d .  z 
W i t  nehmen an,  w i r  h ~ t t e n  e i n e  u n e n d l i e h e  Menge M und e i n  Sys tem von 

T e i l m e n g e n  S i zegeben  ( m i t  { i  I aE S . }  e n d l i c h  # 8 r  a l l e  aE M) und zu 
1 

j e d e r  e n d l i e h e n  T e i l m e n g e  M' von M g~be es e i n e  P a r t i t i o n .  W i r  w o l l e n  

m i t  H i l £ e  yon (2)  z e i g e n ,  dass es dann auch zu M e i n e  P a r t i t i o n  z i b t .  

D ie  T r a n s £ o r m a t i e n  van PARTITION nach SCHNITTMENGE o r d n e t  dam Sys tem 
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[ M , { S i [  i E I } ]  e in  System CN,{Uj l  j £  J } )  zu. Oabei i s t  M genau dann 

Vereinigung von einigen disjunkten S.,i wenn in (N,{Ujl j E J}) eine 

Schnittmenge existiert. Die Transformation yon PARTITIDN nech SCHNITT- 

MENGE ordnet aber auch jedem endliehen Teilsystem (M',{S~I i E I}] [M' 

endlich] ein endliehes Teilsystem (N,{Uj] j 6 J'}) (J' endlich] zu. Da- 

bei tritt sogar jedes endliche Teilsystem yon (N,{Ujl j E J}) ale Bild 

eines Teilsystems yon [M,{Sil iE I}] au{. Weil zu jeder endlichen Teil- 

menge yon M eine Partition existiert, so gibt es jetzt auch zu jedem 

endlichen Teilsystem von (N,{Ujl j6 J}) eine Schnittmenge. Nach [2) girt 

es auch im ganzen System eine Schnittmenge U. Oiese definiert abet eine 

Partition von M, denn Mist disjunkte Vereinigung der S. mit s.E U. 
J J 

(3] ~ >  (4) 

k-FAERBBARKEIT 2~ PARTITION z e i g t  men f o r  k>3 zenau g l e i c h  wie f o r  k=3 

[ I V . 5 ] .  Zst e i n  Graph u n e n d l i c h ,  so werden ihm u n e n d l i c h  v i e l e  ( e v e n t u -  

e l l  u n a n d l i c h e )  S i z u g e o r d n e t ,  abe t  jedes  Element yon M kemmt nu t  in  

e n d l i c h  v i e l e n  S. v e t .  
l 

G ee l  e in  u n e n d l i c h e r  Graph yon dem j e d e r  e n d l i c h e  T e i l g r a p h  k - ¢ e r b b a r  

ist. Dam Graphen G wird ein unendliehes System (M,{S.: i6 I}] und jedem 
l 

endlichen Teilgraphen yon G ein Oberdeckbares (d.h. es existiert eine 

Partition) endliches Teilsystem zugeordnet. Weil nun jedes endliche 

Teilsystem yon (M,{S.: iE I}] enthalten ist in einem Teilsystem, das z 
einem endlichen Teilgraphen yon G zugeordnet wird, so ist es auch Ober- 

deckbar, Nach (3] ist dann ganz M disjunkt Oberdeckbar. Eine Ueher- 

deckung yon M de{iniert abet ein k-F~rbung yon G. 

(4) ~ >  [5) 

Im ersten Kepitel (VI.7) haben wit gezeigt, dass es eine Transformation 

yon k-AUSWAHL-CLIQUE nach k-FAERBBARKEIT girt. Diese Transformation 

l~sst sich sofort au{ unendliche unterteilte Graphen erweitern, Oabei 

girt es ellerdings eine kleine Schwierigkeit, weil die Komponenten im 

allgemeinen nicht geordnet sind. Oiese Schwierizkeit k~nnen wit Ober- 

winden, indem wir z.B. jedem Punktepaar {p,q}, das im unterteilten Gra- 

phen G dutch keine Kante verbunden ist, nicht nut,den Graphen mit den 

Punkten {(P,q,~)l lJ~<k} zuordnen, sondern zus~tzlich noeh einen iso- 

morphen Graphen mit den Punkten {(q,P,&]l 1~!k}" Wird diese Transfor- 

mation jetzt au~ unendliche unterteilte Graphen angewendet, so wird 

endlich vielen Komponenten yon G ein endlicher Teilgraph yon G' zuge- 

ordnet, und jeder endliche Teilgraph yon G' ist enthalten im Bild yon 

endlich vielen Komponenten yon G. Weil as zu je endlich vielen Komponen- 



-Vi.14- 99 

ten yon G eine k-Auswahl-Cliqu8 gibt, so ist jeder endlich8 Teilgraph 

yon G' k-f~rbbar. Damit ist nach (4) der ganze Graph G' k-f~rbbar. Jade 

k-F~rbung yon G' definiert aber eine k-Auswahl-Cliqu8 van G. 

[i) ~> (i+I] 

Jetzt ist auch das allgemeina Schema diasar Beweise erkennbar: Oie i-te 

Aussage handelt yon bestimmten Objektan (z.B. Graphen). Zu jedem Objekt 

gibt es eine Mange von Teilobjakten (z.B. alla Teilgraphen]. Gewisse 

Objekte sind ausgezeichnet (z.B. die k-f~rbbaren Graphen). Falls ein 

Objekt ausgezeiohnat ±st, so sind auch alla seine endlichen Tailobjakte 

ausgezeichnet. Die Umkehrung davon wird in der i-ten Aussage behauptet. 

Waiter kennen wir sine Transformation. Oas ist sine Abbildung f: 

{Objekte aus [i+I]) --~ {Objekta aus (i)} mit folgenden Eigenschaften: 

I. sndliche Teilobjekte gehen in endliche Tsilobjekte. 

2. Ein Objekt aus (i+I) ist genau dann ausgezeichnet, wenn auch sein 

Bild ausgezaichnst ist. 

3. Jades endliche Teilobjekt aus (i) ±st enthalten im Bild eines endli- 

chen Teilobjektes aus (i+I]. 

Die bekannten polynomialen Trans~ormationen zwischen den sachs obigen 

Problemen lassen sich in offansichtlichsr Weise auf unendlicha Objekta 

ausdehnen. 

Oazu sind allerdings manchmal gawisse Symmstrisierungen nStig [vgl. 

[I] ~> [2), (4) ~> (5)), um das Auswahlaxiom zu vermeidan. Wir k~nnen 

dann in jedem Falle leicht nachpr~fen, dass die Bsdingungen Ibis 3 er- 

fOllt sind. (In diesem Zusammenhang ist as natOrlich ganz unwichtig, 

dass diese Transformationen nur polynomiale Zsit brauchen). 

Zum Beweis von [i) ~> (i+I) wQhlen wir nun ein unendliches Objekt Oi+ I 

aus (i+I) mit der Eigsnschaft, dass jades endliche Teilobjekt van Oi+ I 

ausgazaichnet ist. Wir haben dann zu zeigen, dass auch Oi, I selber aus- 

gezeichnet ist: 

Es sei f eina Transformation, welche den Objekten aus [i+I) Objekte aus 

[i) zuordnet. Dann ist das Bild jades endlichen Teilobjskts yon Oi+ I 

ausgezeichnet, und da jades endliche Teilobjekt yon f(Oi+ I) enthalten 

ist in einem solchen Bild, so ist es auch ausgazeichnat. Nach [i) ist 

dann f(Oi+ I) ausgezeichnet. Wegen Eigenschaft 2 vsn fist auch O. 
I+I 

ausgezeichnet. 

In den restlichen Fallen warden die folgenden Objekte und 8ndlichen 

Teilobjekte betrachtet: 



(i) [5) Objekte si.nd unterteilte Graphen mit Komponenten der Gress8 k 

[k endlich). 

Endliche Teilobjekte sind endliohe Teilgraphen bestehend aus endlich 

vielen Komponenten und den dazwisehen liegenden Kanten. 

Ausgezeichnet sind Objekte mit k-Auswahl-Clique. 

(i) = (6) Objekte sind Mengen yon aussagenlogischen Formeln in konjunk- 

river Normalform mit hBchstens k Variablen pro Klausel. 

Endliche Teilobjekte sind endliche Teilmengen devon, 

Ausgezeichnet sind die er~Ollbaren Formelmengsn. 

(i) (1) analog zu (8) 

Nach dam obigen Schema ist nun auch (5] ~> (6) und (8) ~> (I) beweis- 

bar. FOr den Beweis von (8) ~> (I) mOssen wir noch eine Transformation 

angeben, welche siner erfOllbaren (bzw. nicht erfOllbaren) aussagenlo- 

gischen Formal F wieder eine erfOllbare [bzw. nicht erfOllbare) Formal 

F N in konjunktlver Normalform zuordnet. 

Oezu wird die Formal F schrittweise yon innen her abgebaut, indem z.B. 

eine Oisjunktion von zwei Variablen XaV x b in F ersetzt wird dutch eine 

neue Variable X[a,v,b ) wQhrend gleiohzeitig F N um 

xaV a (a,v,b) X(a,v,b) (m X[a,v,b)V Xb)A (m x V x )A[m XbV ) 

verl~ngert wird (was bedeutet X(a,v,b ] <~> (XaV Xb)). Naeh (III.12) 

ordnen wir dar Formal F N schliesslich eine Formal mit h~chstens k Vari- 

ablen pro Klausel zu. 

Oamit ist die Aequivalenz der Aussagen (I) his (8) bewi@sen. 

Eini~e dire,k,,te B,eweise 

Oie direkten Transformationen aus dam ersten Kapitel liefern uns jetzt 

nach dam allgemeinen Schema (i) ~> [i+I) sofort direkte Beweise yon 

Implikationen zwischen verschiedenen Aussagen I, Pk und S k. 

Die direkte Transformation yon 2 n- (bzw. n 2-) FAERBBARKEIT auT OREI- 

FAERBBARKEIT (VI.3) liefert direkte Beweise yon P3~> P2n (bzw. 

P3~> P 2 ). Insbesondere erhalten wir einen direkten Beweis von 
n 

P3 ~> P4 und l~sen damit ein von (LQuchli 1971) gestelltes Problem, 

Zur Vermeidung des Auswahlaxioms for die Transformation von unendlichen 

Graphen mOssen wir bier symmetrisieren. Falls {p,q} eine Kante yon G 

ist, so warden deswegen in G' an die Punkte PI' .... Pn und ql ..... qn 

zwei Graphen angeh~ngt .  Oer s ine  s i e h t  aus wie i n  der  Ze ichnung ( V I , 4 ) ,  
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der andere ist gespiegelt, so dass des Vieleck n~her bei den Punkten 

ql ..... qn ist. So wird vermieden, dass einer der Punkte p,q ausgezeich- 

net wird. 

Wir beschreiben elle Transformationen immer nur anscheulich, statt sie 

formal in der Mengenlehre zu definieren. Unsere Beschreibung kannte 

aber leicht in eine formale Oefinition Obersetzt warden, indem wir z.B. 

2 bezeichnet zuerst den festlegen: Pl bezeichnet den Punkt [p,1), k I 

Punkt (p,q,2,1) und nachher (q,p,2,1) usw. 

Die direkte Transformation von E ° auf OREIFAERBBARKEIT [VI.5) liefert 

einen direkten Beweis yon P3=> I. 

Die direkte Transformation von k-AUSWAHL-CLIQUE auf k- [bzw. 3-)FAERB- 

BARKEIT (VI.7) liefert direkta Beweise yon Pk~> S k for k>3 und 

P3~> S k for k>l. In der Definition von P' ersetzen wir i<j dureh i~j. 

Die direkte Transformation von (m.n)-AUSWAHL-CLIOUE nach (m+n-I)-AUSWAHL 

CLIOUE (VI.9) liefert direkte Beweise yon Sm+n_1=> S , insbesondere 
m,n 

$3~> S 4 • 

Oamit wir die Transformation aueh fOr;unendliohe unterteilte Graphen 

definieren kannen (ohne Auswahlaxiom) mOssen wir bier wieder symmetri- 

sieren: Wir nehmen nieht nut eine Aufteilung der Komponenten der Grassa 

m-n in n K omponenten der Grasse m, sondern gleich alle (m'n): solohen 
m,n 

Aufteilungen. So mOssen wir keine Reihenfolge der Elemente einer Kompo- 

nente auszeichnen. 
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