II1. Probleme, die zum Erfillungsproblem der Aussagenlogik polynomial

Gguivalent sind

von Peter Schuster

Hier flhren wir 12 Sprachen vor, die alle vollstdndig in NP sind (Def.
4 in II). Damit geben wir einen Teil der Ergebnisse von Karp (13872)
wieder. (Bei Resultaten, die nicht von Karp stammen, merken wir den
Urheber an (Cook, Lawler, Tarjan)). Die Sprachen stellen vor allem

graphentheoretische und kombinatorische Probleme dar.

Aus II, Satz 3 wissen wir, dass E° (Def. 5 in II) vollstdndig in NP

ist. Zum Nachweils der Vollstindigkeit einer Sprache S < {0,1}* genlgt

es daher, S€ NP und E° o S zu zeigen. Allgemeiner kdnnen wir aus der
Vollst&ndigkeit einer Sprache S', S' <y S und S€ NP auf die Vollsténdig-
keit von S schliessen. Den Beweis von S€ NP Uberlassen wir jeweils dem

Leser (man vergleiche dazu die Beweisskizze von Satz 2 in IIJ.

Wir benutzen die in II.2. erklirte Kodierung flr aussagenlogische For-
meln. Weiter unten flhren wir noch Kodierungen flr andere mathematische
Objekte ein. Wenn einmal eine Kodierung eingeflhrt ist, wird unsere

Sprechweise nicht mehr zwischen dem Objekt und dessen Kodierung unter-

scheiden.

Anhand der folgenden Sprache SPEZIELLE ERFUELLBARKEIT, die wir aus tech-
nischen Grlinden hier einflhren, wollen wir weitere Konventionen filr

diesen und die néchsten‘Vortrége erldutern:

1. Wenn C1 Ao A Cm eine aussagenlogische Formel in den Variablen
XpoeneaX, ist und in KD liegt, jedes der Ci also die Form

Yiqg VooV yini mit y,, € {xq,...,xn,x1,...,xn} hat, so setzen wir

DccCi = {yiklksni} ("Ckkurenzmenge"). SPEZIELLE ERFUELLBARKEIT besteht

Ao A DmE KD, flr die keine der Disjunktionen Ci

nun aus denjenigen C1
eine Aussagenvariable mehrmals enthdlt (htk = (yih+‘yik & yih+yik))

und in denen zu verschiedenen Indizes Disjunktionen mit verschiedenen
Okkurenzmengen gehdren (ifj =—> DccCi+Dcch), und mit der Eigenschaft:

C, MAdeoeA C_ ist erflillbar.
1 m

Diese Sprache SPEZIELLE ERFUELLBARKEIT ist vollstindig in NP. (Cook)

Beweis Um ED fﬂ SPEZIELLE ERFUELLBARKEIT zu zeigen, konstruieren wir
ein f: {0,1}* — {0,1}* aus I mit
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(W€ {0,11*) we E® <=> £(w)€ SPEZIELLE ERFUELLBARKEIT.

Man macht sich lsicht klar, dass die Sprache bestehend aus allen For-
meln aus KD in P ist (Oef. § in‘I]. Auf jedem w€ {0,1}*, das nicht in
dieser Sprache liegt, definieren wir f(w) = w oder irgendwie so, dass
f{w) ¢ SPEZIELLE ERFUELLBARKEIT ist. Auf den Formeln von KD 18gen wir
Ao A Dm fest, die entsteht

f durch die Zuordnung B, AvuuA Bxb—+ C

1 1

durch:

- Weglassen von Bi =y Vi.u V Yin.® falls Yin T Yik flir ein h,k ist

i
- Streichen von Uberflissigen Yik in den verbleibenden Bi’ so dass auch

hfk =—> Yih + Yik erreicht wird

- Weglassen von (Uberfliissigen Bi’ wenn ndmlich mehrere solche {(von An-

fang an oder infolge Streichungen) die gleiche Okkurenzmenge besitzen.

Nun prift man leicht f€ I und w€ E® <=> f£(w)€ SPEZIELLE ERFUELLBARKEIT
nach: Es gilt also E° <n SPEZIELLE ERFUELLBARKEIT.

In dieser Weise werden wir zum Beweis von S' <o 8 flr zweil Sprachen 8,
3' stets verfahren: Die Definition der Sprache $' (hier: E®) spalten
wir in einen ersten, leicht als "polynomial” erkennbaren Teil (hier:
"ist Formel aus KD") und einen zweiten Teil (hier: "ist erfiilibar")
auf, flr den es miglicherweise keinen polynomial beschrinkten Algorith-
mus auf einer TM gibt (Cook'sche Hypothese, II1.2). Getrennt werden die
beiden Teile der Definition stets durch die feste Wendung "... mit der

Eigenschaft ...” oder

die die Eigenschaft ... haben” (E° ist dann

also die Sprache aller Formeln C, A...A Cmé KD mit der Eigenschaft:

C1 A A Dm ist erflllbar. Man V;Pgleiche auch die obhige Aufteilung der
Befinition von SPEZIELLE ERFUELLBARKEIT.) Das zum Nachweis von S’ <n ]
zu konstruierende f: {0,1}* — {0,1}* aus I werden wir dann nur auf
einer Teilmenge von {0,1}* angeben, ni#mlich auf der Menge, die durch
den ersten {"polynomialen”) Teil der Definition von S' charakterisiert
wird; dies in der stillschweigenden Annahme, dass f auf den restlichen
w€ {0,1}* irgendwie'sa festgelegt wird, dass f(w)§ S. Auch werden wir

es stets dem Leser Uberlassen, f€ I nachzukontrollieren.

Wesentlich in der Definition einer Sprache ist natlirlich die Kodierung
der mathemstischen Objekte (s. oben). Z.B. findet man leicht eine Ko-
dierung von Formeln aus KD (etwa durch Transformation auf disjunkte
Normalform), bezliglich der sich Erflillbarkeit in polynomialer Zeit

testen 1dsst. Andererseits wird der Leser leicht jeweils neue Kodie-~
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rungen kanstruieren kdnnen, die ebenfalls vollstdndige Sprachen liefern.

Die folgenden Sprachen beziehen sich auf graphentheoretische Probleme.

Definition Ein Graph ist ein Paar (P,K), wobei P eine Menge (Punkt-

menge ist und K< (z) (Kantenmenge) ist. ((P] = Menge der zwelpunktigen

2
Teilmenger von P.) [Die Kante k = {p,q}€ K "verbindet" ihre Endpunkts
p und q miteinander. p "liegt auf” k€ K, wenn p€ k.] Sp 1= {k€ k| p€ k}
("Stern im Punkt p") ist die Menge aller Kanten von (P,K) mit Endpunkt

p. Ein Graph (P',K') heisst Teilgraph von (P,K), wenn P'C P und K'C K,
Die Punktmengen aller im weiteren auftretenden Graphen seien endlich.

Kodierung Der Graph (P,K) mit P = {p1,...,p]Pl} wird charakterisiert
durch die |P|x|P|-Matrix
1 falls {pi,pj}E K
a, .
1]
0 sonst.

Da im folgenden auch Matrizen mit rationalen Koeffizienten auftreten,

definieren wir sogleich die Kodierung solcher Matrizen:

Eine ganze Zahl a kodieren wir als

r(a) = d,d,dd,...d, d ,
1717272 kk {D a<0

wo d2d3...d die Dualdarstellung von a und d1 = ist. Flr eine

k 1 a>0

rationale Zahl a sei a = b/c die eindeutige geklirzte Darstellung mit

b,c€ Z, ¢>0. Dann ist die Kodierung von g
Ala) = x(b)01r(e]d.

Einen Vektor (a .,an) von ganzen oder rationalen Zahlen kodieren wir

g

als
A(a1,...,an] = X[a1)0101k(32)0101...X(an).
Das Paar (A,b), wo A = (aij) eine mxn-Matrix und b = (bi) ein m-Vektor

ist, hat die Kodierung

A(A,b) = Xl(a ...,aqn)D1D1U1X(a21, )

..,a
7 2n

.,a_101010101Ax(b,,~.s,b_13.
mn 1 m

11°

010101x{a_,, -
m1

Entsprechend werden wir auch Paare von Matrizen kodieren.
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2. Die Sprache CLIQUE ist vollst&ndig (Cook). Sie besteht aus allen
Paaren ((P,K},%), wo (P,K) sin Graph ist, 2€ N, |P| > &, mit der Eigen-

schaft: Es existiert eine %-punktipe Cligue § in (P,K}, d.h.
(dge P tg)cv\ & (0] =2

[* Punkte, die paerweise miteinander verbunden sind.]

Beweis Wir zeigen SPEZIELLE ERFUELLBARKEIT fﬂ CLIQUE mit der Zuordnung

D1 Ao AC == ((P,K),m), wo
m

P = {(y,Ci)I T<i<m,y€ OceC,} und
P L ——
K= {{ly,.05). (y,n0,01€ G idLy b,y ty, 0

[Die Punktmenge des Graphen ist die disjunkte Vereinigung der DccCi.
Innerhalb eines DccCi werden keine Punkte miteinander verbunden, nach

aussen aber alle, die sich nicht widersprechen.]

Wir zeigen, dass L, A .. A Cm genau dann erflllbar ist, wenn das zuge-

1
ordnete ((P,K),%) in CLIQUE 1liegt: Sei C, A...A C, grflillbar. Dann

{sighe II.2.) existiert eine Belegung v: §x1,...,xn} —~ {0,1} und es
existiert flr jedes i<m ein yie UccCi mit v(yi) = 1. Wegen

viy;) = 1 = vly;) + vfyj) gilt dann fir {(yi,Ci)l 1i<m}C P idej ==—=> yi+y§;
in (P,K) ist also {(yi,CiJI i<m} eine %-punktige Clique.

Sei umgekehrt Q@ eine m-punktige Clique in (P,K). Wegen
{(y,Ci),(y’,Cj)}E K ==> (ifj & y+y' & y$y') hat dann § die Gestalt

Q = {ly;»C;)] ism} mit yi+§'j‘ flir alle i und j.

1 flr ij {yq,...,ym}

vix,] &=
J
0 sonst

flr alle j<n definiert eine Belegung, die flr jedes i<m den Wert 1 auf

y; annimmt, denn f8r alle i<m ist entwedar y; =% flir ein gewlsses

h
h<n, also v(yi) = v(xh) = 1, oder Yy = ;h fir ein gewisses h<n, also
xh¢ {y1,...,ym} £da yi+§j flr alle j), d.h. v(xh) = 0 und damit ehen-
falls v(yi] = vix, ) = 1. Flir alle i<m existiert also Yi mit v(yi) = 1
d.

h
und yiE DccCi, h. v(C1A...A Cm) = 1.

3. Als Korollar hat man die Vollstdndigkeit der Sprache EINBETTUNG VON
GRAPHEN bestehend aus den Paaren von Graphen, ({(P',K*),(P,K)), mit der
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Eigenschaft: Es existiert eine Einbetturng von (P',K') in (P,K), d.h.

es existiert eine injektive Abbildung e: P’ — P mit K€ K' ==> (k)€ K.
Der Beweis von CLIQUE <x EINBETTUNG VON GRAPHEN ist offensichtlich.
Es ist auch klar, dass die Vollstédndigkeit nicht verletzt wird, wenn

man hier kK€ K' = g(k)€ K durch k€ K' <=> g(k)€ K srsetzt (ISOMORPHIE
ZU EINEM UNTERGRAPHEN).

4. Vollstdndig ist ferner die Sprache DISKRETER UNTERGRAPH. Sie besteht
aus allen Paaren ((P',K'},%') mit einem Graphen (P',K’'), '€ N,

[P*] > 2’ und Eigenschaft: Es gibt eine Menge von &’ paarweise unver-

bundenen Punkten in (P’,K’}).

Beweis Die Reduzierbarkeit CLIQUE s DISKRETER UNTERGRAPH sieht man

unmittelbar anhand der Zuordnung
((PK),0) = ((P,(D)NKD, L),

[Genau die Punkte verbinden, die in (P,K) unverbunden.

Die folgende Sprache behandelt ein kombinatorisches Problem. Daher zu-
ndchst eine Bemerkung zur Kodierung von Msngenfamilien. Sei I endlich

und }é&Mi = {x?,...,xn}. Die |I][xn-Matrix

1 Fflr x,€ M,
3 i

a, .
1]
0 sonst

beschreibt die Mengenfamilie (Mi)iEI' Diese, sowie das Paar ((M,) 2)

i"1€1’

kodieren wir, wie oben ausgeflhrt.

5. Die Sprache TEILPARTITION ist vollstindig. Sie besteht aus allen
Paaren ((Miliel,l), WO (Mi)iEI eine endliche Familie von lauter endli-
chen Mengen M., L€ N und [1}] > &, ist, mit der Eigenschaft: Es existie-

ren & paarweise disjunkts Mengen unter dsn Mi'
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Beweis Mit der Zuordnung ((P’,K'}%’) +— ((Sp)pep,,l’] zeigt man un-
mittelbar DISKRETER UNTERGRAPH <p TEILPARTITION, da p und g genau dann
unverbunden sind, wenn ihre Sterne disjunkt sind, Spﬂ Sq = . (Natlr-

lich kann sehr wohl Sp = Sq fiir p ¥ g sein.)

6. Ebenfalls vollstandig ist die Sprache STERNUEBERDECKUNG, zu der ge-
nau die Paare ((P,K),%) gehSren mit (P,K) Graph, £€ N, |P] > &, und
mit der Eigenschaft:

(o= Py gl <2 & U s =K.
pe P
[Jeder Punkt von P ist mit mindestens einem Punkt von @ verbunden.]

Bewsis ((P',K'),2') = ((P',K'),|P']-%') liefert DISKRETER UNTERGRAPH
<r STERNUEBERDECKUNG, denn die Punkte von Q€ P’ sind genau dann paar-
weise unverbunden, wenn k“) S = K.

pee~y P
Einige der ndchsten Sprachen beschdftigen sich mit Digraphen (gerichte-

ten Graphen):

Definition Ein Digraph ist ein Paar (V,A), wo V eine Menge ist und
Ac VZ\{(V,V)] v€ V}, Die Elemente von V heissen Punkte, die von A
Pfeile.

[Der Pfeil (u,v) zeigt von u nach v.]

Wieder werden alle vorkommenden Digraphen endlich sein.

Kodierung Sei V = {u1""’u|V|}' Dann Beschreibt die |[V]| x |V|-Matrix
1 flir (u,,u,)€A
1
a. .
1]
0 sonst

den Digraphen (V,A}.

7. Die Sprache HAMILTON-ZYKLUS ist vollst&ndig. (Lawler) Sie hesteht

aus allen Digraphen (V,A) mit der Eigenschaft: Es existiert ein Hamil-

ton-Zyklus in (V,A), d.h.: Wenn |V| > 1, existiert egine auf V surjekti-
ve Folge (v1,...,vlvll mit:
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i< V] = (v.,v, ,)€A und
i*Yi

+1
(vlvl,v1)€ A

[Ein geschlossener Pfad, der - in Pfeilrichtung - jeden Punkt von
(V,A) genau einmal durchlduft.]

Beweis (Vereinfacht von M. Flrer) Wir zeigen
STERNUEBERDECKUNG <x HAMILTON-ZYKLUS mit der Zuordnung ((P,K],
((P,K),2) ¥ (V,A), wo

Vo= {1,...,2} U {(p,g)| {p.ql€ K}
(die i<% nennen wir Zahl-Punkte, die (p,q) Kanten-Punkte) und
A= {((p,q),(q,p"))] {p.q}€ K,{q,p'}€ K,p<p"'}
U {(i,(p,g))] {p,qteK,i<}
U {((p,g),1)] {pﬁq}e K,i<2}
U {(i,i+1)] i<2}U {(g,1)}

flir eine beliebige, fest gewdhlte Totalordnung < auf P.

Beispiel (g<q',#=1)
(q’',p)
(g,p)

o
~\\\\\\\\\\\\\£B;d)

o [D.El)

—0
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Sei nun QC P gegeben mit |Q] < &, L) Sp = K. Wir z&hlen K nach den
€
Mengen Sp geordnet (injektiv) auf:®
n

n .
1 2 1 1 J m
({pq,q1}. {p,l.q,l}.---,{p1,q1 }, {pz,qz}.---.{pi,qi}---{pm,qm .,

5 J oo g3t
so dass also p,€0Q, ) n, = |K] und so dass q5 < q} .
i 321 & i i
nes
1 1 . .
i 1= R e A S .
(Die Menge Si {{pi,ql} {p1 a; }} ist alsoc Teilmenge von 5 )

Dann ist folgendes offenbar ein Hamilton-Zyklus in (V,A):
n n
1 1 2 2 1 1
(1,(p1,q1), tag.py)s (pq,qq). [q1.p1),.-.,(p1,q1 ¥, (q,| 2P0y

1 1
2,(p2,q2), (qz,pzl,---

n

m, (pm,q;).... ,(qmm,pm), m+1,m+2,.04,8%)

[Zwischen den Zahl-Punkten i und i+1 besucht der Hamilton-Zyklus genau

die zu S, gehdrenden Kantenpunkte]

Sei umgekehrt (V1""’V|V[) ein Hamilton-Zyklus in (V,A). Fiir

1<i<j<|V| nennen wir (v,,v, ‘e
<ici<lvl 1771+’

.,vi) Abschnitt des Hamilton-Zyklus

.,vj] und auch
(Vj’vj+1""’V|V|'V1'V2"'
(V,I,...,V[vl).

Definiere Q = {p€ P| d Zahlpunkt i€ V und Jg€ P so dass (i, (p,g))
Abschnitt des Hamilton-Zyklus ist}.

Behauptung 1: Filr alle {p,q}€ K gilt:
Falls ((g,p),(p,g)) kein Abschnitt des Hamilton-Zyklus
ist, so gilt p€ Q.

Wahle zu festem p das kleinste q', so dass {p,q’}€ K und
((g',p),(p,q')) kein Abschnitt des Hamilton-Zyklus ist.

Fir jedes g" mit {p,g"}€ K und g"<q' ist also ((q",p),(p,3")) ein Ab-
schnitt und folglich ((q",p),(p,q’)) kein Abschnitt des Hamilton-
Zyklus. Im Abschnitt (v,(p,q')) muss deshalb v sin Zahlpunkt sein, also
p€ Q.
Behauptung 2: O bildet eine héchstens f2-punktige Sternlberdeckung von
(P,K), d.h.
. |o] <2

2. U s -«

p&n P
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1. Ist klar, da es nur & Zahlpunkte gibt.
2. Weil ({g,p), (p,ql)) und ((p,gl),(g,p)) nicht beides Abschnitte das
Hamilton-Zyklus sein kdnnen, so liegt nach Behauptung 1 p oder g in

g, also lisegt die Kante {p,q} in SD oder in Sq'

8. Die Sprache HAMILTON-KREIS ist vollsténdig (Tarjan). Sie besteht

aus allen Graphen (P,K) mit der Eigenschaft: Es existiert ein Hamilton-

Kreis in (P,K), d.h. entweder |P| < 1 oder es existiert eine surjektive

Folge (p1,...,p|P|) in P mit:

i< |P| = {pi.pi+1}e K und

{D|Pl,p1}é K
Biin geschlossensr Pfad, der jesden Punkt des (ungerichteten) Graphen

(P,K) genau einmal besucht.]

Beweis Wir zeigen: HAMILTON-ZYKLUS o HAMILTON-KREIS mit der Zuordnung
(V,A) = (P,K}, wo
P =V x {',”,”} und

K= {{v',v"}| ve V}
U {{v",v"}| ve v}
U {{v’,vrH (v _,v,)€ A}.
o’ o’ "1
Beispiel
Y1
"
1
v1v V3
vy

Wenn [v1,v2,...,vn] gin Hamilton-Zyklus in (V,A) ist, dann ist

(v, v, v, v™, e, v™, v, v') ein Hamilton-Kreis in (P,K),
1779771772 n"'n’'n
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Ist umgekehrt (p1,...,p|Pi) gin Hamilton-Kreis in (P,K), so steht darin

jedes v{ immer zwischen vi und v;, da vg mit keinen weiteren Punkten

verbunden ist.
0.B.d.A. ktnnen wir annehmen: Py = VT, Py = v;. Der Hamilton-Kreis
(p1""'plpi) hat dann die Form

(v?,v?,v%,vg,vé,...,v:,v;,vg). Dann ist aber auch [v1,...,vn) gin Ha-

milton-Zyklus in (V,A).

8. HMHiermit sieht man leicht, dass TRAVELLING SALESMAN vollstédndig in

NP ist: Dies ist die Sprache aller Paare [(xp q)pEP'k]’ wo K€ N und flr
’
alle p,g€ P x = X € N gowie x = 0 g €pP gilt, mit der
P.q g.p pP.p
Eigenschaft: Es existisrt eine zyklische Permutation m von P, so dass

p%P Xp,ﬂ(p) < k.

[1st Xp 9 die Entfernung zwischen den Punkten p und g, so legt man beim
Durchlaufen aller Punkte von P in der Reihenfolge des Zyklus 7 die

0,7(p) zurﬁck:

HAMILTON-KREIS transformiert sich auf TRAVELLING SALESMAN durch die
Zuordnung (P,K)} — {((x ) e’ 0) mit

p,q p
g€P

Entfernung E X
p€P

0 {p.gleK

1 sonst.

10. Auch die Sprache UNGERICHTETER HAMILTON-PFAD ist vollstaindig. Sie

enth&lt genau die Graphen (P',K'}), dis die Eigenschaft haben: Es exi-

stiert ein Hamilton-Pfad in (P',K'}, d.h. es aexistiert eine auf P' sur-
jektive Folge (p1,...,plpl) mit:

i< [P} = {pi,pi+1}e K'.
[Ein Pfad, der jeden Punkt von (P',K’) genau sinmal besucht.]
Zum Beweis von HAMILTON-KREIS - UNGERICHTETER HAMILTON-PFAD wdhlen wir
ein beliebiges g€ P und ein festes Symbol gq'.

0.8.d.A. {g',0,1}nP

S0

i

B. Wir definieren die Zuordnung (P,K) = (P',K’)

Pt = P U {q',ﬂ,'!}
K' = K U {{q',p}| {q,p}€ K} U {{0,q},{1,9’}}

<
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Ein Hamilton-Kreis in (P,K) hat dann einen Abschnitt (q,p1,...,pn,q),
und damit gibt es in (P’,K') den Hamilton-Pfad (O,q,p1,..,pn,q',1].
Umgekehrt hat jeder Hamilton-Pfad in (P',K') die Gestalt
(O,q,pq,...,pn,q',1) nder [1,q‘,pn,...,p1,q,01 (denn durch 0 und 1 geht
nur je eine Kante) und damit ist (q,pq,...,pn) gin Hamilton-Kreis in
(P,K).

11. GERICHTETER HAMILTON-PFAD ist vollstdndig: Das ist die Menge aller

Digraphen (V,A) mit der Eigenschaft: Es existiert ein Hamilton-Pfad in

(V,A}, d.h. es existiert eine auf V surjektive Folge (v1,...,v1v}) mit:

i< JV] = (viuv, 4 €A,

i+
(Ein in Pfeilrichtung zu durchlaufender Pfad, der jeden Punkt von

(V,A) genau einmal besucht.]

Beweis Wir zeigen:
UNGERICHTETER HAMILTON-PFAD < GERICHTETER HAMILTON-PFAD
durch die Zuordnung (PLK) #¥= (V,A) mit
V=P und

A

B

{tp,g)| {p.o}€ K}

Jeder ungerichtete Hamilton-Pfad ist auch ein gerichteter Hamilton-Pfad

und umgekehrt.

12. Die folgende Sprache ERFUELLBARKEIT MIT HOECHSTENS 3 VARIABLEN PRO
KLAUSEL wird bewsistechnische Vorteile in Vortrag IV erbringen. Beson-
ders interessant ist die Vollst&ndigkeit dieser Sprache aber im Vergleich
mit der Tatsache, dass die Sprache ERFUELLBARKEIT MIT HOECHSTENS Z
VARIABLEN PRC KLAUSEL in P liegt. (Cook 1971 (7J; Definition von P: I,
Def. 53}.

Die Sprache ERFUELLBARKEIT MIT HOECHSTENS 3 VARIABLEN PRO KLAUSEL ist

definiert als die Menge aller aussagenlogischen Formeln

C, AviwAC € KD in den Varieblen x,,«..,% , s0 dass
1 m 1 n

= Viuu Voy, , - s
Ei Yi1 7t ylhi ylj 1
und die die Eigenschaft haben, erfilllibar zu sein.

€ IR, yenerX s .,%x } und n,<3 fir alle i<m,
1 n n i- -

Sie ist vollstdndig.
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Zum Beweis von E° <n ERFUELLBARKEIT MIT HOECHSTENS 3 VARIABLEN PRO

KLAUSEL definieren wir die Abbildung f in Schritten auf 81

1. Schritt: Sei By = z;9 VaerV Zoy zije {x1....,xk,x1.....xk} fiir
jedes i<f& und sei iO das kleinste der i<%, flr die ki>3 ist. Dann ord-
nen wir B1 A A Bl die Formel B1 A A B;+1 Uber der neuen Variablen-
menge {x1,...,xk,u1} zu mit:
1 " . \
B, = B, fur i¢ {i_,2+1}
1
= A\
By =23 4 V7 2 VY
0 )
L
B2+1 =25 4 Vio.V zy kl A uge
0 o "o
1
Im 2. Schritt wenden wir dieses Zuordnungsverfahren auf Bl Ac.o A B£+1
an und erhalten B? Ao A E§+2. Iteration flhrt offensichtlich in

z [ki—3] Schritten zu einer Formel C1 Aot A Cm mit hGchstens 3 Varia-
i<t blen pro Klausel C
ky23 P a i’

51 Acvo A Bl ist genau dann erflllbar, wenn C,| AL A Cm es ist. Es ge-

nlgt zu zeigen:

" 1 1 "
B1 Aved A BR erflillbar < > 51 Acud A BQ+,| erflillbar:
Wenn nun V(B,| Ao A 52] = 1 ist, so gilt flr die Belegung
v1: {x,,e0usx ,u,} — {0,1} mit v1(x.) = v(x,) flr alle i<k und
1 k* 1 i i -
0 falls v(z, ,) = 1 oder v(z., .) =1
i1 i2
y a) )
v (u1) =
1 sonst
1.1 1 ) 1,1 1
offenbar v (B, A...A B } =1, und wenn umgekshrt v (B, A...AB ) =

1 2+1 1 1 L+1
ist, so haben wir flr die Restriktion v von v auf (x1,...,xk} gerade

v(B1 Avew A BQ) = 1.

Selbstversténdlich ist auch ERFUELLBARKEIT MIT HOECHSTENS k VARIABLEN
PRO KLAUSEL flir k>3 vollst&ndig.

Von der folgenden wichtigen Sprache ISOMORPHIE VON GRAPHEN, die eine
Teilmenge der vollsté&ndigen Sprache EINBETTUNG VON GRAPHEN (III.3.) ist
ist nicht bekannt, ob sie auch vollstindig ist: ISOMORPHIE VON GRAPHEN
besteht aus allen Paaren ((P',K'), (P,K)) von Graphen mit der Eigen-

schaft: (P’,K') ist isomorph zu (P,K), d.h. es existiert eine Bijektion

f: P’ — P mit k€ K’ <==> f(k)E€ K.

Acuo A BZE KD.
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