
III. Probleme, die zum Er{~llungsproblem der Aussagenlogik polynomial 

~quivalent sind 

yon Peter Schuster 

Hier {Ohren wir 12 Spraehen vor, die alle vollstindig in NP sind (De{. 

4 in II). Damit geben wir miner Teil der Ergebnisse yon Karp (1972) 

wieder. (Bei Resultaten, die nicht yon Karp stammen, marker wir den 

Urheber an (Cook, Lawler, Tarjan)). Die Sprachen stellar vor allem 

graphentheoretische und kombinatorische Probleme dar. 

Aus II, Satz 3 wissen wir, dass E ° (De{. 5 in II) vollst~ndig in NP 

ist. Zum Nachweis der Vollst~ndigkeit miner Sprache S c {0,1}* genOgt 

es daher, $6 NP und E ° < S zu zeigen. Allgameiner kSnnen wir aus der 

Vollst~ndigkeit miner Sprache S' S' < S und $6 NP au{ die Vollst~ndig- 

keit yon S schliessen. Den Beweis yon $6 NP Oberlassen wir jeweils dam 

Laser (man vergleiche dazu die Beweisskizze von Satz 2 in II). 

Win benutzen die in II.2. erkl~rte Kodierung for aussagenlogische For- 

meln. Waiter unten {Ohren wir noch Kodierungen {Or andere mathematische 

Objekte ein. Wenn einmal mine Kodierung einge{Ohrt ist, wird unsere 

Sprechweise nicht mehr zwischen dem Objekt und dessen Kodierung unter- 

scheiden. 

Anhand der {olgenden Sprache SPEZIELLE ERFUELLBARKEIT, die wir aus tech- 

nisohen GrOnden bier ein{Ohren, wollen wit weitere Konventionen {Or 

diesen und die nQchsten Vortr~ge erl~utern: 

I. Wenn C I A.,.A C m mine aussagenlogisehe Formel in den Variablen 

x1,...,x n ist und in KO liegt, jades der C.I also die Form 

Yil V'''V Yin. mit Yik 6 {x I ..... Xn,X I ..... x n} hat, so setzen wit 
1 

OccCi := {Yik I k~n i} ("Okkurenzmenge"). SPEZIELLE ERFUELLBARKEIT besteht 

nun aus denjenigen C I A...A C 6 KD, {Ur die keine der Oisjunktionen C. 
m 

mine Aussagenvariable mehrmals enth~it [h~k ~> (yih+Yik & yih~Yik ) ) 

und in denen zu verschiedenen Indizes Oisjunktionen mit verschiedenen 

Okkurenzmengen geh~ren (i~j ~> OecCi~OccCj), und mit der Eigenscha{t: 

C I A...A C ist er{Ollbar. 
m 

Oiese Spraehe SPEZIELLE ERFUELLBARKEIT ist vollst~ndig in NP. (Cook) 
i 

Beweis Um E ° < SPEZIELLE ERFUELLBARKEIT zu zeigen, konstruieren wit 
-~T 

ein ~: {0,1}* --~ {0,I} ~ BUS ]I mit 
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(Vw6 {0,I}*] wQ E ° <~> f(w]~ SPEZIELLE ERFUELLBARKEIT. 

Man macht sich leicht klar, dass die Sprache bestehend aus allen For- 

meln aus KO in P ist (Oaf, ~ in I]. Auf jedem wE {0,I} ", das nieht in 

dieser Sprache liegt, definieren wir T(w) = w oder irgendwie so, dass 

{(w]~ SPEZIELLE ERFUELLBARKEIT ist. AuT den Formeln yon KD lezen wir 

f dutch die Zuordnunz B 1 A..,A B~ ~-~ C I A...A C m Test, die entsteht 

dutch: 

We~lassen yon B i = Y i t  V , . . V  Y i n . '  ~ a l t s  Yih = Y ik  ~Or s in  h ,k  i s t  

Streichen yon ~berflOssizen Yik in den verblsibenden B i, so dass such 

h~k ~> Yih ~ Yik erreicht wird 

Me,lessen yon OberTlOssi~en B i, wenn n~ml~ch mehreme solehe (yon An- 

fanz an oder in~olze Streichun~en) die gleiche Okkurenzmenze besitzen. 

Nun prOft man leicht ~ ~ und wQ E ° <~> ~[w)Q SPEZIELLE ERFUELLBARKEIT 

nach: Es zilt also E ° < SPEZIELLE ERFUELLBARKEIT. 

In dieser Weise werden wit zum Beweis yon S' < S f~r zwei Sprachen S, -7 

E ° S' stets verfahren: Dis Definition der Sprache S' (hier: ) spalten 

wit in einen ersten, leicht als "polynomial" emkennbaren Tail (hier: 

"ist Formal aus KD"] und einen zwelten Tail (hier: "ist erf~llbar"] 

auf, for den es m~glioherweise keinen polynomial besehr~nkten Algorith- 

mus auf einer TM gibt (Cook'sche Hypothese, II,2). Getrennt werden die 

beiden Teile der Oefinition stets dutch die festa Wendunz "... mit der 

Eigenschaft ..." oder "... die die Eigsnschaft .., haben" [E ° ist dann 

also die Sprache aller Formeln C I A.,.A CmC KO mit der Eigenschaft: 

C I A...A C ist erf8llbar. Man vergleiche such die obige Aufteilung der 
m 

Oe#inition von SPEZIELLE ERFUELLBARKEIT,) Das zum Nachweis yon S' < S 
-7 

zu konstruierende T: {0,1}* --~ {0,1}* sus ~ warden wir dann nur auT 

e i n e r  Te i lmenge  von { 0 , 1 } *  angeben, n~ml ich  auf  der  Menz e, d ie  durch 

den e r s t e n  ( " p o l y n o m i a l e n " )  T e i l  de r  D e f i n i t i o n  yon S' c h a r a k t e r i s i e r t  

w i rd~ d ies  i n  der  s t i l l s c h w e i g e n d e n  Annahme, dass f au f  den r e s t l i c h e n  

wE {0,I}* irgendwie so festzelegt wird, dass f(w]~ S. Auch warden wir 

es stets dam Laser Oberlassen, #6 ~ nachzukontrollieren. 

Wesentlich in der Definition einer Spreche ist nat~rlich die Kodierung 

der mathematischen Ohjekte [s. oben). Z.B. findet man leicht sine Ko- 

dierung yon Formeln aus KD [etwa dutch Transformatlon auf disjunkte 

No~malform), bez~glich der sich EnfOllbarkeit in polynomialer Zeit 

testen 1Qsst. Andererseits wird der Leser leicht jeweils neue Kodie- 
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rungen konstruieren k~nnen, die ebenfalls vollst~ndige Sprachen liefern. 

Die folgenden Sprachen beziehen sich auf graphentheoretische Probleme. 

Definition Ein Graph ist ein Paar (P,K], wobei P eine Mange [Punkt- 
P P 

mange ist und KC (2) (Kantenmenge) ist. ([2) = Nenge der zweipunktigen 

Teilmenge~ yon P.] [Die Kante k = {p,q}6 K "verbindet" ihre Endpunkte 

p und q miteinander, p "lie~t auf" kE K, wenn pC k.] Sp := {k( KIp6 k} 

("Stern im Punkt p") ist die Mange aller Kanten yon (P,K) mit Endpunkt 

p,  E i n  G r a p h  ( P ' , K ' ]  h e i s s t  T e i l g r a p h  v o n  ( P , K ] ,  wenn  p ' c  p und K ' C  K, 

Die Punktmengen aller im weitsren auftretenden Graphen seien endlich. 

K o d i e r u n g  O a r  Gra__#~ ( P , K )  m i t  P = { P l  . . . . .  p]pi} w i r d  c h a r a k t a r i s i e r t  

d u r c h  d i e  I P l × l P i - M a t r i x  

aij = I 01 sonst.falls {pi,pj}6 K 

Da im folgenden auch Natrizen mit rationalen Koeffizienten auftreten, 

dafinieren wir sogleich die Kodierunz solcher Matrizan: 

Eine ganze Zahl a kodieren wir als 

X ( a ]  = d l d l d 2 d 2 . . . d k d k ,  

= ist, F ~ r  eine wo d2d3...d k die Dualdarstellung yon a und d I a>O 

rationale Zahl a sei a = b/c die eindeutige gekQrzte Darstellung mit 

b,c6 Z, c>O. Oann ist die Kodierung von q 

XCa) = X ( b ) O 1 X C c ] .  

E i n e n  V e k t o r  (a  1 . . . . .  a n ) v o n  g a n z e n  o d e r  r a t i o n a l e n  Z a h l e n  k o d i e r e n  w i t  

a l s  
X ( a  1 . . . . .  a n ]  = X ( a l ) O l O l X [ a 2 ] O l O l . , . X ( a n ] .  

Das P a a r  ( A , b ] ,  wo A = ( a . . )  e i n e  m x n - M a t r i x  und  b ( b . ]  e i n  m - V e k t o r  z j  z 
i s t ,  h a t  d i e  K o d i e r u n g  

X [ A , b ]  = X(a11 . . . . .  a l n ] O 1 0 1 0 1 X ( a 2 1  . . . . .  a2n ]  , , ,  

(am1 ] 0 1 0 1 0 1 0 1 X ( b  1 . . . .  b ) ,  . , .  0 1 0 1 0 1 ~  . . . . .  amn ' m 

E n t s p r e c h e n d  w e r d e n  w i t  a u c h  P a a r e  v o n  M a t r i z e n  k o d i e r e n .  
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2. Oie Sprache CLIQUE ist vollst~ndig (Cook). Sie besteht aus allen 

Paaren ( ( P , K ) , ~ ) ,  we [P,K)  e in  Graph i s t ,  ~6 ~, IPI > ~, m i t  der  E igen-  

s c h a f t :  Es e x i s t i e r t  e ine  £ - p u n k t i z e  C l i q u e  O i n  (P ,K ) ,  d . h .  

( 3  Qc P] [ ~ ) c  K g [O[ = 

Ok Punk te ,  d ie  paarwe ise  m i t e i n a n d e r  verbunden s i n d . ]  

Beweis Wit zeigen SPEZIELLE ERFUELLBARKEIT < CLIOUE mit der Zuordnung 

C I A...A Cm~--~ ((P,K),m], we 

P = { ( Y , C i )  I l<i<m,yE_ _ OccC.}l und 

P 
K = { { ( Y l , C i ] , ( Y 2 , C j ) } E  (2 ) [  i + j , y l ~ 2 , ~ T ~ y 2 } .  

[Oie Punktmen~e des Graphen ist die disjunkte Vereinizung der OocC i, 

I n n e r h a l b  e ines  OccC. warden ke ine  Punkte m i t e i n a n d e r  ve rbunden ,  nach l 
aussen abe t  a l l e ,  d ie  s i c h  n i c h t  w i d e r s p r e c h e n , ~  

Wir zeigen, dass C 1 A...A C m zenau dann erTOllbar &st, wenn das zuze- 

ordnete ((P K],~) in CLIQUE liegt: Sei C I A..,A C erfOllbar. Oann 
' m 

(siehe II.2.) existiert eine Belegung v: {x I ..... x n} --~ {0,1} und es 

existiert for jades i~m ein yi E OocC i mit v[y i) = I. Wegen 

v(y i] = I = v[yj) + v(~j) gilt dann for {[Yi,Ci)I i<m}c P i+j ~> yi+~j; 

in (P,K) ist also {[Yi,Ci)l i<m} eine ~-punktize Clique. 

Sei umgekehrt @ eine m-punktige Clique in (P,K). Wegen 

{ ( Y , C i ) , ( y ' , C . ] } E  K ~ >  (itj ~ y+~'  ~ ~ + y ' ]  hat  dann O d ie  G e s t a l t  
J 

O = {(Yi,Ci]l i~m} mit yi~j f~r alle i und j. 

] 1 fQr xjE {Yt  . . . . .  Ym } 

v ( x j ]  := 

[ 
0 sonst 

for alle j<n definiert eine Belegung, die for jedes i<m den Wart I auf 

Yi annimmt, denn f@r alle i<m ist entweder Yi = Xh for sin gewisses 

h<n, also v(y i) = v(x h) = I, oder Yi = ~h for ein gewisses h<n, also 

Xh~ {Yl ..... Ym } (da yi+~j for alle j], d.h. v(x h) = 0 und damlt eben- 

falls v(y i] = v[~ h) I. FOr alle ijm existiert also Yl mit vCy i) = I 

und y i  E OccC.1, d .h .  v ( C 1 A . . . A  Cm] = 1. 

3. Als Korollar hat man die Vollst~ndigkeit der Spraohe EINBETTUNG YON 

GRAPHEN bes tehend aus den Paaren van Graphen, ( ( P ' , K ' ) , ( P , K ) ) ,  m i t  de r  
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E i g e n s c h a f t :  Es e x i s t i e r t  e l ne  E i n b e t t u n g  van [ P ' , K ' )  i n  (P ,K ] ,  d .h .  

es e x i s t i e r t  e ine  i n j e k t i v e  Abb i l dung  e: P' --~ P m i t  kE K' = >  e [ k ) E  K. 

Oer Beweis yon CLIQUE < EINBETTUNG VON GRAPHEN ist offensichtlich. 

Es i s t  auch k l a r ,  dass d ie  V o l l s t ~ n d i g k e i t  n i c h t  v e r l e t z t  w i r d ,  wenn 

man h i e r  kE K' ~ >  e ( k )E  K dutch kE K' < ~ >  e ( k ) E  K e r s e t z t  [ISOMORPHIE 

ZU EZNEM UNTERGRAPHEN). 

4. VollstQndig ist Tamer die Sprache OISKRETER UNTERGRAPH. Sic besteht 

aus a l l e n  Paaren [ ( P ' , K ' ] , ~ ' I  m i t  einem Graphen ( P ' , K ' ] ,  ~ 'E  ~, 

tP ' t  ~ ~' und E igenscha~ t :  Es g i b t  e ine  Menge von ~' paarwe ise  unver -  

bundenen Punkten i n  ( P ' , K ' ) .  

Beweis Oie Reduzierbarkeit CLIQUE < OlSKRETER UNTERGRAPH sieht man 

unmittelbar anhand der Zuordnung 

[[P,K],~) ~ ([P,[~)-K),~). 

[~enau die Punkte verbinden, die in [P,K] unverbunden.] 

Die folgende Sprache behandelt ein kombinatorisches Problem. Oaher zu- 

n~chst eine Bemerkung zur Kodierung yon MengenTamilien. Sei I endlich 

und U Mi = {x  1 . . . . .  ×n} .  Die I I I × n - M a t r i ×  
i EI 

.EM.  1 ~ r  xj l 

aij := 

0 sons% 

beschreibt die Mengenfamilie (Mi)iE I, Oiese, sowie das Paar [[Mi)iEi,%] 

kodieren wit, wie eben ausge#Ohrt. 

5. Ois Spraohe TEILPARTITION ist vollst~ndig. Sie besteht aus allen 

Paaren ([MiliEi,~], we [Mi)iE I eine endliche Familie yon lauter endli- 

then Mengen M i, RE ~ und IIl > ~, ist, mit der Eigenschaft: Es existie- 

ten A paarweise disjunkte Mengen unter den M i. 
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Bewe is  M i t  d e r  Z u o r d n u n g  [ [ P ' , K ' ) ~ ' ) ~ - - ~  ( [ S )  E p . , ~ ' )  z e i g t  man un- 
P P 

m i t t e l b a r  DISKRETER UNTERGRAPH < TEILPARTIT ION,  da p und q genau dann 
- i f  

u n v e r b u n d e n  s l n d ,  wann i h r e  S t e r n e  d i s j u n k t  s i n d ,  S [q S = ~. ( N a t O r -  
P q 

l i c h  kann s e h r  w o h l  £ = S TOt p + q s e i n . )  
P q 

6. Eben~alls vollst~ndig ist die Sprache STERNUEBERDECKUNG, zu der ge- 

nau die Paare ((P,K),Z) geh~ren mit (P,K) Graph, £6 ~, IPI ~ Z, und 

mit der Eigensehaft: 

peg p 
~eder Punkt yen P i s t  mit mindestens einem Punkt von Q verbunden,] 

Beweis ((P',K'),~') ~ ((P',K').IP'I-~') lieTert DISKRETER UNTERGRAPH 

< STERNUEBERDECKUNG denn die Punkte yon Oc P' sind genau dann pear- 
I I 

w e i s e  u n v e r b u n d e n ,  wenn ~ J  S = KI 
p6P',O P 

Einige der n~ehsten Sprachsn besch~Ttigen sich mit Digraphen (gerichte- 

ten Graphen): 

Definition Ein Digraph ist ein Paar (V,A), we V eine Mange ish und 

Ac V2~{(v,v)l v6 V}. Die Elemente yon V heissen Punkte, die von A 

Pfeile. 

EOer PTeil (u,v) zeigt yon u nach v.] 

Wieder warden alle vorkommenden Oigraphen endlich sein. 

Kodierung Sei V = {~1 . . . . .  ~ Iv l  } .  D ~  ~ e s o h : e i b t  die Iv l  x I v I - M a t r i x  

1 fQr ( d i , u . ) ~  A g 

a i j  := 
O sonst 

den Oigraphen ( V , A ) .  

7. Die Sprache HA~ILTON-ZYKLUS ist vollstQndig. (Lawler) Sic besteht 

aus allen Digraphen (V,A) mit der Eigenseha~t: Es existiert ein Hamil- 

ton-Zyklus in (V,A), d.h.: Wenn IVl > I, existiert eine aug V surjBkti- 

ve Folge [v I ..... Vlvl) mit: 
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i < I v l  ~ >  ( v i , v i + l ) E  A und 

(~lv l ,Vl)C A. 

OEin gesch lossene r  Pfad,  der  - in  P f e i l r i c h t u n g  - jeden Punkt yon 

(V,A) genau e inmal  d u r c h l ~ u f t . ~  

Beweis (Verein~acht von M, FOrer) Wit zeigen 

STERNUEBEROECKUNG < HAMILTON-ZYKLUS mit der Zuordnung ((P,K), 

( ( P , K ) , ~ )  ~-~ (V ,A) ,  wo 

v = {1 . . . . .  ~} u { ( P , q ) l  { p , q } E  K} 

( d i e  i<~ nennen w i r  Zah l -Punk te ,  d ie (p ,q )  Kanten-Punkte)  und 

A = { ( ( P , q ) , ( q , P ' ) ) l  { p , q } E  K , { q , p ' } E  K ,p~p ' }  

U { ( i , ( p , q ) )  I { p , q } E  K , i<Z }  

U { ( [ p , q ) , i )  I { p , q } 6  K , i <~ }  

U { ( i , i + l )  I i<~}U { ( ~ , 1 ) }  

~Or e ine b e l i e b i g a ,  l e s t  gewQhlte To ta lo rdnung  < au~ P. 

Bei, s p i e l  [ q < q ' , ~ = l )  

qL/ 
p 

q' 

[q '  ,p)  
o 

(qiP) 
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Sei nun Oc P gegeben mi t  IOI < ~, U s = K, Wir  z@hlen K nach den 
pE@ P 

Mengen S geordnet (injektiv) auG: 
P 

n m 
nl 1 j }  {pm,qm } ) ,  

( { P l , q l } ,  { P l , q ~ }  . . . . .  { P l , q l  } ,  {P2,q2 } . . . . .  { P i , q i  , , ,  

m 
j < j + l  

so dsss also pi E •, ~ n i = IK] und so dass qi qi 
i=I 

n, 

(Die Mange S. := {{p ,ql i} {pi,qil}} ist also Teilmenge yon S .) 
1 i . . . . .  Pi 

Oann i s t  ~o lgendes o ~ e n b a r  s in  H a m i l t o n - Z y k l u s  in (V ,A) :  

1 1 2 2 nl nl 
[ l ' ( P 1 ' q 1 ) '  ( q l ' P l ) '  ( P 1 ' q l ) '  [ q l ' P l  ) . . . . .  ( P l ' q l  ) '  (q l  'P l  ) '  

1 1 
2 , ( p 2 , q 2  ) ,  (q2,P2)  . . . .  
, o o ,  , 

1 nm 
m, (pm,qm) . . . . .  (qm 'Pm ) '  m+l,m+2 . . . . .  ~ )  

EZwischen den Zah l -Punk ten  i und i+1 besucht  der  H a m i l t o n - Z y k l u s  genau 

die zu S i gsh6renden Kantenpunkte] 

Ssi umgekehrt (v I ..... Vlv I) sin Hamilton-Zyklus in (V,A). FOr 

1<i<j<IV I nennen wir (vi,vi+ I ..... v.) und auch 
- - - J 

(vj J vl " "  ,v.+1 ..... v I ,Vl,V 2, .,v i) Abschnitt des Hamilton-Zyklus 

( v  1 . . . . .  V l v l ) .  

D e f i n i ~ r e  O = {pE PI ~ Zah lpunk t  i E  V und -qqE P so dass ( i , ( p , q ) )  

Abschnitt des Hamilton-Zyklus ist}. 

Behauptung 1: FOr alls {p,q}E K gilt: 

Falls ((q,p),(p,q)) kein Abschnitt des Hamilton-Zyklus 

ist, so gilt pE O, 

WQhle zu ~estem p das k l e i n s t e  q ' ,  so dass { p , q ' } E  K und 

( ( q ' , p ) , ( p , q ' ) )  ke in  A b s c h n i t t  des H a m i l t o n - Z y k l u s  i s t ,  

FOr jades  q" mi t  { p , q " } E  K und q "<q '  i s t  a lso  ( ( q " , p ) , ( p , q " ) )  Bin Ab- 

s c h n i t t  und ~ o l g l i c h  ( ( q " , p ) , ( p , q ' ) )  ks in  A b s c h n i t t  des Hami l t on -  

Zyk l us .  Im A b s c h n i t t  ( v , ( p , q ' ) )  muss desha lb  v s in  Zah lpunk t  s e i n ,  a lso  

pE Q. 

Bshauptung 2: Q bildet sins h6ohstens ~-punktige Stern~berdBokung von 

(P ,K ) ,  d .h .  

2. U s = K 
pEQ p 
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1, I s t  k l e r ,  da es n u t  ~ Z a h l p u n k t e  g i b t ,  

2.  W e i l  [ ( q , p ) ,  ( p , q ) )  und ( [ p , q ) , ( q , p ) )  n i c h t  b e i d e s  A b s c h n i t t e  des 

Hamilton-Zyklus sein k6nnen, so liegt nach Behauptung I p oder q in 

@, also liegt die Kante {p,q} in S oder in S . 
P q 

6, Die Sprache HAMILTON-KREIS ist vollst~ndig [Tarjan), Sia besteht 

aus allen Graphen (P,K) mit der Eigenschaft: Es existiert e±n Hamilton- 

K r a i s  i n  ( P , K ) ,  d , h ,  e n t w e d e r  IP[ < 1 o d e r  es e x i s t ± a r t  mine s u r j e k t i v e  

Folge (Pl ..... plpl ) in P mit: 

i < IP[ ~> {pi,Pi+1}E K und 

{PlPl,Pl}e K. 
EEin geschlossener P#ad, der jeden Punkt des {ungerichteten) Graphen 

[ P , K )  genau einmal besucht.] 

Beweis Wit zeigen: HAMILTON-ZYKLUS < 

(V,A) ~ (P,K), wo 

HAMILTON-KREIS mit der Zuordnung 

P = V x { ' , " , " }  und 

K = { { v ' , v " } l  vCV} 

u { { v " , v " } l  v~ V} 

u { {%,~ i , } [  CVo,V~)CA}. 

Beispiel 

v 2 

, , ,  

v t/ 

Wenn [vl,v 2 ..... v n) ein Hamilton-Zyklus in [V,A) ist, dann ist 

(v'" ~ ' " .. v') ein Hamilton-Kreis in (P,K). 1,v , v l , v  2, . , v ~ , ~ ,  
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I s t  um~ekehr t  (Pl  . . . . .  p l p i )  B in  H a m i l t o n - K r e i s  i n  ( P , K ) ,  so s t e h t  d a r i n  

j e d e s  v i'' immer  z w i s e h e n  v!z und v f,, d a v  m i t  k e i n e n  w e i t e r e n  Punk ten  

v e r b u n d e n  i s t ,  
. r  

O , B , d , A ,  k~nnen w i t  annehmen: Pl = V l '  P2 v~', Oer H a m i l t o n - K r e i s  

[P l  . . . . .  p l p i )  h a t  dann d i e  Form 

. . . .  v " ' , , ,  " " v ' ) ,  Oann i s t  a b e t  auch (v I . . . .  v ) e i n  Ha- ( V l ' V ~ ' V l "  2 ' v 2 "  ' V n ' V n "  n ' n 

m i l t o n - Z y k l u s  i n  [ V , A ) .  

9. Hiermit sieht man l e i c h t ,  dass TRAVELLING SALESMAN vollst~ndig in 

NP i s t :  D ies  i s t  d i e  Spraohe a l l e r  Paare  ( ( X p , q ) p E p , k ] ,  we kE ~ und TOr 

e l l e  p , q 6  P x = x 6 ~ s o w i e  x = 0 q6P g i l t ,  m i t  d e r  
P,q q ,P  P,P 

E i g e n s c h a T t :  Es e x i s t i e r t  e i n e  z y k l i s c h e  P e r m u t a t i o n  ~ yon P, so dess 

x < k .  
pEP P ' ~ ( P ]  - 

[ I s t  x d i e  En tTe rnun~  z w i s c h e n  den Punk ten  p und q,  so l e g t  man ba lm 
P,q 

D u r c h l a u T e n  a l l e r  Punk te  yon P i n  d e r  R e i h e n T o l g e  des Z y k l u s  ~ d i e  

EntTernung ~ x zur~ck~ 
p e P ' ~ ( P )  

HAMILTON-KREIS t r a n s ~ o r m i e r t  s i c h  au~ TRAVELLING SALESMAN du tch  d i e  

Zuordnung  ( P , K ) ~  [ ( X p , q ) p £ p ,  O) m i t  

q EP 

0 { p , q } E  K 

Xp,q 

1 s o n s t ,  

10. Auch die Sprache UNGERICHTETER HAMILTON-PFAD ist vollst~ndig. Sie 

enth~it genau die Graphen (P',K'), die die Eigensehaft haben: Es exi- 

stiert ein Hamilton-Pfad in [P',K'), d.h. es existiert eine auT P' sur- 

j e k t i v e  F o l g e  [P l  . . . . .  p l p i )  m i t :  

i < I P ' I  ~ >  { p i , P i + l } E  K' 

[ E i n  PTad, d e r  j e d s n  Punk t  yon [ P ' , K ' )  genau e i n m a l  b e s u c h t . ~  

Zum Beweis  von HAMILTON-KREIS < UNGERICHTETER HAMILTON-PFAD w~h len  w i r  
- t T  

e i n  b e l i e b i g e s  qE P und e i n  T e s t e s  Symbol  q ' .  

O . B . d . A .  { q ' , O , l } r ~  P = ~. Wi t  d e T i n i e r e n  d i e  Zuordnung  (P,K)  ~-~ ( P ' , K ' )  

s o ,  

P' = P U { q ' , O , 1 }  

K' = K U { { q ' , p } [  { q , p } C  K} U { { O , q } , { l , q ' } }  
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Ein H a m i l L o n - K r e i s  i n  (P,K) ha l  dann e inen  A b s c h n i t t  ( q ' P l  . . . . .  Pn " q ) '  

und dami t  g i b t  es i n  ( P ' , K ' )  den Hami l t on -P~ad  ( O , q , p 1 , . . , p n , q ' , l ) .  

Umgekehrt ha l  j e d e r  H a m i l t o n - P { a d  in  ( P ' , K ' )  d ie  G e s t a l t  

(O,q ,p  1 . . . . .  p n , q ' , l )  oder  [ 1 , q ' , p n  . . . . .  p l , q , O )  (denn du tch  0 und 1 geht  

nu r  je  e ine  Kante)  und dami t  i s t  ( q ' P l  . . . . .  Pn ) e in  H a m i l t o n - K r e i s  i n  

(P ,K ) .  

11. GERICHTETER HAMILTON-PFAD ist vollst~ndig: Oas ist die Menge aller 

Oigraphen (V,A) mit dsr EigenschaCt: Es existiert ein Hamilton-Pfad in 

(V,A), d.h. es existiert eine auf V surjektiva Folg8 (v I ..... Vlv I) mit: 

i < Ivl ~> [vi,vi+1)E A, 

EEin in Pfeilrichtung zu durchlaufender Pfad, der jeden Punkt yon 

(V,A)  genau e inmat  besuch t  

Beweis Wit zeigen: 

UNGERICHTETER HAMILTON-PFAO < GERICHTETER HAMILTON-PFAD 

dutch d ie  Zuordnung (P,K) ~ (V,A)  m i t  

V = P und 

A = { ( P , q ) l  { p , q } E  K} 

JedBr u n g e r i c h t e t e  Hami l t on -P?ad  i s t  auch e in  g e r i c h t e t e r  H a m i l t o n - P f a d  

und umgakahr t .  

12, Die #olgande Sprache ERFUELLBARKEIT MIT HOECHSTENS 3 VARIABLEN PRO 

KLAUSEL wird beweistechnische Vorteile in Vortrag IV erbringen, Beson- 

ders interessant ist die Vollst~ndigKeit dieser Spracne abet im Vengleich 

mit der Tatsache, dass die Sprachs ERFUELLBARKEIT MIT HOECHSTENS 2 

VARIABLEN PRO KLAUSEL in P liegt, (Cook 1971 (?); Oefinition yon P: I, 

Def. 5). 

Oie Sprache ERFUELLBARKEIT MIT HOECHSTENS 3 VARIABLEN PRO KLAUSEL ist 

definiert als die Menge aller aussagenlogischen Formeln 

C I A...A C E KO in den Variablen ×I ..... × , so dass 
m n 

Ci = Yil v...v Yin.' Yij C {x1' .... Xn'~l' .... ~n } und n.<31_ for alle i<m,_ 

und die die Eigens~haft haben, erfOllbar zu sein. 

Sie ist vollst~ndig. 
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E ° Zum Beweis yon < ERFUELLBARKEIT MIT HOECHSTENS 3 VARIABLEN PRO 
-IT 

KLAUSEL definieren wir die Abbildunz f in Schritten auf B I A...A B£E KO. 

I. Schritt: Sei B.l = Zil Y...V Zik ., zij6 {x 1,...,xk,x I, .... x k} for 

jedes i<~ und seii das kleinste ~er i<~, for die k.>3 ist. Dann ord- 
0 - 1 

1 A. A 1 nen w i r  B t A , . , A  B~ d i e  F o r m e l  B 1 , ,  B~+ 1 O b e r  d e r  neuen  V a r i a b l e n -  

menge { x  1 . . . . .  Xk ,U 1}  zu m i t :  

B! = B. f o r  i ¢  { i  , ~ + I }  
$ 1 0 

Bil = zi I v z i 2 v u I 
0 0 0 

1 v, V z ,  k .  V u  
B~+I = zi 3 '" i l I' 

0 0 0 

1 A. A 8 1  Im 2. Schritt wenden wit dieses Zuordnungsverfahren auf B I .. ~+I 

2 A, A 2 Iteration fOhrt offensichtlich in an und erhalten B I .. B~+ 2. 

(k.-3] Schritten zu einer Formel C I A...A C mit hBchstens 3 Varia- 
i<~ I m 
k.>3 blen pro Klausel C.. 

1 I- 

B I A...A B~ ist genau dann er?Ollbar, wenn C I A...A C es ist. Es ge- 
m 

nOgt zu zeigen: 

I A. A B I erfOllbar: B I A...A B~ erfOllbar < > BI '' ~+I 

Wenn nun v(B I A...A B£) = I let, so gilt for die Belegung 
I 

v • {x I ..... Xk,U I} ~ {0,1} mit v1(×.) = v[x.) ~Or alle i<k und 
l l 

I O falls v[z i I ] I oder v[z i 2 ] = I 
I o o 

v (u 1 ) = 

1 s o n s t  

I A. AB I I I offenbar v I(B I '" ~+I ) = I, und wenn umgekehrt v I(B A...A B~+ I) = I 
I 

ist, so haben wir for die Restriktion vvon v auf (x I ..... x k} gerade 

v(B I A...A 8~) = I. 

Selbstverst~ndlich ist auch ERFUELLBARKEIT MIT HOECHSTENS k VARIABLEN 

PRO KLAUSEL for k>3 vollstQndi Z. 

Von den folgenden wichtigen Spraohe ISOMORPHIE VON GRAPHEN, die eine 

Teilmenge der vollst~ndigen Sprache EINBETTUNG VON GRAPHEN (III.3.) ist, 

ist nicht bekannt, ob sie auoh vollst~ndig ist: ISOMORPHIE VON GRAPHEN 

besteht aus allen Paaren ((P',K'), [P,K]) yon Graphen mit der Eigen- 

seha~t: (P',K'] ist isomorph zu (P,K), d.h. es existiert eine Bijektion 

~: P' --* P mit kQ K' <~> f(k]E K. 
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