
IX. Ein Entscheidungsver#ahren GOt die Thaorie der reell-ab&eschlossanen 

K6rper 

von H.R. WOthrich 

I. Einleitung 

Tarski hat in [Tarski 1951) ein EntscheidungsverGahren GOt die elementa- 

re Theoria des KBrpers der reellen Zahlan angegeben. Oer zeitliche AuG- 

wand diesas VerGahrens GOt eine Formel der L~nge List ungeG~hr 

1973 geleng es Collins [siehe [Collins 1975)), ein Entscheidungsver#ah- 
cL 

ran (sager ~uantorenelimination) anzugaben, welches mit AuGwand 22 

auskommt. Etwas sparer hat [Monck 1974) ein wssantlich ein#acheras Var- 

#ahren vom Au#wand 222cL gaGunden, das yon [Solovay 1975] zu einem 

22cL-verGahran verbessert wurde. In dieser Arbeit wird eine modiGizier- 

ta Version des Monck-Solovayschen Ver#ahrens dargestellt und zu einem 

VerGahren zur Quantorenalimination ergBnzt. 

Oas EntscheidungsverGahren #unktioniert grob gesagt so: Zu jeder Formal 

y~ [x I ..... Xr,Y) und jadem r-Tupel <b I ..... b >von reellan algabrai- 
r 

schen Zahlen wird sine endliche Mange S yon reellen algebraischen Zahlen 

konstruiert, so dass ~ y@[b I ..... br,Y) gilt, genau wenn ~(b I ..... br,a] 

gilt GOt Bin a E S. Damit kann jeder gesohlossenen Formal e sine quanto- 

(x I, , <b I >von reellen al- renGreie Formal ~ ... x e) und eine Folge ..... b s 

gebraischen Zahlen zugaordnat werdan, so dass e gilt ganau wenn 

~(b I ..... b s) gilt. Oas Entscheiden van PrimGormeln mit algebraischer 

Variablanbelagung schliesslich wird aug des Entscheiden von PrimGormeln 

mit rationalar Variablenbalagung zurOckgeGOhrt. 

Sei pc R[x I ..... x r] eine Menge van Polynamen, Mit UI(F) bezeichnen wit 

die Mange aller maximalen, zusammehQnganden Mengen UC ~, so dass alle 

Polynoma aus P aug U konstantes Vorzeiohen haben. In Paragraph 2 ordnen 

wit induktiv naoh FormelauGbau jeder Formal ~[x I ..... x r) aine endliche 

Menge IP c Z[x I ..... x r] zu, so dass ~ auf jedar Mange aus UI(IP~) konstan- 

ten Wahrheitswert hat, und ~leichzaitig geben wit eine obere Schranke 

~Or die GrSsse yon IP in Abh~n@igkeit vonder L~nga yon ~ [Satz 2). Um 

diase Zuordnung GOt Formeln der Gestalt ~ xi~(x I ..... x r) deGinieren zu 

kBnnen, GOhren wit zun~chst gewisse Abbildungan 

ZEx  1 . . . . .  x r ] Z [ x  1 . . . . .  x i _  1 " x i +  1 . . . . .  x r ] 
E : 2 ~ 2 

X. 
1 

Bin, so dass for alla endlichen IPc Z[x I ..... xr], alle UC UI[IP) und alle 
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VE UI(Ex.IP) d ie  P r o j a k t i o n  von U auf  d ie  K e o r d i n a t e n  x l , . . . , x i _  1, 
1 

x i +  1 . . . . .  x r en tweder  V umfasst  oder  l ea ren  O u r c h s c h n i t t  m i t  V h a t .  Im 

Ansch luss  an d ie  K o n s t r u k t i o n  der  Zuordnung ¢ - - * I P  ze igen  w i t  dann, 

dass f o r  jade  Formal e [ x  1 . . . . .  X r , Y ) ,  jades  r e e l l  a l g e b r a i s o h a  r - T u p e l  

<b 1 . . . . .  b > und jades  Rap r~sen tan tensys tem S der  P a r t i t i o n  
r 

U({P(b  I . . . . .  b r , Y )  t P~IPe} )  d ie  Formal ~ y~(b I . . . . .  b r , Y )  ~ q u i v a l e n t  i s t  

z u r  D i s j u n k t i o n  a t l e r  ~(b 1 . . . . .  b r ,  a] m i t  aE S. 

In  Paragraph 3 w i r d  nun f ~ r  jade  P a r t i t i o n  UI(P(b 1 . . . . .  b r , Y ) )  

(IPc Z [x  1 . . . . .  X r ,Y~  e n d l i o h )  a f f e k t i v  e in  Rep r~sen tan tensys tam k o n s t r u -  

i e r t .  R e e l l  a l g e b r a i s c h e  Zah len  warden dabe i  d a r g a s t e l l t  durch Paare 

<8,i>, BE Z[x], i E ~% wobei b als i-re reella Wurzal von B intarpre- 

tiart wird. 

Oa jade quantorenfreie Formal ~quivalent ist ainar booleschan Kombina- 

. . . . .  )>0, P(x  1 . . .  Xr)  E Z [x  1 . . . .  x r ]  , t i o n  von Formeln dar  Form P(x  1 x r , , , 

kOnnen w i t  uns balm En tsohe iden  der  m i t  a l g a b r a i s c h a n  Zah len  b e l e g t e n  

P r i m f o r m e l n  aug Farmeln der  Form P(b 1, . . . .  br)>O baschr~nken .  Oazu warden 

d ie  b k m i t  H i l f e  dar  Sturmsohen Ke t ten  durch r a t i o n a l e  Zah len  qk so 

a p p r o x i m i e r t ,  dass P(b 1 . . . . .  br)>O genau, wenn P(q l  . . . . .  q r )>S ,  wobei  e 

sowl8  d ie  no twend iga  A p p r o x i m a t i o n s g e n a u i g k e i t  i n  A b h ~ n g i g k e i t  yon P 

und den b k angegeban warden.  

In  Paragraph 4 w i r d  der  E n t s c h e i d u n g s a l g o r i t h m u s  f o r m u l i e r t  und g e z e i g t  

(Satz  7 ) ,  dass e ina  u n i v e r s e l l e  Kons tan te  c e x i s t i e r t ,  so dass de r  A l g o -  

~ t h m u s  jade  abgesch lossene  Formal der  L~nga L und O u a n t o r e n t i e f e  0 i n  

hOchstens L cO S c h r i t t e n  e n t s c h e i d e t .  (Es warden immer B i t - O p e r a t i o n e n  

gaz~hlt]. 

In Paragraph 5 schliesslich wird ein Verfahren zur Quantorenelimination 

beschrieben. Oazu werden die Partitionen UIOP) in geeigneter Weise zu 

Partitionen ~OP) verGeinert, n~mlich so, dass 

I. zu gegebenem P ain algebraisohes Repr~sentantensystem yon WOP) kon- 

struiert werden kann, und 

2. zu gegebenem P und Repr~sentantensystem yon V(~] for jeden Punkt a 

des Repr~sentantensystems eine quantorenfreie Formal ~ (P) konstruiert 
a 

w a r d e n  kann, d ie  wahr  i s t  genau aug der  Z a l l e  yon ~ (P ) ,  d ie  a e n t h Q l t .  

2. Die e i n e r  Formal zu~eordne te  P a r t i t i o n  des ~r  

D e f i n i t i o n  FOr p c  Lq[x 1 . . . . .  x r ]  s a i  L~(P) d ie  Mange a l l e r  max ima le r  zu-  

sammenh~ngender Mengen UC ~qr so dass a l l e  Polynome aus IP auf  U 



140 - IX. 3-  

k o n s t a n t e s  V o r z e i c h a n  haben.  

Um die Notation ein?acher zu halten, haben wit die Abh~ngigkeit von U 

yon der Zahl r in obiger Definition nicht zum Ausdruek gebracht. Wenn 

Missverst~ndnisse nioht zu be?8rchten sind, warden wit auoh im folgen- 

den ~hnliche Verein~achungen der Notation verwenden. 

Oar Index x. in den ~olgenden De~initionen bedeutet, dass ella Polynome 
1 

als Polynome in x i mit Koe#fizienten in ZEx I ..... xi_1,xi+ I ..... x r] 

au~ge?asst werden. 

Definition 
n 

F~r  i=1 . . . . .  P, ~ r  P = ~ P. 
j:o a 
m 

j=o 

sei 

M ( P , @ , p , q , g )  := 
X. 
1 

und 

wobei M := M 
X. 
i 

S 
X ,  

1 

1 

E Z [x  1 x i . . . .  x r ] ] x j  . . . . .  X i - l '  +1 ' [ x i  

1 

~Pp Pp-1 . . . .  Po 

"P P " ' : P o  p p - l "  

@q @q-1 . . . . . . . . . .  Oo 

@q @q-1 "Qo 
i 

p+q-[g-l) 

q - [ g - 1 ]  

p - ( g - l l  

( P , Q , p , q , g )  := det(MM T) 

F~r  pc:: Z [ x  1 . . . . .  X r ] ,  s e i  n 
. . . . .  x J c I P ,  - ~ j  O=p } C IP := {QE Z . x ]: ~ P=~Pj i " x. Ix1 . . . .  X i - l " X i + l  r J 

1 0 

und 

ExIIP : = Cx.IP~ {Sx .  ( P , O , P , q , g )  : P, @ E(IPu 7 x  .tP ) ,p<deg x -  . P ,q<deg  x -  . O, I< g<min_ _ 
1 1 1 1 1 l [ p , q ] }  
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Definition Jail ii ir Z[x  I ,x r] sai. FOr P = '''it Xl . . . x  r E .... 

f D [ i . ,  
:° t 11,.,ir i=1  

sonst 
~[P]  

und for IPc Z[x I . . . . .  Xr ] se i  

1 
~BinQPstellen van all.., ir ~j falls P+O 

d(IP) := m a x ( { d ( P ) :  P E P } U  {# P } )  

Satz  t FOr a l l e  i ,  l < i < r ,  hat  Ex. f o t g e n d e  E i g e n s c h a f t e n :  
& 

I ,  V p c  Z[x  1 . . . . .  x ] V U E  U(P] V VE UI [E P) g i l t :  I ~ ' X,  
1 

(~ (a I ..... ai_1,ai+ I ..... ar) E V ~ xE N (a I ..... ai_1,x,ai+ I .... ar) E U) 

~> (~ Ca I ..... ai_1,ai+ I ..... ar) 6 V ~xE lq (a I ..... ai_1,x,ai+ I .... 

a ) E U )  
r 

2. FOP a ine  (von r u n d  d(P)  unabh~ng ige)  Kons tan te  c g i l t  f o r  a l l e  

Pc Z[x I . . . . .  x r ]  

d(E x P) _< [ r - q ( P )  ]c 
1 

Beweis W i t  beweisen den Satz oBdA f S r  i = r ,  um d ie  N o t a t i o n  e i n f a c h  zu 

h a l t e n .  

Beweis van I. wit z i  n:c, { V VE UI[E IP) gilt: 
× 
D 

es g i b t  s t e t i g e  F u n k t i o n e n  f t  . . . . .  f t "  f i :  V ~ N m i t  

a] f1<...<f, auf V 

h) V PEP V a6 V V x E R ( P [ a , x )  =o < ~ >  ~ i x = f i [ a ) ] .  

Oaraus folgt I.: 

Sind n~mlich U E UIOP), VQ UI(E× IP), BE V und ×E ~ mit (a,×)E U, so sei 
r 

{(a',x'): a' eV,fi(a')<x'<fi+1(a')} falls f.(a]<x<fi+1(a) 
U ~ := - - - 1 - - 

{(a',fi(9']]: a'6 V} falls fi{9 ] = x 

Es ist (@,x]E U' und U' ist zusammenh~ngend, somit O'C U. 

Ferner folgt aus (*) und der Def. von U': 
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Va~v ({#}x~Onu'{  ¢, 

a lso  Va~ v c{0}x~)nu { ¢. 

FOr dan Beweis  von ( * )  s e i  VEU(E IP) b e l i e b i g ,  l e s t ,  Es g i l t :  
x 

r 
a) V PE IP d e g P ( a , x  r )  = k o n s t ,  auT V: 

P C E  P. D ies  ~ o l g g  a u s  C x x 
p r 

b) V P,QE pU ~--E-P deg(P(9,Xr),O(a,xr)) = konst, auT V: 
r 

FOr Bin beL. 9 E C p -1  m i t  d e g P ( a , x r ) = :  p , d e g Q ( 9 , x  r )  =: q i s t  n ~ m l i c h  

• _ = 0 denn:  dag (P (a , x  r )  g ( 9 , x r ) )  > g < ~ >  [S x ( P , O , p , q , g ) ] l  a • 
r 

[H x [ P [ 9 , X r ) , O ( # , X r ) , p , q , g ) ]  i s t  d i e  M a t r i x  des homogenen G l e i c h u n g s -  
r 

sys tems f ~ r  d i e  u n b e k a n n t e n  K o e £ T i z i e n t e n  yon A,BE C [ X r ] ,  d i e  s i c h  

d u t c h  Koef~izientenvergleioh aus 

A ' P [ g , x  r )  + 8 O ( a , x  r )  = 0 ~ ( * * )  

degA~q-g ,  degB~p-g J 
e r g i b t ;  es g i l t  s o m i t  

R a n g [ M x r ( P ( a , x r ) , @ ( a , X r ) , p , q , g )  n i c h t  max ima l  

< ~ >  ( * * )  n i c h t - t r i v i a l  15sba r  

< ~ >  d e g ( P ( 9 , X r ) , g ( 9 , x r ) )  > g. 

FOr j e d e  [ ~ - M a t r i x  M g i l t  a b e r  

Rang(M) n i c h t  max ima l  < ~ >  det(MM T) = 0 

(man e r w e i t e r e  M zu s i n s r  q u a d r a t i s c h e n  M a t r i x  ~ du rch  H inzu#Ggen 

vQn p a a r w e i s e  e r t h o n o r m i e r t e n  Z e i l e n ,  d i e  zu a l l e n  Z e i l s n  von M 

s r t h o g o n a l  s i n d .  Dann i s t  

Rang(M) n i c h t  max ima l  

< ~ >  Rang(M) n i c h t  max ima l  

< ~ >  detM = O 

< ~ >  det(MM T) = 0 

< ~ >  det(MM T) = O, da j a  

und es i s t  
), 

d e t [ M x  [ P ( a ' X r ) ' O ( a ' X r  ) ' p ' q ' g ) ' M T -  x ( P ( a ' X r ) ' q [ a ' X r ) ' P ' q ' g ] ) -  - 
r r 

[det(Mx (P'Q'P'q'g)'MT (P E l ' P ' q ' g ) ) ] l a  a" = , = [S x ( P , Q , P , q , g )  ]1 x r r r - 
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b) folgt also aus S (p,Q,p,q,g)E E IP. 
x x 
r r 

o) V PEP gilt: Oie Anzahl der versohiedenen reellen Wurzeln von 

P[a,x r) ist konstant auf V: 

• E C die Seien n~mlich PEP und aE V beliebig und seien ~I .... ~n 

verschiedenen komplexen Wurzeln von P(a,x ), mit Vielfachheiten 
- r 

e I ..... e k. Bezeichnet ferner for positives e 

ys(~i) := {zE C: Iz-~il <~} 

und for beliebige ~E ~[x] 

Nye(~.)(Q) := Anzahl Wurzeln yon 0 in ye(si) (Vielfaohheiten 

i mitgez~hlt), 
so gilt wegen a) 

V~>o (¥eC~i)n m~.(~j)=~Ci~j) ~> es gibt eine Umgebung U(a) 
I***) 

in V mit ~bE U(a] ~i Nye(~i)(P{b,x r) = ei). 

Unter BenOtzung yon b) lQsst sioh diese Aussage verschg,rfen zu 

V~>o(ye(~i)n y(~j)=~(itj) und ~j y(~j) enth~it keine Wurzel t ~j 

dp(a,Xr) ~> es gibt eine Umgebung U[a) VbE U[a) ~j y (~.) von dx - - J 
r 

enth~it genau eine Wurzel vonP(b,Xr]]: 

W~hlt man hier n~mlich die gem~ss (***) existierende Umgebung U(~), 

so gilt for diese sicher 

~bE . . . .  U(a) V i  Ny C ~ i ) ( ( P ( b , x  r )  d p ( b , X d x  r _ r)))<N- y c ( ~ i ) ( [ P ( a , x _  r ) ' d P ( ~ ' X r ) ) ) ' d x  r 

Wegen b) muss abe t  sogar  f o r  j edes  bE U(a) und jedes  i G l e i c h h e i t  

gelten, well 
k 

Ny ( ~ . ) ( ( P ( b , X r ) , d p ( b , X r ) ) ) =  d e g ( P ( b , x  ) d p ( b , X r ) )  = kons tan t  
i=1 i - dx r - - r ' r - 

auf  V. 

Sind j s t z t  etwa ~1 . . . . .  s t d ie  ve r seh iedenen  r e e l l e n  Wurzeln yon 

P [ a , X r ) ,  so e x i s t i e r t  nach dem eben Gesagten f o r  h i n r e i e h e n d  k l e i n e  

s>s e ine  Umgebung U(a ) ,  so dass f o r  j edes  bE U(a ) ,  j edes  y (~ i )  ge- 

nau e ine  Wurzel  von P ( b , x  ) e n t h ~ l t ,  und ke ine  r e e l l e  Wurzel  von 
- 2 

P ( b , x  ) a u s s e r h a l b  U y c ( ~ . )  l i e g t .  Die Wurzel  in  y e ( ~ . )  i s t  zudem 
- r i i i 

r e e l l ,  da auoh d ie  k o n j u g i e r t  Komplexe in  y (~ i  ] l i e g t  ( i=1 . . . . .  t ) .  

Die Menge 

T := {aE V: P (B ,x  ) hat  genau t ve rsch ,  r e e l l e  Wurze ln}  r 
i s t  a lso  sowohl  o f t e n  in  V a l s  auch ahgesch lossen  in  V und n i c h t  

l e e r ,  a l so  g l e i c h  V. 

Damit i s t  c) bewiesen.  
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Wit deGinieren nun G0r p6 IP und I<i<@ reelle Wurzeln von P aug V 

Gp, i : V , ~R 

b ' , i-re reelle Wurzel yon P(b,x ]. 
- D 

Oie fP,i sind aug V wohldeGiniert und stetig, nach dam eben Gesagten. 

d] Gilt 9Or 0,PEIP, i,jE ~ und ein bE V 

-FQ,L(b _) = ¢p , j [b_)  

dann gilt d i e s  4:Or alle bE V: 

Oar Baweis dieser Bahauptung verl~u£t analog dam Baweis von c], wann 

man domt dp(_b,x r) dutch g(b_,x r) ersetzt. 

Somit ist (,) und damit I. des Satzes bewiasen. 

Beweis yon 2. 

Sei IPC ZEx I . . . . .  Xr], d(IP) =: n, r>2. 

~) 4#(E IP) < 4~ C P+4~ {S ( P , Q , p , q , g ) :  1<p ,y<n ,  . . . .  l<g_<min{p ,q}  
X X X 

D r D 

P,O6 IPu ~ IP} 
P 

5 < ( n + l )  2 + 4n 5 < r 2 ( n 2 * n  5] < ( r . n )  

Se± R E E IP. 
X 

r 

Falls R( C IP, dsnn d(R] < n. 
X 

P 

Sei  j e t z t  R = S ( P , g , P , q , g )  G0r P ,0E IPu  ~ x  IP, l < p , q < n , 1 < g < m i n { p , q }  
X D 

r T ( P , 0 , P , q , g ) )  S x r ( P , O , p , q , g )  = d e t ( M x p ( P , O , p , q , g ] ' M x r  

Es ist leioht naonzurecnnen: m 

( i )  P1 . . . . .  Pm E Z [X l  . . . . .  x r ]  & d(Pi ) -<n ( i=1  . . . .  m) => ~ ( ~ P i ) < n + l o g  m 
1 

m 
[ii] P. wie [i] ~> d[~ P.) < m.n(r+1] 

1 1 1 - 
m 

(]I P. i s t  e i n e  Summa yon (n+1]  rm Produk ten  yon Monomen de r  P. ] 1 1 

1 

(iii) Ist M eine Matrix der 0rdnung m mit Elementen 

Pi  £ Z[x1 . . . . .  x r - 1 ] "  ~(Pi )<n-  , dann d (de tN )<m[ rn+m)  

{iv) Ist M eine mxt-Metrix mit Elementen Pi 6 Z[x  r ..... x p _ t ] ,  

d(P. ]<n, dann ist M N T eine mxm-Natrix mit Elementen 
l - 

OiC Z[x  1 ..... X r _ l ] ,  (5(0 i] < 2 n r + l g t  

(v] M ( P , O , p , q , g )  ist eine mxt-Matrix mit Elementen 
X r 

P 6 Z[x . ] mit m,t,~(P ] < 2n. Oaraus Golgt 
i I .... Xr-1 i 

o(S x ( P , O , p , q , g ) ]  < (nr ' )  6. 
1" 
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Damit ist Satz 1 vollstandig bewiesen. 

In dar Theorie der reell abgeschlossenen KSrper ist jede Primformel 

~quivalent einer Formal,in dernur Prim£ormeln vom Typ P>o 

(PE Z[x I ..... Xr]) vorkommen. FUr das Folgende werde deshalb vorausge- 

setzt, dass jade Primformel yon diesam Typ sei. Um die Darstellung zu 

vereinfachen, jedoch o.B.d.A., wollen wit auch voraussetzen, dass in 

jeder Formal nur die logischen Operationen V und m, und nur ~ -Ouantoren 

vorkommen. 

Die Schre ibwe ism ~ (x  1 . . . . .  x r )  so l1  besagen,  dass {x  1 . . . . .  x r }  d ie  Mange 

der  f r e i e n  V a r i a b l e n  in  ~ umfasse.  

Wi r  werden f e r n e r  d ie  S c h r e i b w e i s e  ~ = ~V { ,  ~ = m W e t c ,  benOtzen um 

auszudr~cken ,  dass ~ e ine  Formal  vom Typ W v { ,  m ~ e t c .  s e i .  

Definition Jeder Formal e(x I ..... x r) ordnen wir eine Mange 

p @ ( X l , . . . , x r ) C  Z [x  1 . . . . .  X r ]  zu wie f o l g t :  

a) IPp(xl  )>o := { P ( x  1 . . . . .  x ) }  
s , , , J x  r r 

b) IP (¢v~ ) (X l  . . . . .  Xr  ) := IP~(xl  . . . . .  Xr  )u  IPT(xl  . . . . .  Xr  ) 

c) IP • ) := IP~(x 1 . . . . .  x ) m W(x I ,  . . , x  r r 

d) IP~ EylPw( 
Y ~ (x  1 . . . . .  X r , y ]  := Xl . . . . .  X r , y )  

D e f i n i t i o n  FOr e ine  Formal  e ( x  1 . . . . .  x r )  und (a 1 . . . . .  a r )  E Rr se i  

~ ( a l  . . . . .  a t )  := { 01 sonst.falls ~(a 1 . . . . .  a r )  g i l t  in  

Satz  2 (1) FOr j ade  Formal  @(x 1 . . . . .  X r ] ,  f o r  j ades  

V C UI (IP ix1 . . . . .  x r )  g i l t  

6 ( x  1 . . . . .  x r ]  = k o n s t a n t  auf  V. 

(2) Es gibt eine Konstante c, so dass fur jede Formal 

@(x 1 . . . . .  x r )  m±t LQnge ~>r  und O u a n t o r e n t i e f e  q g i l t  

c q 
° ( IPe(x  1 . . . . .  x r )  <- 
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Beweis Dutch I n d u k t i o n  nach de r  L~nge yon ~o[x 1 . . . . .  x r ) .  

(1) Wi r  TOhren nu t  den F a l l  ~o(x 1 . . . . .  x r )  = ~ y ~ ( x  1 . . . . .  Xr " y )  aus:  

IPT . . . . .  (De#. yon IP ) 
IPo[x1 . . . . .  Xr ) = Ey (x  1 Xp 'y  ) 

Der Satz  g e l t e  ~Or T [ x  1 . . . . .  X r , Y ) ,  

SB/ VE UI(IP oCx 1 , = . . . . .  x ))  aE V m i t  ~ (a )  1. 

~> as existiert bE ~q,~(a,b) = I 

Sei  UE UI(IP~Cxl . . . . .  x , y ) )  mi~ (_a,b)E U 

~ >  TOP a l l e  a ' E  V e x i s t i e r t  b '  mi£ ( a ' , b ' ) E  U 
Sa~z I 

~> {Or alle a'E V existiert b' mit ~(a',b') = I 
I.V. 

~> TOr alia _a' E V ~(a') I, 

(2) Auch h i e r  i s t  ~ ( x  I . . . . .  x r )  = 3 y TCx 1 . . . . .  X r ,Y )  dec e i n z i g e  

nicht-triviale Fall. 

Es existiere c sodass #Or jade Formel e(x I .... Xr)=(~ y)T(xI,~.,Yr,Y) 

) < &c q-1 
der L~nge ~ und guantorentieTe q ~(IPT(xl ..... Xr,Y ) 

Gem~ss Satz I[2) existiert ~ so dass 

U(EylPT(x 1 . . . . .  X r ,Y )  ) < [ ( r + l ) ' d [ I P ? ( x l  . . . . .  X r , Y )  

a l s o  
~[IP O) = ~[EylP~) < [ [ r + l ) ' ~ c q - 1 ]  B < ~ 5 ( c q - 1 + 1 )  < ~ cq 

falls etwa c>2~, 

O e f i n i t i o n  FOr IPC ZEx 1 . . . . .  X r , Y ]  und _a=(a 1 . . . . .  a r )  E IRr s e i  

IP (a ,y )  := { P [ a  1 . . . . .  a r , Y ) :  P61P}c ~[y]. 

Korollar zu Satz 2 

... xr,y I )E R r beliebig und Sei O(x 1, , e i n e  Formel  und a=(a 1 . . . . .  a r 

s e i  IP := Ipm(xl . . . . .  x r ' Y  ) .  Oann g i l t  TOr a l l e  V'E UI( IP(a,y) )  

~ ( a , b )  = k o n s t ,  f ~ r  a l l e  bE V, 

Beweis Nach Definition yon V gilt for alle PEIPo(xl 

sg P(a,b) = konst, for alle bE V . 

Oa V zusammenh~ngend, gibt es ein WE UI(IP • , mit {a}xVC W. 
OLX ,... sX ,yJ 

ga ~ = konst, auT W gem~ss Satz 2, {olgt die Behauptung, 
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Wenn w i r  s a g e n ,  e i n e  Punktmenge S se5 e l n  R e p r ~ s e n t a n t e n s y s t e m  ( R . S . )  

e l n e r  P a r t i t i o n  U I ,  so v e r s t e h e n  w i r  d a r u n t e r :  V UQ UI U R S{¢ .  O iese  

D u r c h s c h n i t t e  b r a u c h e n  n i c h t  e i n p u n k t i g  zu s e i n .  

Sa tz  3 Se i  ~ ( x  I . . . . .  x r )  e i n e  F o r m e l ,  a = (a 1 . . . . .  a r J E  ~ r .  Oann g i l t  
F 1 f a l l s  P ( a ) > o  

a) f a l l s  e = P>o: ~ (9 )  = 
L 0 sonst 

b) falls e = ~V {: ~(g) = max{~(a),$(a)} 

c) f a l l s  ~ = m ~ : ~ [ a )  = 1 - ~ ( a )  

d) f a l l s  ~ = ( ~ y ) W ( x  t . . . . .  X r , Y J ,  so s e i  IP[x 1 . . . . .  X r ,Y )  := P W ( X l , , , x r , Y  ) 

und S e i n  R e p r ~ s e n t a n t e n s y s t e m  von U l ( IP (a , y ) ) ,  

Oann ~ (g )  = m a x { ~ ( a , b ) }  
b£S 

8eweis Die F~lle a], b], c] sind trivial, Im Fall d) gill 

$ ( a )  = I 

< ~ >  es e x i s t i e r t  bE ~ m i t  ~Ca ,b )  = I 

< ~ >  es e x i s t i e r t  bC S m i t  ~ ( a , b )  = I ( K o r o l l a r  zu Sa tz  2) 

< ~ >  m a x { ~ [ a , b ) }  = I 
bES 

Sa tz  3 l i e f e r t  i n  o f f e n s i c h t l i c h e r  Weise e i n  E n t s c h e i d u n g s v e r f a h r e n ,  

i n d u k t i v  nach F o r m e l a u f b a u .  Oamit  d i e s e s  e f f e k t i v  s e i ,  m8ssen w i t  noch 

angeben ,  w ie  d i e  F ~ l l e  a)  und d) e f f e k t i v  b e h a n d e l t  w e r d e n ,  

3, E f f e k L i v e  B e£echnun~ e i n e s  R.S. von UI(IP(Q,y)) und von s~P(a )  f o r  

a l g e b r a i s c h e s  a. 

E ine  r e e l l e  a l g e b r a i s c h e  Z a h l  s t e l l e n  w i t  d a r  du rch  e i n  Paa r  ( B , i ) ,  

wo BE Z [ x ] ,  i E ~, a i s t  dann d i e  i - t e  r e e l l e  Wurze l  yon B ( j e d e  N u r z e l  

e i n f a c h  g e z ~ h l t ] .  

Wi r  z e i g e n  z u e r s t ,  w ie  i n  d i e s e r  D a r s t e l l u n g  e i n  R e p r S s e n t a n t e n s y s t e m  

von U ( I P ( a , y ) )  b e r e c h n e t  w i r d ,  n a c h h e r ,  w i e  P ( a ) > o  e n t s c h i e d e n  w i r d .  

D e t ~ i n i t i o n  FOr IPC Z [ x  1 . . . . .  x r  y ] ,  Ac  E P s e i  

lOP,A)  := {bE  ~q: ~ pE IP ~ gE A P ( a , b ) = o  ~ P ( a , y ) ~ o } .  

D e f i n i t i o n  FOr p c  Z [ x  I . . . . .  X r , Y ]  s e i  

F := {y ,P,P-+O, ~ P , P + I :  P,E~EP} 
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Lemma 3 . I  

UI(IP (_a, y) ). 

V aE R r V l P c  Z [ x  1 . . . .  X r , Y ]  ist I [ I P , { a } )  e i n  R.S. ?02 

Baweis  Se i  9E ~ r ,  VE U l ( IP (a , y ) ] .  

Zu z e i g e n :  VO I ( # , { a } ) ~ ¢ .  

F a l l s  V = { b }  f o r  e i n  bE R, dann bE I ( I P , { a } ) c  I ( P , { a } ) .  

A n d e r n f a l l s  V = [ b , c )  f o r  b , c E  R U { ± ~ } ,  b<c.  

~) b , c E  ~ . 

Oann s x i s t i a r t  P,OE IP m i t  P ( a , b )  = O ( a , c )  = o. 

D ie  8 e h a u p t u n g  f o l g t  dann 

f a l l s  P = @ : wegen ~ P E p  

f a l l s  P ~ 0 : wegsn P + OE P. 

B] bE ~ u n d c  = ~ a d e r  b = -~  und cE ~R , 

wia ~ ] ,  mit P + I statt P + @ 

y) b = -~. c = +~. 

H i e r  g i l t  d i e  B e h a u p t u n g ,  w a i l  oE I ( [ P , { a } ) .  

Lemma 3 .2  Sa i  IPc Z [ x  1 . . . . .  x r  ' y ] '  IBc Z [ x  1 ] ,  /Ac ~ r - 1 .  

Oann 

I(IP,I(IB)xlA) c Z(E (IBu IP),A) 
x I 

Bewais Es genOgt, den Fall A = {_a}, g (a2, .,a r) E ~r-1 = .. zu bewsisen. 

Wit  z e i g e n :  VaE ~ [ a ~  I ( E  (IBu I P ) , { a } )  ~ >  a~ I [ P , I [ I B ) . x { a } ) ) .  
x 1 

Se i  a , b E I R , a ~ I [ E  [IB~ I P ) , { a } )  und PEIP,  o ~ BE IB m i t  P ( b , _ a , a ) = o , B ( b ) = a .  
x 1 

Zu z e i g e n .  P ( b , a , y )  = o. 

Se i  VE UI(E (IBu IP)) m i t  [_a,a)E V und UE UI[IBu IP) m i t  (b ,_a ,a )E  U. 
x 1 

Dann 

( i )  V a ' ( ( g , a ' ) E  V ~ >  3 b ' ( b ' , _ a , a ' ) E  U( (Sa t z  1) 

(ii) U = {b}xU' for ein gawisses U'c IR r 

. . . .  b ) E U}<oo und U (denn B=o au? U ~ >  ~ {b I : 3 b 2 . . . . .  b r+  l ( b  r ,  r+ 1 

zusammenh~ngend.  ) 

Wegen P=o au f  U f o l g t  aus [ i )  und [ii]: 

V a ' ( [ a , a ' ) E  V ~ >  [ b , _ a , a ' ) E  U ~ >  P [ b , _ a , a ' ) = o )  

Daraus f o l g t  P ( b , a , y )  =o, denn 

a~ I ( E  [IBu IP ) ,a )  ~ >  V @E E (IBo I P ) [ O [ a , y )  = o r  O ( 9 , a ) ~ o )  
x 1 x 1 
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~> es gibt ein Inbervall Wc ~, so dass a E W und 

( V a ' E  W VQE Ez1[ IBulP)  sg O[a,a ' }_  = sg Q(a,a))_ 

Oefinition FOr IPc Z[x I ..... Xr,Y] und B I ..... BrC Z[x] 

sei RS(IP,B I ..... Br) E Z[W] de~iniert durch: 

IB 1 :=~ , 

IBi+ 1 := E (Bi~ { B i } )  ( i =1  . . . .  r) 
1 

RS(IP,B 1 . . . . .  B r )  := ~ A 
AE IB r + l  

Satz  4 Se ien  1PC Z[x  1 . . . . .  X r , Y ] ,  B 1 . . . . .  BrE Z [ x ]  und s e i  

B .= RS[P,B 1 . . . . .  B r ) .  

Dann (1) V a (  I { B 1 ] x . . . x I ( B  r )  i s t  I { B )  e i n  R.S. f o r  UIOP[_a,y)). 

{2)  ~ {B)  < [ o ( e ) -  max { ~ ( B i ) } ] k r + l  4~Or e i n e  gewisse  u n i v e r s e l l e  
1<i<r 

Konstante k. 

Beweis (I] Aus Lemma 3.2 #olgt durch Induktion nach i [i=I~ .... r) 

I ( t g . , I ( g .  ] x , i . x I ( g  ) ) c  I ( I g i + l , I ( g i + l ) X i I . X I { B  ) ) ,  l l ~ r 
also 

I ( # , I ( B 1 ) x , . . x Z ( B  ) ) c  I ( B ) .  r 

Gem~ss Lemma 3.1 s tehb  l i n k s  von c,  f o r  a l l e  aE I ( B 1 ) x , . . x I ( B  ) ,  e i n  
- r 

R.S. yon U ( I P ( a , y ) ) ,  a l s o  auch r e c h t s .  

{2 ]  Sei  m := ~(IP),  n := max ( ~ ( B . ) ) ,  und o . B . d . A ,  m>2. 
1<i<r l 

Es existieren k I, k 2 mit 

k I 
o(tB 1 ) < m 

k 2 
~{IBi+ 1 ) < ( r . ~ ( I B i ) - n )  ( i=1  . . . . .  r ) 

(De f .  von ~ ]  

Satz 1, [2 ]  

Durch Induktion nach i folgt for k -= maX{kl,k 2} 

i-I 

~ ktki 
( / ( lB.)  < ( r . n ) t = l . m  ( i=1  . . . . .  r + l )  

1 

Oaraus f o l g t  ( i i ) ,  da ~{B]  < [ ~ ( I B r + l ) ]  2 
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Die f o l g e n d e  P r o z e d u r  b e r e c h n e t  RS[IP,B 1 . . . . .  B ) .  Au f  d i e  Be rechnung  
r 

von E x w i r  e p ~ t e r  e i n g e g a n g e n  (Lemma 4 . 2 ) .  
i 

p r o c e d u r e  

I n p u t :  

REPRESENT [IP,B 1 . . . . .  B r ) ;  

IPC Z [ x  1 . . . . .  x r , y  ] 

B I . . . . .  B rEZ [ x  ] ,  B i t o  ( i = I  . . . . .  r )  

O u t p u t :  RS(IP,B 1 . . . . .  B r )  

begin IB I := P; 

i_~ r=o then goto exit; 

Tar i=I ..... r do 

I B i +  1 := Ex. [IBiU { B i } ) ;  
l 

[ Z I x  . . . .  ] ( i = l  r )  Comment IB i z ' '  X r ' Y  . . . . .  

IBr+1 c Z [ y ] ;  

e x i t  : B : = T~ A ; 
AE IB 

r + l  

end; 

W i t  kommen nun z u r  Be rechnung  yon sg P(a)  f u r  a l g e b r a i s c h a s  a. 

Definition 

Bemerkun~ 

a ( a )  = ~ ( P ) .  

FOr, a6 IR s e i  

r m i n { ~ ( P ) :  P E Z [ x ] ,  P ro ,  P ( a ) = o }  T a i l s  e x i s t i e n t  

~ (a )  := ~ [  s o n s t  

FOr e i n  a6Z, a u T g e T a s s t  a l s  a i n  P6 Z [x  1 . . . .  x r ] , i s t  

FOr a l g e b r a i s c h e  Zah len  a 1 . . . . .  a r e n t s c h e i d e n  w i r  P(a 1 . . . . .  a r )>O ,  i n -  

dam w i r  d i e  a i du rch  r a t i o n a l e  q i  a p p r o x i m i e r e n  und f o r  e i n  g e e i g n e t e s  

s P [ q l  . . . . .  q r ) > e  e n t s c h e i d e n .  

Der £ o l g e n d e  Sa t z  g i b t  e i n  s o l c h e s  ~ und d i e  e r f o r d e r l i c h e  A p p r o x i m a -  

t i o n s g O t e  i n  A b h ~ n g i g k e i t  van a ( P ) ,  ~ (a  i )  an. Die V o r a u s s e t z u n g e n  s i n d  

dabe i  unse ren  B e d O r f n i s s e n  a n g e p a s s t .  

Satz 5 Zu jedem k 6 ~+ axistieren kl,k2E LR + so dess gilt: 
O ' r 

k o 
V r ,  LE ~ V PE Z [ x  1 , , , , , x  r ]  m i t  o(P)<L,_ V(a  1 , , . . , a r )  E LR r m i t  d [a , )<L1 - 

[ i =1  . . . . .  r )  V ( q l  . . . . .  q r )  6 ~qr 
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k r 2_Lk~ 
( l a i - q i I < 2 - L  z ( i = l  . . . .  r )  ~ >  (o<P(a  I . . . .  a t )  < = >  J P ( q l  . . . .  q r  ) ) ) "  

k 1 und k 2 k6nnen i n  A b h ~ n g i g k e i t  von k ° e T f e k t i v  angegeben w e r d e n ,  

Beweis  Es genOgt zu z e i g e n :  

[ i )  Zu jedem k ° g i b t  es e i n  k l ,  so dass V r ,  LE ~N, "V PE Z [x  1 . . . . .  X r ] ,  

V (a 1 ..... a t )  C ~ unter den Voraussetzungen des Satzks 

-L t 
P(a I . . . . .  a r )  = o o d e r  IP(a I . . . . .  a r )  1 >_ 2-2  

( i i )  Zu jedem k k I g i b t  es e i n  k 2,  so dass V r ,  LE ~,  V PE Z [ x  I . , x  ] ,  

V (a  1 . . . . .  a r )  E LR r u n t e r  den V o r a u s s e t z u n g e n  des Sa tzes  
k r 

-L  2 
V ( q l  . . . .  q r )  E ~r  ( [ a i _ q i l <  2 , i = l  . . . .  r : >  l P ( a i , . , a r ) - P ( q 1 , . , q r ) l <  

< 2 - L k i  ) 

v o r g e g e b e n  und dazu k i gem~ss ( i ) ,  k 2 Oaraus g o l g t  d e r  S a t z :  I s t  k ° - L k ~  

• : :  2 ( j = l , 2 ) ,  f ~ r  l a i - q i l < s 2 :  gem~ss (ii), so gilt mit sj 

• )>o ~ >  P(a I . . . . .  a r ) > 2 s l  = >  P ( q l  . . . . .  q r  ) > s i  P ( a l  . . . .  a r  ( i )  - ( i i )  - 

und P ( q l  . . . . .  q r  ) > Sl : >  P [ a l  . . . . .  a ) > o 
- ( i i )  r 

Beweis yon (i) Ein bekannter Satz der Funktionentheorie besagt: 

n 
Ist B = CnX ..... toe C[x], Cn~O und B[a)=o, dann 

lal < 2 ~ cn-k 
- " m a X  ~ • 

k n 

F~r  BE Z [ x ]  g o l g t  da raus  

B(a) : o :> [al ! 2~(B)+i, 

s o m i t  lal < 2 ~ ( a ) + i  ( * )  

n 
M i t  C(x )  := x -B (~ )  g i l t  f e r n e r  gOr a~o:  C(~)=o  < : >  B ( a ) = o ,  a l s o  

X a 

a i 
( * )  aug ~ angewand t  e r g i b t :  

a~o : >  2 - ( o ( a ) + i )  < l a l  

F~ r  den Beweis  yon ( i )  g e n ~ g t  es d e s h a l b ,  e i n  k I anzugeben m i t  
k r 

o ( P ( a  i . . . . .  a ))  < L ~ -2 
r 

Zu diesem Zweoke seien B I ..... B E Z[x] mit 
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und 
kr 1 

_ L o 
(~[B i ) < 

Bi(s i ) o 

i=1,.,,,r 

IP := {y-P(x 1 . . . . .  Xr) }C Z[x 1 . . . . .  Xr ,Y] .  
Gem~ss Satz 4 g i l t  dann TOt B(y) := RS(IP,B 1 . . . . .  Br) C Z[y ] :  
I [ B [ y ] ]  i s t  ein R.S. fo r  U(IP(a 1 . . . . .  a r ,Y ) ) ,  
somit 

B[P[a 1 ..... at ] )  = O. 

Oeshalb ist d(P[a I ..... at]) < d[B[y]), woraus die Existenz yon k I mit 

Satz 4, [2] ~olzt. 

Beweis yon [ii) Dies ist im wesentlichen der Beweis der gleichm~ssigen 

Ste t i gke i t  von..PiXl . . . . .  E Rr:Xr) E-2.2 L Z[xlk~< . . . . .  <+2.2 L x r ] '  ~(P[Xlkor l<i<r},Xl)]wie man< L,mitauG dem 
Bereich { ( a l , ,  a r) al_ • _ _ 
Hi l£e von ( , ]  sue [ i )  erkennt,  

Ouroh AusfOhren der Beweise erkennt man auch die GOltigkeit der letzten 

Behauptung des Satzes. 

Satz 6 Man kann einen Aizorithmus anzeben, der folgendes leistet: 

Input :- BE Z[x] mit ~[B] =: n und den verschiedenen reellen Wurzeln 

al,...,a w 
s C 

Output: r I . . . . .  rwE Z mit 

2. 
-! I < 2 -s 

(I) la i - 2 s _ 

< 2n+1+s+1 

Es gibt Konstante c1,c 2, so dass der Algorithmus weniger als c1(ns) 

Schritte ben~tizt. 

c 2 

Beweis Siehe [Heindel 1971], spezfell Korollar 7.1 

4. Formulierun~ des Al~orithmus und Zeitabsch~tzun~ 

S~tze I-6 liefern einen effektiven Algorithmus for die Entscheidunz 

sbgeschlossener Formeln. FOr dessen Formulierunz wollen wir die Existenz 

folgender Unteralzorithmen [Funktionsprozeduren) voraussetzten, z.T. 
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ohne sie explizite zu formulieren. Start dessen wind jeweils auf die 

entspreohenden SQtze verwiesen. 

I. PARTITION : Input: ~[x I ..... Mr) , Pine [ormel I 

I P ( x l  ' , )c  Z[x 1 . . . .  Mr ] r>1 Output: 'Xr 

(Oef. von Ie , Lemma 4.2} 

2. REPRESENT : Input: IPC ~ [x I ..... X , y ] ] 

B I ..... BE Z [x ]  ~ r>o 

Output: RS{IP,B I ..... Br) £ Z[y] 

{Satz 4) 

3. PRIMETRUTH: Inpu t :  pE Z[x I . . . . .  x r ]  

B I . . . . .  B r ~  Z[x]. 
i I ..... i 6 

Output: I fails P[a I .... a )>o 

0 sonst 

4, NROOTS : 

l wobei a k die ik-te reelle 

Wurzel yon B k ist.{1<k<r) 

Um die Notation nicht zu belasten, wird angenommen, es- 

sei dafOr gesorgt, dass diese Prozedur L~nge und Ouan- 

torentiefe der Inputformel des Hauptalgorithmus kenne. 

(Satz 5, Satz 6, Lemma 4.1) 

Input: BE Z[x] 

Output: nE ~, die Anzahl der verschiedenen reellen 

Wurzeln yon B 

{Satz 6) 

Wir formulieren jetzt die rekursive Prozedur TRUTH mit 

Input : ~(x I ..... Xr), eine Formel ] 

B I . . . .  BrE Z [ x ]  f r>o 

i I ..... i £ 

Output: $ := $(a I ..... a r) wo a k = ik-te reelle Wurzel yon B k. 

Im Fall r=o ist TRUTH der gesuchte Entscheidungsalgorithmus. 

Zur AbkOrzung setzen wir 

(x) ~r (×I ..... xr) 

(B) f~r (B I ..... B r) 

(i) for (i I ..... it). 
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PROCEDURE TRUTH ( e ( x ) ,  (B ) ,  ( i ) ) ;  

b e g i n  I_f_f e ( x )  = P ( x ) > o  t hen  ~ := PRIMETRUTH ( P ( x ) , ( B ) , ( i ) )  e l s e  

i !  e ( x )  = ~ ( x ) V  ¢ ( x )  t hen  ~ := m a x ( T R U T H ( ~ E x ) , ( B ) , ( i ) ) ,  

T R U T H [ { ( ~ ) , ( B ) , [ i ) ) )  e l s e  

i__~.f e ( x )  = m ~ ( x )  t hen  ~ := 1 - T R U T H ( ~ ( x ) , ( B ) , [ i ) )  e l s e  

b e g i n  comment ~ [ x )  = ~ X r + l ~ [ X , X r + l ) ;  

P := P A R T I T I O N ( ~ [ x , x r + I ) )  ; 

Br+ 1 := REPRESENT(P, (B) ) ;  

n := NROOTS(Br+I ) ;  

:= max [ T R U T H [ ~ [ x , x r + 1 ] , ( B , B r + 1 ) , ( i , i r +  1 
1 2 i r + 1 2 n  

end; 

) ) ) ;  

end; 

(De sin einziger Aufruf van PARTITION ouch die zu s~mtlichen TeilFor- 

meln gehBrigen Partitionen bereehnet, words sin einmaliger Aufruf die- 

ses Unteralgorithmus genOgen und selbstverst~ndlioh zu einer besseren 

Zeitschranke for den Hauptalgorithmus fOhren. Oiese Verbesserung wOrde 

aber lediglich in den Konstanten zum Ausdruek kommen. Oie obige 

"kompaktere" Oarstellung des Algorithmus wurde deshalb vorgezogen.) 

Oie Richtigkeit des Algorithmus folgt unmittelbar aus Satz 3, 

FOr die Anwendung von Satz 5 auf PRIMETRUTH beweisen wir dos folgende 

Lemme~ das ouch for die Absch~tzung des Aufwandes wichtig ist, 

Lemma 4.1 Es gibt eins Konstante k , so dass folgendes gilt: Wind 
o 

TRUTH mit einer abgesehlossenen Pormel F der L~nge L und @uantorentis- 

fe O aufgerufen, dsnn gilt for jeden rekursiven Aufruf 

TRUTH(~Cx I . . . . .  x r ] ,  B 1 . . . . .  B r ,  i I . . . . .  i r )  

(1)  r < 0 
- 0 

k o 
(2) c(B.) < L j=1 ..... r , 

J 

Bewsis FOr den Beweis der (van k unabh~ngigen) Behauptung (I) zeigt 
0 

man dutch Induktion nach r" 

r + q < @ , 

wobei q die OuantorentieFe von ~(x I ..... x r) ist. 
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FOr den Beweis van Behauptung (2] zeigt man dutch Induktion nach r die 

Existenz einer Konstanten k, so dass bei geeigneter Numerierung der B. 
j = l  O 

[ 2k )  p 
2J.k@+J-1 

~[B,) < 0 0=I .L (1<j<r) (.) 
J - _ _ 

for jeden rekursiven Aufruf TRUTH[~[x I ..... xI),B I ..... Br,i I ..... it]. 

Im Induktionsschritt zeigt man durch Induktion nach j, unter der Vor- 

aussetzung (*), dass for die IB. in der Prozedur 
J 

) ,B  , . . . .  B r) gilt: REPRESENT (IP~ Ix  1 . . . . .  Xr+ 1 1 

! 1"= (2k)  p 

~ [ IB . )  < 0 p= l  L 2 j - 1  k I~+j-1 • ( j = 1  . . . . .  r + l )  [ , , )  j - 

u n t e r  BenOtzung 'von Sa tz  1 ( 2 ) ,  

FOr den I n d u k t i o n s a n f a n g  i n  ( * * )  b e n O t z t  man Sa tz  2 [2)  und b e a c h t e t ,  

dass ~Or 8 i n e  g e e i g n e t e  K o n s t a n t e  

~ (P)  < [o'[IP) ]k. 

Oie Behauptung for Br+ I folgt wegen 

~(]- [A) < [~OBr+l)] 2 
A ( B  r + l  

und r<O, 

Aus dem Lemma folgt, dass for alle im Verlaufe des Algorithmus auftre- 

tenden Polynome die Voraussetzungen in Satz 5 for r := 0 erfOllt sind. 

In der Prozedur PARTITION mOssen bei der Berechnung von EylP(x I .... Xr,Y) 

Oeterminanten mit Elementen aus Z[x I ..... x ] berechnet werden. Oazu: 
r 

Lemma 4.2 Es gibt eine Konstante c, so dass for alle m,n die Deter- 

minante einer m×m-Matrix mit Elementen P E Z[x I ..... xr], ~[P]<n, in 

hBchstens [c(r+1).n-m2] 2[r+I) Schritten berechnet werden kann. 

Beweis In (Bareiss 1968) wird ein Determinanten-Algorithmus for Ma- 

trizen mit Elementen aus einem Ring A angegeben und gezeigt, dass alle 

wOhrend der Berechnung auStretenden Elemente Unterdeterminanten der 

gegebenen Matrix sind. FOr den Fall A = Z[x I ..... x r] lOsst sich die 

obige Zeitschranke leicht nachweisen, wenn man noah die Bmmerkungen 

unter 8) des Beweises yon Satz I, (2), beachtet. 
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Satz 7 Es zibt eine Konstante k, so dass Aizorithmus TRUTH for das 

Entscheiden jeder sbgeschlossenen Formel r der L~ngs Lund @uantoren- 

tiers Q L kQ Schritte benBtigt. 

Bsweis Sei TI(L,@,~, q] der Zeitbedarf for einen Aufruf 

TRUTH(~(x 1 . . . . .  X r ] , B  1 . . . . .  B r , i  1 . . . . .  J r ) ,  d e r  ±m V e r l a u f e  d e r  Be rechnung  

yon TRUTH(F) v o r k o m m t ,  wenn L und @ r e s p .  Z und q L~nge und O u s n t o r e n -  

t i e f e  yon F r a s p .  ~o s i n d .  

W i z - z e i g e n ,  dass f o r  g e w i s s s  K o n s t a n t e  c 1, c 2 

0 Q 
e l + q c  2 

T I ( L , ~ , ~ ,  q ]  < ~ . L  (*) 

Oaraus f o l g t  d e r  S a t z ,  i ndem man e tws  

2 
k := 1 + c 2 + c 3 

und Z=L, q=O s e t z t .  

W i r  b e w e i s e n  ( . )  f o r  f e s t e s  L und @ d u t c h  I n d u k t i o n  nach Z. 

Se i  TRUTH(~(x 1 . . . . .  X r ) , B  1 . . . . .  B r ,  i 1 . . . . .  i r ]  s i n  A u f r u f ,  d e r  im V e r l s u f e  

d e r  Be rechnung  von TRUTH(F) vo rkomme,  L , O , Z , q  w i e  oben ,  und [ * ]  s e i  b e -  

w i e s e n  f o r  A u f r u f e  m i t  F o r m e l n  d e r  L~nge <Z. 

a) ~ ( x  1 . . . . .  x r )  = P [ x  1 . . . . .  x r )  > o 
Q 

k o 
Gem~ss Lemma 4.1  g i b t  as s i n  k m i t  d [ B . ]  < L [ j = l  . . . . .  r l .  

o j 
FOr j a d e  r e e l l e  W u r z e l  a s i n e s  B. g i l t  d a h e r  

J Q 
k o 

lal < 2.2 [**] 

[siehe Beweis yon (i], Satz 5] q 
- L  

Gem~ss S a t z  5 muss PRINETRUTH f ~ r  g e w i s s e  k 1, k 2 P [ q l  . . . . .  q r  ) - 2  

berechnen, wobei qj sine rationale Approximation mit Genauigkeit 

2 -L der i.-ten reellen Wurzel yon B. (j=1 ..... r] ist. 
J J 

Wegen Satz 6 und r<O [Lemma 4.1] existiert c 3, so dass die Berechnunz 
-0 
c3 

der qj h6chstsns L Schritte benBtigt, k~ 

-L 
D a s s e l b e  g i l t  f o r  d i e  B e r e c h n u n z  yon P [ q l  . . . . .  q r  ] - 2  , w i e  man 

l e i c h t  n s c h r e c h n e t  u n t e r  B e r O c k s i c h t i g u n g  yon d ( P ] < L  und d s r  T a t s a c h e ,  

dass f ~ r  s i n  k 3 d i e  L~nge yon Z ~ h l e r  und Nenner  d e r  q j  s t e t s  dureh  

L b e s c h r ~ n k t  s i n d  [ S a t z  6 ) .  
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FOr den Nachweis yon (,) wQhle man nun c 

Aufwand von PRIMETRUTH beschr~nkt, 

0 
c 1 

I so ,  dass L den gesamten 

b) (o(x I . . . . .  x r )  = ~ ( x  I . . . . .  Xr)  V { ( x  1 . . . . .  Xr)  

S ind  41 r e s p .  42 d ie  L~ngen yon ~ r a s p ,  { ,  so f o ' l g t  aus de r  I n d u k t i o n s -  

v o r a u s s a t z u n g  d i r e k t  

T I ( L , Q , 4 ,  q) < T I ( L , Q , 4 1 , q )  + T 2 ( L , Q , 4 2 ,  q) 

Q Q 0+ 0 
c1+qc 2 c I qc 2 

< ~,I L + ~2 L 

Q O 
c1+qc 2 

< i'L 

c) e ( x  1 . . . . .  x r )  = m ~ ( x  1 . . . . .  x r )  

Analog Fall b] 

d) ¢ ( x  1 . . . . .  x r )  = ~ xr+  1 ~ ( x  1 . . . . .  xr+ 1] 

Sei  T2(L,@,%, q) de r  gesamte Au~wand {Or  d i e  Berechnung von 

IP := PARTITION(~[x  1 . . . . .  X r + l ) )  

Br+ 1 := REPRESENT(IP,B 1 . . . . .  B r )  

n := NROOTS(B ) 
r+1 

O 
c 4 

Falls gezeigt ist, dass o 4 existiert mit T2(L,Q,4, q) < L , so sind 

wit fertig. Oa gem~ss Lemma 4.1 n < O(Br+ I) ! LK~ liefert n~mlich 

die Induktionsvoraussetzung for den Fall d) ein c 2, sodass 

T I ( L , Q . ~ . q )  ~ T 2 ( L . O , ~ , q )  + n . T l ( L . O , 4 - 1 , q - 1 )  

0 k 0 c~÷ ( q _ t ) c ~  
c4 L o. < L + ( ~ - I ) ' L  

O O 
c 1 + [ k o + c 4 ) O + ( q - 1 ) c 2  

<4.L 

woraus die Behauptung #olgt, wenn nur c2{ko+C4 . 

FOr die Existenz yon c 4 hat man PARTITION, REPRESENT und NROOTS zu 

untersuchen: 

Die Prozedu# PARTITION arbeitet rekursiv gem~ss OeT. yon IP . 

Mit HilTs yon Lemma 4.2 kann man TOn deren ZeitbedarT T3(L,Q,4, q) 

dutch Induktion nach 4 zeigen, dass c 5 existiert mit 
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also gibt es ein c 6 mit 

0 
°5, 

T3(L ,@,£ ,  q) < £+q.£ , 

T 3 ( L , @ , ~ , q )  ~ L c~, 

denn q<%2L. 

Osr Aufwand von REPRESENT und NROOTSl iegt  a b e n f a l l s  u n t e r  d e r  g e ~ o r d e r -  

t an  Sch ranke .  Im e r s t e n  F a l l  ~ o l g t  d i e s  m i t  H i l ~ e  d e r  S~tze  2 und 3 

sow ie  Lemma 4 . 1 ,  im z w e i t e n  F a l l  m i t  Sa tz  6 [ d e r  j a  auch d i e  A n z a h l  d e r  

Wurze ln  l i e ~ e r t )  und Lamma 4 . 1 .  

Oamit ist Satz 7 vollst~ndig bewiesen, 

5, Quantorenelimination 

Definition FOr IPC Z[x I ..... Xr], 1<_k<_r, sei 

i 

OxklP := { ~ degxk ~x~ P : PEIP,o<i~ P} 

Definition FOr IPc Z[x I . . . . .  xr] de~inieren wit induktiv nach r 

f IP) UE UI(D IP) [Wx]:R) R U~¢} f a l l s  r>2 {[WxIPO FI U: WE V/(E x O x , x ' 
V/[IP ) : = r r r 

Ul[O IP) Calls r = l  
x 1 

Definition Sind UI,~ Partitionen des ~r dann 

VI ~ Ul • < ~ >  V VE V/ ~ UE Ul Vc U 

Lemma 5.1 V(IP) ist sine Partition des ~r und V/(P) ~ U[D IP) > UI(IP) 
x 
r 

Beweis I. ~(IP) ist Partition: 

Induktion naoh r 

gem~ss Induktionsvoraussetzung ist ~[IP) dann Ourchschnitt 

von 2 Partitionsn, also selber Partition. 

2, VI(IP) ~ Ul(O IP] ~ UI(IP): trivial. 
x 
r 

IP) hat jades pE O IP auf jedem VE V/[IP) konstantes Wegen V/( IP)~ UI[O x x 
P r 

V o r z e i c h e n .  
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Die Abbildun@ D IP 
X 

: V(IP) ' ~ { - I , 0 , + 1 }  r 

V , ~ (P~-~ sg P a u f  V) 

ist deshalb wohldefinisrt. 

F~r VE W(IP) sei 

' ' X r -1  (V ' )  =p roJx l  ' X r - 1  (V) }  v~'[IP) := {V E ~[IP): prOJx l  s , ,  ~ , •  

Aus der  D e f i n i t i o n  von ~[IP) { o l g t :  

VE ~(IP) ~ WE ~(E x D x P)(U~v(IP)=Wx~)I  
r 

Lemma 5.2 V IPc  Z[x  1 . . . . .  x r] V VE V/(IP) gilt: 

F.I~v(IP) ist injektiv, 

Beweis 

a )  r > l  

Seien IP, VQ ~(IP) vorgegeben und se ien  

V iE  ~V(IP), Vi=(W×R) N U,,  WE W(E D IR), U,E U(D P ) ( i = 1 , 2 )  
1 X X 1 X J 

mit E ( V l ) = ~ ( V 2 ) ,  r r r 

Sei ( ~ , b l ) E  V 1 b e l i e b i g  gewQhl t ,  (aE W,blE ~) Dann e × i s t i e r t  b2E ~, 

so dass (a ,b2)  E V 2 (denn (W×E) N V2t~,  somi t  

( { ~ ' } x ~ ) R  V2t~ f ~ r  a l l e  ~ 'E  W), 

I s t  etwa b l<b 2, so genOgt as, zu z e i g e n :  

BE O x IP V t6 [ b l , b  2 ]  sg P(a, t )=sg_ P(a ,b  2 ) _  , 
r 

(denn daraus T o l g t  {a }  x [ b l , b 2 ] C  V 2 und i nsbesondere  

( ~ , b l ) E  V 2, a lso  VI=V2) .  

Hiemzu genQgt as, T~r P Q ~ [ x ]  und b l<b2 E ~ zu z e i g e n :  

d i d i 
Vi ( s g  sgL~x iP ] ,P = cons t ,  auf  [ b l , b 2 ] )  

[ d x i ~ X = b l  x=b 2 dx 1 
ViCsg 

und d ies  g e s c h i e h t  l e i c h t  durch I n d u k t i o n  nach dem Grad von P, 

b) r=1 

Oieser Fall ist in of~ensichtlicher Weise im Beweis von Fall a] 

enthalten. 

D e f i n i t i o n  FOr IPc ZEx 1 . . . . .  x r ]  werde jedem aE ~k r e ine  q u a n t o r e n f r e i e  

• zugeordne t  wie ~ o l g t :  Formal ~a(F) in  den ~ r e i a n  V a r i a b l e n  x 1 . . . .  x r 
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(E D IP) A A r > l  • ~( ~ [ a  1 ) x x a 1 a ) [ IP)  :: 
' l " ' , , , , a t _  1 r r r PED IP 

r = l :  { (IP] == A sgP = s g P [ a )  
a PED P 

x 1 

( s g P = s g P ( a  1 . . . . .  a 1 ) i s &  d a b e i  e i n e  A b k ~ r z u n g  f ~ r  

f P > o f a l l s  P [ a  1 . . . . .  a r )  > o 

P = o f a l l s  P ( a  1 . . . . .  a r )  = o 

P < o f a l l s  P [ a  1 . . . . .  a r )  < o) 

[ s z P = s g P [ a  

Korollar zu Lemma 5.2 Mit den obigen 8ezeichnungen gilt: 

Ist aE VE ~ ( IP ) ,  dann ist ~ (IP) w a h r  genau  a u f  V, 

Beweis Dutch Induktion nach r folgt die Behauptung sofort aus dem 

Uemma. 

)] 
1 , , , a t  

Definition 

durch 

FOr IPC Z [ x  1 . . . . .  x r ] s e i  V i ( I e )  E Z [ x ]  ( i = 1  . . . . .  r ] d e f i n i e r t  

v. (E O IP) ( i = 1  . . . . .  r - l )  
V i (IP) : = 1 x x r" I ~ 

RS[O x IP,v 1 ( IP),  . . . .  V r _ 1 ( I P ) )  [ i = r )  
r 

Lamma 513 V IPCZ[x 1 . . . . .  x r ] z i l t :  

I ( V l ( I P ) ]  x , , . x  I [ V r ( I P ] )  i s t  e i n  R , S ,  f ~ r  V[IP] 

Beweis Induktion nach r, mit Satz 4. 

Satz 8 Sei @[x I ..... x r] eine Formel mit LQnge L, Ouantorentiefe O und 

r freien Variablen und sei W(x I ..... x r] definiert dutch 

~ ( x  I . . . .  x ) := V ~  (x  I . . . . .  x ] 
• r ~(M 9 r 

w o b e i  M := { a 6  I [ V l [ I P  ) ) x . . . × I ( v  (IP ) ) :  ~ ( a ) = l ) .  
- ~ r ~ - 

D a n n  g i l t  ( 1 )  ~ ( x  1 . . . . .  x n]  ~ ~ ( x  1 . . . . .  x r )  

[2) Es gibt eine universelle Kons%ante c, so dass ~ mit 

Aufwand <L cQ+r bereohnet werden kann. 

Beweis Der Beweis yon (I) folgt aus den Lemmas 5.1 und 5.3 und dem 

Korollar zu Lemma 5.2. Auf den Beweis yon [2) wird bier verzichtet. 



- I X . 2 4 -  161 

D ie  a u s z u f O h r e n d e n  U e h e r l e g u n g e n  und R e c h n u n g e n  s i n d  v S l l i g  a n a l o g  denen  

in S a t z  7, 

Im folgenden warden Algorithmen for die oben beschriebene Ouantoren- 

elimination (ELIM), die Berechnung der ~ (IP) (PHI) sowie der v.(IP) 

(RS~] angedeutet, 

PROCEDURE E L I M [ e [ x  I . . . . .  X r ) ] ;  

i n p u t :  ~ [ x  I . . . . .  X r ] ,  m ine  F o r m e l  

O u t p u t :  ~ ( x  i . . . . .  X r ) ,  q u a n t o r e n g r e l ,  ~ ( x  i . . . . .  x r )  ~ ~ ( x  i . . . . .  x r )  

ba~in i~_~ r=o then begin i~ TRUTH(@)=I 

6oto exit; 

end 

IP := PARTITION(g~(x 1 . . . . .  Xr); 

(B 1 . . . . .  B r )  := RSV(IP); 

:= " e m p t y  f o r m u l a " ;  

f o r  j "= 1 . . . . .  r de 

n .  "= NROOTS[B. ) ;  
J J 

f o r  i 1 := 1 . . . . .  n 1 do l 

f o r  i r  "= 1 . . . . .  n r do 

t h e n  ~ := ( o = o )  

e l s e  ~ := ( 6 > 0 ) ;  

i~ TRUTH(g ,B  1 . . . . .  B r ,  i 1 . . . . .  i r )  = 1 t h e n  

:= ~V PHI [ IP ,B  I . . . . .  B r , i  I . . . . .  i t ) ;  

end 

*) Der Uebersimhtlichkeit halber wurde dimme Schreibweise miner vom 

jeweiligen r unabh~ngigen vorgezogen, 

PROCEDURE R S ~ ( P ) ;  

I n p u t :  ~ c  Z [ x  I . . . . .  X r ] ,  e n d l i c h ,  r>1 

O u t p u t :  (81 . . . . .  B r )  E { Z [ x ] )  r ,  B i = v L [ P )  ( i = 1  . . . . .  r )  

b e g i n  i_~ r>1 tb~en [B 1 . . . . .  Br_ 1) := RS~(E x O x P ) ;  
I" r 

B r  -= REPRESENT(Ox I P ' B 1 ' ' ' ' ' B r - 1 ) ;  
r 

end 
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PROCEDURE PHI ( IP ,B 1 . . . . .  B r ,  i I . . . . .  J r ) ;  

I n p u t =  IPC Z [ x  1 . . . . .  x r ]  e n d l i c h  

B 1 . . . . .  B r E  Z [ x ]  

i I E .... i r 

Output: ~ := ~(a 1,.,,,ar)(IP] gsm~ss Oefinition von ~a(IP], 

w o b e i  a .  = i . - t e  r e e l l e  W u r z e l  yon  B. { j = t  . . . . .  r ]  J J J 

b e g i n  f o r  " p E  Dx~P" d__Eo 

i ~  PRIMETRUTH(P,B 1 . . . . .  Br ,  i 1 . . . . .  i r ]  = 1 

i .~  PRIMETRUTH(-P ,B  1 . . . . .  B r ,  i 1 . . . . .  i r )  

end 

then ~ := P>o else 
P 

I then ~ ~= P<o else 
P 

:= P=o; 
P 

i~ r>1 then 

:= P H I ( E  x O x IP,B 1 . . . . .  B r _ l , i  1 . . . . .  i r _ l ) A  
r r 

else 

BED IP P 
x I 

A 
PE D IP P 

x 1-" 
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