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i. Introduction 

Le probl~me qui va nous pr~ocuper est l'approximation num4ri- 

que du probleme de la minimization d'une fonetionelle integrale pour 

les syst~mes gouvern4s par des ~quations differentielles avec retard. 

On eonsidere la methode de differences finies qui est relative- 

merit simple au point de rue de l'algorithme num~rique ~i] , [~] . 

Le bat principal de ce travail est d'estimer ~ priori la diff~- 

fence au sens de la norme L 2 entre la solution optimale d'un 

probl~me exact et d'un probleme approxim~. 



523 

2. Position du probl~me. 

Soit x~H I ~OT:; R~] ; ~ H  I L-h, 0; Rn ] ;  t ~ H I [ 0 T ;  R m] 

C ~[O~l~ E m~] - U~ con~exe ferm~ ~ l'int~rleur 

non-vi de. 

On admet que los hypotheses suivantes sont verifi~es 

~i - A est un op~rateur born~ dans L 2 lOT; R ~] 

H2-A est ~n op~rateur strictement monotonique e'est ~ dire-il existe 

c~) 0 te l  que pour chaque*xl,x2,Y~L2 lOT; R~]~m~L2[OT; R m] 

(k÷l)h. 
S (A(Xl (&) ,y(t) ,u(t~) )_A(x2(t) ,y(~) ,~(t) ) ,Xl ( t)_x2(t)~ t 
kk 

(z+s)h 

>, S k~_ 
pour k= 0,1 ...m-1 e~ on admet que m = T est ~t~ enti~r~ 

S~ - La fonctionnelle J(x,~) ~ ~(x(t), u~(t:)) dt est radiale- 

mention horn~- on dit que J(x,~) est radialement non born~ si 

~(x,uj tend vers l'infini quand li~ ~I tend vers 1 ~ infini 

(par U l~on note la norme au sens de l'espace L2). 

On consid~re alors le probl~me suivant: 

2ROB~EME Qo 

~rou~er (x°,~°)~ HI[oT; R ~] x HS~oT; Rm~ minimizant J(x,~) 

sous les contraintes. 

(I) dx(t) + A(x(t), x(t-h) u(t)) -0(I)~ t~[0,T] o~ ~0 
dt 

(I) Los derivations sont prises au sons des distributions. 
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(2) +(Q) + +(Q) Q ~ [ - ~ , o ]  

O~ suppose t,outau+ long du t r a v a i l  que le pro~bl+me Qo admet u~e so- 

lu t ion+ O~ assooie au probl+me Qe ~ne fam i l l e  de probl&mes "appro- 

oh+s" et au lieu+ du probl+me Qo o~ resou+~ le probl~me "approch6"o 

Pour oela on introduit [3] une famille d'espaces 

E~ [-h; T+~ ~ R~]¢L 2 I-h; T+~ ; R n] o~ ~est ~ pus en temps 

destin6 ~ tendre vers z~ro. 

E~ plus on admet qu'il est possible de choisir ~ de facon que 

1 d% h et k d% T . ~ ~ [ sent des entiers (cette condition ~'est 

pus indispensable au point de rue d~ r4sultat final). 

O~ d6fini% par E%[-h; T+~ ~ R ~] l'espace des fonctions de la ferme: 

k d% 
x~(%) ~ e~ Wr(t) est la fonctien carac- 

r=-l 

t~ristique de l'intervalle [r~. ; (rot)] ~ et x~(r~)~ R ~ (ren- 

+oye  [3] ) 

Donc les fonctions de L 2 [-h,T; R m] son~ approxim~es par des fonc- 

tions en escalier. 

Soit PL : HI[ -h;T; R~]-~E~[ "h; T+~ ; R ~] un op~rateu~ de la projec- 

tion tel que: 

Un ensemble ferm~ et convex~QE~[O; T+ ; R m] (2) est dit 

(2) E lie; T+~ ; Rm~ designe le decoupage de E~[-h ; To5 ; R m] 
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l'approximation d~ ~ s'il verifie l'axiome:~ suivant:~: 

(4) ~ Cl~OV~ ] ~  tel que li~-~wl~Cl~ 

Soit  x s Q E L [ O I T + ~ ' 9 ~ ] ;  ; tt eE.[O; T+~ ; R m] 

O~ d~finit ua op~rateu~ de differences fini~s ~, par: 

dt x%( t+~ ) -x%(t) 

O~ est maintenant en mesure d'~oncer pour chaque ~ m~ probl~me "ap- 

proch~" associ~ au probl~me Qo" 

% 

PROBLEME Q~ 

O Trouver (x~ 

minimiza~ J(x:,~) = ~ ~ (x:(t),:5(t,))dt sous los contraintes 
0 

(~) V x ( t )  +A(x~(t), x~(t-~) ,  %(t.) ) - o 

(?.) xt(Q). ,  P~ ~ (Q) q~:[-~o); xdo) ,, ~(o) 

(8) 

En utilisant les hypotheses HI, H3 d'un raisonnement analo~ae 

celui de [ 4] on preuve q~ le probl~me Q~ admet la solution opti- 

male. Plus que ca~par los hypotheses HI , H2, H3 on montre qu~ 

(xO,~L °) et (x¢ °, u~ °) appartiennent ~ certain ensemble 

@~T'2[OT; R ~] x L2[OT; R m] qui peu% ~tre estim~ ~ priori. 

N otons, que les probl~mes Qo et Q~ on peut considerer comme des 

probl~mes variationnelles de la minimization d'une fonctionnelle 

dans une esp~ce d'Hilbert. 

Cependant on associe aux probl~mes Qo et Q ~ les fonmi~ennelle~ 

de Lagrange Let L~ respectivemen~ 

Soit ~L ~ [O~; R ~] 
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on pose  y{t)_dt x { t - h )  

L : H i [-h,~ ; R n] X H i [O,T;R m] X L 2 [0,T;Rn] -~ R iest d6£ini la 

formule : 

= , ~ + A ( x , y , a ) >  & < , > d ~ s i g n e  l a  

~ u a l £ ~  ~ n s  L ~ [ 0 , ~ ,  ~n~ . 

Si on admet  c e r t a i n e s  c o n d i t i o n s  de l a  r e g u l a r i t 6  p o s 6 e s  s u r  A e t  

on a [5~ qu'il existe ~'1¢'6 HI[O,T ; R n] tel que : 

pou~ e ~ o ~ e  ~X~ ,~[-~,~ ; ~-] ,el ~ue 

~x (Q) : 0 Q ~ - [ - h , O ]  . (  on so souvient que 

On f a i r  en p l u s  s u r  L l ' h y p o t h ~ s e  

\ 
ou ~ > o; (~,~, ~) oppa~.ennent ~ ~ oer,ain voisi~age de 

(~o, oo,~o) Co~ [o,~]) ,  

Par une m~thode analogue on introduit : 

defini p a r  

O 
De meme on a bien qu'il existe ~ 6 E% [ @;T+~ ;Rn~ tel que : 

,~ ,~ ,  o 

Q ~ [ - h , o ] .  
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~t, L 0 0 0 ~(x~ ,=~ , 9~ ) = o (I 5) 

Respectivement sum L~. on fair l'hypoth~se : 

~ C " ~  • 

~J 

o~ (Xe,~ , ~L) appartiennent ~ un certain voisinage de (x~°,~°~°). 

~otons que les hypotheses H4 eZ H4" permettent d'obtenir l'unicitg 

des solutions (x°,~ °) et (x~ ,~ o). 

D'apr&s les hypoth&ses H4 et H4" on co~state~q~ (xe,~e,~ °) et 

(x o,t~ o, ~o) sont les points de la selle de Let L~ respectivement. 

(la dgmonstration de ce point est classique). 

II est facile de remarquer que le probl~me Q~ admet une solu- 

tio~ u ~ qui ~'appartient pas ~-un ensemble des contro^les admis- 

sibles . 

O Donc ~ l'aide de ~ on construit effectivement un autre controle 

-dison~ ~ proche ~ ~o et en meme temps appartenant ~ 

L'existence de tel u~ est assur~e par la condition (5). 
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3. L~estimation de la difference entre la solution exacte et 

"approch@e ~' . 

Le b~t g4n~ral de ce travail est de faire les estimations de 

o ~ o ~ ll~-u~ II ~ llx5 -x Ii et J (x~ ,u~ ) - J(x°,~ O) o~ x~ ~ est une 

solution de l'4quation (I) correspondante au us, On va distinguer 

deux cas selon des propri~t4s de ~. 

Ier cas - o~ ~- ~I [0~; R ~] <on dit l, probl~.e ,a=s oontr&in- 

tes). 

2 i~me cas - o~ ~ est ua sousensemble convex et ferm6 dans 

HI[oT; Rm] (on dit le probl~me aux contraintes). 

On 4nonce doric le r4sultat principal du travail sous la forme 

des Th6or~mes (1) et (2). D'abord on formule le Th~or~me (I) 

qui concerne ~un probl&me sans contraintes. 

THEOREME (1) 

Soit 

o o (xC,u o) (a) (x ,u ) et 

M 
pectivement; et u & 

des solutions de probl~me Qo et Q~ res- 

est d~fini~ par (5). 

(~) Les hypotheses HI,H2,H3,H4" sont verifi~es. 

(c) Les op~rateurs A,Ax,Ay,Au, ~x~u satisfo~t la condition de 

Liphschitz sur G avec des constantes Lo,L I,L2,L3,L4,L 5 res- 

pectivement~ 

(d) Les op~rateurs Ax,Ay,At~,~x,~u, Axx,Axy,Ax~,~xx ~x~ sont bor- 

n~s au sens~ de la norme L~(G) par ~ O. 
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H, 

donc, 

x-x~ II~d2L 

~i) lJ(x,.~,',~ ") -J(x° ,u°)~  d3~ 

• du~" o~ dl, d2, d 3 dependent de I! ~ II ' ll~t II' ll~ll'~i~' S°' LI' q 

L3vT, 4, L 5, M. 

Le schema g~neral de la preuve est suivant: 

I. Par l'hypoth~se H4" et lee conditions (I 0,11,12) on trouve 

d'abord l'estimation de la norme de difference Ilt~0-~°~l ere termes 

de llx°-x~°ll et II~ ° -~°]I. Alors on d~duit imm~diatement du Theorems 

du Point de la Selle que: 

(17~ ~(~J,uJ~ - ~ ( x j , ~ f ,  ~ / . ~  ~d~° ,K  °, ~ o~ 
o ~o = ~ x o et u~ 

est une approximation de u ° appartenante ~ (celui l& existe 

d'apr~s la condition (4)). 

D'autre part en employant la formule de Taylor et l*Hypoth~se H41 

et en d~signan~ dt p~O on a hien que: 

0 "~O ,~ 0 "~0 (~8~ J(x~ °, ~f~ - N(xf, u~,., ~,  ~,, ~(~o ~ ,'~,, ,~ + 

~'x,."o(~° ° % ,  ° _ 

• --  o ~ o )  o - o o ~ o . - .o  

,~ ,~ ), ~_ -u~ ~+ 

D'o~ il vien~:. 

o '~ O , , ~  , " a  0 ~ 0 0 "-" 0 "~  0 ~"~' O (~9) ~ II ~ -  ~-g I~ 4 ~ x ~  , ~  ,/,,~.)-~,~.(~. ,u., , ~,. ) + 
¢v 0 , ~ , y O_ yvO> + + <~.~,.(~ ~, ~. o,~o)  x f - x ,  > ÷<.~-., ~(z,o,~,, .  o ~o) ,  

,~ 0 0 "~0 0 ..,,~ 0 

Pour obtenir le r~sultat voulu il est necessaire d'~stimer ~es 
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expres si ons 

~ 0 , ,~,  0 ~ '~ O ~ O ~ O ~O) -- ~t(X ~ U:~ ,~ ) ( 2 0 )  L~(X-  e ,U~-~ ; 

~ o ~ o  ~ . o  o ~ o . .  4 ¢ y ,  o ~ . o  
( 2 1 ) ( ~ X  L ~ ( x ~  ,U~ ,1L~ ) , X ~ - X  z / +  L t ( ~  o -- o ~ o  ,u~. , ~), 7~. -Yz. 

L , ~ 0  ~ 0 ~ 0  
(22) ~ ~{x~ ,• ,~). 

Par la d~finition de L t on estime (20) d'o~ il r~vient que: 

_ ~ o ~ o , ~ o .  ~ . ~  o ~  o 1 )  ~ o  ~ o  
% ( ~ , ~ .  ,,, ~ ~ , - ~ , . ~ ) . <  ~o ( Ii - ~ ,  II 

Ensuite par la condition (I0) et (14) on a que : 

.~  o ~  o ~ o o -~ o ( ~  ~ o ~ o ~ o o ~ o 

.< ~0 I~ ~° _x o I ! .  

EzL empl~yant !a condition (16) qui d'apr~s (e) est de la forme 

. ~ o ~ o  ~ o 
u L ~ t x  ~ , u ~  , ~ ) = 0 on o b t i e n t  que:  

I .  
O ~  0 ~ 0 

En effet il en r~sulte que: 

o o ~ ~Ix°-x°H I[~°-~°II +If u~ °- ~°ll) I I  u - ~ . ~  I! .<to ( + 

zz. I1~ ° - ~ ° 1 1  on estime en termes de I1~ ° -x~° l l  et  l lu,° -u~° tj 

£~ utili~ant l'~quation de l'~tat adjoint oe qui d~ooule d'une 

fa~o~ imm~dia~des conditions (I0) et (14). D'o~ on a alors 

II~ ° -I~°I!<.o( l l x ° - ~ ° i !  + I ~  ° ~ , ~ ° I  I 

III D'apr~s l'hypoth~se H2 et en utilisant l'dquation de l'~tat 

on estime que llx ° -x~°[l ~ . C li~ ° -u, L °I] 

IV En appliquant les r~sultats donn~es par I, II,III on d~duit', 

( ~ )  II,~° _,~ oll.~ o-c.  
O }I -~ II o ~ 0  II + ~u~ - u  II ~ono en emp loyan t  v ~arce ~u~ ~I u° - u~ 

(23) st la condition (4) on a: 

" " t voululg) II u'O -U~l~ ~< C ~ ce qu~est le resulta 

(I) C designe les constantes diverses. 
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¥I. Ensuite de facon g6n6ral on estime l~x 0 -xj ~[ (o~ x~ est une 

solution de l'~quation (~ correspondante au u~). 

D'o~ on obtient (h). 

J(xz ~'u ~ I VII A la fin on estime I ~ ) -J (x°,u °) en utilisant les cer- 

taines conditions de la r4gularit4 faites sur J(x,u) 

Le Th6or~me (2) formul6 dessous traite d'un probl~me aux contraintes 

(~'@ deu~xi~me ~as~I1 faut r4marquer que dans ce cas les conditions 

(12), (16) ne peuvent pas ~tre remplao6es par : ~uL (x°'u°'~)=° 

et~u L~txL" O,u%O,/|~, o) =0. Pour cela on ohtient un r4sultat plus 
% 

faible par rapport au cas pr6cgdent- le rang de la convergence 

est ~gal 0(~½) ( au contraire d'un probl&me sans contraintes, o~ 

A 
le meme rang est 4gal O(Z))L 

# • 

THE 0REME 2 

0 0 0 0)~ p 
~ (x ,t~ ), (x ,u uj ,A ~x'~y' Ax'Ay'AU satisfont les 

conditions du Th@or~me (I). En plus on admet que ~N~T; R m] 

D onc: 

iio ~ I -~'~ IK< 0 4 ~  

tl ° ~ o 1 

1 
atx ~,-~) - a(x°,u?)~ 06! ~ 

o~. c 4, c5, % ~ependent de : ~o' ~'4, LS, tl~ll, II ~--~tl(,il~U°lj,M,~', ~ 
Le ~/q@or~me (2) Be d6montre par une m6thode analogue au Th~or&me (I). 

( Les d6tails qui concernent la d4monstration du Th~or~me (2) sont 

pr4sent6s ~ [8]) 
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Remarque : 

Les Thdor~mes (l~ e t  (2) r e s t e n t  v a l a b l e s  dans ,  l e  cas  ou l ' o p ~ r a -  

t e a r  A e t  l a  f o n c t i o n e l l e  J d~pendent  d ' a n e  f a c o n  e x p l i c i t e  du 

p 
temps.  La d e m o n s t r a t i o n  du Th~or~me duns ce eas  se f a £ t  s ans  d i f f i -  

i 
c u l t e s .  

4. Exemple 

Un exemple num~rique qui  i l l u s t r e  l a  m~thode de l ' a p p r o x i m a t i o n  

p r e s e n t ~  avmnt ,  se t r o a v e  duns ce c h a p i t r e .  

Pour p o u v o i r  comparer  l a  s o l u t i o n  o p t i m a l e  d e t e r m i n ~ e  d ' a n  f a c o n  

a n a l y t i q u e  avec  c e t l e  ob tenue  pa r  1 " a p p r o x i m a t i o n ,  on se l i m i t e  dans 

ce c a s - e ~  au probleme d ' o p t i m i s m t i o n  dmns l e  eas  d ' u n e  f o n c t i o n e l l e  

q u a d r a t i q a e  e t  d ' ~ q u a t i o n s  d ' e t a t  l i n e a i r e s .  

~ t a n t  d e n n i s  : 

~ ~ [ o , ~ ; ~ j  , . ~  . ~ [ o , ~ , .  ~] _ ~ , o , .  ~ 

defini~s respectivement par : 

_ !  t 2 7 

[ t t ~[o,1) 
w ( t ) - :  

-t+2 t ~ [ 1 , 2 ]  

I q2 9 Q q e [ - 1 , o J  

On c o n s i d ~ r e  a l o r s  19 probl~me s u i v a n t  : 

- w dt  m ~ ' o ~  j [1~,)-~,~11 ~+ Io~t ~,)l ~] 
o 

~(ql = ~(Q) q e [_-~,o] 
I1  e s t  f a c i l e  ~ v e r i f i e r  que l a  r ~ s o l u t i o n  a n a l y t i q u e  
probleme se p r s s e n t e  sous  l a  forme : 

sous l e s  c o n t r a i n -  

t e s  

U 0 X 0 , d e  c e  
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xO = W 

O 

et la ~aleur optlmale de la fonctiennelle est ~gale zero. 

Etan~ donn~ N. 

Soit~=~ • 

A~ prebl~me exacte om~ associe ua probl~me"approchg ~' Q( qui prend 

dans oe cas la forme:: 
L 

minimizer ~[Ix(t)- 2~(t) 1 

sous les contraintss 

(27~)~ x ( t )  ÷ x ( t )  - x ( t - ~ )  - ~ ( t )  

(28) 

(291 x(O) =~(o) 
( r+1 )~ 

oh 2 ~ z ( t )  dt ~ ~ 5 N ' I  1 

= 0 

z(t) dt • Wr(t) 

Le probl~me de la minimizatio~ d'une fonctionnelle o~ resout pour 

chaque N~ par le m~tkode iterative du type gradient conj~g~. 

A 
La r~solutior~de lt~quation de l'~tat c~rrespondant~ au oomtrole oh-- 

te~u da~s los iterations successives on calcule par le suivant al- 

gorithm~ 

Xr+ I - x r 
+ xr " Xr_N - ~r = 0 r = 0,1 N-I 

N = r= ~ . ..--I xr r ~ t • 

Les oalculs sont effectu~s sur l'ordinateur 0DRA-1325 

Les r~sultats obtenus sont donn~s sur le tableam s~ivant: 
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Tabl. 1 

Numeros des o 2 
N iterations g J XN' aN UN-U 

10 

I 0.32502.103 0.32692.101 0.25851.102 

2 0.30649.101 0.91566.102 0.22733.102 

3 0.56083.10 -2 0.33678.10 -2 022728.102 

5 0.36797.10 -8 0.33629.10 -2 0.22728.102 

10 0.32581.i0 -14 033629.10 -2 0.22728.i02 

50 

! 0.63649.102 0.27087.101 0.66636.101 

2 0.47066 0.39977.10 -2 0.4102.101 

3 0.67419.10 -3 0.98461.10 -4 0,40883.101 

5 0.15849.10 -9 0.96367.10 -4 0.40883.101 

I0 0.10060.10 -15 0.96367.10 -4 0.40983.101 

i00 

1 0.35294.102 0.26720.101 0,47802.101 

2 0.25591 0.37332.10 -2 0.22556.101 

3 0.35173.10 -3 0.30724.10 -4 0.22521-101 

5 0.73443.10 -I 0.28839.10 -4 0.22521.101 

i0 0.7754.10 -I 0.28839.10 -4 0.22521-101 

130 

i 0.24417.102 0.26588.101 0.40673-i0 i 

2 0.17576 0.36437.10 -2 0.15560.101 

3 0.23753.10 -3 0.15473.10 -4 0-15526.101 

5 0.47404.10 -10 0.13663.10 -4 0.15526.101 

10 0.21749.10 -15 0.13663.10 -4 0.15526.10 i 

170 

i 0.18665.102 0,26519.101 0.36924.101 

2 0.13385 0.35991.i0 -2 0.ii88.10 i 

3 0.17937.10 -3 0.97128-10 -5 0.11846-I01 

$ 0.34927,10 -1° 0.79413.10 -5 0.11846. I01 

10 0.20042.10 -16 0.79413-10 -5 0.11846.101 
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Dans l e s  t r o i s  c o l o n n e s  q u i  s u i v e n t ,  l a  p r e m l e r e  e t  l a  deux i~me  

d o n n e ~ l a  v a l e u r  o b t e n u e  p o u r  l a  norme du g r a d i e n t  de l e  f o n e t i o n -  

n e l l e  g e t  p o u r  J ( . ~ ,  uN) r e s p e e t i v e m e n t  d a n s  l e s  i t e r a t i o n s  

s u c c e s s i v e s  r o u t e s  l e s  ~0  v a l e u r s  de N en  p a r t a n t  de l a  v a l e u r  

N = I0° Dans la dernzere colonne on donna la difference au sens de 

la norme L 2 entre la solution optimle u ° et approxim~e u N. 

On voit de ~ tableau que les valeurs obtenues pour J(~N' uN) et 

]lUN _ uOll 2 sour a peu pr&s les mamas quand on ne fair que 3 ite- 

rations. Les v a l e u r s  de J (x N, %)  et lluN - u°ll 2 c~lou1~e~ ~ p ~  

1as cinq iterations diminuent de 99,6 ~ et 94,7 % respectivement 

l o s r s q u e  N p a s s e  de 10 a 170.  

O~S" 

0~4 

0.$ 

0,4 

6 

4too~ 

,L t m 
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Le graphique presente as dessous indique la disposition des points 

~N o b t e n u e  apr~s 10 iterations en eomparaison avee los valeurs 

exaetes u ° . 

L a liqme notee pat 0 eat la solution optimale a O Lea points 

dresses sat la liqme i representent les valeurs a N qu'on obtient 

pour N =iO 

Soit u N !a fonotion oonstruite a l'aide de a N de fa~on suivant. 

~ c t ~  - ur+i-"r [~ _ r , ) +  ,~ po.r t ~ ~r, .  <r+i> ,] 

s l o t s ,  i s  l i q n e  i d o n n e  l e  g r a p h i q u e  de u N e o r r e s p o n d a n t e  "a 

valeur N = i0 . 

Je tiens ~ remercier tout. particuli~rement le Proffesse~r 

Kaz~imier~ Mala~ewski pour sol aide et super~<ision pendant la pr~- 

para+~om, de ce travail. 
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