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Abstract :

An algorithm using first order approximation of a real-valued func-
tion is described for the solution of the unconstrained maximization of a conti-
nuous differentiable function ; convergence is proved and a rate of converggnce is
determined under the usual second order assumptions. Identity is shown between the
proposed algorithm and the more general conjugate directions algorithm.
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0. InTrODUCTION - NOTATIONS

Dans le probléme de 1'optimisation sans contraintes d'une fonction diffé-
rentiable, on distingue deux types d'approche : les méthodes directes et les métho-
des de prédiction selon la terminologie de Powell. Les premiéres requiérent une

optimisation unidimensionnelle & chaque é&tape tandis que la maximisation de la fonc-
tion sur une droite n'est plus utilisée dans les secondes.

Les méthodes du premier type qui nous intéressent ici sont caractérisées
par 1futilisation de directions conjuguées successives. On trouve par exemple dans
cette classe de méthodes, d'une part les méthodes de gradients conjugués (dues &
Hestenes et Stiefel [15] et appliquées a 1'optimisation par Fletcher et Reeves [13]
tout d'abord pufs par exemple par Polak et Ribigre [201) et d'autre part les métho-
des quasi-newton {Broyden [2,31, Davidon [71, Fletcher et Powell [12] et de nombreu-
ses autres).

Ces algorithmes, encore appelés méthodes de "métrique-variable" ont susci-
té la formulation de schémas généraux (Adachi [11, Greenstadt [141, Huang [16])
pour le cas guadratique.

Huang montre que le déroulement itératif de ces méthodes est identique
{pour les mémes conditions initiales) dans le cas quadratique ; Dixon {91 donne une
condition nécessaire et suffisante du déroulement identique des algorithmes de Huang
pour une fonction différentiable quelconque. Les problémes de convergence sont abor-
dés par Powell [211 pour Ta méthode D.F.P., Broyden [3] pour ses méthodes de rang 1
et 2, Daniel [61 et Polak [201 pour Teur méthode. De méme certains auteurs prouvent
la convergence superlindaire de quelques algorithmes (Powell [211, Broyden-Dennis-
Moré [41) tandis que Cohen montre la convergence quadratique de trois algorithmes
particuliers de gradients conjugués soumis & une r&initialisation tous les r pas
{ran).

En fait, le trait essentiel de ces méthodes est qu'elles rentrent, pour le
cas quadratique, dans un schéma trés général qui consiste & choisir, & chaque pas,
une direction de recherche conjuguée de toutes les précédentes. Cependant toutes Tes
méthodes restreignent, & chaque pas, le choix d'une nouvelle direction par des for-

mules de récurrence sur les matrices de "métrique-variable".

Nous proposons dans ce papier un algorithme qui permet de conserver, & cha-
que pas, la généralité du schéma cité ci-dessus. Dans le cas quadratique, 1'ensemble
des directions conjuguées de toutes les précédentes s'identifie avec 1'ensemble des
solutions optimales d'un programme linéaire construit & partir de linéarisation de
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la fonction ; les programmes linBaires successifs ne différent que par une seule
contrainte supplémentaire ; ils ont au plus n contraintes. L'application au cas non
quadratique suit le méme schéma.

A une étape donnée, la détermination d'une direction conjuguée des précé-
dentes revient, en définitive, & résoudre un systéme d'équations linéaires. Nous
montrons que le schéma proposé permet d'atteindre les solutions de ce systéme sous-
déterminé par 1'utilisation de la méthode duale-simplex (enchatnement de programmes
linéaires). De plus i1 est montré en 1.4 1'analogie entre Ta recherche de ces solu-
tions et la recherche de “centres" au sens de Huard [17] du poly&dre défini par des
linéarisations du domaine non linéaire. En fait, en utilisant Ta notion de F-distan-
ce [171, 1'ensemble des directions admissibles (i.e conjuguées des précédentes) est

identique & un sous espace d'"&gale distance" des linéarisations de la fonction.

L'algorithme présenté ici, est 1'application & 1'optimisation sans contrain
tes d'une méthode introduite dans 1'algorithme partiel de la méthode des centres 1i-
néarisée de Huard [18] pour accélérer sa convergence pratique lors de la résolution
du probléme général d'optimisation non lingaire sous contraintes [8].

Dans 1a section I, aprés la description de 1'algorithme, i1 est prouvé,
sous 1'unique hypothése de continue-différentiabilité, que tout point d'accumulation
de la suite générée est un point stationnaire. La section II montre 1'identité avec
le schéma de directions conjuguées rappelé ci-dessus. La vitesse de convergence de
1'algorithme proposé est déterminée dans la section III Sous les hypothéses usuelles

relatives aux dérivées du second ordre, i1 est prouvé un taux de convergence d'ordre
2.

NOTATIONS :

- sur R"
Xt le vecteur ligne transposé de x
(x,¥) le produit scalaire usuel sur R"
|x] norme induite sur R" de x
[ 1Al Ta norme de matrices carrées engendrée par la norme de vecteurs
]
[al,...,ak] le sous espace vectoriel engendré par les vecteurs a;
J=1,...,k
[al,...,ak]*1'orthogonq1 de [al,...,ak]

- pour une fonction numérique T : R" > R 2 fois différentiable
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vf(x) Te gradient de T en x
H(x) Te hessien de f en x (matrice des dérivées secondes)

f 1'approximation quadratique de f en Xq

I. DESCRIPTION DE L'ALGORITHME. CONVERGENCE

On considére le probléme de maximisation sans contraintes :

(P) maximiser f(x)
x ¢ R

ol f est une fonction continliment différentiable telle que, pour un point quelconque
X, de R, 1'ensemble Eo = {x ¢ R P f(x) 2 f(xo)} est compact. On se donne § € 10,11

I.1) DESCRIPTION DE L'ALGORITHME A

3 7'itération i on dispose d'un point X3 de départ, d'une direction arbi-
traire c  vérifiant {c0§ =1 et {Vf(xi)’co) 2 6§vf(xi)}.

On pose Yo = %

i

1) définir Y1 = Y ¥ 9%, tg {vf(yl),co) =oete > 0

wp = Yo * YeCo B Flug) = Fly)

2) &tape k (k<n)
on dispose de Ygreeoa¥y ¥

i

Vo1 * 050185 €t (VF(yy)acyy) = 0
Yorwpareau U3 = ¥ip * 18401 et f(wj) = f(y,)
* choisir c de norme 1 tq
(VF(y,)ac) = (VFwg)s €)= oo = (TF(uy)scy)
Wk definir  y . = ¥+ 9 ¢ avec Bl ,,).q) =0
Wl = Yt Y G avee Flu,q) = Flyo)
stop si vf(y, ) = 0.

#%% 57 k+1 = n aller en 3 sinon retour en 2 avec k+1 au lieu de k.

3) poser Xie1 = Y et fin de 1'itération 1.
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1.2) CONVERGENCE

Théondme 1 : Sous L'hypothise précidente sun T (continue-differentiabidite) tout
point d'accumulation x* de La suite (Xi} vinifie vF(x*) = 0.

Démonstration : Nous utiliserons le théoréme de Zangwill que 1'on trouve dans Dubois
[101 ou FIOROT-HUARD [11]. Ce résultat est rappelé ci-dessous :

Ec R" est compact, PC E fermé,wy une application multivoque E » P(E)
h : E- R continue sur E
siVxeE-P a)y(x)#8

b) x' e y(x) ==> h(x"') > h(x)

alors 1'algorithme :

Xy € E, X401 € E tg h(xi+1) z h(yi) avec y; € v(x4)

X = X sinon

i+l

génére une suite (Xi)idN telle que tout point d'accululation x* de (Xi)idN appar-

tient & P si 1'application y est sup-continue en x*.

De maniére &vidente, pour 1'application de ce résultat, nous définirons
P={xeR" | vf(x) = 0} CEO et 1'application multivogue : EO > P(EO) par :

x+xh 3 heR, |n| =1,

vixoy(x)=dlyek |y-=
(vf(x),h) = & [vf(x)], (vf(y),h) = 0}

Prouvons que v est sup-continue sur EO :
si (xk)k€N est une suite de E, convergeant vers x
(yk)de une suite de EO convergeant vers y telle que Yy € y(xk) Yk

alors par définition de y(xk), Yk on a
R SRR T R AR LR
- (Vf(Xk),hk) z Sl?f{xk)f
- (Vf(yk)shk) =0

comme [hk[ = 1 Yk, h, appartient & un compact de R", i1 existe donc une sous-suite
k' € N'C N telle que hy, -+ h et Te triplet (xk"yk"hk')k'eN' converge vers (x,y,h).



288

Dans ces conditions, f &tant continlment différentiable, le passage & la
Timite dans les trois relations ci-dessus entraine y € y(x). D'autre part en prenant
pour fonction h la fonction f, i1 est &vident que Te résultat de Zangwill s'applique
et tout point d'accumulation x* de la suite générée par 1'algorithme A vérifie
vf{x*) = 0.

I.4) CONSTRUCTION DES DIRECTIONS ck-ADMISSIBLES A L'ETAPE k DE A

Par définition ¢ est admissible & 1'étape k si et seulement si

ce {al,...,ak}‘ avec a; = Yf(wg) - T(y,)

Une méthode simple pour construire le sous espace des directions admissi-

bles consiste a envisager & 1'étape k le programme linéaire d n+l variables x ¢ Rn,
p elR

max

PL{k) (vf(yo), X'.Vo) =y

(Vf(mj), X"wj) =y J=ly...5k
(xsn) € Rn+1

toute direction d'infinitude de PL{k) est une direction admissible pour 1'étape k de
Ttitération i de A.

11 est & noter que le passage de 1'é&tape k & 1'étape k+l introduit une con-
trainte supplémentaire au programme PL{k) ; Tla résolution de PL{k+1) peut donc s'ef-
fectuer par la technique duale-simplex. Notons, par ailleurs, que la résolution de

PL(k) revient & chercher 1'ensemble des points & "égale distance” au sens de Huard
1171 de toutes les contraintes d'un polyédre linéaire défini par

{x{(vf(yo},x-yo) > 0, (vf(mj),x-wj) > 0 j=1,....k.

Les contraintes de ce cone polyédrique d'appui au domaine E; = {x | f(x) 2 f(xi)}
sont les Tlinéarisations de la fonction f aux points Yortpsee sy

11, APPLICATION DE L'ALGORITHME 4 A L'OPTIMISATION D'UNE FONCTION
QUADRATIQUE

Considérons le probléme (P.Q)
maxf{x} = % xth + gx
9 matrice symétrique définie négative.

i x ¢ R"
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Le principal résyltat de cette section est la preuve de la convergence

finie de A pour résoudre P.Q.

Proposdition 2.1,

Pour toute Ztape k, on suppose que CosCpseeeaCyoy sont confugules entre
elles alons
a) 44 ¢ e R" vérigie
(vf(yo),c) = (vf(wl),c) == (vf(mk),c)

¢ est confuguZe des directions CoCoe -G 1
b} néeiproquement, a4 ¢ est conjugube de Co3CyoeresG g
alons (2.1} est vBnigide.

Demonstration :

a) prouvons tout d'abord (c,Qco) =0
partant de (Vf(wl),c) = (vf(yo),c) et de vf(wl) - vf(yo) = onco le résultat est
évident.- Supposons donc (c,ch) =0 4£=0 ,...,j-1 et prouvons (c,QcJ.) = 0. En utili-
sant (vf(mj+1,c) = (vf(yo),c) il vient ;
0= (Vf(mj+l) - Vf(yo),c) = Yj(C’QCj) + r'zl GY‘-I(C’QCr-l)

d'oli, avec 1'hypothése de récurrence, la conclusion

b) réciproquement, si ¢ est conjuguée de C3Cpsre=sCpqr ON écrit
comme précédemment
k-1
=111 F L B g
avec jsk r=j+1

d'ol (c,Q(wk—wj)) =0 et (2.1) est vérifiée.

Theonme 2 : Pour une fonction quadratique sirictement concave, £'algonithme A avec
un point de dépant X, quelconque et une direction queleonque Co» non onthogenale au
gradient de f en Xy fowmit @ La premitne itération en au plus n &tapes, La solution
de {P.0Q).

C'est un résyltat classique sur les algorithmes de directions conjuguées.

En conclusion 1'algorithme A appliqué & une fonction quadratique s'identi-

fie donc & T'algorithme le plus général de directions conjuguges.
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[IT. VITESSE DE CONVERGENCE DE L'ALGORITHME A DANS LE CAS GENERAL

ITI.0) INTRODUCTION

Hypothéses sur f

H1) pour x, € R, E = (x| f(x) 2 f(x,)} compact

0
H2) f est 2 fois continlment différentiable et vérifie une condition

de Lipschitz au voisinage de 1'optimum :

IB > 0 |JH(x} - H(x"}}] ¢ Blx-x']

H3) 1£ > 0 ¥x € E_ Vy eR" 2lyl% < [(y.H(x).y)]
iL>0V¥xeE [[HOO|] s L

La convergence de A vers 1'unique point o solution optimale du probléme (P)
est assurée par le théordme 1. Le résultat de cette section porte sur la vitesse de
convergence de A qui est, & partir d'un certain rang io d'ordre 2 ie
fc < 4o Vi x4 {xi+1 - ol g clx - a[z.

Signalons enfin que notre résultat est semblable & celui de Cohen [5] qui sous les
mémes hypothéses sur f montre la convergence quadratique des 3 algorithmes : Daniel,

Fletcher et Reeves, Polak et Ribiére.

II1.1) VITESSE DE CONVERGENCE

Theoneme 3 : L'algorithme A, sous Les hypothlses i1, 2, 3 a un taux de convergence
d'ondre 2.

Démonstration en I1I.2.

L'approche utilisée dans ce papier pour mesurer le taux de convergence de A
est 1a méme que celle de Cohen ou originellement celle de Daniel [6]1. Donnons-nous,
pour 1'itération i, les points engendrés par A

Yo = Xyx Ypoeeed¥p T X

et les directions CosCpoe o201 associées, et 1'approximation quadratique f de f en

X]-.

Nous allons montrer qu'il est possible & 1'étape ] (3=0,...,n-1) de définir,
4 partir de la direction Cj’ une direction éj conjugude, pour la matrice des dérivée
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secondes de %, par rapport aux directions précédentes to’él""’ﬁj—l et telle que

- lcj'&j! = c(gx.ra’)

- 1'étape j de A appliqué
2
I

& f avec la direction Ej fournisse
un point yj+1 vérifiant ij+1 - yj+1] = o{[x;-]").

Si pour j=0,...,n-1 ce qui précéde est possible (voir preuve en III.Z), le
théoréme II implique que pour un rang q(sn), le point ¥ sera 1'optimum de f, que

2.

nous notons &, et on aura la relation ]yq-&[ = c(|Xi-a|
D'autre part, 11 est connu (voir par exemple Ortega et Rheinboldt [19 page

3121 que & = §_ est obtenu par une itération de la méthode de Newton (ordre 2) avec
X; comme point de départ ; ceci, avec ce qui précéde, prouve que

. . . 2
1, 1> iy |yq-oc| = 0(|X.i-o¢| )
De plus, un développement de Taylor & 1'ordre 2 en « permet de montrer
/L
Ixg417al < VR Iygeel
Cette derniére remargue prouvera le résultat énoncé.

I1I.2) DEMONSTRATION DU THEOREME 3

La démonstration est constructive pour chaque j et utilise une série de
lemmes présentés en annexe.

&~

a) Définissons € = S et I1 =¥y + 0580 g =¥t Yéo
avec
(VF(91)58,) = 0 et flug) = f(y,)

o 2
on a |9~y = of xs-a|")

en effet |§,-y,| = losc -0, | = o,-0,| puisque €, = ¢, et [E

or par construction, 2 est Te maximum de f sur la direction Cye il existe donc
(7F(y4)sc,) (7F(y ) sc,)

de méme ¢ = -

no € (yO’yl) tq 60 = o

(cgeH(ng)-c,) (coo(x;) <)

les hypothéses H2 3 et le Temme Al entrainent le résultat.

b) supposons que pour £=0,...,j-1 des directions EE de norme 1 admissi-
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bles pour 1'algorithme A appliqué & f ont été construites ; on dispose donc des
points :

yo,yl,...,yj : y£+l = yz + eﬁéz (vf(y£+l), 6£) =0 6, peut étre négatif

- - -

Yoogoereawy P Wpy = Jp * vptp flup,y) = fly,) avec y,> 0

d'aprés la remarque de I.4 si by = vf(wk) - vf(yo) k=l,...,J on a (”:z € [bl,...,bﬂl*
£=1,...,3-1.

Faisons 1'hypothése de récurrence :
o : 2
(3.1) 1) [y€+1 TVt ? G(|X1‘°L| )
(3.2) 2) {C£-€£§=(7({Xi'a§)
d'aprés le a) ci-dessus, (3.1) et (3.2) sont vraies pour £=0.

D'aprés les remarques de III.1) nous devons associer & la direction <5
(connue par le déroulement fixé de A & 1'itération 1), une direction . conjuguée

J
de Co""’ej—1°
Y]
c:
Définissons donc 5j = mJ avec
1le
" -1 . v . .
(3.3) ¢ = ¢ + kZO Ny les 1 déterminés pour que (Cj’bz) = 0 £=1,...,], ceci
&tant une condition nécessaire et suffisante pour que g5 soit conjuquée des précé-
dentes.
Prouvons a) que (3.2) est vérifiée pour £=j avec cette définition

b) que {3.1) est vérifiée si yj+1 est le maximum de f sur la direction

cj passant par yj.
A ] - T
a) Montrons que !cj cj{ o [x;-al)
Proposition 3.1. Wk, k=0,...,3-1, A ] = o(ix;-al)

Démonstration : remarquons que <Cj’ak) = 0 k=1,...,J par définition de 1'algorithme
A (cf. 1.4) ; en conséquence, le second membre du systéme lin&aire d'inconnues (Ak)
a pour composantes les produits scalaires dr = (cj, ar_br} r=1,...,J3.

Le Temme A4 entraine
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(3.4) 4| = o(1x;al%)

D'autre part, puisque bk = Vf(wk)-vf(yo) = H(Xi)'(“k'yo) on peut écrire la relation
de récurrence sur les vecteurs bk

(3.5) b1 = YOH{Xi)'Co
b = Pyt = (nep™@pep) HOX)-Gp * vgogilxg) Gy K=2,0000d

le systéme linéaire donnant les ay est triangulaire inférieur et du fait de Ta con-
jugaison des directions &z (£=0,...,j-1) les &léments diagonaux sont

(ék-l’bk) = Vg1 (Ck-l’H(Xi)'ék-l) k=l,...,]
et en vertu du lemme A2 on a

(3.6) [(8_qsD )] 2 my | xi-a

ceci prouve que | | = O(IXi-aI) et que si

N

(3.7) ]AOI,...,EAk_l{ k=1,...,j-1 sont des 6(]Xi-a{), alors Ta k+1® &gquation
entrafne | | = o([x;-c]) ; en effet elle s'écrit :
k-1
MEoPrgr) + L A(Babyyg) = (€503 407D4g)
r=0
par majoration
k-1
lxkl I(ak’bk+l)] N ’(ajsak+1'bk+1)| ) Ixrl I(&r’bk+1)|
r=0
la relation (3.4), Te lemme 1, T'hypothése (3.7) entrafnent, avec la relation (3.6)

In ] s Mlxs-c]
cgfd.

Maintenant si nous notons u ¢ mﬁ, u = Ej-cj Ta proposition 3.1 avec

I&rl =1 r=0,...,3-1 entraine
(3.8) lul = o(|x;-al) et donc le résultat
(3.9) la relation (3.3) définit une direction conjuguée des directions EK

£=0,...,3-1 telle que |éj—cj| = o(]x;-al)
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, s ) 2
b) Montrons, qu'avec cette définition, ]yj+1~yj+1| = o(lxi—a{ )

Proposition 3.2 lo5-0;| = o [x;-a]%).
Démonstration : Par construction de yj+1 et yj+1 (maxima exacts) on a

[(85oH(%)-85) (TF3)u65) = (egahlng) ) (9F(53)0,) ]

(€5H(x;).85) (c5H(n ;) ;)

expression que nous pouvons majorer avec 1'hypothése H3 par

Plog-o5] < 1(85css Hixg)-(25¢))) (FH(y )06,

¢ NN J 3 1 J

o

E{Cj9[H(Xi}_H(ﬁj)]-cj) (Vf(Yj)scj}i

4

(3.10) [(stH(nj)'cj) (Vf(yj-)’cj‘éj)}

o+

HCJ ,H(nj) ‘Cj)(Vf(yJ‘)' f(yJ)’éJ) i
I{stH(ﬂJ’) CJ)(Vf(yJ)*Vf(S/J) ’6,]')‘

+

le lemme Al, les relations (3.1) et (3.9) fournissent la preuve de la proposition
3.2 en majorant chaque ligne de (3.10).

L, . 2
Proposition 3.3 !yj+1"yj+l{ = o(]x;=a(")
Démonstration :

.. =Y., +0.c.et V.., =9+ A.“. d'ol
Yijel Y5 T 056 BE g T Yyt 056

: Lo | o 1 - s -
5yj+1 yj-ﬁ—li S %yJ yJ'l + IGJHC Cfﬂ'i"lej 0,

T I S
entraine lejE < ](vf(yj),cj)l mais

or 1'hypothése H $7

3

- i - U
vf(yj) = Vf(yo) + kzl Oy-1 H(xi) ¢, et par la conjuguaison des directions T il

vient (v%(yj),éj) = (vf(yo),éj). Le lemme AZ prouve alors [@jI = a([xi—al).

La démonstration s'achéve par (3.1) pour £=j-1, (3.9) et la proposition
(3.2).

En conclusion, ce qui précédde, prouve qu'il existe un algorithme de direc-
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tions conjuguées, associé au déroulement de 1'itération i1 de A appliqué & f, conver-
geant versgen au plus n itérations. Les explications de III,1 apportent la preuve
du.théoréme 3.

ANNEXE

Lomme, AT.

¥ F(E) 5 fx) = [tx] < (19/5) [xeel

2L

KL F(E) 2 f(x) = [tx| s — |
¢

il

7R (x)| < Llxg-al
1900 2 2xgnal

* sous L'hypothese (Vf(xi)’co) % a{vf(xi){, on a %0 3 mX;

imal

*F(Fy) - Flx) » myxmal

*¥x e By [FO0-F00] = 8(]x-al)
< 196(y;)] = 8(Ixg-a])

 [97(y;) = 79, < Llyyyg]

N

* [8(3;) - 9F(3)] = ol Ix;-a] %)

i
]

<oyl = [vF(wy) - V(x| o([xs-al) Yk <n

i Ibkl = iv;(‘:}k) - Vf(x-iH

G(]X-i"OLI)

Les démonstrations des points précédents utilisés dans la démonstration du
théoréme 3 sont évidentes par 1'utilisation de développements de Taylor.

Lemme AZ. K, k=0,...,q-1, v 2 my|x;-a]

Y, est défini par Oy = yk + ;kek f(wk+1) = f(xi) et ;k » 0

1) si (vF(5,)58,) » 0, v, est defini par
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(A1) 0= -Flo )40 + 1 (TEE).8) + Tk (GH(x)-8)
2 2
¥ ~ - -
dlon % (80 FOIT0G) 2 Fp) - FOg) 2 mylxgmal

2) si \vf(yk) k) < 0, yk est racine positive de (A.1)
Considérons le point w ,, et sa projection u sur le convexe {x [ f(x f(yk)} on a
f(u} = f(yk) et y- Weep S TC P> 0 en notant

= f{u}
loF(u)|

I1 est &vident que DR {projection) ; d'autre part r est la racine positive de

1'équation %T g=r(vf(u),c) +8' =0

g = (c,H(xi).c) <0

| e'= fu) - f(x;) > 0
2’

avec

ognayr-=
(vE(u),c) + A F(u),c)° - 288"

or (vf(u),c} « k1 [Xi-u[ ; de plus -ggl et &' = k2|Xi‘u!2 ; 11 vient
2g!

rz

3 Myl X -al
k[X1~ al 2

Lemne A3 : ¥§ £, ¥k = 1ooond Juou ] = of[x-al9)

Démonstration : On utilise 1'hypothése de récurrence (3.1) et (3.2) par construction

we = Vet (e Oer) Ser = Yt ser Skl

= T+ (1) et = it e Sl

par choix (remarque du I.2) on a €11 ” 0 et par construction du point wk(yk_l >0
quel que soit le siane de Ok-l)’ d'ou,

logmop L < Tl + Tegly Geg = oer el

{A.2) < ye9 0+ Eek_1!§5k-1 - Ck_li + ‘sk_l - gk-l‘
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(A.3) - vy, | = ollx;=al?) pour kej  cf. hypothese (3.1)
(A.4) - |8 _1=c 1] = ollx;-a]) pour ksj cf. hypothése (3.2)

Maintenant, €p.q &t g g sont racines positives des équations

i
<

7 (e BlepHngy) + Fly,) = F(x) n € (Vo)

(A.5)
0

H

% (;k-l)zfak-l’H{xi)'ék_l} + %(9é) - (%)

comme le montre un développement de Taylor de f(mk) et %(@k) eny, et yk en consé-
quence

- 2
. - 1 N
lﬁ - ] = ]Ek"]. Ek"l < |€2 - g |
k=1"%k~1 o 5= k-1 " k-1
Ek-1"%k-1 k-1

(A.6)

T S e B (Vi)
k-1 {(ék-l’H(Xi)'ék—l}l ’ r(&k-l’H(x’i)&k-l){

2 2
> m lxq-al
par 1'hypothése H3 et Te Temme AL.

En utilisant Tes équations (A5) on écrit

et (R g) (FOO-FO ) =(8 i) 6 p) (Fly)-F(x;)
el

(g ofng) ) (BpaHlx3) G y)

Te dénominateur est minoré par 22 (cf. H3) et le numérateur, en valeur absolue,
est majoré par

1(Ck_l-ék_l,H(nk}.{ék_1+ck_l))]}%(yk)-f(xi)l
+ (s H(ny ) - Hx)T . ék_l)I}%(yk) - (x;)]
1RO -8 ) L F,) = Fly,)]

(@ H0x) -8y - Ty
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1'hypothése H25 les hypothéses de récurrence {3.1) et (3.2), le Temme Al montrent
que le numérateur est un G({Xi~a[3).

En utilisant (A.6) et (A.7) il vient :
§€k_1 - ;k-l{ = 0<}X1‘a‘2)
11 est , par ailleurs, facile de prouver en utilisant (A.5) et 1'hypothése Hy que
legey| = ollxgmal)

' - | 2
diol avec (A2’3’4), logoy | = o(lx;=a])

cqfd.
Lemme A4 :

Y5, 5 < s Yk = 1oend Jagby | = allxmal?).
Démonstration :

3 = TF(wy) - 9(xy) = Hin ) (o =%5) ny € (% s )

b = TF(w) = VF(x;) = H(xs)- (%)
dol

-

3y - bk = [H(nk) - H(xi)].(wk-xi) + H(xi) . (wk-mk)

en utilisant HZ’ H3 et les lemmes Al et A3 il vient :

2

la - bl = ollx-al?)

qud;
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