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Abstract : 

An algorithm using f i r s t  order approximation of a real-valued func- 

t ion is described for  the solut ion of the unconstrained maximization of  a cont i -  

nuous d i f f e ren t iab le  funct ion ; convergence is proved and a rate of convergence is 

determined under the usual second order assumptions. Iden t i t y  is shown between the 

proposed algorithm and the more general conjugate direct ions algorithm. 
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O, INTRODUCTION - NOTATIONS 

Dans !e prob]~n~ de l~optimisation sans contraintes d~une fonction d i f f~ -  

rent iab le,  on distingue deux types d'approche : les m6thodes directes et les m~tho- 

des de predict ion selon la terminologie de Powell. Les premieres requi~rent une 

optimisation unidimensionnelle ~ chaque ~tape tandis que la maximisation de la fonc- 

t ion sur une droi te n'est plus u t i l i s6e  dans les secondes. 

Les m~thodes du premier type qui nous int~ressent i c i  sont caract~ris~es 

par l ' u t i l i s a t i o n  de direct ions conjugu~es successives. On trouve par exemple dans 

cette classe de m~thodes, d'une part les m~thodes de gradients conjugu~s (dues 

Hestenes et St ie fe l  [15] et appliqu~es ~ l 'opt imisat ion par Fletcher et Reeves [13] 

tout d'abord pui~ par exemple par Polak et Ribi~re [20]) et d'autre part les m~tho- 

des quasi-newton (Broyden [2,3] ,  Davidon [7] ,  Fletcher et Powell [12] et de nombreu- 

ses autres). 

Ces algorithmes, encore appel~s n~thodes de "m~trique-variable" ont susci- 

t~ la formulation de schemas g~n~raux (Adachi [ i ] ,  Greenstadt [14], Huang [16]) 

pour le cas quadratique. 

Huang montre que le d~roulement i t ~ r a t i f  de ces m6thodes est identique 

(pour les m~mes conditions i n i t i a l e s )  dans le cas quadratique ; Dixon [9] donne une 

condition n~cessaire et suf f isante du d6roulement identique des algorithmes de Huang 

pour une fonction d i f f~ rent iab le  quelconque. Les probl6mes de convergence sont abor- 

d6s par Powell [21] pour la m~thode D.F.P., Broyden [3] pour ses m~thodes de rang I 

et 2, Daniel [6] et Polak [20] pour leur m~thode. De m6me certains auteurs prouvent 

la convergence superl in~aire de quelques algorithmes (Powell [21], Broyden-Dennis- 

Mor~ [4]) tandis que Cohen montre la convergence quadratique de t ro is  algorithmes 

par t i cu l ie rs  de gradients conjugu~s soumis ~ une r ~ i n i t i a l i s a t i o n  tous les  r pas 

(r~n). 

En fa i t ,  ]e t r a i t  essentiel de ces m6thodes est qu'elles rentrent, pour le 

cas quadratique, dans un schema tr~s g~n~ral qui consiste ~ cho is i r ,  ~ chaque pas, 

une direct ion de recherche conjugu~e de routes les pr6c~dentes. Cependant routes les 

m~thodes restreignent,  ~ chaque pas, le choix d'une nouvelle direct ion par des for-  

mules de r~currence sur !es matrices de "m~trique-variable". 

Nous proposons darts ce papier un algorithme qui permet de conserver, ~ cha- 

que pas, la g~n~ralit~ du schema cit~ ci-dessus. Dans le cas quadratique, l'ensemble 

des directions conjugu~es de toutes les pr~c~dentes s ' iden t i f ie  avec l'ensemble des 

solutions optimales d'un programme lin~aire construit ~ par t i r  de l in~arisation de 
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la fonction ; l e s  pregrammes lin~aires successifs ne dif ferent que par une seule 

contrainte suppl~mentaire ; i l s  ont au plus n contraintes. L'application au cas non 

quadratique sui t  le m~me schema. 

A une ~tape donn~e, la d~termination d'une direction conjugu~e des pr~c~- 

dentes revient, en d~f in i t ive,  ~ r~soudre un syst~me d'~quations l in6aires. Nous 

montrons que le schema propos~ permet d'atteindre les solutions de ce syst~me sous- 

d~termin~ par l ' u t i l i s a t i o n  de la m~thode duale-simplex (enchainement de programmes 

lin~aires). De plus i l  est montr~ en 1.4 l'analogie entre la recherche de ces solu- 

tions et la recherche de "centres" au sens de Huard [17] du poly~dre d~fini par des 

lin6arisations du domaine non l in~aire. En fa i t ,  en u t i l i sant  la notion de F-distan- 

ce [17], ['ensemble des directions admissibles ( i .e conjugu~es des pr~c~dentes) est 

identique a un sous espace d'"~gale distance" des lin~arisations de la fonction. 

L'algorithme pr6sent~ i c i ,  est ] 'app l icat ion A l 'opt imisat ion sans contrai~ 

tes d'une m~thode int rodui te dans l 'a lgor i thme par t ie l  de la m~thode des centres l i -  

n~aris~e de Huard [181 pour acc~16rer sa convergence pratique lors de la r~solution 

du probl~me g~n~ral d'optimisation non l in6aire sous contraintes [8]. 

Dans la section I ,  apr~s la description de l 'a lgor i thme, i l  est prouv~, 

sous l 'unique hypoth~se de cont inue-d i f f~ ren t iab i l i t~ ,  que tout point d'accumulation 

de la suite g~n~r~e est un point stat ionnaire.  La section I I  montre ] ' i den t i t ~  avec 

le schema de direct ions conjugu~es rappel~ ci-dessus. La vitesse de convergence de 

l'algorithme propos~ est d~termin~e dans la section I I I .  Sous les hypotheses usuel]es 

relatives aux d6riv6es du second ordre, i l  est prouv6 un taux de convergence d'ordre 

2. 

NOTATIONS : 

- sur IR n 

x t le vecteur l igne transpos~ de x 

(x,y)  le produit scala i re usuel sur IR n 

Ixl norme indui te sur rR n de x 

I IAII la norme de matrices carries engendr~e par la norme de vecteurs 

I . l  
[a I . . . . .  a k] le sous espace vector iel  engendr~ par les vecteurs aj 
j = I . . . . .  k 

[a I . . . . .  ak] ' l 'or thogonal de [a1 , . . . , a  k] 

- pour une fonction num~rique f : rR n ÷ FR 2 fois d i f f~rent iab le  
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~f(x)  le gradient de f e n  x 

H(x) le hessien de f e n  x (matrice des d~riv#es secondes) 

f l 'approx imat ion quadratique de f e n  x o 

I, DESCRIPTION DE L'ALGORITHME, CONVERGENCE 

On consid~re le probl~me de maximisation sans contraintes : 

(p) imaximiser f ( x )  
I x ¢ R n 

o0 f est une fonct ion continOment d i f f ~ ren t i ab l e  t e l l e  que, pour un point quelconque 

x ° de ~n, ]'ensemble E o = {x e R n I f ( x )  ~ f (Xo)}  est compact. On se donne 5 ~ ]0,1] .  

1 .1)  DESCRIPTION DE L'ALGORITHME A 

l : i t ~ r a t i o n  i on dispose d'un point  x i de d~part, d'une d i rec t ion  arb i -  

t r a i r e  c o v ~ r i f i a n t  ICol = 1 et  ( v f ( x i ) , C o ) )  a l v f ( x i )  I. 

On pose Yo = x i "  

1) d ~ f i n i r  Y l  = Yo + eoCo tq ( v f ( y l ) ,Co )  = o et  8 o > 0 

w 1 

2) ~tape k (k<n) 

on dispose de Yo . . . .  'Yk 

Yo,ml,..~mk 

: Yo + YoCo tq f(ml) = f (yo)  

Yj = Y j - I  + e j - lC j -1  

mj = Yj-1 + Y j - lC j -1  

* cho is i r  c k de norme I tq 

",b.~ d~fi  ni r 

et ( v f ( y j ) , C j _ l )  = 0 

et  f (mj)  = f (yo ) 

(v f (yo) ,Ck)  : ( v f ( m l ) ,  c k) . . . .  : (vf(mk),Ck) 

Yk+1 = Yk + Ok Ck avec (vf(Yk+l),Ck) = 0 

mk+l = Yk + ¥k Ck avec f(wk+1) = f (yo  ) 

stop si ~f(Yk+1) = O. 

:w~,~ si k+l = n a l l e r  en 3 sinon retour  en 2 avec k+l au l i eu  de k. 

3) poser x i+ 1 = Yn et  f i n  de l ' i t ~ r a t i o n  i .  
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1.2) CONVERGENCE 

Th~or~me 1 : S o ~  l 'hypoth~se pr~c~de~te slut f (cont inue-di f f~rent iabiZi t~)  t ou t  

point  d'accumul~tion X ~ de l a  s u i t e  (x i ) u ~ f i e  vf(x ~'~) = O. 

D~monstration : Nous ut i l iserons le th~or~me de Zangwill que l 'on trouve dans Dubois 

[10] ou FIOROT-HUARD [ I I ] .  Ce r~sul tat  est rappel~ ci-dessous : 

E C  R n est compact, PC E ferm~,~ une appl icat ion multivoque E ÷ P(E) 

h : E ÷ R continue sur E 

si V x e E-P a) y(x) ~ 

b) x' ¢ y(x) : >  h(x ' )  > h(x) 

alors l 'a lgor i thme : 

I[ x° ¢ E' x i + l ¢  E tq h(x i+ l )  ~ h(yi)  avecyi  C x ( x i ) x i +  1 = x i sinon 

g~n~re une sui te (xi)iEjN t e l l e  que tout point d 'accululat ion x e~ de ( x i ) i ~  appar- 

t i en t  ~ P s i  l ' app l i ca t ion  y est sup-continue en x;~. 

De mani~re ~vidente, pour l 'app l ica t ion  de ce r~su l ta t ,  nous d6finirons 

P = {x ~ ~n I vf(x)  = O} CE o e t  l 'app l ica t ion  multivoque : E o ÷ P(Eo) par : 

y : x ÷ y(x) : {y ¢ E 0 j y = x + ~h ; h ¢ R n, ]hj = I ,  

(Vf(x),h) ~ a Ivf(x)I, (vf(y),h) = O} 

Prouvons que y est sup-continue sur E o : 

si (Xk)k~ est une suite de E o convergeant vers x 

(Yk)k~ une suite de E o convergeant vers y te l le  que Yk ~ Y(Xk) Vk 

alors par d~f in i t ion de Y(Xk), Vk on a 

- Yk  = Xk + ~ h k  ~k = lYk - XkI" lhkl = I 

- (v f (xk) ,hk)  a 61vf(xk)I 

(vf (yk) ,hk)  = 0 

comme Ihk[ = I Vk, h k appart ient a un compact de ~n, i l  existe donc une sous-suite 

k' ~ N 'C  N te l l e  que h k, ÷ h et le t r i p l e t  (Xk,,Yk,,hk,)k,~N, converge vers (x,y,h). 
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Dans ces condit ions, f ~tant continOment d i f f~ ren t iab le ,  le passage a la 

l im i te  dans les t ro is  relat ions ci-dessus entraCne y { ¥(x).  D'autre part en prenant 

pour fonction h l a fonction f ,  i l  est 6vident que le r#sul ta t  de Zangwill s'applique 

et tout point d'accumulation x* de la suite g~n#r~e par l 'a lgor i thme A v~ r i f i e  

vf(#~') = O. 

1.4)  CONSTRUCTION DES DIRECTIONS c k ADMISSIBLES A L'ETAPE k DE A 

Par d~f in i t ion  c e s t  admissible a l '~tape k si et seulement si 

c ¢ [a I . . . . .  ak]~ avec a I = vf(ml) - v f (y  o) 

Une m~thode simple pour construire le sous espace des directions admissi- 

bles consiste ~ envisager ~ l '~tape k le programme l in~ai re  A n+l variables x elR n, 

~ ¢ f R  

PL(k) 

max 

(vf(Yo),  x-Y O) = 
(v f (mj ) ,  x-ml) = 

(x,~) c ~n+l 
j = i ,  . . . .  k 

toute di rect ion d ' i n f i n i tude  de PL(k) est une direct ion admissible pour l '~tape k de 

l ' i t ~ r a t i o n  i de A. 

I I  est 8 rioter que le passage de l '~tape k ~ l '~tape k+l in t rodu i t  une con- 

t ra in te  suppl6mentaire au programme PL(k) ; la r~solution de PL(k+l) peut donc s 'e f -  

fectuer par la technique duale-simplex. Notons, par a i l l eu rs ,  que la r~solution de 

PL(k) revient  ~ chercher l'ensemble des points ~ "6gale distance" au sens de Huard 

[17] de toutes les contraintes d'un poly~dre l in~ai re  d~fini  par 

{x l (v f (yo) ,X-Yo)  >. O, (v f (w j ) , x -~ j )  >. 0 j= l  . . . . .  k. 

Les contraintes de ce c6ne poly~drique d'appui au domaine E i = {x I f (x )  >. f ( x i ) }  

sont les l in~ar isat ions de la fonction f aux points yo,~l . . . .  '~k" 

~ I ,  APPLICATION DE LIALGORITHME A A L~OPTIMISATION DIUNE FONCTION 

QUADRATIQUE 

Cmnsid~rons le probl~me (P.Q) 

I maxf(x) = i xtQx + qx 

I x ¢~R n 

C~ matrice symetrique d~f inie n#gative. 
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Le pr inc ipa l  r~su l ta t  de cet te sect ion est  la preuve de la convergence 

f i n i e  de A pour r6soudre P.Q. 

PropositZgn 2. I. 

Pour toute ~tape k,i on suppose que Co,C I . . . .  ,Ck_ 1 so~t conjugu~es entre 

~ Z ~  alo~ 

a) s i  C f. fR n v~rifie 

(v f (yo) ,C)  : (vf(ml),C) . . . .  : (v f (~k) ,C)  

c est  conjugu~e des d i rect ions Co,C 1 . . . .  ,Ck_ I 

b) r~proquement,  s i c  est  conjugu~e de Co,C 1 . . . . .  Ck_ 1 

alors (2.1) est  v~rifi~e. 

D~monstration : 

a) prouvons tout  d'abord (c,Qco) = 0 

par tant  de (v f (ml) ,C)  : (v f (yo) ,C)  e t  de v f (~ l )  - v f (yo) = YoQCo le r@sultat est  
6vident.-Supposons donc (c,Qc/) = 0 /=0 . . . . .  j - I  e t  prouvons (c,Qcj) = O. En u t i l i -  

sant (vf(~j+l,C) = (vf(yo),C) i l vient 
J 

0 = (vf(mj+l) - vf(yo),C ) = yj(c,Qcj) + r~ I= er_l(C,QCr.1) 

d'o~, avec l 'hypoth~se de r~currence, la conclusion 

b) r~ciproquement, s i c  est  conjugu~e de Co,C 1 . . . . .  Ck_ 1, on ~ c r i t  
comme pr@c@demment 

k- I  
~k-mk=Yk-lCk-l-Yj_1 + Z er_ I Cr_ I 

avec j.<k r=j+1 

d'oO (c,Q(~k-mj)) = 0 et  (2.1) est  v6ri f i@e. 

Th~or~me 2 : Pour une fonction q u a d ~ q u e  strictement concave, l 'algorithme A avec 

un point de d~part x o quelaonque et une direction quelconque Co, non orthog~nale au 

gradient de f e n  x O, f o ~ C ~  ~ la premiere i terat ion en au plus n ~tapes, la  solution 
de (P.Q). 

C'est  un r~su l ta t  classique sur les algorithmes de d i rec t ions  conjugu~es. 

En conclusion l ' a lgor i thme A appliqu6 ~ une fonct ion quadratique s ' i d e n t i -  

f i e  donc ~ l ' a lgor i thme le plus g~n~ral de d i rec t ions  conjugm~es. 
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I l l .  VITESSE DE CONVERGENCE DE LIALGORITHME A DANS [E CAS G~N~RAL 

111.0)  INTRODUCTION 

Hypoth@ses s u r f  

H1) pour x o ~Rn,  Eo = {x I f ( x )  a f (Xo)}  compact 

H2) f est 2 fo is  contin~ment di f f@rent iable et v~ r i f i e  une condit ion 

de L ipschi tz  au voisinage de l'optimum : 

~B > 0 l iB(x )  - H ( x ' ) l l  ~ B l x - x ' l  

H3) ] l  > 0 Vx c E o Vy c ~n llyl2 
~L > 0 Vx e E o [IH(x)II ~ k 

I ( y ,H(x ) . y ) I  

La convergence de Avers l 'un ique point ~ solut ion optimale du probl~me (P) 

est assur@e par le th@or~me i .  Le r@sultat de cette section porte sur la vitesse de 

convergenc~ de A qui est ,  ~ p a r t i r  d'un certain rang i o d'ordre 2 ie 

~c < +~ Vi ~ i o Txi+ I - ~I ~ c l x  i - ~i 2 
Signalons enf in que notre r~su l ta t  est semblable ~ celui de Cohen [5] qui sous les 

m~mes hypotheses s u r f  montre la convergence quadratique des 3 algorithmes : Daniel, 

Fletcher et Reeves, Polak et Ribi~re. 

111.1)  VITESSE DE CONVERGENCE 

Th~or~me 3 : L ~ g o r i t h m e  A, s o ~  l ~  hypoth~s~ HI, 2, 3 a un taux de conuergence 

d'ordre 2. 

D@monstration en 111.2. 

L'approche uti] is@e dans ce papier pour mesurer le taux de convergence de A 

est la m~me que cel le  de Cohen ou or ig inel lement cel le de Daniel [6] .  Donnons-nous, 

pour l ' i t ~ r a t i o n  i ,  les points engendr~s par A 

Yo = x i "  Yl . . . . .  Yn = Xi+l  

et les d i rect ions Co,Cl,..°,Cn_ 1 associ~es, et l 'approximation quadratique f de f en 

x i • 

Nous al lons montrer quai l  est possible ~ l~@tape j (j=O . . . . .  n - l )  de d~ f i n i r ,  

p a r t i r  de la d i rec t ion c j ,  une d i rec t ion ~j conjugu~e, pour la matrice des d@riv~e£ 
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secondes de f ,  par rapport aux di rect ions pr~c~dentes ~o,~1 . . . . .  c j-1 et t e l l e  que 

- Icj-cj l  = o(Ixi-~I) 

- ]'~tape j de A appliqu~ ~ f avec la direction ~. fournisse 

un point ~j+l v~rif iant [Yj+I - Yj+I I = ~(Ixi -~12)" J 

Si pour j=O,...,n-1 ce qui precede est possible (voir preuve en I l l . 2 ) ,  le 

th~or~me II implique que pour un rang q(.<n), le point Y&I sera l'optimum de f ,  que 

nous notons G, et on aura la relation ]Yq-~I = ~(Ixi-al~) . 

D'autre part, i l  est connu (voir par exemple Ortega et Rheinboldt [19 page 

312] que ~ = ~q est obtenu par une iteration de la m~thode de Newton (ordre 2) avec 

x i comme point de d~part ; ceci, avec ce qui pr~cade, prouve que 

~i o i >. i ° lyq-~I = ~(Ixi-~I 2) 

De plus, un d~veloppement de Taylor ~ l'ordre 2 en e permet de montrer 

IXi+l -~I  .< V~-~ ]yq-~ I 

Cette derni~re remarque prouvera le r~sultat ~nonc~. 

I I I . 2 )  DEMONSTRATION DU THEOREME 3 

La d~monstration est constructive pour chaque j e t  ut i l ise une s~rie de 

lemmes pr~sent~s en annexe. 

a) D#finissons Co = Co et 91 : Yo +eoCo ' ~I = Yo + #Co 
avec 

(vf(91),ao) = 0 et f(~z) = f(yo) 

on a I#1-Yli = ~( x i -~I  2) 

en e f fe t  l # l -Y l l  = I@oCo-eoaol = leo-eol puisque a 0 = c o et laol = i 

or par construct ion,  Yl est le maximum de f sur la d i rect ion c o , i l  ex iste donc 

(vf(Y o ) ,c o) (vf(Y o ) ,c o) 
n o ~ (yo,Yl)  tq e ° : de m~me e = - 

(Co,H(no) .Co ) o (Co,H(xi) .Co ) 

les hypotheses H2, 3 et le lemme AI entraCnent le r~su l ta t .  

b) supposons que pour l=O . . . . .  j - I  des di rect ions c l  de norme I admissi- 
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bles pour ! 'a lgor i thme A appliqu~ a f o n t  8t~ construi tes ; on dispose donc des 

points • 

Yo,Yl . . . . .  Yj  : ~7/+ 1 = Yl + @lCl ( v f ( Y / + l ) '  Cl ) = 0 °1 peut atre n~gat i f  

Yo'~I . . . . .  ~j : ~/+1 = Yl + YZCl f(~/+l ) = f(Yo ) avec y/> 0 

d'apr~s la remarque de 1,4 si b k = ~f(,~k) - vf(yo) k=1 . . . . .  j on a Cl ~ [bl . . . . .  b/]'~ 

/=i . . . . .  j-1. 

(3.1) 

(3.2) 

Faisons l 'hypoth~se de r~currence : 

1) [Y/+I - Y/+I i = ~ ( Ix i  -~12) 

2) I c / -~ l l  = ~(I x i -ml)  

1 = 0 . . . . .  j -1  

d'apr~s le a) ci-dessus, (3.1) et (3.2) sont vraies pour /=0. 

D'apr~s ]es remarques de 111.1) nous devons associer ~ la d i rect ion cj 

(connue par le d£roulement f ix~ de A i l ' i t # r a t i o n  i ) ,  une d i rect ion #j conjugu£e 

de t o . . . . .  ~j_l  o 
% 
C.  

D~finissons donc ~j - J avec 

j -1  l~Jl 

= k~ 0 ~ b 
(3.3) cj cj + ~k~k les ~k d~termin~s pour que (c j ,  l )  = 0 l : l  . . . . .  j ,  ceci 

~tant une condit ion n~cessaire et suf f isante pour que cj so i t  conjugu~e des pr£c£- 

dentes. 
Prouvons a) que (3.2) est v~r i f i~e  pour /= j  avec cette d~ f in i t ion  

b) que (3.1) est v6r i f i~e  si Yj+I  est le maximum de f sur la d i rect ion 

#j passant par # j .  

a) Montrons que !~ j - c j l  = o ( i x i - a l )  

Proposition 3._~. Vk, k=O . . . . .  j - l ,  IXkl : o ( Ix i -m I) 

D#monstration : remarquons que (c j ,ak)  = 0 k=l . . . .  , j  par d~ f in i t ion  de l 'a lgor i thme 

A (cf .  1,4) ; en consequence, le second membre du syst~me l in~a i re  d'inconnues (~k) 

a pour composantes les produits scalaires d r = ( c j ,  ar-b r) r= l  . . . . .  j .  

Le lemme A4 entra~ne 
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(3.4) Idkl : a(Ix i-=l  2) 

D'autre par t ,  puisque b k = v f (~k)-v f (Yo)  = H(xi ) . (~k-Yo) on peut ~cr i re la re la t ion 
de r~currence sur les vecteurs b k 

^ 

(3.5) b I = YoH(Xi).c o 

b k = bk_ I - (Yk_2lek_2) H(xi) .~k_ 2 + Yk_lH(Xi) .ak_l k=2 . . . . .  j 

le syst~me l in6a i re  donnant les mk est t r iangu la i re  in f~ r ieu r  et du f a i t  de la con- 

jugaison des di rect ions cz (l=O . . . . .  j - l )  les ~l~ments diagonaux sont 

(Ck- l 'bk)  = ~k-1 (ck -z 'H(x i ) ' ck -Z)  k=1 . . . . .  j 

et en vertu du lemme A2 on a 

(3.6) I(ak_1,bk)l >~ m2 I x i -~ I 

ceci prouve que I>.ol = o ( I x i - ~ l )  et que si 

(3.7) l~ol . . . . .  !~k_ll k=l . . . . .  j - I  sont des ~ ( I x i - ~ I ) ,  alors la k+l e ~quation 

entra~ne l~kl = ~ ( Ix i -m l )  ; en e f fe t  e l le  s ' ~ c r i t  : 

k- I  

~k(~k,bk+l) + Z ~r(Cr,bk+l ) = (cj ,ak+l-bk+1) 
r:O 

par majorati on 

k- I  

l~kl I(Ck,bk+z)I .< l(~j,ak+Z-bk+z)l  + ~ l~r[ l(er,bk+1) l 
r=O 

la re la t ion (3 .4) ,  le lemme I ,  l 'hypoth~se (3.7) entraSnent, avec la re lat ion (3.6) 

l~kl .< MIxi-~ I 
cqfd. 

% 

Maintenant si nous notons u ~ (R n, u = c j - c j  la proposit ion 3.1 avec 

I~rl = I r=O . . . . .  j - I  entra~ne 

(3.8) lul = ~ ( I x i - ~ I )  et  donc le r~su l ta t  

(3.9) la re la t ion (3.3) d~ f i n i t  une di rect ion conjugu~e des di rect ions c l  

l=O . . . . .  j -1  te l l e  que la j -c j l  = ~(Ix i -~I)  
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b) Montrons, qu'avec cette d~fini t ion, ly j+ l -y j+ l l  = o(Ixi-~[ 2) 

P~oposx3t/Lon 3.2 [ej-ej! = ~(ixi-~12). 

D~monstration : Par construction de Yj+I et 9j+ I (maxima exacts) on a 

. I (~j,H(xi) (vf(y j )  - (vf(pj)  ,ej){ ie--e-I  = .ej)  ,cj) (c j ,H(nj)  .c j )  
3 J (c j ,H(x i ) .c j ) (c j ,H(~ j ) .c  j )  

expression que nous pouvons majorer avec l'hypoth~se H3 par 

Z2!ej-ej l  s i (~ j -c j ,  H(xi) . (~j+cj))  ( v f (y j ) , c j ) l  

+ I (c j , [H(x i ) -m(n j ) ] .c j )  (v f (y j ) , c j ) [  

(3.10) + [ (c j ,H(~j ) .c j )  ( v f ( y j ) , c j -e j ) l  

+ l (c j ,H(~ j ) .c j )  

+ I (c j ,H(~j ) .c j )  

le lemme AI, ]es relations (3.1) et ( 3 .  

3.2 en majorant chaque ligne de (3.10). 

(v f (y j ) -  f (Y j ) , c j ) I  

( v f (g j ) - v f ( y j ) , c j ) I  

9) fournissent la preuve de la proposition 

Propos~on 3.3 iYj+l-gj+11 : ~(Ixi-~l 2) 

D#monstration : 

: yj + ejcj et Yj+I = Yj + ejaj d'oO Y j+l  

iYj+z-#j+11S IYj-Yjl + l e j l I c j - c j l  + I@j-ejl 

or l'hypoth~se H 3 entra~ne lejl ~ ~ ] (v f (g j ) ,c j ) I  mais 

J 
vf(gj)  = vf(Y o) + k~1= 8k-I H(xi) Ck-1 et par la conjuguaison des directions Cr i l  

vient (v f (g j ) ,c j )  = (vf(Yo),Cj). Le lemme A2 prouve alors [ejl = ~(Ixi-ml)- 

La d~monstration s'ach~ve par (3.1) pour Z=j-1, (3.9) et la proposition 
(3.2). 

En conclusion, ce qui precede, prouve qu' i l  existe un algorithme de direc- 
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t ions conjugu@es, associ@ au d@roulement de l ' i t@ra t ion  i de A appliqu@ ~ f ,  conver- 
geant vers & en au plus n i t@rat ions. Les expl icat ions de 111,1 apportent la preuve 
du th@or~me 3. 

Lemme A I . 

ANNEXE 

* Vt f ( t )  ~ f ( x i )  : >  I t - x i l  ~ ( 1 + ~ ) I x i - ~  I 

* Vt f ( t )  ~ f ( x i )  : >  I t - x i l  

* I v f ( x i )  I < L Ix i -e  I 

* I v f ( x i )  I ~ l l x i - ~ I  

2L 

1 

I mlxi_~ ] Yo >~ * sou~ l ' h y p o ~ 6 e  (v f (x i ) ,Co)  ~ a l v f ( x i )  I ,  on a 

* f(~z) - f ( x i )  ~ ml lx i -~I  2 

Vx ~ E o I f ( x ) - f ( x ) I  = a ( I x i -a l  3) 

. ! v f (y j )  I = ~ ( I x i -~ I  ) 

I v f ( y j )  - v f (# j )  I ~ L Iy j -~ j l  

* I v f (g j )  - V f (~ j ) I=  a ( I x i -~ l  2) 

* lakl = Ivf(m k) - v f ( x i )  I = o ( Ix i -ml )  Vk < n 

Ibkl : Ivf(Lk) - v f ( x i~  I : ~ ( I x i -~ l )  

Les d@monstrations des points pr@c@dents ut i l is@s dans la d@monstration du 
th@or@me 3 sont @videntes par l ' u t i l i s a t i o n  de d@veloppements de Taylor. 

Lemme A2. Vk, k=0 . . . . .  q - l ,  Yk ~ m21xi-~I 

A 

Yk est d@fini par ~k+l = Yk + YkCk f(~k+1 ) = f ( x i )  et  Yk ~ 0 

1) si (v f (gk) ,ak)  ~ 0, Yk est d@fini par 
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(AI) 

d~oQ 

~2 
0 : - f (~k+ l )+ f (gk )  + yk(Vf (gk) ,#k)  + W~k (~k ,H(x i ) .~k )  
"2 2 

Yk i (Ck ' ( x i ) . ~k )  1 ~ ) (~k )_ f ( x i  ) ~ } ( } I  ) f ( x i  ) ~ m l l x i_~ i2  
2 

2) si (Vf (~k) ,#k)  < O, ~k est racine pos i t i ve  de ( A . 1 )  
Consid~rons le poin}  mk+ 1 et  sa pro jec t ion  u sur le convexe {x I f ( x )  ~ f (gk ) }  on a 

f (u)  = f (#k)  e t  u- ~k+l = rc r > 0 en notant 

I v f ( u ) l  

I I  est  ~viden~ que ~k > r (p ro jec t ion)  ; d 'aut re  par t  r e s t  la racine pos i t i ve  de 

B - r ( v f ( u ) , c )  + 6 = 1 '~quation -~  ' 0 

avec 

o n a r =  

5 : ( c ,H (x i ) . c )  < 0 

~'= f (u)  - f ( x i )  > 0 
2B' 

( v f ( u ) , c )  + 4 f(u), 'C) 2 - 2B5' 

or ( v f ( u ) , c )  ~ k I i x i -~  I ; de plus -6~L et  E' ~ k21xi-ml 2 

2B' 
r ~ ~  ~ m21xi-~ I 

k l x  i -  ml 

; i l  v ien t  

Lemme A3 : Vj .< q, Vk : 1 . . . . .  j Imk-mkl = ~ ( Ix i -m l  2) 

D#monstration : On u t i l i s e  l 'hypoth~se de r~currence (3.1) et  (3.2) par const ruct ion 

mk = Yk + (Yk - l - ek - I )  Ck-i = Yk + ~k-1Ck-1 

mK = Yk + (Yk- l ' ek -1 )  Ck-1 = Yk + Sk-1 Ck,1 

par choix (remarque du 1.2) on a ~k-1 > 0 et  par const ruct ion du po in t  mk(~k_l > 0 

quel que s o i t  le signe de ek_ l ) ,  d!o0, 

(A.2) 

imk°'~kJ "< lYk-17kl + i~k-1 Ck-1 - ~k-1 Ck-1 j 

- I I I  - 1 +  l k-1 -  k-ll "< lYk-Yk~ + ICk-1 Ck-1 Ck-1 
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(A.3) - l y k - ; k  I : ~(Ixi-ml 2) pour k~j cf. hypoth~se (3.1) 

(A.4) - l~k_1-Ck_11 = o(Ixi-mI) pour k~j cf. hypoth~se (3.2) 

Maintenant, Ek_ I e t  Ek_ I sont racines positives des ~quations 

½ (~k_l)2(Ck_l,H(nk).Ck_l) + f(yk) - f (x i )  = 0 n k { (yk,~k) 
(A.5) 

½ (Ck_l)2(~k_l,H(xi).~k_l) + ; (9 i )  - f (x i )  : 0 

comme le montre un d~veloppement de Taylor de f(mk) et f(~k) en Yk et #ken conse- 
quence 

(A.6) i Ck_l.Ck_11 = i~_ I "2 - ~ k . l  I 

"2 2 
~k-1 - ~k-1 1 

~< 

ek-l+~k-1 ak-1 

On a 
- f (#k ) - f ( x i )  f ( Y l ) - f ( x i )  
~ _ i = 2  ~2  

(Ck_l,H(xi).Ck_l)I I(Ck_l,H(xi)Ck_l)I 

2 ~ ml ''iXl-~l 2 

par l'hypoth~se H 3 et le lemme AI. 

En u t i l i sant  les ~quations (A5) on ~cri t  

2 ~2 
~k_l-~k_l (Ck_1,H(nk).Ck_1) (f(Yk)-f(xi))-(Ck_l,H(xi) .Ck.1) ( f (Yk)- f (x i ) )  

2 
(Ck_l,H(nk) .Ck_ 1) (Ck_ I ,H(x i ).Ck_ I) 

le d~nominateur est minor~ par 12 (cf. H3) et le num~rateur, en valeur absolue, 
est major~ par 

I (Ck_l-Ck_z ,H(nk). (Ck_l+Ck_l))I I f (Yk)- f (x i )  1 

+ I(~k_l,[H(nk) - H(xi)] • ~k_l) I I f (~ k) - f (x i )  I 

+ I(~k_ 1,H(xi).ck_l)l lf(~9 k) - f(yk) I 

+ I(~k_1,H(xi).ak_l) l l f ( y  k) - f(yk) 1 
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l 'hypoth~se H 2, ]es hypotheses de r~currence (3.1) et (3 .2) ,  le lemme A1 montrent 

que le num6rateur est un o( Ix i -~13) .  

En u t i l i s a n t  (A.6) et (A.7) i l  v ient  : 

IEN_ 1 - ~k_ll = o ( I x i -~ I  2) 

I i  est , par a i l ! eu rs ,  fac i le  de prouver en u t i l i s a n t  (A.5) et l 'hypoth~se H 3 que 

{~k_1[ : a ( i x i -m l )  

d'oQ avec (A2,3,4),  !mk-~k! = o ( i x i - e l  2) 

Lemme A4 : 

Vj,  j s q, Vk : 1 . . . . .  j lak-bkl : o ( I x i - ~ I2 ) .  

D6monstration : 

a k = vf(~k) - v f ( x i )  = H(nk).(~k-Xi)  n k ~ (x i ,~  k) 

b k = vf(~k) - v f ( x i )  = H(x i ) . (~k -X i )  

d'o~ 

a k - b k = [H(~k) - H (x i ) ] . (~k -X i )  + H(x i )  • (mk-~ k) 

en u t i l i s a n t  H 2, H 3 et les ]emmes AI et A3 i l  v ient : 

la k - bki = o ( Ix i -~ ]  2) 

cqfd. 

cqfd~ 
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