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R~sum~. 

On ~tudie un a!gori thme permettant de t rouver  le minimum d'une forme l i n ~ a i r e  

sur une i n te r sec t i on  f i n i e  ou i n f i n i e  de demi-espaces. Cet a lgor i thme s 'app l ique 

une large classe de probl~mes d 'op t im isa t i on  convexe (programmation math~matique, 

th~or ie  de 1~approximation . . . .  ) 

! .  INTRODUCTION 

On s ' i n te resse  ~ la r~so lu t ion  d'un probl~me d 'op t im isa t i on  dans ~n du type : 

(1-1) (P) ~ = I n f [ ( x l z )  I x ~  CnVt ]  

avec C = { x ~  n I c(s)  ~ ( x l a ( s ) )  Vs~S}  , dans lequel z e s t  

un ~l~ment f i x e  de ~n , S est un compact quelconque, c e t a  deux app l i ca t ions  con t i -  

nues de S dans respectivement • et ~ n .  L'ensemble V t d~signe le t rans la t~  d 'unsous 

espace vec to r i e l  V de dimension p de R n . On supposera que V t e s t  de la forme : 

V t = { x ~ n l  ( x l u i )  = c i i = p+l . . . . .  n } .  

La p lupar t  des probl~mes d 'op t im isa t i on  convexe peuvent se mettre sous la f o r -  

me (P). Nous verrons au paragraphe 3 des exemples de probl~me mis sous cet te forme. 

La forme (P) n 'es t  pas la plus g~n~rale; on peut,  en u t i l i s a n t  syst~matiquement la  

dua l i t ~  et  l ' ana l yse  convexe, ~ tud ie r  le  probl~me (P) en se pla~ant darts un espace 

vec to r ie l  topologique localement convexe X en dua l i t ~  avec X ' .  Pour une ~tude de ce 

type nous renvoyons ~ [3] et  [7 ] .  

Nous ~tudions un algor i thme appel~ "a lgor i thme d'~change" qui permet, moyen- 

nant des hypotheses sur (P) e t  sum le  d~roulement de l ' a l g o r i t h m e ,  de cons t ru i re  

une su i te  d'~l~ments x k de V t t e l s  que : 
k k l im (xk l z )  = ~ et Max [ c ( s ) - ( x k l a ( s ) ) ]  ~ n n >o 

k÷~ s~S 

et  l im n k= oo 
k ~  
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Lorsqu'on s ' in te resse  ~ la  recherche du mei l leur  approximant darts un espace vec- 

t o r i e l  normS, I '  "algorithme d'6change"'est l ' a lgor i thme de REMES g~n~ralis6 ( [ 6 ] ) .  

Ea convergence est alors d~montr~e sans f a i r e  l 'hypoth~se classique (et  f o r t e ! )  de 

'~ondition de HAAR v~ r i f i ~e "  ( vo i r  [ I ] ) .  

I I .  DESCRIPTION DE L'ALGORITHME D'ECHANGE 

On suppose que ~ est f i n i  et que z n'appartient pas a:~,(Up+ 1 . . . . .  un) = V i 

On fera les hypoth6ses suivantes : 

HI I I  ex is te  x~_Vt  t e l ~ ( ~ t e l  ue c s < x ~ a s . . . .  pour tout  s~S 

H2 I I  ex is te  u I . . . . .  Up~a(S) e t  p 1 ~ - c ~  avec_Pi>_oo i=1 . . . .  , p  te l s  que : 

i ) , ~ ( U l  ~ = ~R n 

n 

i i )  i ! i P i u i  = z 

En notant ~ ( u  I . . . . .  Un) le sous-espace vec tor ie l  engendr# par u I . . . . .  u n. 

de l ' i t ~ r a t i o n  k ~ l ' i t ~ r a t i o n  k+l 

Soient 6 et ~ des scala i res pos i t i f s  donn~s et " p e t i t s " .  

On suppose qu'~ l ' i t ~ r a t i o n  k on dispose de p ~l~ments u I . . . . .  Up~a(S), de p 

~l~ments c I . . . . .  Cp£IR te ls  que u i = a (s i )  et c i = c (s i )  ( i= I  . . . . .  p) et de n coef- 

f i c i e n t s  Pl . . . . .  pn~]R te ls  que : 

n 

(2-1) ~ PiUi = z avec pl~ o i=1 . . . . .  p 
i=I  

et d'une precision q (o_<n). 

Pour passer a l ' i t ~ r a t i o n  k+1 on franchi t  les 6tapes suivantes : 

#tape 1 : D~terminer x E~n te l  que : 

(2-2) ( x l u i )  = c i i = I  . . . . .  n 
~tape 2 : Faire q: = n/2 

6tape 3 : Calculer APPUI(x,q) : ( d , u , c ) ~ x ~ n x R  

~tape 4 : si  d<6 a l l e r  a l '~ tape 10 sinon a l l e r  a l '~ tape 5. 

6tape 5 : D~terminer p, = (p~ . . . . .  p ~ ) ~ n  te l  que 
n 

(2-3) Z P~U i = - 
i=1 

~tape 6 : D~terminer s o ~  et  i ~ { 1  . . . .  ,p} t e l s  que : 
! 

(2-4) s o : P-~ = Bin P~ 
Pi i=1 . . . . .  p P~ 

~tape 7 : Echanger uf avec u (u~ : = u) et c~ avec ~ (c~ : = c) 

~tape 8 : Poser 
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Pi 
(2-5) #i : = Pi - ~o i : 1 . . . . .  n i # 

1 
P~ : = -  c~ 0 

Si pi>o pour i= l  . . . . .  p a l l e r  ~ l '~tape i sinon a l l e r  ~ l '~tape 9. 

~tape 9 : L'algorithme n'est  pas " i t # r a t i f " .  

~tape I0: Si 6+n > ~ a l l e r  ~ l '#tape 2 sinon x est solution du probl~me 

In f [ ( x l z )  I c(s) ~ (x la(s)  + ~ Vs~S x~VtJ 

L 'appl icat ion APPUI qui in te rv ien t  ~ l '~tape 3 est une appl icat ion qui,  

x ~  n e t  nE]R associe l '~l~ment (d,G,E) ~x~Rnx~R tel  que si l 'on pose : 

: Max[c(s)-(x la(s))  ] on a i t  : 
s~S 

o<=d = E - (x IG)  et 

d-n<d<d 

REMARQUES. 

1°/Sion notek le num~ro de l~ i t~ ra t ion  on a : 

u i : a(s~) i :p+ l  . . . . .  n ; c i :c(s~) ; u:c(~ k) 

= c(g k) et oi=o ~ ( s ~ S  et g k  S). 

2°/ La matrice du syst~me l in~ai re  (2-3) est la transpos#e de la matrice du 

syst~me l in~a i re  (2-2). On peut donc num~riquement u t i l i s e r  (2-2) pour r~soudre 

(2-3). De m6me, ~ chaque passage ~ l '~tape 1, le syst~me l in~a i re  ~ r~soudre ne d i f -  

f6re du pr#c#dent que par une l igne; i l  n 'est  donc en g~n~ral pas u t i l e  de recommen- 

cer int~gralement sa r~solut ion. 

3°/ L'~l~ment n qui in te rv ien t  dans APPUI ~ l '~tape 3 repr#sente la precision 

avec laquel le est approch~ Max [ c (s ) - ( x la (s ) )  ] .  Dans de nombreux probl~mes on peut 
s~S prendre n = o. 

4°/ Apr~s passage a l '~tape 8 on a : 

:n - z ou ! u : k+1 k k + 1  ) : z (2-6) 
i I pi a(si) i=~+lPi i 

i¢~ i M  

5°/ Les ~l~ments a,c et S du probl~me (P) n ' interv iennent qu'a l '~tape 3 dans 

APPUI. 

6°/ Pour permettre de calculer ais6ment les ~l~ments de d~part ( i te ra t ion  o) 

v# r i f i an t  (2-1) on peut r~soudre le probl~me : 

(P') ~ = min[(x lz)  I c(s) ~ (x la(s) )  s~S,  IIxII<__r et x~Vt ]  

o~ r e s t  suffisamment grand pour que (P) et (P') aient la m~me solut ion. 

En remarquant que I I x l I ~  r peut s '~cr i re  sous la forme : 
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- r ~ ( x l t  ) V t~S '  = { x ~ n ] H x l ] ~ l  } 

le probl~me (P') s ' ~ c r i t  : 

(P') ~ = M in [ ( x l z ) I c ' ( s  ) ~ ( x l a ' ( s ) )  Vs~SuS' 

avec 
et x ~Vt] 

Ir s sis. s sis s 
a l  (S) = c l ( s )  = 

si s~S '  si ~s~S 

L 'app l icat ion APPUI du probl~me (P') 6tant l ' app l i ca t i on  qui ,  ~ x ~ R  n ,  associe 
( d ' , u ' , c ' ) ~ x ~ n x ~  d~f in is  par : 

d' : Max [d, I lxII-r] 

(u,c) si d ' :d  

( G ' , c ' )  : 

( . . . .  ~ - , - r )  si d' : I l x l [ - r  
ilxll 

les ~l#ments d, u et ~ ~tant d~f inis par l ' app l i ca t ion  APPUI du probl~me (P). 

Les ~l~ments de d~part pour (P') sont pr is sous la forme u i = ~isi  ( i= l  . . . . .  p) avec 

s i ~ s '  et ~i=signe Pi ( i= I  . . . . .  p) 

I I I .  EXEMPLES D'APPLICATIONS 

Nous donnons deux exemples classiques d 'appl icat ions;pour  d'autres exemples 
vo i r  [4~. 

3-1 MINIMISATION D'UNE FONCTION CONVEXE DERIVABLE AVEC CONTRAINTES DERIVABLES. 

On consid6re le probl~me : 

(P) ~ = I n f [ g ( t * , x ) ] g ( t , x ) < o  ~ t ~ K  et x~Wt] 

x :  :~ g ( t , x )  de IR n ' l  dans ~ sont, pour tout  t ~ K ~ t * }  convexes oQ les appl icat ions 

et d~rivables; K est un compact et on a : 

W t : { x : I R n - I  I (xJu~) = c i i=p+l . . . . .  n} 

suppose qu ' i l  ex is te Xo~.~Rn-I tel  que l'ensemble : On 

L = { x E ~  n-I  I g(tm,x)<g(t~,Xo ) g(t,x)<_o} 

Pour tout x c L  on a ( [8] p.242) : 

g ( t , x )  = Mex[ g ( t , y )+ {gx ( t , y  ) Ix -y) ]  
y ~ L  

' t o0 g x ( , y )  d~signe le gradient en y de x ~-+ g ( t , x ) .  On suppose ( t , y )  ~ gx ( t , y )  
continue. 

Le probl~me (P) peut donc s '~c r i re  : 

= I n f [ ( ( X , X n ) ] ( o , l ) ) I g ( t , Y ) - ( g x ( t , y ) ] Y ) < ( ( X , X n ) l ( - g x ( t , y ) , ~ t  )) 

t m" "x V ( t ,Y )  ~ (Ku{  }) L (X,Xn)~Vt ]  

so i t  non vide et compact 
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avec V t = {(X,Xn)e_IRn~l ×JR I (X,Xn) lUi)  = c i i=p+l . . . . .  n} 

I i  si  t =  t ~ 

o0 u i = (u~,o) et  at = sinon 

On retrouve la forme (1-1) .  L 'app l i ca t ion  APPUI de ce prob]eme f a i t  correspon- 

dre ~ (X,Xn)~IRn' l× ]R et  o<=~ l '~ lement  ( d , u , c ) ~ x ] R n × I R  d~f in i  par : 

= (-gx(~,x), ~ )  

= g ( t , x ) - ( g x ( t , x )  Ix ) 
% 

o <__ d = g ( t , x )  - 6~x n 

avec d ~ n < d < a o0 d = Max ~ [g ( t , x ) -6 tXn ]  
t ¢  K ~ { t  ~} 

REMARQUE : 

Si K est f i n i ,  on a aisement d=d; on peut donc prendre n=o. S ' i l  n 'y a pas de 

cont ra in te  i l  s u f f i t  de f a i r e  K = $. Si ]es fonct ions g ( t , . )  sont l i nea i res  et ] 'en- 

semble K f i n i  l ' a lgo r i thme d'~change est l ' a lgo r i thme du simplexe appliqu~ au pro- 

bleme dual de (P). 

Les hypotheses H1 et  H2 s ' 6c r i ven t  : 

H1 I I  ex is te  x ~ W  t te l  que g ( t , x * )<o  pour tout  t de K. 

H2 I I  ex is te  ( t l , Y l )  . . . . .  ( tp,yp)  ~ (Ku{t~})xL 

et  p l , . . o , P n ~ R  avec Pi>O i = l , . o . , p  te ls  que : 

p n P 

i~ I ' t  ' ! I P i ~ t i  = i )  p i g x ( i , Y i )  + ~ Piui  = o et 1 
= i =p+l i 

i i )  ]R n = . ~ ( ( - g x ( t i , Y i ) ,  ~t i  ) i=1 . . . . .  p; ( u~o )  i=p+l . . . . .  n) 

3=2 MEILLEUR APPROXIMANT DANS UN CONVEXE D'UN ESPACE NORME ~. 

On considere le prob!eme : 

n-1 tJ 
(P) ~ = In f  ~Ifo ~IZI.= x i f  i I l l  g( t ,x )=< o ~ t ~ K  et  x~W 

oO II~II represente la norme d'un espace vec tor ie l  E de dual topologique E ' ;  f i ~ E  

i=o . . . . .  n - I ;  K est compact, x ~  g ( t , x )  est d~r ivable et  on a : 

W t = {x~.~R n - I I ( x l u ~ )  = c i i : p+ l  . . . . .  n} 

En remarquant que ( [9 ] )  : l lg II = Max <g,~> ~g -c E 
-cS' 

o~ S= = {~-cE'I I I ~ I I ~ l }  <g,~> = ~(g) ,  ]e probleme (P) s ' ~ c r i t  : 

: ! n f [ ( ( X , X n ) l ( o , 1 ) )  I < fo ,~><=((X,Xn) i (< f l  ,~> . . . . .  <fn-1 ,~>,1)) %/~Es' 
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g ( t ,Y ) - (gx ( t ,Y )  IY) ~ ( (X ,Xn) I ( -gx ( t ,Y ) , ° ) )  V( t ,y)  ~KxL 

et (X,Xn) ~Vt] 

oO L e s t  un ensemble suppos~ non vide et compact de la forme : 

n-1 n-1 
k { x ~ R n - i l  l l f °  - i~1 I = = xi  i l l  et g ( t ,x )  <o Vt~K} xifill < lifo -i Z of 

L'appl icat ion APPUI,de ce probl~me 
(X,Xn) e_Rn-ixR et o~n ( ~ pa r t i r  des ~l~ments 

n- i  
d I = I l f  -iZl= x i f i l l -  x n , d 2 

tel que 

qui a la forme (1 - I ) ,  f a i t  co rrespondre 

REMARQUE : 

= Max g ( t , x ) ,  
t ~ K  

a = MaX(dl,d2), 
n-1 

~S' te l  que : dl+Xn-n&~f- ~ xif i ,  ~.>& dl+X n 
i=1 

% 

d2-n£g(t,x)£d2) l'~l~ment (d ,u , c )aR~lRn~  tel que : 

a-n<j<__a 

G = 

et ~ K  

(<f l  '~> . . . . .  <fn-1 '~> ,1) 

(-gx(t,x) ,o) 
et 

=i<fo,~> si d=d 1 

I qJ ( g ( t , x ) - ( g x ( t , x ) I x )  si ~-d 2 

Dans C(K) muni de la norme du max on retrouve l 'a lgor i thme de REMES, a lgor i th -  

me g~n~ralis~ par LAURENT dans le cas d'un espace norme ( [ 6 ] ) .  

IV. CONVERGENCE DE L'ALGORITHME D'ECHANGE 

THEOREME DE CARACTERISATION. 

Si HI est v~r i f i~e alors R~ChV t e s t  solut ion de (P) si et seu le~n t  s i ,  i l  

existe k (1~k#p) ~l~ments s i t s ,  k coef f ic ients pi~O te ls  que : 

i )  c (s i )  = ( x l a ( s i ) )  i= l  . . . . .  k 

P 
i i )  ~ = ! VZ+z 

i I p ia (s i )  ~ 

DEMONSTRATION: 

On a ~ : In f  f (x)  avec f (x )= (x lz )+  x (x)+×- (x) 
~ ~ n  _ c v t " 

(P) si et seulement si o~Bf(x). Les fonctionnelll~s ×c 

nies et continues en x m on a : 

L'~l~ment x est solut ion de 
et #tant d'apr~s H1 f i -  

XV t 
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8f (x)  = {z}  + aXc(X ) + aXvt(X ) 

On a C = { x ~ R n l  r (x )~o}  avec r (x )  = Max [c (s ) - ( x l a ( s ) )  ] ; 
seS  

donc ( [6]  p.386 et  p.355) : 

aXc(X ) = ccar(x)  et ar (x)  =-c'6" a(F(x)) avec 

F(x) = { s ~ S I c ( s  ) = ( x l a ( s ) ) }  donc, F(x) ~tant  compact : 

aXc(X ) = -cc a (F(x ) ) . 'On a aussi ~×v(X) = V &. La re la t i on  o c ~ f ( x )  

est  donc equivalente a l ' e x i s tence  d'un element #~cc  a (F (x ) )n (Va+z)  qui s ' e c r i t  

aussi sous la forme i i )  en appl iquant  le th~or~me de CARATHEODORY ([6]  p.74 ).  

![HEOREME DE DUALITE ( ve l r  [4] pour la demonstrat ion).  

Si H1 et  H2 sont ve r i f i ees  a lors : 

i )  I I  ex is te  x & C ~ V  t te l  que (x lz )  = 
rk  k 

i i ) ~ =  (x lz )  + Max~ l  P i c ( s i ) - ( ~ l i : l  ~ P i a ( s i ) ) l  

k 
oi>o; seS ~ P ia (s i )~V~+  

i = l  
ou xes t  un element f i xe  de V t 

1<__k~ 

et V z :~ (Up+ I . . . . .  Un). 

Q.E .D. 

On suppose v~r i f i ees  les hypotheses H1 et H2. 
LEMME 4-1 : 

A chaque i t e r a t i o n  k on a Pi~o i= l  . . . . .  p et ~n = ~ ( u  i i = l  . . . . .  n)~ 

DEMONSTRATION : 

I ° /  Montrons que darts (2-4) on a ~o<O. Si on ava i t  mo~O on aura i t  pi~o'> 
i=1 . . . . .  p et  en m u l t i p l i a n t  scalairement (2-3) par xk~v ton  au ra i t  : 

i~1~c(~ )+(x k l~(~k)) = o 

(en posant x=x k, u i=a(s~) ,  c i=c(s~) u=a(gk), c=c(sk) ,  d=a k les elements obtenus 

l ' e tape  k).  

Par d e f i n i t i o n  on a : 

o<c(gk)_(xk la(gk))  = ~k.~k 

d'00 p 
p~c(g~)+c(gk)=ak-~ k 

j = l  J J 

Mais d'apr~s H1 : 
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, * * . P - ~k  Bk 
! = - 

ce qui est impossible, donc ~o<O. 

2°/ Supposons qu'a l ' i ns tan t  k on a i t  : 
n 

(4- i )  ~n : ~ ( u i ;  i :1  . . . . .  n) et i ! lPiUi=Z 

Montrons que ces relations sont encore v~rif i~es B l'it~r~tion k+lo Raisonnons par 

l'absurde. Soit x#o tel que x~V z :~(Up+ 1 . . . . .  Un) et x : i  Z- " ~ I  " ia(sk+l)  

P 
on a aussi : x :iZ_luia(s~)_ +, ika(~ k)~V i d'oO : 

a(~ k) = v + I ~ia(s~) avec vcV -L. En portant cette valeur dans (2-6) 
i=1 
i#~ k 

k k+1,u n k+l 
: (Pi +1 + ~iP~ k ) i + L Pi ui = z ce qui est contradictoire i l  vient 

i =i i =p+l 

avec (4- I ) .  Q.E.D. 

On supposera que dans le d~roulement de l'algorithmed~change d~cri t  au paragraphe2 
on ne passe jamais par l '~tape 9 soi t  : 

H3 Quelle que soit l ' i t~rat ion k on a p~>o i=1 
" ~ .... / '  - ~ ' ' ' ~ P  

On di t  alors que ]'algorithme est i t~ ra t i f .  

Remarquons que. dans le probl~me (1-1). on peut th#oriquement se passer de la 

contrainte x~V t.  On a en effet le lemme suivant dont la d~monstration est ~vidente : 

LEMME 4-2 

Soit dans R p le probl~me suivant : 

(4-2) ~- (~Iz) = Inf[(x'Iz') I c'(s)~(x'la'(s)) Vs~S] 

o~.s i  u I . . . . .  Up d~signe une base de V = { x ~ n I ( x l u i )  = o i=p+l . . . . .  n} 

et ~ un ~l~ment f ixe de V t ,  on a : 

z'=((uilz) . . . . .  (UplZ))e ~P 

a'(s)  : ( (u l la (s ) )  . . . . .  (Upla(s))) cmP 
c' (s)  = C(S) - (~la(s)) 

L'algorithme d'~change et les hypotheses HI,H2 et H3 des probl~mes ( I - I )  et 
(4-2) sont ~quivalents. 

On a plus pr~cis~ment x k ~ k x k =i=l x~ ui+x oO est l'~l~meDt de V t obtenu ~ la 

ki~me-it6ration sur (1-I)  et x 'k = (x~ k . . . . .  x~ k) l'~l~ment de ~P obtenu a la k i~me- 



276 

i t e r a t i o n  sur (4-2).  

On supposera dans ce qui su i t  que 1 'a lgor i thme d'~dlanges avec les hypotheses HI, 

H2 et  H3 es applique au probl~me (1 - I )  avec V t = ]R n. (on a donc p=n). 

Comme dans la demonstration du lemme 4-1 on u t i l i s e r a  un indice k pour indiquer 

le  num~ro de 1 ' i t e r a t i o n .  

On pose : 

a N kc(s~) = (xkl z) (4-3) = ~ Pi 
i=1 

LEMME 4-3 : 

La su i te  { k} est croissante et bornee superieurement par (xmlz). 

k+1 k k+l ~k x k gk 
On a : m -m =o  k [c( ) - (  la( ) ) ]  

DEMONSTRATION : 

On a par construct ion : 

c(s~) : (xk la(s~))  j = l  . . . . .  n et c(s~+l) : (xk la (s~+ l ) )  j = l  . . . . .  n jp~k 

On a donc : 

= a~sk  )) + i=l ~ P~k k ~k ) 

De (2-6) ,  (4-3) et gk = sk+l ~k on t i r e  : 

k÷l 

L'hypothese H3 entra~ne ~k+ l>o donc {m k} est croissante.  De l 'hypoth#se H1 

on t i r e  : 
k ~ k " k '<" ~' n k ~a(s = pj c [ s4 /  [x I L P~ )) = ( I ) _x* z_ 

j = l  J j=1 ~ Q.E.D. 

LEMME 4-4 : 
k+l 

S ' i l  ex is te  s>o te l  que o<s<__p.k a lors : 

k l im dk=o et l im ~ = 
t ÷ ~ k ÷ 

DEMONSTRATION : 

1°/ Du lemme 4-3 et de la d e f i n i t i o n  de d k on t i r e  : 

k+l k pk÷l(~k nk) 
- ~ ~ ~k " 

d~oO : 
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<~k < 1 (k+ l  ~ k o< =g - k + n 

D'apr~s 4-3 et l'~tape 2 de l'algorithme on a { k} qui converge et lim qk=o 

d'o0 l ima k = lim dk:o k÷~ 
k÷~ k÷~ 

2°/ On pose ~ = lim k ;  de k<_~ on t i re  ~<__~. 
rb 

Supposons que l'on ai t  ~<~, d'apr~s le th~or~me de caract~risation on a: 

n n 
~ : i ! I  p i c ( s i )  avec i ! l  pi a (s i )  ~ VZ+z pi>=o i=1 . . . .  . n 

Posol~s ~ - ~ =  ~>o. Quel que so i t  k - ~  i l  ex is te  s~S te l  que 
n )-1 

c(s)-(xkla(s)) >--~( ~ Pi :6 
i=I 

(Sinon pour un indice k on aurait c(s)-(xEla(s)) Vs~S 
n - E 

et par suite Z PiC(Si)-( xk z) =~- ~ <~) 
i=1 

On a alors : : 
n 

a k => c(s) -(xk[a(s)) => ~( Z p~)-I on ne pourrait donc avoir 
j=l ~ 

l im dk=o 
k+~ 

Q.E.D. 

LEMME 4-5 : 

Si on note A l'enveloppe convexe de z U-a(S), i l  existe une constante w>o te l le  

que : 
A o-AcwA 

DEMONSTRATION : 

Par suite 

D'apr~s H2 i l  existe pj>o et sj~S (j=l . . . . .  n) tel que 
n 

z = Z Pia(si ) 
i=I 

: I n 
o : _ z  + Z Pi K i=1 ~ -  ( - a ( s i ) )  avec 

et 
o = I ( -z)  + ~ Pi 

K i:I -K a(Si) 
donc o appar t ien t  a 1 

rayon c contenue dans 

te l  que A u - A c B ( o , ~ }  

On a donc B(o,~) 

n 

K=I +Z p i >o 
i=l 

' int~rieur de A U-A. On note B(o,c) une boule de centre o et de 

A U-A; S @tant compact, A O-A est borne, i l  existe donc ~>o 

= ~ B(o,~)C ~A. En posant w = ~ on a l e  r~sultat. 
E E 

Q ,EoD. 
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THEOREME 4-1 : 

Les hypotheses H1,H2 et H3 ~tant  v~ r i f i ~es  on a : 

i )  l im (xk lz )  = 
k ÷ ~  

i i  i l  ex is te  une sous-su i te  {x  @{k)}" ~ de {x  k} t e l l e  que : 

l ira Max Fc(s ) - (x@(k) la (s ) ) l  : o 
k ÷ ~  S~ S 

DEMONSTRATION 

Si pour t ou t  i la  su i te  {P~}_ k~ . l l  est  born~e in f~r ieurement  par un sca la i re  

s t r i c tement  p o s i t i f  on a d'apr#s le  lemme 4-4 : 

l im k = ! im(xk lz )  = m et l im d k = o ce qui par d # f i n i t i o n  de d k 
k-~ k-~ 

entra~ne l i m a  k = o et  d~montre le th~or@me. 

Supposons maintenant q u ' i l  ex is te  i 1 ~ { 1  . . . . .  n} te l  que {p~] ne s o i t  pas bor- 

n~e in f~r ieurement  par un sca la i re  s t r ic tement  p o s i t i f .  On peut a lors e x t r a i r e  une 

sous-su i te  ~i  : ~ -+  ~ t e l l e  que : ,lim. p~ l ( k ~  o. S ' i l  ex is te  i 2 m{1 . . . . .  n} - i  I 
K->~° ! 1 

t e l  que lim p~ l(k)  ' " ~l(k) 2 = o on e x t r a i t  aetPi2 } une sous-su i te  d~ f i n i e  par ~2 : ]N-+~N te l  

leque!imp. 62(k )=  o .  On cont inue l ' op~ ra t i on  jusqu'a ce qu'on a i t  une sous-sui te  d~- 
k ~  12 

f i n i e  par ¢q: ~i ---~]N t e l l e  que : 

,q (k)  
l ° / l i m  Pi = o pour tou t  i ~ I o = { i  1, . . . .  i q }  

k-~ 
~,q (k) 

2° /  i l  ex i s te  ~>o te l  que pour tou t  i ~ I  I = {1 . . . . .  n} - I  o on a i t  ~<Pi " 
n L I .  

Remarquons que 11 est non vide car ,  de la  r e l a t i o n  z = Z Pla(Sl  ) on t i r e  : 
i = l  

o < , , ,  II II < k 
. xj  sll °i 

D~montrons le lemme technique : 

LEMME 4-6 : 

I I  est  impossible que, pour k f ix@, l ' on  a i t  pour tou t  k'>k 

q(k') li h c{s q(k) l i : 1  . . . . .  

DEMONSTRATION : 

D'apr~s l~hypoth~se (HI) on a : = d<o d'o  : 
s~S 
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n k k • n k ~ n k 
i !P i  c(si)-(x l i !~  i a(s ))<_ d ~ ~i<°  

i=1 

Par su i t e ,  en tenant compte de (2-6) : 

n k 1 ( I~l  + I I x~ I I .  l l z l l )  avec 
i~zPi < id 1 

La suite {p~ } est donc born~e pour tout 
k 6~ 

de @~k) pour " 11 sous-suite {P iq+l }k  ~ ~ ~q+l ~ une 

geant vers Piq+l- ~ o; on peut de m~me ex t ra i re  de 

k = lim 
k-~ 

i ~ { I  . . . . .  n}.  On peut donc ex t ra i r e  

d~finie par ~ @q+l(k)} conver- 
tPiq+l k ~ 

, @q+1 (k) 
• } (iq+2C 11) une tPlq+2 k E~ 

sous-suite d~f in ie  par ¢q+2 : ~ > ~ t e l l e  que : 

l im ¢q+2(k) 
• = > 0 .  

k-~ Plq+2 Piq+2 

En operant ainsi  sur t o u s l e s  indices de 11 , on dispose d'une sous su i te  d~f in ie  par 

¢ : ~---+ • t e l l e  que : 

l im p@(k)= o pour i ~ l  o 

et 

l im p¢(k)=pi pour i ~ l  I = {1 . . . . . .  n} - I  o avec o<~<_p i 
k_>= o 

Si le lemme n 'es t  pas v ~ r i f i ~  on a : 

_¢(k ' )  a(s~i(k' ) + ~ ¢(k ' )  z =i~ioZ ~i ) i~i~ i a(s~ (k)) pour tout k'>k. 

En fa isant  tendre k' vers l ' i n f i n i  on aura i t  

car d'apr~s H3 on a z : r i ' - i  ) 
i : l  

d~montr~. 

r Cq(k) 
Quitte ~ extraire de tp i } k ~  une nouvelle sous suite d~finie par 

' ~(k<) I i ~ }  ¢: ~ -. ~ I~ , on peut supposer d'apr~s le lemme que 1 ensemble {s i 

cont ient  au moins un point nouveau par rapport a l ' e n s e m b l e { s ~ ( k ) I i : l  . . . . .  n}. 

¢(k+1 ) 
Notons Se(k) le dernier  ~16ment nouveau i n t r odu i t  et supposoms q u ' i l  a i t  ~t~ 

i n t r odu i t  a l ' i t ~ r a t i o n  @(k) (@(k) <__@(k)<¢(k+l)). On a donc : 

s~ (k) si i#e(k) 

si~(k+l) = i e l  I 

~@(k) si i : e ( k )  

z : Z Pi a(s~ (k))  ce qui est impossible 
i~I1 p~(k) > 

avec o. Le lemme est donc 
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De la relat ion : 

~ _@(k+l)~,.~(k+l) ~¢(k+ll ~ P~(k+l)c(s~ (k+l)) + Z ~i " '~ i  ) 
iel  I 

on d~duit en retranchant la quantite : 

avec d k = a k _ c k 

En tenant compte de !a d~f ini t ion de x ~(k) et en ajoutant 

~ ( k )  = ~ p~(k+l)(x~(k)l a(s~(k+l))) 
i=l  

{ (k+l)  [c (s~(k+l ) )_  (x~(k) la(s~(k+l))) ]  ~ ( k + l ) .  ~ ( k )  = Z Pi 
i ~ l  o 

¢(k+ 1)[  c (s i~ k)).(x@ (k)i a (s~ (k)) ) ]  +ZP i 
i~l  I 
i#e(k) 

o@(k+l ) (~e(k)_ ~@(k)) 
+ e ( k )  

(o<__~ k <__n k ). 

¢(k+1)la~(k ) (~(k) 
= B(k)+p e(k) ~ " ) 

aux deux membres i l  vient : 

(4-4) ~¢(k+l)+ (~(k)_l)~@(k) 

avec : c(k) = ~ p~(k+l) 
i ~  

et 
.s i /- a(s~ (k+ l ) ) ' z ) ]  B(k) 7 ZI ~(k÷l) cC +(k+Z), (x+(k)l 

o 

En posant m~ : Max Ic(s)I on a: 
s~S 

IB(k)1 < E(N)(~++ 2 Max{ I (xm(k) [ t ) l  I t  ~ ( - a ( S ) ) u { z } }  

D'apr~s le lemme 4-5 i l  existe w > o te l le  que : -AuACWA 
convexe de ( -a (S) )u {z } ,  On a alors : 

Max I (x~(k) I t ) I  = Max (x~(k) I t )  <__Max (x~(k) I t )  
t~A t~(-A)  uA t~wA 

d'oQ : 
Max{l(x~#(k)It ) t ~ - a ( S ) u { z } }  <=w Max (x~(k) I t ) .  

tE-a(s) ~j{z} 

On a par ai l leurs : 

i z   Ik+11(x+Ikltzl 
o 

avec A enveloppe 
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Max 

t~ -a (S )  

et (x@(k)Iz) 

On a donc:  

(x@(k)It) ~Max [c(s)-(x@(k)la(s)) ] + m ~ : ak + 

s~S 

(x*Iz) : ~@(k) ~ a~(k)+ d • avec ~ = 

Max l ( x~ (k ) I t ) I  ~ wa~(k)+ w Max(e*,~ ~) 
t e A  

et par suite : 

IB(k)I ~E(k)[m% wMax(~m,~ ~) + wd ~(k)] 

En posant 

d' = m + wMax( ) > o ,  (4-4) s ' 6c r i t  : 

~(k+~) ~¢(k+l) + (c (k ) - l )  ~ ( k )  + ~(k)d' + p e(k) 

L ' indice e(k) appartenant a 1 I ,  on a : 

@(k+I) 
°<~Pe(k ) 

(I emme 4-3) 

~@(k) pC(k+1)_ w ~ (k )~ (k )  
e(k) 

La sui te - ~ ~ d  ~ k l  est donc major,e, pour k suffisamment grand, par la sui te 

{ B k } avec : 

B k = ~ (~¢(k+ l )+ (~ (k ) - l )~ (k )+  ~(k)d' + K~ ~(k)) 
u-w~(k) 

On a par construction lim ~@(k) 
k÷m 

vers z~ro entra~ne lim Bk = o 
k-~ 

th~or~me. 
k On a toujours ~ <=e ; en faisant un raisonnement analogue ~ celui du lemme 

{ok} k 4-3 on a lim~ ~ (k )=~  et ~tant croissante on a lim ~ = ~ ce qui 

ach~ve la d~monstration du th~or~me. 

= o ; la convergence de {o k} et cel le  de s(k) 

et  par sui te lim a¢(k)=oce qui d~montre i i )  du 
k ~  

Q.E.D. 

REMARQUE : 

L'hypoth~se H3 est ,  dans le cas de 1 'algorithme de REMES, beaucoup moins for -  

te que la "condit ion de HAAR". Le th6or~me pr6c6dent assure la convergence de 1 'a l -  

gorithme d~s qu ' i l  se "d~roule bien"( Hypoth~se H3). 
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