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La mod~lisation des syst~mes physiques, ~conomiques, sociologiques conduit 

parfois ~ de grands syst~mes de re lat ions (N>100) o0 le nombre de variables i n te r -  

venant darts chaque re la t ion  est f a ib le  (M~IO), L'exp~rience montre que ces grands 

syst~mes peuvent souvent ~tre d~compos~s en une s~quence ordonn~e de sous-syst~mes 

oQ seules les re la t ions apDartenant ~ un m~me sous-syst~me doivent 6tre r~solues 

simu~tan~ment. Le but d'une m~thode de d~composition est d ' i d e n t i f i e r  les d i f f~ ren ts  

sous-syst~mes et de d~ te~ iner  leur  ordre de r6solut ion.  I I  est ~vident que la r~so- 

lu t ion  du syst~me d~compos~ est plus simple que ce l le  du syst~me i n i t i a l .  
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La d#composition d'un grand syst~me est l i~e  & la s t ructure de ce lu i - c i  

et ne d~pend pas de la forme des re la t i ons .  On repr~sente cet te s t ructure sous forme 

m a t r i c i e l l e  de la fagon suivante : 

- A chaque re la t i on  et ~ chaque var iab le  sont respectivement associ~es une l igne et 

une colonne d'une matr ice bool#enne appel~e matr ice d'occurence ou matrice s t ruc-  

tu ra le .  

- Un ~l#ment a i j  de cet te matr ice est te l  que a i j  

x j  i n t e r v i e n t  dans la re la t i on  f i "  

Soit  par exemp!e le  syst#me de hu i t  ~quations : 

f l  (Xl 'Xs) = 0 

f2 (x2 'x7 'x8)  = 0 

f3 (Xl 'X3'X4'X6) = 0 

f4 (X l 'X2 'x3 'x4"x6)  = 0 

=i s i ,  et seulement s i ,  la var iab le  

f5 (x2 'x5 'x7)  = 0 

f6 (Xl 'X5'X8) = 0 

f7 (Xs'X8) = 0 

f8 (x2 'x3 'x6 'x7 'x8 )  = 0 

La matr ice d'occurence associ#e ~ ce syst~me est la matr ice bool~enne A de la f i g .1  

~ 3 ~ 5 6 7  g 
~A. -5 

s A ,l 

f i g . l .  Matrice A 



I I  faut  noter que la matrice d'occurence d'un syst~me donn~ est toujours d~f in ie  

une permutation pros des l ignes et des colonnes. En permutant les l ignes et les 

colonnes de la matrice pr~c6dente on peut par exemple obtenir  la matrice B de la 

f i g .  2 

6 

8 
3 

! ,J.,l . 

4 

s, 

f i g . 2 .  Matrice B 

I I  appara~t ¢lairement sur cette seconde matrice que le syst~me donn# Deut #tre 

d~compos~ en t ro i s  sous syst6mes SI, S 2 et S 3. On commencera donc, pour r~soudre 

ce syst~me, par r#soudre les ~quations 7, 6 et i pour obtenir  la valeur des variables 

5, 8 et I .  On peut alors r6soudre les #quations 2 et 5 puis les ~quations 8, 3 et 4 

et d~terminer a ins i  la valeur de toutes les variables du syst~me. 

Le but d'une m~thode de d~composition est donc de t rouver,  parmi toutes 

les combinaisons possibles des l ignes et des colonnes d'une matrice d'occurence 

donn~e au d~part, unecombinaison ( i l  en existe plusieurs) qui reprQsente cette 

matrice sous une forme t r i angu la i re  par blocs. 

De nombreux algorithmes de d~composition ont d~j~ ~t~ publ i#s. La plupart  

d 'entre eux font i n te rven i r  t ro i s  phases d is t inc tes  : a f fec ta t ion ,  pa r t i t i on  et 

h i~rarch isat ion,  sur lesquel les nous reviendrons en d~ta i l  au § I I .  La programmation 

de ces t ro i s  phases met en ~vidence les points suivants : 

- La capacit~ en m#moire est proport ionnel le ~ N 2 

- Les temps d'ex~cution obtenus sont proport ionnels au mieux ~ N 2 

Ces algorithmes ne sont de ce f a i t  u t i l i sab les  que sur de gros ordinateurs. 

Le but de cet a r t i c l e  est de presenter une nouvelle m~thode de d~composition 

diminuant notablement la place m~moire et le temps d'ex~cution et appl icable sur de 

pet i ts  ordinateurs. On d~montre comment, ~ pa r t i r  d'une propri~t~ remarquable des 

syst~mes par t i t ionnables,  on peut ramener un probl~me de d~composition ~ un probl~me 
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de minimisation. On donne ~galement les caract~rist iques d'un algorithme qui,  pro- 

gramm~ en FORTRAN et en BASIC, a permis d 'obteni r  : 

- un encombrement m~moire proportionnel ~ N x M 

- des temps d:ex#cution proport ionnels ~ N 

Les principaux algorithmes de d~composition connus sont basas sur le m6me 

principe : ramener le probl6me de la dacomposition ~ un problame de recherche des 

composantes fortement connexes d'un graphe d i r ig~ constru i t  ~ pa r t i r  du syst#me 

donn#. On y dist ingue pratiquement t ro is  phases : a f fec ta t ion ,  pa r t i t i on  et h i#rar-  

chisat ion.  

I I  - i .  L 'a f fec ta t ion  

Cette premiare phase a pour but d'associer ~ chaque re la t ion  du systame 

donna une var iable intervenant dans cette re la t ion .  Deux variables di f farentes ne 

peuvent pas ~tre associaes ~ la m~me re la t ion  et vice-versa. On d~termine ainsi un 

ensemble de couples va r iab le - re la t i on  permettant de r~soudre le syst~me donn~. II 

est ~vident que la solut ion n 'est  en g6naral pas unique. On d~montre cependant que 

la d~composition f i na le  ne dapend pas de la solut ion choisie. C'est d i re en pa r t i -  

cu l ie r  que cette a f fec ta t ion  pourra ~tre modifiae au moment de la r~solut ion propre- 

ment d i te .  

Parmi les algorithmes les plus eff icaces pour ce type pa r t i cu l i e r  de pro- 

blame d 'a f fec ta t ion  on peut c i t e r  l 'a lgor i thme des cha~nes altern~es (K1) et l ' a l g o -  

rithme de Steward ($1). Pour parvenir ~ une a f fec ta t ion to ta le  ces deux algorithmes 

proc~dent par i te ra t ions  ~ pa r t i r  d'une a f fec ta t ion p a r t i e l l e  de base. 

Un syst~me affect6 peut ~tre repr~sent~ par une combinaison des l ignes et 

des colonnes de la matrice d'occurence o0 t o u s l e s  al~ments de la diagonale pr inc ipale 

sont agaux ~ un. La f i g .2  montrait une matrice affectae et par t i t ionnae,  la f i g .3  

montre la m~me matrice uniquement affect~e. 
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f i g .3 .  

A T G  ~& S S S  

Matrice d'occurence affect~e 

I I  - 2. Le graphe dir ig~ associ# - le partitionnement 

Une af fectat ion ~tant trouv~e, on peut d~ f in i r  sur l'ensemble des re lat ions 

du syst~me la re lat ion binaire suivante : 

f i ~  f j  si la variable associ~e ~ f i  appara~t dans f j  

On associe ainsi au syst~me donn~ un graphe dir ig~ ~ ) i f d ~ s i g n a n t  l'ensemble 

des re lat ions.  On d~montre alors que l'ensemble des sous-syst~mes i r r~duct ib les du 

syst~me donn# coTncide avec l'ensemble des composantes fortement connexes du g r a p h e ( ~ ) ,  

Part i t ionner revient donc a rechercher l'ensemble des composantes fortement 

connexes d'un graphe. Parmi les algorithmes les plus eff icaces on peut c i te r  l ' a lgo -  

rithme des puissances de matrices (HI), l 'a lgor i thme de Steward ($2) et l 'a lgor i thme 

de B i l l ings ley  (BI). 

I I  - 3. La hi~rarchisat ion 

La hi~rarchisation a pour but de d~terminer l ' o rd re  de r~solut ion des 

d i f f~rents  sous-syst#mes i r r~duct ib les de la p a r t i t i o n .  C'est une operation simple 
r~a l iser  : 

- o n  constru i t  un grapzhe ~ I  ( ~ i ~ , ) o  @ ~ d~signe l'ensemble des sous-syst~mes 
i r r~duct ib les et ~,~ la re lat ion binaire sur }3 : 

B1 ~ I  I La variable associ~e ~ une des relat ions du sous- 
B2 -~ ~- syst~me B1 in terv ient  dans une des re lat ions du 

! sous-syst~me B2, 

- on ordonne les sommets de ce graphe sans c i r cu i t  sous forme d'arbre. 
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La matrice d'occurence de la f i g .4  repr~sente le syst6me donn~ au § I 

sous une forme partitionn@e mais non hi~rarchis~e. La matrice de la f ig .5  repr~sente 

le m6me syst6me sous une forme partitionn@e et hi6rarchis~e. 

G 

4 
8 
3 

',~ ~ 

'a <I'~" 

- - a ~  a 

4 4 ~  4 

f i g .4 .  Par t i t ion  mais non 

hi~rarchisat ion 

~ a a. a.: 

II' ' _< 

a a Ta-~,-a---~ 
3 4. : ~ , 1 4  

f i g .5 .  Par t i t ion  et 

h i~rarchisat ion 

Pour s imp l i f i e r  l 'expos~ on appellera par la suite matrice part i t ionn~e une combinai- 

son des l ignes et des colonnes de la matrice d'occurence repr~sentant le syst6me 

sous une forme part i t ionn#e et hi#rarchis~e. 

I I  - 4. Cr i t ique des d i f f#rentes m#thodes 

Les m#thodes pr~c~dentes ont comme pr incipal  inconv@nient de n~cessiter 

beaucoup de place en m@moire : e l les t r a v a i l l e n t  sur des matrices (matrice d'occu- 

rence puis matrice associ~e au g raphe( l~ j~ ) )  m@moris~es sous forme de tableaux 

N x N . De plus ces m#thodes sont relat ivement lentes et leur temps d'ex~cution est 

proportionnel ~ N 2 (AI),  ce qui est normal : les algorithmes d 'a f fec ta t ion  et de 

pa r t i t i on  ef fectuent des recherches dans des matrices N x N 

II nous a sembl~ que le d~faut majeur des m~thodes existantes ~ ta i t  pr~ci- 

sement de rechercher une a f fec ta t ion avant de par t i t i onner ,  et cela pour t ro is  ra i -  

sons : 

1- on a g~n~ralement in t~r6t  ~ couper un probl~me enses part ies avant de ]e r~soudre 

(01) 

2- parmi les (N!) 2 combinaisons possibles des l ignes et des colonnes de la matrice 

d'occurence, les matrices part i t ionn~es sont beaucoup plus nombreuses que les 

matrices affect~es° 
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3- a f fec ter  un sous-syst~me i r r~duct ib le  est une operation simple : i l  s 'ag i t  par 

d~ f in i t ion  d'une composante fortement connexe et les algorithmes d 'a f fec ta t ion  

convergent alors tr6s v i te .  

Le principe de notre m~thode est tr~s simple : chercher d'abord la par t i -  

t ion,  a f fecter  ensuite chacun des sous-syst~mes. En f a i t  d'apr~s la remarque 3 le 

seul probl~me est de par t i t ionner ,  l ' a f f ec ta t i on  d'un sous-syst~me ~tant tr~s peu 

coOteuse. Le paragraphe suivant montre comment on peut, grace ~ une propri~t~ remar- 

quable des matrices part i t ionn~es, ramener ce probl~me ~ un probl~me de minimisation 

d'une quantit~ num~rique ~ ( A )  associ#e ~ chaque combinaison des lignes et des 
colonnes de la matrice d'occurence. 

Sur la matrice part i t ionn~e de la f i g .6  (qui est la m6me que ce l le  de la 

f ig .5 )  on constate que la l igne bris~e qui d~l imite la zone de z~ros de la part ie 

sup~rieure dro i te  n 'est  pas monotone d~croissante. 

6 

5 
8 
3 

~ ~I 
~IL 

aaa~ 

f ig  .6. 

Mais, par des permutations n' intervenant que sur les l ignes et les colonnes re lat ives 

un m6me sous-syst6me, on peut rendre cette s~paratrice monotone d~croissante ( f ig .7)  

<t 
¢ 
5 
8 
3 

5~A 7~3~ 

d 

d , t -14 .  

f i g .7 .  
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Soit ~ l e  hombre de z6ros du coin sup~rieur d ro i t .  Le but de ce paragraphe 

est de montrer ~u ' i l  s u f f i t  de maximiser ~uL , sur l'ensemble des matrices d'occurence 

ayant la s~paratrice monotone d~croissante, pour obtenir une matrice part i t ionn~e. 

Apr~s avoir  pr~cis~ les notations, nous ~noncerons plus rigoureusement cette pro- 

pri~t~ et la d~montrerons. 

IV - 1. Notations 

Pour f a c i l i t e r  leur i den t i f i ca t ion  ]es re lat ions et les variables seront 

num~rot~es de I ~ Ne t  d~sign~es par ce seul num~ro. 

S A 

~-x 
C x 

x i j  

: ensemble des N re lat ions du syst~me donn~ 

: ensemble des N variables intervenant dans ces re lat ions 

: matrice d'occurence du syst~me. Les re lat ions et les variables sont plac~es 

respectivement en l igne et en colonne dans l 'o rdre  1,2 . . . . .  N 

: ensemble des matrices X pouvant 6tre obtenues par permutation des l ignes 

et des colonnes de la matrice A 

: vecteur permutation l igne d'un ~l~ment X de S A 

: vecteur permutation colonne d'un ~l~ment X de S A 

: sous-ensemble de S A constitu~ par les matrices t r iangula i res inf~r ieures 

par blocs repr~sentant le syst~me part i t ionn~ et hi~rarchis~ 

: compl~mentaire d e ~  Apar rapport ~ S A 

: ensemble des matrices ~chelon (cf d~ f in i t ion  ci-dessous) 

: terme g~n6ral d'une matrice X 

Inf  ( i / ~ j  # o ) :  valeur minimale de l ' i nd i ce  i pour laquel le !e te rmex i j  n 'est 

pas nul 

Sup ( j / x i j  # o)  : valeur maximale de l ' i nd i ce  j pour laquel le le terme x i j  n 'est  

pas nul 

I V -  2. D~f in i t ion d'une matrice ~chelon l igne 

On appe]le matrice ~chelon l igne une matrice appartenant ~ S A et v~ r i f i an t  

la propri~t~ 

o )~Sup  (J /X i+ l , j  ~ o) V~L ~ ~ 1,2 . . . . .  N Sup ( J / x i j  # 
t J 
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En d'autres termes, si l 'on consid~re chaque l igne de la matrice d'occurence 

comme la repr6sentation binaire d'un nombre (poids fa ib le  ~ gauche), une matrice 

6chelon l igne est une matrice dont les l ignes sont class~es par ordre croissant de 

leur b i t  de poids le plus fo r t .  Si on consid~re la matrice d'occurence A de la 

f i g . l  la matrice ci-dessous ( f ig .7)  est une matrice 6chelon l igne de SA: 

IL ~ r~ 

f i g .7 .  Matrice ~chelon l igne 

On notera ~ A  le sous-ensemble de S A constitu~ par les matrices ~chelon l igne et 

~'~L la transformation qui associe ~ un ~l~ment de S A un ~l~ment de~,~ A 

I V -  3. D~f in i t ion d'une matrice ~chelon colonne 

On appelle matrice ~chelon colonne une matrice appartenant a S A 

v~ r i f i an t  la propri~t6 : 

Inf ( i / x i j  # o ) ~  Inf ( i / x i , j + l #  o) ~ i  ~ ~ 1,2 . . . . .  N}  

et 

En d'autres termes, si l 'on consid~re chaque colonne de la matrice d'occurence comme 

la representation binaire d'un nombre (poids fa ib le  en bas), une matrice ~chelon 

colonne est une matrice dont les colonnes sont class~es par ordre d~croissant de 

leur b i t  de poids le plus fo r t .  Reprenons la matrice d'occurence A de la f i g . l ,  

la matrice de la f ig .8  est une matrice 6chelon colonne appartenant a SA: 

f i g .8 .  

3 

8 
Matrice ~chelon co]onne 
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On notera ~ ^  le sous-ensemble de S A constitu~ des matrices ~chelon colonne et 

la transformation qui permet d'associer ~ un ~]~ment de S A un ~l~ment de ~A"  

IV - 4. D#f in i t ion d'une matrice ~chelon 

On appelle matrice ~chelon une matrice appartenant a l ' e n s e m b l e ~  A ~ ~A 

On notera ~ A  l'ensemble des matrices #chelon. On peut remarquer que tout #l~ment 

de ~ A poss~de une s#paratrice de la zone de z~ros du coin sup~rieur d ro i t  monotone 

d~croissanteo Si l 'on consid~re ~ nouveau le syst~me donn# au § I,  la matrice de la 

f i g .9  est une matrice #chelon de ~ A  

3~45~7 

3d II~LL_~ d 

g 4 
~ t t t t  aL 
% a a ~  
8 ~  a a ~  

f i g .9 .  Matrice #chelon 

IV - 5. Enonc~ et d#monstration de la proprj#t# 

Nous al lons d~montrer que la matrice ~chelon qui a l e  plus grand nombre 

de z~ros dans !e coin sup6rieur d ro i t  est part i t ionn~e (si e l l e  est par t i t ionnable) .  

On pose par d~ f in i t ion ,  pour t ous les  el~ments X appartenant ~ S A 
N 

(X) = Z sup ( J / x i j  # O) L:~ 
On note X m l '#l~ment de S A tel que : 

(X*) = Inf t~ (X) 

X ~ ~A 
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IV - 5 .  1 .  ~ U g ~ £ ¢ _ ~ _ ! ~ _ ~ e ~ d ~ ¢ _ ~  

Si A est la matrice d'occurence d'un syst~me part i t ionnable x~¢ q~a n ~a 

zv - 5. 2. ~ e a ~ ! e ~ _ ~ _ ! ~ _ ~ e ~ ! ~ _ ~  

Supposons vraie la proposit ion suivante Q que l 'on d%montrera au § V : 

V X E ~ A n ~  A a Z  ~ ~ A n ~ A  tel que # ( Z )  < ~ ( X )  

La d~monstration de la propri~t~ 

Xo ~ ~A n ~ A  tel  que : 

P est alors tr6s simple : i l  s u f f i t  de chois i r  

r ( X o )  = Inf ~ (X )  

X ~An ~) A 

II nous reste donc, pour que la propri~t~ P so i t  d~montr~e, ~ d~montrer la propo- 

s i t ion Q. 

v - ~Ng~§IS~I!9~_~_E~_~89tg§iI~9~_9 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

Consid#rons un syst~me F de N relat ions et de N variables part i t ionnable 

en k sous-syst~mes i r r~duct ib les F I ,  F2, . . . ,  Fko Le sous-syst~me F I e s t  le premier 

de la hi~rarchie, F k est le dernier.  

k-I  
On pose j~ '=  U F i et on note~]~et V les  sous-syst~mes de variables correspondant 

i= l  

respectivement ~ ~ e t  F k. 

Le principe de la d~monstration est le suivant : 

- on se donne une matrice ~chelon quelconque X associ~e au syst~me F 

- on suppose que X n'est  pas part i t ionn6e mais que l 'on connait les num#ros des 

~quations et des variables qui forment les d i f f~rents  sous-syst~mes. 

- on constru i t  (§ V.I) une matrice X" part i t ionn~e en deux sous-syst~mes ~: fet  F k 

et t e l l e  que (§ V.2) ~ ( X " )  < ~ ( X )  

- on i t6 re  sur le sous-syst~me r6duct ible J~' et  on about i t  de proche en proche 

une matrice Y compl~tement part i t ionn~e (§ V.3) avec bien s~r, ~ ( Y )  < ~ ( X )  
I / 
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- on montre pour terminer qu~une transformation ne comportant que des permutations 

l ' i n t ~ r i e u r  de chaque sous-syst6me permet, a pa r t i r  de Y, d 'about i r  ~ une matrice 

~chelon Z part i t ionn~e et t e l l e  que ~ ( Z )  ~ ( Y ) .  

I I  peut para~tre choquant de supposer au d~but, que l 'on connait les num~- 

ros des variables et des #quations de chaque sous-syst~me, donc la pa r t i t i on .  En f a i t  

i l  ne faut pas oubl ier que ce paragraphe a pour but de d~montrer une propri~t~ des 

syst~mes part i t ionnables et non pas de d#montrer la convergence d'un algorithme. 

V - i .  Construction de la matrice X" 

La matrice X" est l ' image de la matrice X par la compos#e f20 f l  de 

deux transformations d~crites ci-dessous. 

v - z z 

La matrice image X' 

suivante : 

~A n ~ )A  f l  _-SA 

X ~ = f l  (X) = X' 

est d~f inie & l ' a ide  des vecteurs L x, et C x, de la faqon 

a) Le vecteur l igne L x, est obtenu en plagant en t~te les num~ros des re lat ions 

appartenant ~ ~ ' ,  en respectant l 'o rdre  qu'e l les avaient les unes par rapport 

aux autres dans la matrice X. On place ensuite les re lat ions appartenant ~ F k. 

b) On ne modifie pas ]e vecteur colonne : C x, = C x 

Reprenons ~ t i t r e  d'exemple la matrice ~chelon de la f i g .9 .  Son image par l ' app l i ca -  

t ion f l  est la matrice de la f ig .10.  

13 

~ 4  ~L44 

f ig .10.  Matrice X' 
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v - ~.2. Die.fini_ti_o_~_~_e_!~___t~_a_~_~_fo__~_~}_i_on_f~ 

fl (~'A" ~A ) 
f2 

: S A 

X' ~ ~ f2(X')  = X" 

La matrice image X" repr~sente le syst#me sous une forme part i t ionn~e et hi~rarchi-  

s#e en deux sous-syst~mes l e t  F k. El le est d~f inie ~ l ' a ide  des vecteurs Lx,, et Cx. 

de la fagon suivante : 

a) le vecteur colonne Cx,, est obtenu en plagant en t6te les num~ros des variables 

appartenant ~ ~]~. en respectant l 'o rdre qu'el les avaient les unes par rapport 

aux autres dans la matrice X'. On place ensuite les variables appartenant ~ V. 

b) on ne modifie pas le vecteur l igne : Lx,, = L X, 

La matrice X" de la f igure 11 est l ' image par f2 de la matrice X' de la f igure 10. 

A 
G 
I 

5 

& 

~I~ 

V 
f i g . l l  Matrice X" 

l J 

V - 2. Comparaiso..n.. de ~ (X") et de ~ ( X )  

Le vecteur colonne de X n'est pas modifi~ par l ' app l i ca t ion  f l  o On peut 

donc ~cr i re que ~ ( X ' )  = ~ ( X ) .  Par contre l ' app l i ca t ion  f2 f a i r  subir deux types 
de var iat ions au'nombre 

- une diminution apport~e par les relat ions appartenant a y 

- une augmentation apport~e par les re lat ions appartenant ~ F k 

Nous calculons ci-dessous ces deux var iat ions.  
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V - 2.1. La diminution 

On pose : 

p = Card ~ =  Card ~J 

qx , ( i )  : posit ion de la var iable num~ro i dans C x, 

qx,,( i) : posit ion de la var iable num~ro i dans Cx, 

T = { i ~  V / q x , ( i ) ~  qx,,(i) } 

A l~issue de la premiere transformation, les p re lat ions appartenant a 

occupent ! e s p  premieres l ignes de la matrice X'. Par suite les p premiers ~l~ments 

x ' i j  des colonnes associ~es aux variables de V sont nuls. En d'autres termes : 

(1) Inf ( i  / x ' i ~  # O) > p V ~ I  1,2 . . . . .  N I / Cx ' (~ )~  T 

Au cours de la deuxi~me transformation le d~placement de chaque ~l~ment 

de T produit,  d'apr#s ( I ) ,  une diminution d'une unit# du nombre ~ pour chacune 

des p premieres l ignes. La diminution tota le sera par consequent de p x Card T. 

V - 2.2. _L~_a_ygmen__ta_tio_n 

I I  n 'est  pas possible de fa i re  un calcul exact de l'augmentation to ta le ,  

ce l le -c i  var iant  d'un syst#me ~ un autre. On peut n#anmoins en d#terminer un majo- 

rant. Pour cela on pose : 

T' = i E  1,2 J / et Sup ( j /  < Sup £j/ 

Pour une l igne donn~e correspondant ~ un ~l~ment de T ' ,  l 'auqmentation ne peut d6pas- 

ser p. En e f fe t ,  l ' o rdre  qu'avaient les ~l~ments de V dans C x, les uns par rapport 

aux autres a ~t~ respects au cours de la seconde transformation et le contraire 

cont red i ra i t  alors l'hypothase Card ~ = p. On peut donc en d#duire qua, dans 

le cas le plus d~favorable oO tous les  ~l~ments de T' subissent une augmentation 

~gale a p, l'augmentation tota le est ~gale ~ p x Card T' .  

V - 2 . 3 .  _D~_m_o_nstr~_t!o_~__ge__!a___re_!a_t!on__7~_L_X'_'l_<__~_£x_l 
D'apr~s V-2.1. et V-2.2. on a : 

(X") ~ ~ ( X ' )  - p x Card T + p x Card T' 
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Nous allons maintenant demontrer que, dans l'hypoth~se o0 chaque el~ment de T' subit 

une augmentation de ~ g a l e  ~ p, on a~quel que soi t  le syst~me, Card T' < Card T. 

Cette d~monstration t i en t  dans les deux remarques suivantes : 

Remarque 1 : Tout 61~ment m appartenant ~ T' v # r i f i e  apr~s la seconde transforma- 

t ion l ' i n # g a l i t #  ci-dessous : 

Sup ( j  / X"mj # O) ~<p + Card T 

En d'autres termes aucune variable appartenant ~ CV T n ' in te rv ien t  dans l'ensemble 

des relat ions correspondant ~ T' 

Remarque 2 : V k ~T'  et V1 ~ T '  / 1 > p on a k < I  

En d'autres termes les relat ions correspondant ~ T' sont plac~es, a l ' i ssue de la 

premiere transformation, en t6te du sous-syst#me F k. Cela provient du f a i t  que 

l 'o rdre  qu'avaient les 61ements de F k les uns par rapport aux autres dans L x a ~t# 

respect# dans Lx,. 

On d#duit de ces deux remarques et de l ' i n~ga l i t ~  (1) qua, darts l'hypoth~se 

o0 Card T = Card T' ,  F k est part i t ionnable en deux sous-syst#mes FI t )  et F~ 2), 

F~ 1)" d~signant le sous-ensemble de relat ions correspondant ~ T' et FC2)son compl6- 

mentaire par rapport ~ F k. Ceci contredit  bien entendu l'hypoth#se de d6part : 

"Fk sous-syst~me i r r~duct ib le"  et on a donc dans tous les  cas Card T' # Card T. 

I I  est ~vident par a i l l eu rs  qua le cas Card T' > Card T conduit, pour des 

analogues, ~ F~ I ) "  sous-syst~me ind~termin~. On a donc dans tous les  cas : raisons 

r.(x") < #(x). 

V - 3. Construction de la matrice Y 

Les transformations f l e t  f2 que nous venons d'appliquer sur le syst~me F 

peuvent ~tre appliqu~es successivement sur les sous-syst~mes : j~= k-1 iUl F i '  
k-2 k-3 
U F U F i . . . . .  F I U F 2 . i= I  i ' i=1 

On obtient ainsi de proche en proche une matrice Y t e l l e  que:  

Y ~ (:~A et t (Y) < t (X) 
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V - 4. Construction de la matrice Z 

Dans certains cas la matrice Y, qui appartient a ~ A  et ~ ~A' n'appartient 
pas ~ ~ A  ( f ig .11) .  Nous allons d~montrer qua, dans tous les  cas, on peut associer 

la matrice Y une matrice Z appartenant ~ q ~ A n ~ A  et te l l e  qua ~ ( Z )  <~(Y) .  
Cette d#monstration ach6vera la d#monstration de la proposition Q et par consequent 

(§ IV-5.) cal la de la propri~t~ P. 

L'ensemble (~A a ~t~ d~fini au(§ IV-4.) comme l ' in tersect ion  des ensembles 

A et ~ A "  Rappelons (§ IV-2.) que la transformation ~I) L ,  qui permet d'associer 
un ~l#ment de S A un #l~ment unique de ~ A '  est obtenue en classant par ordre 

croissant les lignes de la matrice suivant leur b i t  de poids le plus fo r t  (poids 
fa ib le a gauche) et qua la transformation ~ ¢  , qui permet d'associer a un ~l#ment 

de S A un ~l~ment unique de ~ A '  est obtenue en classant par ordre d~croissant les 
colonnes de cette matrice suivant leur b i t  de poids le plus for t  (poids fa ib le en bas). 

La matrice Y appartient a ~A mais la matrice ~OL(Y ) n'appartient pas 
forc~ment a ~AN ~ A  c'est ~ dire ~ ~ A "  En ef fet ,  dans certains cas, un classement 
des lignes provoque un d~classement des colonnes. Nous allons d~montrer qu'une trans- 
formation ~Ocsuivant cette transformation ~ L s u r  Y permet d'obtenir une matrice Z 

~l~ment de ~A(§ V-4.1.). Nous d~montrerons ensuite (§ V-4.2.)qua /~ CO,co ~L(~ I )  

est in f~r ieur  ou ~gal ~ ~ ( ~ / )  

On pose par d~f in i t ion : 

U = I k ~  41,2 . . . . .  N} / ~ j ~  {1,2 . . . . .  N} tel qua 

La d~monstration repose sur les deux remarques suivantes : 

Sup (J/Yi j  # O) = k }  

Remarque 1 : D'apr~s la d~f in i t ion de ~0 L, les colonnes appartenant ~ IS restent 

class~es les unes par rapport aux autres dans la matrice (~L(Y) 

Remarque 2 : L'ordre des colonnes de ~ les unes par rapport aux autres sera 
encore conserv~ par une transformation ~ :su ivan t  (~Lpuisque, de par sa d~ f in i t i on ,~c  
ne fa i t  qu' intercaler  entre les lignes class~es les lignes non class~es. 

On peut d~duire de ¢es deux remarques que la transformation ~cne modifie 

pas le classement des l ignes. Comme d'autre part les transformations (~cet ~ L  
peuvent ~tre fai tes ind~pendemment sur chaque bloc de la matrice ¥, et ne modifient 
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donc pas la r~partit ion des ~quations et des variables de chaque sous-syst6me, la 

matrice Z = ~Pco(~L(Y) appartient ~ la lois ~ ~A et ~ ~)A donc ~ ~A n ~A" 

V -  4.2. Comparaison . . . . . . . . . . . . . . . . . .  de ~_ (__C~c_O_ (~c_(_Y))_et de_ _~_(_Y) 

La transformation ~L ne modifie pas l 'ordre des colonnes d'une matrice. 

Par consequent, quelque soit la matrice Y, ~(Y) = ~(  C~L (Y)). Pour d~mon- 

trer l ' in~gal i t~ : 

i l suffit donc de d~montrer l'in~galit~ : 

Nous allons voir que cette seconde in~galit~ d~coule de la d~finition de ~ c  

Au cours de la transformation (Pc , toute colonne que l 'on d~place fa i t  
subir au nombre ~ deux types de variations : 

a) une augmentation d'une unit~ d e ~  pour la ligne contenant le premier ~l~ment 
non nul de la colonne d~plac~e. 

b) Une diminution d'une unit~ pour toutes les lignes comprises entre la position, 

dans C~L (Y), du premier ~l~ment non nul de la colonne d~plac~e et la position de 

cet ~16ment apr~s (~¢. II est ~vident que, pour chaque colonne d~plac~e, i l  y 

a au moins une ligne concern~e puisque, dans le cas contraire, la colonne n'aurait 
pas 6t~ d6plac~e. 

On d6duit de ce qui precede que l'augmentation totale du nombre ~ sur 

~c m ~0~ (Y) est toujours inf~rieure ou ~gale ~ la diminution totale et donc que 

l ' in~gal i t~ : ~L( C~c o C~L (y)) ~ ~(~L(Y~, est v~rifi~e quelque soit la matrice 
Y (obtenue apr6s les transformations f l  et f2). 

Vl - M ~ : E N : O E ~ B E = ~ E : ~ : M ~ H O D E  

L'ut i l isat ion de la propri~t~ P pour le partitionnement d'un grand 

syst~me consiste donc ~ trouver un algorithme permettant de construire une suite de 

matrices ~chelon dont la valeur d e ~  est d6croissante. Si cet algorithme converge, 
la matrice finale sera partitionn~e.IEn fa i t  i l  n'est pas n~cessaire d'atteindre le 

minimum de ~ : i l  existe plusieurs matrices ~chelon partitionn~es qui n'ont pas la 
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m6me valeur de ~ ( f ig .12) .  

G 

E 
3 

8 

4 9 5 ~ t 3 ~ ¢  

IA , ' l& 

4~ 
GI 

& 

& 
3 
4 

, i  J',. ;a 
t ,d 
.,j. .,1_ > , 1 4 4  

# = 43 /~ = 41 

f ig .12.  

L'algorithme que nous avons @crit poss~de !es t ro is  caract~rist iques 

suivantes : 

i l  fonctionne par dichotomie : i l  cherche 6 par t i t ionner  la matrice donn@e en 

deux blocs puis i l  i t~re dans chacun des blocs 

i l  n@cessite peu de place en m@moire (cf. V I - I . )  

sa convergence n'est pas prouv@e th~oriquement mais pratiquement 

Vl - 1. M~morisation de la matrice d'occurence 

Contrairement ~ certaines m@thodes existantes (puissances de matrices par 

exemple), la m@thode d@crite i c i  ne t i r e r a i t  aucun p r o f i t  d'une matrice d'occurence 

m@moris~e sous forme d'un tableau N x N. C'est pourquoi, af in d'occuper une place 

m~moire aussi pet i te  que possible, la matrice d'occurence est m@moris@e sous forme 

d'un tableau N x P construi t  de la fagon suivante : 

- chaque l igne repr@sente une re la t ion  et cont ient les num@ros des variables in te r -  

venant dans cette re la t ion .  

- le hombre P de colonnes est le hombre maximum de variables intervenant dans 

une re la t ion  du syst~me donn~. 

VI - 2. Description sommaire de 1'algorithme 
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L'algorithme sera d~cr i t  en d~tai l  dans un autre a r t i c l e .  On se contente 

ic i  d'en donner les grandes l ignes. 

La part ie pr incipale de l 'a lgor i thme est cel le  qui, ~tant donn~e une ma- 

t r i ce  ~chelon X i ,  permet d'en obtenir une autre Xi+ I t e l l e  que ~(Xi+1) ~ ~ ( X i ) ,  

avec arr~t  en cas d '~gal i t~  s t r i c te .  On u t i l i s e  pour cela essentiellement cinq trans- 

formations (D (0  QD u ~  et ~ ;  " Les transf°rmati°ns (~Let ~ C l - L . / " 1 c .  I I S  / 
ont ~t~ respectivement d~crites a IV - 2. et IV - 3. Les transformations ~l)~l £30 F 

et Y_ sont d~crites ci-dessous. u~ 

Vl - 2 . i .  p~[j~j}jg~_~___~; 

La matrice image 

- C q , ~ ( x )  

- L % ( x )  

vi - 2.2. _D_~_fj_nj_tj_o_n__d_e___~ F 

La matrice image 

_ C 
9F Cx) 

_ L g ~  (×) : 

w - 2 3  ?_~_fj~j_tj_on__~e__~s 

X I 

~I~s(X) est t e l l e  que : 

: C9c (× )  

: L q,,. (x) 

S ~  

× , 

I)~ (X) est t e l l e  que 

L 

× , 

S A 

, -g~ 
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La matrice ~{~ (X) est d~f inie par : 

- ~ "  ~{s ()<~ : permutation colonne qui minimise la somme des ~carts entre 

les deux derniers ~lements non nuls de chaque ]igne de X 

- L ~s C~) : permutation l igne qui minimise la somme des ~carts entre !es 

deux premiers ~l~ments non nuls de chaque colonne de X. 

La f igure 13 montre un exemple d~application de ~S " 

3 
A 
¢ 

3 

x (×) 
f ig°13. 

a~ d a 

V I  - 2 , 4 o  Construction de Xi+ 1 ~ pa r t i r  de X i 

~Q 

Etant donn~ une matrice X o appartenant ~ S A, on pose : 

Xi+ 1 est alors d#f in ie par les formules 

(1) X ° donn6e au d~part 

(2) xl : ¥~(Xo)  

(3) ×i+i = ¥ ~  (~5 (×~)) 



Vl - 3. Les r~sultats 
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L'algorithme que nous venons de d~crire tr~s sommairement a ~t~ test~ sur 

des syst~mes part i t ionnables en deux sous-syst~mes i r r~duct ib les,  l 'un des principes 

de la m~thode ~tant de t r a v a i l l e r  par dichotomie. Les calculs ont 6t~ effectu~s sur 

un ordinateur T1600 T~l~m~canique de 16 k mots de 16 bi ts et ont port~ sur plus de 

cent cinquante syst@mes (N=IO a 50) part i t ionnables, g~n~r~s al~atoirement. Dans tous 

les cas l 'a lgor i thme a part i t ionn~ rapidement le syst~me donn~. Les r~sultats d~ta i l -  

l~s seront publi~s en m6me temps que l 'a lgor i thme. 

VII - CONCLUSION 

L'id~e de base consistant a part i t ionner avant d 'a f fec ter  nous a permis de 

trouver un algorithme qui s 'est  r~v~l~ eff icace ( rapid i t~ et encombrement). I I  est 

cependant probable que cet algorithme est lo in d '6tre le plus performant et on peut 

penser que la poursuite des recherches dans cette voie sera fructueuse. 
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