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Les actions que nous pouvons avoir sur un syst&me, pr4sentent souvent un carac, 

t~re discret ~ouverture - fermeture d'un circuit, choix optimal de mat4riaux darts un 

catalogue, .... ). Darts cet article nous 4tudions des probl&mes de contr61e optimal de 

ce type oh le contrOle intervient sous la forme : 

n 
~i XA. avec IAil±= I ..... n une famille donn4e d'intervalles 

i=I l 
IA, la fonetion caraet4ristique de A i 

l 
~. £ {0,1} V i=I .... n les variables de contrOle. 
l 

Apr~s avoir pr4sent4 la m4thode de p4nalisation pour les probl~mes d'optimisa- 

tion en variables mixtes, nous appliquons celle-ci aux probl~mes de contr61e optimal 

de syst&mes gouvern4s par une 4quation parabolique ~[8] YVON). Nous donnons les r4sul- 

tats num4riques obtenus. Enfin nous montrons que ce principe stapplique 4galement 

certaines 4quations non lin4aires et aux @quations aux valeurs propres du deuxi&me 

o r d r e .  
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I - P4nalisation en variables mixtes. 

I.I. Position du probl&me. 

Soient : V, Y deux espaces de Banach r@flexifs. 

I un ensemble discret fini {~I ..... '~p} 

f une application de I × Y dans ~ , convexe continue surY 

g tune application de I × Y dans V, continue de I × Y faible dans V 

faible. 

On suppose de plus que f et g v@rifient une des deux hypotheses suivantes : 

(1.1) 1 f(a'Y) -~ + oo et G(~) = {YlY 6 Y, ~(a,y) = O} oonvexe, ferm@ dans Y 
llYlIy -" + oo 

, f(~,y) < C 2 , ~ 6 I} est born@ darts Y [1.1)' l'ensemble {27 1 J.~(cc,y)llV ~_ C I 

On consid~re alors le probl~me suivant : 

(1.2) gC~,y) = o 

~E ljy~ Y 

Proposition I : Sous les hypotheses pr4c4dentes, le probl~me (I .2) admet au moins 

tune solution. 

Remarque I : en supposant f(~,y) deux fois contint~nent diff4rentiable en ~,y) et 

I = {0,1 }k on peut se ramener K la minimisation d'une fonctionnelle con~ 

vexe. 

Remarque 2 : Si f(a,y) est striotement convexe et sous l'hypoth~se (1.1), il existe 

un probl~me admettant oomme unique solution, une solution du probl~me ~1.2) 

Cette remarque nous permettra par la suite de supposer que le probl~me 

4tudi4 admet une solution unique. 

I. 2. L__e probl~me p@nalis4. 

On d4finit le probl~me p4nalis4 suivant : 

I 
Min f(~,y) + -Ilg(~,Y)I[ 

(I .3) 
~E I,yEY 

On a alors la proposition suivante : 

Proposition 2 : 

Si (as,y) est une solution de (I .3), tout point adh@rent faible de la suite 

(~ ,y ) est solution de (I .2). 
£ E 

De plus si (1.2) admet une solution unique, alors 
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= ~ pour ~ suffisamment petit. 
E 

Ye ) 0 darts g faible 

avec (~ ,y ) solution du probl~me [1.2). 

tel que pour c < e ° , aE = ~ Donc d'apr~s la remarque 2, on voit qu'ilexiste a 
O 

et alors on obtient y sn r4solvant le probl&m e 

gC~*.y) = o 

YEY 

On constate que les difficult4s num4riques de convergence st de stabilit4 ren- 

contr~es souvent dans les m4thodes de p4nalisation n'existent plus ici, la conver~en- 

ce ayant lieu pour s suffisamment petit. 

Mais il faut remamquer quele probl&me p4nalis4 est en g4n4ral un probl~me en 

variables mixtes difficile & r4soudre. Cependant on verra que dans~un certain nombre 

de cas, ce problems prend une forme simplifi4e qui permet une r4solution relativement 

facile. 
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II - Application au probl~me de contrSle optimal en nombres entiers d'un syst~me Sou- 

vern@ par une ~quation pa~abolique. 

2.1. position du__probl&me. 

Soient : - V, H deux espaces de Hilbert avec V ~ H ~ V' avec injection continue 

et densit@. 

(2~1) 

- a[t;~,~) une famille de formes lingaires continues sur V telles que 

V ~, • E V t ~ a[t;~,Y) mesurable su~. ]o,T[ 

et la[t;~,~)l ~ c tl@IvltWI v 

il existe k tel que 

(2.2.) 

v t ~ ]o,%[ 

On @crit 

avec A(t) E Z[L2[o,T;V), L2[o,T;V')) 

- h l'espaee des fonctions en escalier sur ]o,T[, muni du produit sca- 

laire de L2[o,T). 

- ~ ~(u, L2(o,~v ') 

On d@finit alors l'@tat du syst&me par: 

T~ + Ay = f + Bu 

C2.~) 

y ~ , o )  = yo~X) 
On prend u sous la forme 

C2.4) u =~ ~i%~[~i,bi; i=I 

avec 

avec f E L2[o,T~V ') 

Yo E H . 

n un entier fix~ 

[ai,bi] une famille d'intervalles de ]o,T[ 

X[ai,bi] la fonction caraot@ristique de 

[a i ,b i ] 

#i  E ~ " ~i  E {o,1}  V i=1 . . . . . .  n 

On note I = {o,I} n ~ Iad tun sous-ensemble de I. 

On d@finit la fonctionnelle 

2 2 
62.~) ~6~) = fly- z~lIL2(o,~;H ) + Wl~l~2(o,~) 

avec z d donn@ dans L2[o,T;H). 

v > O  
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On consid&re alors le probl~me de aontrSle : 

Trouver 6 lad tel que 

6 Iad 

2.2. Le probl~me p4nalis~. 
~y 

Soit l'espace de Hilbert Y = {Y I Y 6 L2(o,T;V) ; ~ + Ay 6 L2(o,T;V')}. 

muni de la norme 

= IIYIILR(o,T;V ) + II~'~ + AYlIL2(o,T;V,) + NY(X*O)II 2 • 

obtient la fonctionnelle p~alis4e 

! ~y 2 1 
(2 .7 )  JE(c~'Y) = J (~ )  + ~I I1~" + ~ - f - BUllL2(o,.T; V, ) + g2 l lY(X. ° )  - Yo(,X)lt 2 

Le probl~me p4naliS4 s'4crit alors : 

Trouver (a ,y ) 6 Iad× Y tel que 

(2 .8 )  
J (~  ,y, ) = ~ ,7 G , y )  
£ S ~ S 

(~,y) 6 Iad × Y 

Alors les r4sultats du I) sont applicables et done en particulier tout point 
e 

a4_h@zent faible de (=e,y) est solution de (2.6). 

Le probl~ms (2.8) eat un probl~me de minimisation quadratique - quadratique en 

variaS/les mixtes. Dans le cas oh les intervalles ]ai,bi[ sent disjoints, le probl~me 

pgnalis4 eat 4quivalent a un probl~=e continu (~ E Is,tin). C'est dans ca cas que la 

m@thode de p4nalisation s'av~re particuli~rement int4res~ante. 

2.3. M~thcdes numgriques. 

On notera par y les variables continues et ~ les variables enti~res. 

a) Darts le eas oh is probl~me se ram~ne & un probl&me eontinu, on peut utiliser une 

m4thode de d4composition, en minimisant successivemen~ par rapport & ~, puis par 

rapport & y et en it4raut jusqu'& convergence. On a alors le r4sultat suivant : 

si d d4signe la distance sur Yet d I la distance euclidienne dans ~non note 

alors la m4thede prgc4dente converge vers un point (~,y) tel que 

b) Dans le eas o~ le probl~me se ram&ne & on probl~me continu, on peut 4galement uti- 

liser une mgthode du type Zagrangien augment4 d4velopp4e par Rookafeliar ([5] Roc- 

kafellar). Dnse trouve darts les conditions d'application de cette m4thode et en 

particuiier si P d4signe le probl~me primal et Dle probl&me dual alors: 
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c) Darts le cas g@n@ral~ on a un probl~m~_.q~adratique en variables mixtes, alors en 

posant Yij = ~i~j ' on peut se ramener & un probl&me lln@aire en (~,~) avee contrain- 

tes lin@aires sur ~, T. On peut alors d@velopper l'algorithme suivant ([7] Saguez) 

I. On r@soud le probl~me continu associ@ par une m@thode de gradient con- 

jugu@ r@duit. 

2. Si la solution ~ est enti&re, c'est la solution du probl~me, sinon on 

g@n~re une coupe de Gomory (ceci est possible car on se tro~ze alors 

bz~ sommet du simplexe). 

3. On it$re alors ce processus, jusqu'~ convergence. Celle-ci est assurge 

par la th@orie des coupes de Gomory° 

2.4. Exemple Num4rique. 

On prend l'4tat du syst~me solution de 

n 
Oy 
~-~ - a y = f +~ ~i Fi i=I ×[%bi~ 

y l Z  = 0 

y~.o) = yo(~) avec f E L2~Q) ; YoCx) ~ L2(Q) 

On d@finit !a fonctiornqelle 

far T 2 
J(~) = J J o IY-zdl 

On pose 

za~ : i = {o,~ p 

~x dt ; zd ~ L2(Q) 

Nous avons pris f(x,t) = 0 ; Yo(X) = 0 ; v = 0 

Nous avons appliqu@ les m~thodes a) et b) et nous avons obtenu des r@sultats 

identiques. 

yet) LM@thode a)) 

/ _~..~Etat obtenu 
r d~.~'~'~ par p@~lisation 

~ontrSle opti-~ 
mal. t 

Etat du syst~me pour x = 0.5 

vG) 

~em_~: Zd(X,t ) = I + sin 2 Ht 

M@thode a) 

2. 

5 8 10 t 

ContrSle optimal obtenu pour e = I 

M6thode b) 
0,9970 ; I ,0023 ; 0,9997 ; 0.9989 ; 

1,0068 ; -0,0052 ; -0,0019 ; -0,0063 ; 

1,013 ; 1,0111 

~i= I0 Vi 
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Exemple 2 : zd(x,t) = 5 sin 2 Ht 

y(t: 

Etat dgsir@ 

'~ ~thoa~ a)) 

Etat obtenu 
par p~nalisation 

associ@ 
contrSle 
optimal 

Etat du syst~me pour x = 0,5 

M@thode a) 

vet! l ........ 

W/i l / I I / I I I / /~  
4 t 

Co ntrSle optimal obtenq pour e = 1 

M@thgde b) on obtient pour le 

contr~le : 

1,0037 ; 0,9990 ; 1,0039 ; 1,0014 ; 

- 0,0007 ; -0,0039 ; -0,0035 ; 

-0,0043 ; -0,0026 ; -0,0005 . 

Exemple 3 : zd[x,t) = 4 x(x-l) sin 2 nt 

~i = 3 V i 

y~t) 

~Etat d@sir@ 

am 

\ I /oo=t~Sle optimal 
\~t~t /~tenu 
~ @ n a l i a  a t  i o n  

Etat du s,yst~me pour x = 0,5 

Mgthode a) 

r / / / / / / / / / / / / f / J  , , ~ 

4 9 t 

Contr61e optimal obtenu pour 

e = 10 -I 

0,0022 ; 0,0007 ; 0,0015 ; 0,0042 ; 

1,0052 ; 0,9923 ; 0,9955 ; 0,9942 ; 

0,9923 ; -0,0090 . 

Les temps de calcul sont de l'ordre de I mn 30 s sur CII 10070 pour la m@thode a) et 

de 2 mn 30 s sur CII 10070 pour la m~thode b). 
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III - Autres applications pour des probl~mes de contrSle optimal. 

3.1, Tout d'abord nous pouvons remarquer que cette m4thode est appr4ciable,cha- 

que fois que le contr61e intervient sous la forme 

u =~ ~i fi avec f'l une fonction donn~e dams h 

i 

en particulier on obtient un syst~me lin@aire en ~, si los f. sont orthogonaux deux 
l 

& deux. n 

On obtient @galement cette propri@tg quand u =~ ~ 6(xo- b ). 
1 l 

i=I 

3.2. On peut appliquer cette mgthode ~ des syt&mes non lin@aires. Par exemple 

lorsque l'@tat est donr~@ par : 

- + ~ i ~ i X [ a i , b i  ] )  y = f s ~  ~ x ] o , T [  
i=1 

ra YlZ 0 

y(=,o) = %(=)  

aveo f ( L2(Q) , Yo(X) ( L 2 ( Q )  , { [ a i , b i ]  } i = 1 . . . . .  n ~ le  f a m i l l e  d ' i n t e r v a l l e s  

de Q. 

Pour oette exemple on a des r~sultats de convergence analogue au II). 

3.3. Cas d'un probl~me aux valeurs propres : 

On se donne le systems : 

d2y n 
_ a . . ~  + ~ ~ ~ i ~ i × [ h , b i ] ~ x ) )  y : ~ s~r ~ = ] o , a [  

i = I  

dy ( o )  = o 

y C ~ )  = o 

a l o r s  l ' @ t a t  du syst~me est  l a  f o n c t i o n  p ropre  associ@e A l a  p lus  p e t i t e  v a l g u r  p rop re  

positive, telle que y(o) = I 

On prend la fonctionnelle 

: I - dL 2 d~ + v (k  - ko )2 

avec z E L2(~) 
d 

On consid&re le probl&me de contrSle. 

Trouver ( {o I = I tel que 

c l o , t , } ~  . 

v > 0 , k donng darts [~. 
0 
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8ur cet exemple on peut montrer que la mgthode de pgnalisation s'applique et on 

obtient un r@sultat de convergence analogue au II). ~[7] Saguez] . 

Conclusion : 

Cette technique de p~nalisation permet doric de ramener le probl~me de contr61e 

une minimisation en variables mixtes et dans un certain nombre de cas hun probl&me 

continu~ On peut ainsi avoir dans un temps de calcul tr&s inf~rieur aux m~thodes d'~nu- 

m~ration, la solution exacts ou au moins une bonne estimation de celle-ci. 
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