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Nous nous in t~ressons  ~t des probl~mes  d 'op t imal  design qui peuvent ~tre 

formul~s ainsi 

Prob l~me : Minimiser  la fonetionnelle coflt j( fl ) pour fi appar tenant  ~ 
ad ; 

off ~ad es t  une fami l le  de domain.es ~ de ~ n .  

Pour  r~soudre  num~riquement  un tel  probl~me une di rec t ion d 'approche  

naturel le  cons is te  ~t che rcher  la d~riv~e de la fonctionnelle j pa r  r appor t  au 

domaine ~ . Hadamard  [9 ] en 1908 ca lcu la  la d~riv~e de la plus peti te valeur  

p rop re  de ce r t a ins  op~ra teurs  par  rappor t  au domaine g~om~trique.  

Nous ~tudions ici l ' op t imal  design de sys t~mes  r~gis pa r  des p rob l~mes  aux 

l imi tes  ell iptiques bien pos~s (1). En pa r t i cu l i e r  nous nous r e f e r r e r o n s  au long de 

cet a r t i c l e  au probl~me module suivant : 

Probl~me module : Minimiser dans un ensemble 

2 
(0.1) j (~ )  = ½[[z(a) - ZdH 

L2(f~ o) 

of, z(~ ) est la solution de l'~quation d'~tat clans 

la fonctionnelle 
ad 

(0.2) 

et Had 

z(D) E Hl ( f i )  et V ~ E Hl(f~) 

{ ~{vz(~)° v~ +z(~)~-f~}dv = o 
est un ensemble d'ouverts v~rifiant 

¥~ E~ad , f~o c f~ cB 

(1) Pour  des probl~mes  aux va leurs  p r o p r e s ,  le lecteur  pour ra  se r ~ f e r r e r  ~ [12] 
et [7 ] et ~ la bib! iographie  de ces travaux° 
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oet B ~tant deux ouverts fixes de ~n et 

z d E L2(~o) : f E L2(B) 

Le plan que nous suivrons est le suivant 

1 Formulation du probl~me 

1. I Rep~rage du domaine 
i. 2 Notations 
I. 3 Calcul formel du gradient 

2 Transport sur un ouvert fixe : d~rivabilit~ 

3 Prolongement ~ un ouvert fixe : formule de Hadamard 

4 Exemples 

5 Conclusion 
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1 Formulation du Probl@me 

1.1 Rep~rage du domaine 

Nous uti l iserons un rep@rage classique pour ce genre de probl@mes (cf. [3] ) ; soit 

k un entier sup@rieur ou @gal St 2 ,  B un ouvert born@ de Rn on pose 

0k=IT diff~omorphisme de B darts B 

(1.1) t e lque  T et T -1 E ~ck(B)~ !n} 

Soit ~ un ouvert fixe de fermeture  incluse dans B, de classe C k ~cf. par exemple 

[11] ) ; on s'int@resse aux domaines images de fl par certains @14ments de Jk : 

plus pr@cis@ment l 'ensemble ~ad des domaines admissibles e s t d e  la forme 

(1.2) ~ad= { aT= T(fi) ; T EOad ~ 

oh Jad d@signe l'ensemble des diff@omorphismes admissibles Jad = ~k 

1.2 Notations 

I1 sera plus pratique d@sormais de consid@rer le diff@omorphisme comme nouveau 

contr51e et de formuler  le probl~me g@n@ral de la fa~on suivante : 

(P) Minimiser  dans Jad  la fonctionnelle 

(1°3) j(W) = J (T ,  z(W)) 

off z(T) est la solution d'un probl@me aux l imites dans f~T not~ ainsi 

t z(T) E Z T 
(1.4) 

(T ,z (T))  =o  clans Q'T 

et avec 

(1.5) 
J :  Jad×ZT -_. R 

: Jad ×ZT --~ Q'T 

Z T et Q'T sont des espaces de Banach d@pendant du contrSle T : J e t  

pas des applications. 

Cas du problSme mod@le : On pose pour T 

ZT = s l (  DT ) QT = HI(aT)  

V ~ E Z T , ~ E QT 

appartelmnt ~ Jad 

ne sont 
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J (T ,  ~ )  : ½11q~- z~t!2.  

t ~, L~'( 0 o) (1 .6)  [- ~ (W ) , ~ ]  = 
L ' ~ Q'T x QT 

T 

Le symbole  < ~ > d~signe, saul mention contraire, le produit scalaire de R n. 

I. 3 Calcul formel du gradient 

En d@rivant formellement l'@quation (i. 4) on obtient 

(1 7) ~ ~ d z  
• 5--T + 5 m  " d T ( T ) = o  

in t roduisons l '~tat  adjoint suivant 

p(T)  E QT et V ~ E Z T 
(1.8) 

(W z(W)) .  ~ , p (T) j  = 
J 

(T,  z(T))  . 
L~ ' 

et uti l isons la d@rivation compos~e 
dj 5 J  ~J dz (T) 

(1.9) dT (T) = - ~ - ( T ,  z (T)) + - ~ - ( T ,  z(T))  . "d-T-- 

nous obtenons 
5 ~ p(T) ] dj 5 J  " z ( T ) ) - [ ~ - ~ - ( T ,  z ( T ) ) ,  _ (1. i0) - ~  (W) = ~-~- (T,  • 

Le but de cet a r t i c l e  es t  de p r e s e n t e r  un contexte g@n~ral off ce calcul fo rme l  est  

justif iS.  Nous me t t rons  auss i  en 8vidence dans quelques exemples  que le deuxi@me 

m e m b r e  de (1.10) es t  une in tegra te  de su r face  du m~me type que ce l les  introduites  

pa r  J .  Hadamard .  

Mais tout d'abord nous nous int@resserons ~ la d~rivabilit@ de la fonctionnelle j : 

c ' e s t  l 'obje t  du pa rag raphe  2 . 

2 Transport sur un ouvert fixe. D@rivabilit~ 

Soit T un @l@ment de ~ . , 0  et 8 
act 

e E [ C k ( B )  In 

6 > o 

t e l s  que 

(2ol) 

Dans ce qui suit T 

fiant la condition (2.1) tantSt une var iab le  d~crivant  l ' ensemble  3ad 

Nous al lons ~tudier la d~riwabilit~ au sens  de G~teaux de ta fonctionnelle j 

T + t  ~ E J a d  V t E I = [ o ,  8 [ ; 

d@signera sans  ambiguit~ possible  tant6t un @l~ment fixe v~r i -  

dans 
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la direction e. La principale difficuR6 du contexte pr6c6dent provient du far que 

l'espace des fonctions d'6tat varie avec le contrSle. Une id6e natureIie pour se ra- 

mener ~t des espaces fixes consiste ~t transporter l'6quation d'6tat sur l'ouvert fixe 

fl en utilisant le diff6omorphisme T ; d'ofi l'hypoth~se 

(H i) Ii existe un espace de Banach Z et un espace de Banach r6flexif Q de fonc- 

tions d6finies sur fl tels que pour tout 616ment T de $ad l'application ~ -" ~0 o T 

est un isomorphisme de Z T sur Z (resp. QT sur Q) . 

Consid6rons l'6tat transport6 

(2°2) z(T) = z(T) o T 

c'est la solution du syst&me 

(2.3) j ~(T) E Z 
"~ (T,'z(T)) = o dans Q' 

off l'application ~ est d6finie de la manibre suivante 

: Jad × Z -* Q' 

et le probl~me (P) (cf. le paragraphe Io2 6quivaut ~t (P) 

(P) Minimiser dans ~ad 

j (T)  : ' ~ ( T , ~ ( ' r ) )  

off ~(T) est  la solution de (2.3) et avec 

(2.5) 
t Y ( T , 9 )  = J ( T , 9 o  T -1) 

Dans le cas du probl~me modble on aura  

Z = H l ( n )  Q = HI(O) 

J(W, ~ o W -1 _ Zd[12L2 ( -  
flo) 

[ ' ~ (T 'q~ ) "~  h--Ii(f l)] ' x H l ( f l )  = 

fl 

On voit dans cet exemple que le contr01e T intervient uniquement dans les coeffi-  

cients et le deuxi~me membre  de l '6quation d'6tat.  Nous montrerons  la d6rivabilit6 

de j ~ pa r t i r  de cel te  de l 'appIication 

(2.6) 
T ~-~ ~(T) 

ce l le -c i  est une cons6quence du th6orbme des fonctions implici tes ,  d'o0 l ' in t roduc-  
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tion d'hypoth~ses de r~gularit~ sur les applications ~ et 

(H 2) (i) L'application suivante est continue 

IxZ -~ Q' 

(t ,  ~ ) ~  ~ ( T + t  e , ¢p ) . 

(ii) El le  est  d~rivable pa r  r appor t  %t m et sa  d~riv~e par t i e l l e  5~/b~ est 

continue pa r  r appor t  au couple ( t ,  ~0 ) ° 

(iii) Et te  est d~rivable en (o, ~ (T) )  et l 'on  a 

5.~_~ (o , '~ (T) )  6 I som (Z Q') o 
5cp 

(H 3) L 'appl icat ion 

IxZ-~ R 

( t , ~ )  __~ J ( T + t 8  , ~  ) 

est  d~rivable en (o, Z(T))  . 

Proposi t ion  2.1 - On se place  sous les  hypotheses  (H 1) ~ (H 3) ; a lo r s  

(i) L 'appl ica t ion  (2.6) est  G-diff~rent iable  en T dans la di rect ion e 

~" (T,  0) : 

(2.7) _ (T,  ~ (T)  o ( Y ( W + t  0 ,  ~(W) 

t : o  

(ii) La fonctiormelle ] e s t  G-diff@rentiable en T dans la d i rec t ion e 
j ' ( T ,  8 ) =  

d ~ ( T + t ~ ,  g ( T ) )  dt (2. a) -dt t=o t=o 

off ~(T)  est  !a solution du sys t~me adjoint suivant 

~ ( T )  6 Q 

(2.9)  ~ (T , z (W)) ]  ~ p ( T )  = 5J  (W,~(W)) 

Cette proposi t ion est  une adaptation du th~or~me des fonetions impl ic i tes  (el° par  

exempte  [13] p°283). L '~ta t  adjoint est  introduit  eomme  dans [ 2] ° 

Application au probl~me mod~Ie ° 

Les  hypotheses  de ia proposi t ion pr~e~dente sont des hypotheses  de r~gular i t~s  sur  

les  donn~es et le contr0ie .  Les conditions suivantes sont suff isantes  pour leur v~r i -  

fication H i 
(2.10) t f 6 (B) 

k = 2 clans (2ol) 
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L'~tat adjoint ~(T) est 1,% solution du syst&me 

~(T) E H~) et V ~ E H~0) 

(2o11) ~ { < D T - I * v p ( T )  , DT-I*v~0>+ p(T)%0 

~(~(T) - z d o T)}I det W 1 dv = o 

et la formule (2.8) se met sous I,% forme suivante 

(2oi2) j ' ( T , e )  Jn ~=/ t<G° 'e>Rn +<G ! ,  DS> 2 ,~ dv 
R n 

en posant 

<Go, e> dv :9~<VfoT ,e>~'(T) IDTldv  

-fo(~(T) oT - I ~  -Zd)<v~'(W)o W -I, DT -Io W-l.@> dv 

' < G 1 ,  D@> dv = 

-.]'{< DT-I*V~(T) , DT -I* Y~(T)> + ~(T) ~(T) 

-f oT p(T)} ~d [D(T+te)t=odV 

+ f {<[DT-Io D e . D T - I !  * 9~(T) , D T - I *  V p (T)>  

÷ < D T  - t ~ v ~ ( w ) ,  DT- . D e .  DT- ~, ,~(w) t IDTI dv . 

Du point de vue optimisation il est utile de se placer clans un contexte hilbertien : 

soit G une solution du probl~me aux limites 
I G E [HI(B)] k 

((G, ~ )~HI(~ )]n = ~  {<Go, 

si G est suffisamment r~guli~re, 

le probl~me (P) . 

@>+<G I , D@>I dv ; 

G est une direction de plus grande descente pour 

Cette expression de gradient est peu commode ~t utiliser et nous allons mettre en 

~vidence une expression plus simple de ce gradient. 

3 Prolongement ~t un ouvert fixe . Formule de Hadamard 

Comme annonc~ au paragraphe 1.3 nous nous proposons d'exprimer le gradient 

de la fonctionnelle j non plus ~ partir  des applications ~ et J mais ~t partir  des 

correspondances ~ et J ou plus exactement ~ l'aide d'application ~, J prolongeant 

ces correspondances° Pour ceta on introduit deux espaces de Banach Z B et QB 

de fonctions d~finies sur B v~rifiant l'hypoth~se 

(H 5) (i) L'application 

V---. %0oT 

est un automorphisme de Z B (respo QB ) 
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ii) Ii existe deux op@rateurs lin@aires continus et ~t images denses 

R I :Z B --~ Z 

% :QB --~Q 

De ces op@rateurs, qui seront dans les exemples des op@rateurs de restriction, on 

d@duit par transport 

RT : ZB --. ZT 

g 
: QB __. QT 

d@finis par 

(3.i) RiY~ = [Ri(~o T] o T -I pour i = t ,  2 

Soient ~ et J les prolong@s de .~ et J dans le sens suivant 

(3.2) 
: -3ad xZ B --* Q~ 

T T 
! - ~ ( T , ~ ) , V ] :  [ ~ ( T ,  R I ~ ) ,  R 2 ~ ]  

(3.3) 
: ~adX Z B _.., R 

T J(T,~) = J(T,  R 1 ~) 

Cas du probl@me module . On pose 

ZB = QB = HI(B) 

etpour i=1,2 

a .  
1 

alors on a 

V ~o ,~EHI(B) 

: HI(B) --~ HI(0) 

(3.4) 

(3.5) 
T 

J(T,%0) = ½1]~- ZdN2n2(f ~°1 ! 

Dans cet exemple, des probl@mes concernant la r6gularit@ des fonctions d'@tat 

(direct et adjoint) se posent si l'on veut d6river ~ par rapport ~t T ; clans la formu- 

lation g@n@rale ces problSmes se retrouvent dans la difficult@ de d@duire de la d@ri- 

vabilit@ de ~ (respo J)  celle de ~ (resp. J ) ,  difficult@ qui provient du transport par 

le diff@omorphisme (cf. les relations (2.4) et (2.5)). C'est pourquoi nous allons in- 

troduire deux espaces de fonctions plus r@guliSres que les fonctions standard des 

espaces Z B e t  QB ; les fonctions d'@tat devront appartenir ~t ces espaces ; en fait ,  
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dans la p lupar t  des exemples  on prof i te  d 'un supplement  de r~gulari t~ cons~cutif 

la v~rif icat ion de l 'hypoth~se (H 2) . 

(H 6)  I1 exis te  deux sous espaces  Z r et Qr 

l ' appl ica t ion 

de Z B e t  QB ( respect ivement)  t e l s  que 

(3.6) t ~  o ( T + t e )  

soit  d~rivable en o darts Z B ( resp .  QB ) pour tout ~l~ment V de Z r ( resp .  Qr ) . 

Proposi t ion 3.1 - On se place  sous les  hypotheses  (H 1) ~t (H 6) ; on suppose en outre  

que les sys t~mes  suivants  

z(T) E Z B 

(3.7) ~ ( T , z ( T ) ) = o  clans Q'B 

p (T)  EQB ' ¥ ~ E Z B 

_ ~J (3.8) [-..~-(W, },(T)). q~, ~ (T)~Q, B XQB 5~ 5~ ( T , z ( T ) ) .  ~0 

admet tent  des  solutions qui v~rifient  les conditions de r~gulari t~ 

Proposi t ion  3 .2  - On se  place sous les  hypoth&ses (H 1) ~ (H 6) et on suppose qu ' i l  

exis te  un op~rateur  de prolongement  P l in~aire continu de Z clans Z B 

: Z--~Z B 

R 1 o P = Id  z ; 

soit  H u n  espace  de Banach contenant Z B tel  que l 'appl icat ion 

I × Z B - +  H 

(t ,  ~ )  __, ~ o [W+t  G] -1 

soit  d~rivable en ( o , ~ )  pour tout ~l~ment ~ de Z B o 

Alors  il exis te  pour tout ~l~ment T de 3ad un prolongement  -~ (T) de z (T) dans 

Z B dans le sens  suivant 

T ~ (T) = z (T) et tel  que l 'appl icat ion (T) est une solution de (3 .7 ) ,  R 1 

Jad --* H 
W -~ ~(T)  

admet  pour G~teaux-d~riv~e en T dans la di rect ion 8 la solution du sys tbme  

(3,9) ~.(T) E Z r ~(T) E Qr " 

Alors le gradient (2.8) se met sous la forme 

_ d [ ~ ( T + t 0 ,  ~ (T) )  ~(T)~t=  ° . (3.10) j ' ( T , G ) =  d - - ~ 2 ( T + t  e ,  ~(T))~t=o d t  
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_Sfl.~_ ( T , ~ ( T ) ) °  5 ' ( T ,  0 ) - d ~ - ( T + t S ,  ~ (T) ) t_  ° 
5%0 dt - 

R e m a r q u e  3. I 

Le  ca lcu l  f o r m e l  de d~r iva t ion  c o m p o s ~ e  de p a r a g r a p h e  1 .3  peut  ~ t re  en t i~ remen t  

justifi@ via  la  p r o p o s i t i o n  3 .2  m a i s  sous  des  h y p o t h e s e s  p lus  f o r t e s  clue ce l l e s  de la  

p r o p o s i t i o n  3 .1  qui n ' e s t  doric p a s  une consequence  de ta  p r o p o s i t i o n  3 .2  

4 Exemples 

4.1 Quelques lemmes techniques 

Nous verrons plus loin que les calculs de gradients relatifs ~t un certain nombre de 

probl~mes se ram~nent grace ~t la proposition 3. I ~t l'utilisation de quelques formu- 

les de d~rivation connues en M~canique des Milieux continns (cf. par exemple [8 ]). 

On conserve les notations des paragraphes precedents, et on pose 

V = 0o  T -1 

et  pour  t a p p a r t e n a n t  ~ l ' i n t e r v a l l e  I 

a t : ( T + t  + ) f  

On peut  ~noncer  les  l e m m e s  su ivan ts  

L e m m e  4. [ Seit  u un +l~ment  de W 1" 1(]R2) ( I )  a l o r s  

m u d v  = u < n , V >  
dt t fit 

off ~'  d6s igne  un v e c t e u r  u n i t a i r e  n o r m a l  ~ ~f 

L e m m e  4 .2  Soit u un 61~ment d e W  2'1(1~ 2) a l o r s  

d d ~  = v u ,  V >  + u  <DV . ~ , v >  dz 
t 

off ~ es t  un v e c t e u r  tangent  ~ 5fit " 

R e m a r q u e  4. I - La f o r m u l e  p r~c6den te  peu t  s e  m e t t r e  sous  une f o r m e  p lus  s i m p l e  

en f a i s an t  i n t e r v e n i r  la  c o u r b u r e  de  la  f r o n t i ~ r e  5fi t (cf.  [113 ) ° 

L e m m e  4 .3  Soient u un ~16ment de H3(]R n) (2) , et w un ~l~ment  de H2(lR n) 

a l o r s  
d 5v $ 

--dt3~ntu ~ a ~ S n  - = J S f t  '{ < v u '  V v > + u A v }  <f i ' ,V>  d 
Le  l e m m e  4 .3  es t  une consequence  de la f o r m u l e  de G r e e n  et du l e m m e  4o l  ° 

(I) wm,P(n)= lu eLP(fl);V~e~in, i=]<_m D~ueLP(fl)i V tier n . 

(2) HS(fl) = wS,2 (f) 

d~ 

t et dirig~ vers l'ext~rieur de a t ° 
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4o 2 R0sul ta ts  

Pour  plus de simplici t~ on se bo rne ra  ~t d~finir pour chaque exemple une application 

v~rif iant  les  hypotheses  de la proposi t ion 3o I a insi  que les hypotheses  de r~gula-  

ri t~ requises  pour les donn4es et pour l ' ouver t  ; dans  la plupart  des cas  ces hypothe- 

s e s  sont plus que suff isantes  pour ga ran t i r  l ' ex i s tence  des express ions  obtenues ; on 

peut envisager  d ' a m ~ l i o r e r  ces  hypotheses par  un ra i sonnement  pa r  densit4 

(cf. [4] ). On mont re  par  a i l l eurs  (cf. [5 ] ) l ' ex i s tence  de fo rmules  analogues 

( int~grales sur  le bord var iable)  sous des hypotheses  beaucoup moins r e s t r i c t i v e s .  

Exemple  n°l (Probl~me modu le )  - 

On suppose que 

Jadc J2 (cfo (I.I)) 

et f E HI(B) ; 

on introduit  t '~tat  adjoint suivant 

i -Ap+p =Xf~o (z-z d) dans ~T (i) 

~n ~p - o sur  ~a  T 

et le gradient  est  obtenu sous la f o r m e  suivante 

j'(T, e)= ~ vp + - <vz, > zp-fp} <n'~ V> d~ 
T 

Remarque 4.9. - L'application de la proposition 3o 2 nous donnerait le r~sultat 

suivant : 

Proposi t ion  - I1 existe un prolongement  ~(T) de z(T) dans HI(B) ,  G-d~r ivable  pa r  

r appor t  ~ T ~ va leurs  clans L2(B) (dans HK(B)-- en se  plagant dans un contexte 

suf f i samment  r~gulier) .  

On mont re  auss i  sans  supplement  de r6gulari t~ que z(T) 1 f~o est  d~rivable ~t valeur  

dans HI(no). 

Exemple  n°2 

On suppose 

~ d  ~ 
f EHa(B) ; z d E HI(B) 

On veut calculer le gradient de 

j(T) = ~ It z - Zd1122 ( 
n T ) 

avee 

(1) X~o : fonction ca rac t~r i s t ique  de ~ o 
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2 
l a z+z = f dans fiT 

I ~=o } ~ur a T 
5- Az =O 

On applique la proposition 3. i & l'application 

:~ad × H2(B) -~ ~H2(B)~ ' 

T 
Introduisons l'6tat adjoint 

~ 2 p + p = z _  z d darts fiT 

Ap=o 
sur 5f~T - ( 

l Ap = o / 

on obtient 

Exempte n°3 

On suppose 

~gad c ~5 
f E HI(B) 

l'~qu&tion d'~ta£ est  l& suivante 

A2 z =f dans fiT 

sur  b fiT 

hp } <n*,V> d~ 
et le gradient 

j ' (T,~)  = ,]~T ~ -~(~-~d )2 ÷ ~z 

Z =O 
5Z = o 
5n 

la fonctionnelle est identique & celle de l 'exemple 2 et l 'on prend pour application 

V~ad × H4(B) -~ ~ ~L2(B) × HI(B) HI(B) 7 
V (T, %0 '~1'~2' ~3' ) ESad x H4(B)x L2(B x _~H~B)~ 2:  

[~(T,~ ), (~, ~, ~ )] : 
( PZ-f) ~ I d V +  z Y 2 + -  ~ -  ~3 ) d~ 

T ~n 
On en d~duit l'~quation adjointe 

A2PI = z - zd  clans fiT 
5 pl 

Pl = ~  = o  ~n 
=--5-- hp I sur  5fiT P2 5n 

P3 = -APl 
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Cette m~thode s 'applique aussi  au contr6te de l ' in ter face  d'un syst~me gouVern@ par  

un probl~me de t ransmiss ion  d6fini dans l 'ouvert  B tout entier (Cfo ~ 6 ] ) . 

5 CONCLUSION 

La m~thode que nous avons pr~sent~e s 'applique aux probl~mes de contr61e par ur~ 

domaine de syst~mes r~gis par  des probl~mes bien pos~s suffisamment r~gul iers ,  

l in~aires ou non lin~aires° Elle se g~n~ralise all cas de probl~mes de valeurs 

p ropres  ; on re t rouve a lors  les formules de Hadamardo 

On peut aussi  adapter cette m~thode ~ diff~rents choix de param~trage ,  et l 'u t i l i sa-  

tion de ces formules  darts des algori thmes du type gradient accel~r~ donne des r~- 

sultats encourageants (cf [4 ~ pour des r~sultats num~riques) . 
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