DIE GROSSE DES ZUSTANDSMINIMALEN LR(0)-ANALYSATORS

R.Kemp,Universitdt des Saarlandes,Saarbriicken

Die Analyse eines Wortes w,welches mittels einer IR(k)-Gram-
matik G (/6/) erzeugbar ist,l48t sich bekanntlich in linearer Zeit mit-
tels eines deterministischen "push-down-transducer" DPDT(a) (IR(k)-
Analysator) durchfiihren,dessen Schaltwerk ein endlicher Automat a
(LR(k)-Automat) ist,welcher die Menge aller Anfangswdrter bis zur er-

sten Reduktion (Handle) und die folgenden k Terminalzeichen erkennt.
Dabei treten die Endzustdnde (Reduce-Zustdnde) im LR(k)-Automaten ge-—
trennt auf,d.h.es fallen keine Endzustinde in Zwischenzustdnde (Shift-~
Zustdnde) und keine Endzustinde zusammen.Im allgemeinen geht aller-
dings die rasche Analysezeit auf Kosten aufwendiger Analysatoren,d.h.
die Zustandsmenge des LR(k)-Automaten wird sehr groB.(vergl./3/).Aus
diesem Grund ist man an Verfahren interessiert,welche die Zustands-
menge vermindern,ohne auf eine korrekte Fehlererkennung bei der Analy-
se zu verzichten,

In der vorliegenden Arbeit werden zunichst zwei Typen von LR(k)-Auto-
maten definiert: Der "A-minimale LR(k)-Automat" und der "@rminimale

LR(k)-Automat".Beide definieren einen LR(k)-Analysator,welcher genau

die von der gegebenen LR(k)-Grammatik G erzeugte Sprache £(G) analy-
siert.Der A-minimale IR(k)-Analysator,welcher als Schaliwerk den A-mi-
nimalen IR(k)-Automaten besitzt,hat die Eigenschaft,daB die Entschei-
dung,ob das Wort in der erzeugten Sprache liegt oder nicht,in kiirzester
Zeit getroffen wird.Der 4-minimale IR(k)-Analysator mit dem %—minima—
len IR(k)-Automaten als Schaltwerk trifft die gleiche Entscheidung,al-
lerdings mit stdrkerer Verzdgerung, besitzt dagegen aber die geringste
Anzahl von Zustédnden unter allen Analysatoren,in deren Schaltwerk die
Endzustdnde getrennt auftreten und die zu vorgegebenem Wort aus der
Sprache €(G) den zugehdrigen Ableitungsbaum bzgl.G liefern.Dabei ar-
beiten beide Analysatoren auf Wortern der Sprache gleich schnell.Im
wesentlichen stellt sich die Konstruktion des 4-minimalen LR(k)-Auto-
maten aus dem A-minimalen LR(k)-Automaten als Minimierung spezieller
partieller endlicher Automaten dar.Als bemerkenswertes Ergebnis erhilt
man,daB i.a.auch die Méchtigkeit der Zustandsmenge des’%—minimalen
LR(0)-Automaten exponentiell mit der Michtigkeit des Hilfsalphabetes
der gegebenen LR(0O)-Grammatik wichst.
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1. NOTATIONEN - DEFINITIONEN

Definition 1
Ein 4~tupel G=(I,T,P,¢) heiBt kontextfreie Grammatik (CFG) itber dem
Hilfsalphabet I,dem Endalphabet T,mit dem Produktionssystem P und dem
Axiomw (¢I).Jede Regel fieP,1g is«#P,ist von der Gestalt:

£,:Q(£;) ——> 2(1,)

mit Q(£y)=6,Q(£;) e T,5(£;)e (To),1¢ 1i¢%P,j» 2.0(f) heiBt Quelle der
Regel f und %(f) heiBt Ziel der Regel f.

Bemerkung 1

Wie in /1/ bveschrieben,ldBt sich jeder CFG eine freie X-Kategorie
F(P,IvT) mit der Morphismenmenge MOR($(P,IvT)) und dem freien Erzeugen—
densystem P zuordnen,Jedem aus dem Axiom ¢ mittels der fe P ableitba-
ren Wort w entspricht damit ein Morphismus ge MOR(F(P,IvD)) mit Q(g)=¢
und Z(g)=w,wobei Q(g) bzw.Z(g) Quelle und Ziel von g darstellen.

Definition 2
Ist G=(I1,T,P,¢) eine CFG,dann ist

T(6) := {we(Tur)| (Eigemoa(s:(p,zum)))m(g):mz(g)zw}

die Menge aller aus dem Axiom ¢ ableitbaren Satzformen.Die Menge
L(G) 1= T(G)n 1™ igt die von der CFG erzeugte kontextfreie Sprache.

Definition 3
Eine CFG G=(I,T,P,c) heiBt chomskyreduziert (CCFG),falls gilt:

(1) (Y aeT)(AreP)(Q()=arz(£)e 1)
(11) (V¥ AeI)( Jg e MOR(F(P,TvTa Ju,v e (IuT)*)(Q(g)=TA Z(g)=uhv)

Definition 4
Ist G=(I,T,P,¢) eine CCFG und ge MOR(¥(P,IvT)),dann heilt
g=(1umx £, x 1“20 cos O<1u4X £, x 1v4)

mit ui,vie.(lu Tfe,fie P,1€ i< m,sequentielle Darstellung von g.Besitzt

g genau eine sequentielle Darstellung,dann ist g total unzerlegbar.Eine
sequentielle Darstellung heiBt antikanonisch,wenn 1(vi)< 1(vi+1)+1,

1¢ igm-1,gilt.Dabei ist 1{w) die Iinge des Wories w.Wenn es zu g eine
antikanonische Darstellung obiger Form mit Q(g)=C¢ gibt,dann heiBt
(1%:: £, x 1vm) H-Faktor von g.

Definition 5
Ist G=(I,T,P,5) eine CCFG,dann sei mit fe P die Menge R(f) wie folgt
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definiert: N
R(f) := {wZ(f)\(E]ve (IUT)A:ng_MOR(?(P,IuT»(Q(g)=G‘Ag total unzer—
leghar a (1w x fx 1v) H-Faktor von g)}

Die Menge R(p) mit
R(P) ::‘ JR(f)

feP
heiBt Menge der reguldren Anfangswidrter.

Definition 6
Ein gndlicher Automat (EA) ist ein 7-tupel a=(§,7,F,«,0,8,\) mit
(i) &,£,5,0 sind endliche Mengen (Eingabezeichen,Zwischenzustinde,

Endzustinde, Ausgabezeichen)

(i11) §: ——=HFuF), D =(FuFxE (Uberfihrungsfunktion)
(i) ——> 0, H(fuPxE (Ausgabefunktion)
(iv) a e (Startzustand)

Ein EA a heiBt
deterministisch (DEA) &= (Y (s,x)e &) (#8(s,x) ¢ 1)
vollstindig (VEL) &= D=%= (fuF)xt
streng partiell (SPEAX—=—>30=7%

Bemerkung 2

Ist a ein deterministischer VEA,dann bezeichnen wir mit S(G,W) den Zu-
stand,in den man durch Lesen des Wortes w vom Startzustand & aus ge-
langt.

2. DER.%=MINIMALE LR(0)-ANALYSATOR

Bei der Analyse eines Wortes w,welches mittels einer LR(0Q)-Grammatik G
erzeugbar ist,liest man das Wort wvon links nach rechts und die Ent-
scheidung,ob an der gerade gelesenen Stelle eine Reduktion f,d.h.eine
Ersetzung von Z(f) durch Q(f),vorzunehmen ist oder nicht,kann eindeu-
tig aus dem bereits gelesenen Teilwort getroffen werden.Da in der Menge
der reguldren Anfangswirter (1.Def.5) alle Anfangsworter bis zur ersten
Reduktion aufgelistet sind,geniigt bei der Analyse eines Wortes w die
Kenntnis der Menge R(P).In /1/ wurde gezeigt,daB die Menge R(P) fiir
Jede CCFG als homomorphes Bild eines Standardereignisses reguldr ist
und damit von einem endlichen Automaten A erkannt wird.In /2/ wurde

die Berechnung der Uberfiihrungsfunktion & dieses deterministischen VEA
(DVEA)  A=(TvT,#, {®] feP},4,Pu{1,s} ,8,)\) effizient gestaltet und da-
riberhinaus gezeigt,daB dieser VEA im automatentheoretischen Sinne
reduziert und damit minimal ist.Ist w=uxve (IuT)*,uve (IUT)*,XE_(IUT),
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dann gilt fir die Uberfiihrungsfunktion § und die Ausgabefunktion \:
S:(fovF) x(Tum) —sf U ¥

() falls uxeR(f),feP
$(z,x) =4 27  falls (ye (IuD))(uxye R(P))
q sonst

A (fu §) x (TuD) ——P oi1,s]

f falls 6(Z,x) =@)
Mz,x) =41 falls §(Z,x) e I i{g

s falls §&§(Z,x) =q
Dabei ist q ein ausgezeichneter Zustand,in den man im Falle w #ﬂﬁ(G)
gelangt.
Der Automat A besitzt bei vorliegender LR(0)-Grammatik die Eigenschaft,
daB keine Endzustdnde zusammen- und keine Endzustinde in Zwischenzu-
stdnde fallen.Die Aequivalenz dieser Aussage mit dem Vorliegen einer
LR(0)-Grammatik ist in /1/,/2/ gezeigt und gibt AnlaB zu folgender

Definition 7
Eine CCFG ist genau dann vom Typ LR(O),wenn fiir alle f,f’e P,f#f gilt:
(1) R(£) T R(£) = ¢ und (ii) R(£)-T" a R(E) = ¢

Es gilt der in /5a/ bewiesene

Ist G eine CCFG vom Typ LR(0),dann meldet der Analysator DPDT(A) mit
dem endlichen Automaten A als Schaltwerk bei dem Eingabewort w genau
dann einen Analyseabbruch,wenn w ein Anfangswort Wy besitzt,zu dem kei-
ne Verldngerung v zu einem aus ¢ ableitbaren Wort existiert.

Damit besitzt der DPDT(4A) die Eigenschaft,daB er zum frilhest mBglichen
Zeitpunkt die Analyse abbricht.Wir bezeichnen ihn als A-minimalen
IR(0)-Analysator der Sprache i(G).(Analysezeitminimal).Der Automat 4

heiBt A-minimaler TR(O)-Automat.

%, REGULARE LR(0)-UBERDECKUNGEN

Definition 8

Ist G=(I,T7,P,¥) eine CCFG vom Typ LR(O) und A der zugehdrige A-minima-
le IR(0)-Automat,welcher die reguldre Menge R(P) erkennt,dann heiBt
jedes Mengensystem ﬁ(P) 1= {%(f)l féﬁP} vermsge

(1) (¥ £eP)(R(£) reguldr) (i11) (V fe PY(R(£) =R(£) = (T o))
(13) (Y £e2)R(2)-T0 R(£)=)  (1v) (¥ 1,2eR)(eAr=R(£)- 10 R(2)=0)
regulire TR(0)-Uberdeckung von R(P).



227

Es gilt der in /5a/ bewiesene

Ist 6=(I,T7,P,5) eine CCFG vom Typ LR{0O) und R(P) eine reguldre LR(0)-
Uberdeckung von R(P),welche von dem DEA ﬁ:(IuT,?,F,&,PxJﬁ,s},g,&) er—
kannt wird,dann stellt jeder DPDT(A) ein Analysator der Sprache % (G)
dar.

®
Bemerkung 3
Liefert der A-minimale IR(0)-Automat A eine Reduktion f,dann ist diese
auch anwendbar,d.h.der Automat gelangte durch Lesen von Z(f) in den
Endzustand C).Liefert dagegen der Automat 1 eine Reduktion f,dann muB
diese nicht notwendigerweise anwendbar sein,da L w.U.nur durch Lesen
eines Endwortes von Z(f) in den Endzustand (:) gelangte.Aus diesem
Grund miissen die zu l6schenden Kellerzeichen bel einer Ausfiihrung einer
Reduktion f mittels des DPDT(ﬁ) mit den entsprechenden Zeichen in z(f)
auf Ubereinstimmung verglichen werden.

4, DER 4-MINIMALE LR(O)~-ANALYSATOR

Ist A der A-minimale ILR(0)-Analysator bzgl.der LR(0)-Grammatik G und A
ein EA,welcher eine regulidre IR(0)-Uberdeckung ﬁ(P) erkennt,dann be-
zeichnen wir mit-é bzw.% diejenigen SPEA,welche durch Elimination des
ausgezeichneten Zustandes g aus A bzw.ﬁ entstehen,d.,h, z.B.

é- = (IUT,T’D\{q} ’S:,G,Pum} ;8/(30\{(1} )X(IUT)’X/(Tf\{q’OX(IuT))

Falls keine Verwechslungen auftreten,setzen wir kiinftig wieder:
” N A
4 = (Iv1,9,%,4,Pu{1},8,)) und g\ = (IoT,¥,5,8,2v0},5,))

BEs gilt der in /5a/ gezeigte

Es existiert i.a. kein Automatenhomomorphismus @ mit

(1) §a) = 4 bzw. (11) f(a) = 4

Die Menge aller reguldrer IR(0)-Uberdeckungen von R(P) bezeichnen wir
mit ﬁ(Iﬁ. fk(P) ist die Menge aller EA %,welche ﬁ(P)E.@Q(P) erkennen,
Wir geben nun die o
Definition 9
Ist 6=(I,T7,P,0) eine CCFG vom Typ LR(0),dann heiBt ein Analysator
DPDT(ZAP:) vermdge £F _ MIN +32

iedup
4-minimaler LR(0)-Analysator.(Zustandsminimal).Der Automat % heiBt‘%:;
minimaler LR(O)~Automat.
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Wie man leicht einsieht,erhdlt man jeden EA %e[t(?) aus 4 durch geeig-
nete Identifikation von Zusténden.Es diirfen solche Zustédnde z,z’ed
nicht identifiziert werden,fiir die gilt:

(Fve (D)), v)=@ a8(g,MeEIN@}), 9.8efz,27, n#g
da ansonsten der Endzustand () in einen Zwischenzustand oder einen von
C) verschiedenen Endzustand fallen wiirde.Zustdnde,welche nicht identi-
fizierbar sind,d.h.der angegebenen Bedingung genligen,bezeichnen wir
kiinftig als inkompatibel (ansonsten:kompatibel).Ein Minimierungsalgo-
rithmus zur Konstruktion des %—minimalen Analysators % ist in /5b/ an-
gegeben.

5. DIE GROSSE DES %_MINIMALEN LR(0)~ANATYSATORS g

Wir wollen nun einige Aussagen iiber die Michtigkeit der Zustandsmenge
fo $machen.Hierzu geben wir die
Definition 10
Ist 6=(I,T7,P,6¢) eine CCFG,dann ist
F(£,X) 1= {feP|2(£) e (v)) X ,Xe(IvD)}
die Menge der X-finalen Regeln und
M(£,X) := {feP| () e (TvD) X -(v1)" 2 (TgeP)(ge F(£,X))}
die Menge des X-medialen Regeln,
Es gilt der

SATZ 4
Ist G=(I,T,P,¢) eine CCFG vom Typ LR(O),dann gilt fir die Méchtigkeit
der Zustandsmenge fuf eines %~minimalen IR(0)-Automaten %:

FEoH) > 2 ¢ WAX (FFEY) - S gyppy * 1)
xe(TIuT)
Dabei ist Si . das "Kronecker Symbol",

Beweisskizze:

Betrachte im A-minimalen LR(O)-Automaten é alle Zustdnde,in die man
durch ILesen eines X € (IvT) gelangt.Seien diese o.B.d.A.<:D,...(:£>s1,.
veys, Wit @eF und sje:f,1$isk,1 <j<mBEs gilt:

a) Jedes ¢ & rithrt von einer X-finalen Regel

b) Jedes sj e riihrt von einer X-medialen Regel

Fiir jedes @E)ef’muﬁ im Automaten g mindestens ein Zwischenzustand
Eieg; mit SKEE,X)z(:D existieren,d.h.mindestens +#+ F(£,X) Zustinde.

Unglinstigenfalls sind die Zust&nde Sj e paarweise kompatibel und wer-
den in g zu einem Zustand § e ¥ identifiziert,was einen weiteren Zu-
stand s mit & (s,X)=5 erfordert.Damit folgt unmittelbar die Behauptung.
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Eine unmittelbare Folgerung von SATZ 4 ist das

OROLLAR
Ist 6=(I,T7,P,¢) eine CCFG vom Typ LR{0) und endet jedes Z(f),feP,mit
einem anderen Buchstaben X & (IuT),welcher nicht als Teilwort eines
Z(£"),f’'e P,auftritt,dann gilt:

F£S0F > HFP o+ 1

o

Definition 11
Sei G6=(I,T,P,&) eine CCFG und ‘?efP(I) eine Hilfsalphabetkombination
(HK).Wir definieren folgende Mengen:

(£}, = {ferlatn)=4} Bezeichnung: Regelpaket (RP)
{f}? t= ‘ Hf}A Bezeichnung: Regelpaketkombination
Aeyg (RFK)
v, = {we(zem*[(Frels] P(B(2)=wurue(1on)*)
Bezeichnung: Zielmenge (ZM)
VW = N Q‘YA Bezeichnung: Zielmenge der Regelpaket-
€

kombination {f}k‘, (ZMRPK)

Wie in /2/,/3/ gezeigt,werden bei der Konstruktion des A-minimalen
LR(O)-Automaten sukzessive HK erzeugt,deren Gesamtheit wir mit I be-
zeichnen.Jedes<féWerzeugt gerade ﬂ=Vq Zustdnde Mit ielN sei

Ty o= {eeT e =it

Es gilt nun der /3/,/5b/ bewiesene

Ist G=(I,T,P,6) eine CCFG vom Typ LR(O),dann gilt fiir die Zustandsmenge
$u¥ des A-minimalen ILR(0)-Automaten A:

P
] F = + —
#7 1 Z#vq, g vi;fv i Le% lvq,] <

el
A
£ 1 +Z#v + ﬁ#f{x.) < 1+ Z#VA + oo (2% T g
Lel i=1 rerT
mit =TT o (RO NP, @)= {aeT T x e Vol i< icm

?&Wﬂhv? :={xi|1s ic¢ m}

Definition 12
Ist M eine endliche Menge und N e R(M) mit
(1) (Ve f'eM(gde n ¢eg)
(i1) (Veoe' e M (F{a, 1) (V" e M) (aegre'n Bew' o n{a, Bl d¢")
dann heiBt N redugziertes Spernersystem (RSS).Ist nur (i) erfiillt,dann
bezeichnen wir N in Anlehnung an /7/ als Spernersystem (SS).
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Mii“ Bags 1= {0 = R(w)| § ist mss}
° rss? N—————>N

Frggt #M ——— N A X (#@)
e
RSS

=

Es gilt der

Ist G=(I,T,P,8) eine CCFG vom Typ LR(O),dann gilt fiir die Zustands-
menge fu0f eines g—minimalen LR(0O)-Automaten %:

* foF<1 + Z:H:VA + meFpo (T 1) mit m=<ﬁ=l ‘VW

Ael

Beweisgkigze:
Nach SATZ 5 gilt: #fuF < 1 + § v, o+ 5 Fy(x
Lel i=1

Betrachte fiir ein ie[1zﬁ]die HK-en %(xi):= {%1’?2"°"Wk} d.h,
xie'Wﬂ y1 € ¢k

a)o.B.d.A.sei f1S9 S .. 29, T<K
r
=>(fae L—JVW; )(F£eP)(al£)=a A 2(£)=xw)
1=

Diese Regeln erzeugen im Automaten % r verschiedene Zustidnde.Da
z(isg(r,’l ¢ig¢r-1 und cfre-”—-——T? Die Zustidnde sind kompatibel und
konnen zu einem Zustand identifiziert werden,Dies gilt fiir alle In-
klusionsketten in L?(xi),so das W(xi) hdghstens soviele Zustdnde in
. % erzeugt,wie SS {iber I mdglich sind.
b)Nach den Identifizierungen in Teil a) ist %(xi) zZu LV(X1> mit
(Vo weyw(x (94 o ¢y )
wvermindert worden.Existiert in q/(xi) eine Teilmenge % mit
(F¢.x'ey )V {a,8D(d¢ep)(aergnBe ¢ g a {4, Bl ")
dann ist leicht einzusehen,daB die Zustédnde,welche durch ¢, er-
zeugt werden,kompatibel sind,da jedes {A,B} mit Aeg g’ A BE(#\W
in einem ?'hv auftritt.Sukzessive Anwendung dieses Verfahrens er-
gibt,daB ?(xi) bzgl. des &—minimalen Automaten % hochstens soviele
Zustdnde erzeugt,wie RSS iiber I mdglich sind,d.h. qJ(Xi) wird zu
g(xi) mit 4F§(xi) < FRSS(4#I -1) vermindert.Damit folgt die Beh.

®
Eine Untersuchung der Funktion FRSS liefert den

SATZ 17
Ist M eine endliche Menge mit #M>»2,dann gilt: FRSS(# M)>W12#M

Bemerkung 4 ®

Ist G=(T,T,P,§) eine CCFG und ¢={4;,..,4.} €F(1),dann sei
fi:Q(fi)

> wy = 2(fy) ,1sigs
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die Menge der Produktionen
fi:Q(fi)~——~——e-WAi 1¢1«¢s

Es gilt der

Die Michtigkeit der Zustandsmenge des %—minimalen Automaten wichst i.a.

exponentiell mit der MAchtigkeit des Hilfsalphabetes der zugrunde lie-

genden CCPG vom Typ LR(O).

Beweisskigze:

(a)Betrachte folgende Grammatikfolge Gopi=(I5,3 T sP5,»T) mit

I {4;]1 <1 <2n} T, i= {ajuXv¥  mit

X:={xi| 1sis2n}
&:{yi|1sisn}
XaY =¢ ,a¢XvY

0

on’

. : n ;
Poyi= [£,| 1eien(2™5)]  mit
N Il_ .
f&n+i 'th_)x&:ﬂ Cf&+1 0g&<2-1,1s1ign
£ n Ty, 1<j«n
n2=+j J
f A ———> ah 1€8¢2n
n(2™+1)+28-1 2 B
f Ay ——s3 ¥ 1¢1lg¢2n
n(2%+1)+21 8 E%;q
wobel gilt:
fi0q =M _ mit M= @
et " x R P
2%428-1 257 451
M + =M ujd
25428 k=151 b 2}
Es gilt: 0<$k<n,0 B g2k

;C(G2n) =XaYuY
Man zeigt nun folgende Aussagen:
(b)Mit @ SR CI PRV .a.u?zn und ye Y gilt:

(V95,96 p ) (Jae P Jae @) (aykh, {4 —y 4,5y (2P, )
() T ={6lole | 1c1¢2"]
(d)Jede CCFG Gy, ist vom Typ IR(0).
(e)Alle Zusténde im A-minimalen IR(O)-Automaten sind inkompatibel.
(f)Der A-minimale LR(O)-Automat und der %—minimale IR(0)-Automat sind
isomorph.
(g)Mit SATZ 5 folgt:¥Tu§ =(n+ 2)2™45Sn+1 =

o,
=(#I,,/2 + 2)7\2 + 5#I, /2 + 1
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SCHLUSSBEMERKUNGEN

(a) Der %;minimale IR(0)-Automat besitzt die gleiche Eigenschaft wie

(b)

(c)

der A-minimale IR(O)-Automat,ndmlich daB zur Reduktionsentscheidung
keine Berechnung von "look-aheads" notwendig ist.,Fordert man diese
Eigenschaft der LR(k)-Invarianz nicht mehr,dann kann die Zustands-
menge noch weiter unter die Zustandsmenge des Automaten g vermin-
dert werden.(vergl./4/,/5b/)

Nach Bemerkung % wird die Anwendbarkeit einer Reduktion auf dem
Kellerband des DPDT(@) getroffen.Der definierte Kompatibilitdtsbe-~
griff von Zustdnden kann leicht dahingehend verallgemeinert werden,
daB gewisse Endzustdnde im Automaten g zusammenfallen,ohne die Ana-
lyse iiber linear anwachsen zu lassen.Es diirfen solche Endzustinde
nicht zusammenfallen,denen Regeln f,f'e P,f#Afimit Z(f)=wZ(f") ent-
sprechen,da in diesem Fall die Entscheidung zwischen f und f’auf
dem Kellerband i.a. nicht mehr getroffen werden kann.

Eine Minimierung des A-minimalen LR(k)-Automaten % zum ‘%—minimalen
LR(k)-Automaten mit k> 1,kann auf die gleiche Art und Weise wie fiir
den Fall k=0 durchgefiihrt werden.(vergl./5b/)
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