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Die Analyse eines Wortes w,welches mittels einer LR(k)-Gram- 

matik G (/6/) erzeugbar ist, l~Bt sich bekanntlic~h in linearer Zeit mit- 

tels eines deterministischen "push-down-transducer" DPDT(a) (LR(k)- 

Analysator) durchf~hren,dessen Schaltwerk ein endlicher Automat a 

(LR(k)-Automat) ist,welcher die Menge aller Anfangsw~rter his zur er- 

sten Reduktion (Handle) und die folgenden k Terminalzeichen erkennt. 

Dabei treten die Endzust~nde (Reduce-Zust~nde) im LR(k)-Automaten ge- 

trenmt auf,d.h.es fallen keine Endzust~nde in Z~ischenzust~nde (Shift- 

Zust~nde) und keine Endzust~nde zusammen.lm allgemeinen geht aller- 

dings die rasche Analysezeit auf Kosten aufwendiger Analysatoren,d.h. 

die Zustandsmenge des LR(k)-Automaten wird sehr groB.(vergl./3/).Aus 

diesem Grund ist man an Verfahren interessiert,~elche die Zustands- 

menge vermindern,ohne auf eine korrekte Fehlererkennung bei der Analy- 

se zu verzichten. 

In der vorliegenden Arbeit werden zun~chst zwei Typen von LR(k)-Auto- 

maten definiert: Der "A-minimale LR(k)-Automat" und der "$-minimale 

LR(k)-Automat".Beide definieren einen LR(k)-Analysator,weleher genau 

die yon der gegebenen LR(k)-Grammatik G erzeugte Sprache ~(G) analy- 

siert.Der A-minimale LR(k)-Analysator,welch@r als Schaltwerk den A-mi- 

nimalen LR(k)-Automaten besitzt,hat die Eigenschaft,da$ die Entschei- 

dung,ob das Wort in der erzeugten Spraehe liegt oder nicht,in k~rzester 

Zeit getroffen wird.Der ~-minimale LR(k)-Analysator mit dem ~-minima- 

len LR(k)-Automaten als Sehaltwerk trifft die gleiche Entseheidung,al- 

lerdings mit st~rkerer Verz~gerung, besitzt dagegen aber die geringste 

Anzahl yon Zust~nden unter allen Analysatoren,in deren Schaltwerk die 

Endzust~nde getrennt auftreten und die zu vorgegebenem Wort aus der 

Spraehe~(G) den zugeh~rigen Ableitungsbaum bzgl.G liefern.Dabei ar- 

beiten beide Analysatoren auf W~rtern der Sprache gleich schnell.im 

wesentlichen stellt sich die Konstruktion des ~-minimalen LR(k)-Auto- 

maten aus dem A-minimalen LR(k)-Automaten als Minimierung spezieller 

partieller endlicher Automaten dar.Als bemerkenswertes Ergebnis erh~It 

man,da~ i.a.auch die M~chtigkeit der Zustandsmenge des~-minimalen 

LR(O)-Automaten exponentiell mit der M~ehtigkeit des Hilfsalphabetes 

der gegebenen LR(0)-Grammatik w~chst. 
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1 . NOTATIONEN - DEFINITIONEN 

Definition I 

Ein 4-tupel G=(I,T,P,¢) heist kontextfreie Grammatik (CFG) Gber dem 

Hilfsalphabet I,dem Endalphabet T,mit dem Produktionss~stem P und dem 

Axiom~ (~I).Jade Regel fi~ P,I 4 i~@P,ist yon der Gestalt: 

fi:Q(f i) ~ Z(f i) 

mit Q(~I)=~,Q(fj)~ I,Z(fi)e (l~T~,Ig i~=~P,j~ 2.Q(f) heist ~uelle tier 
Rege! fund Z(f) heist Z_~iel der Regel___ff. 

Bemerkung I 
Wie in /I/ beschrieben,l~t slch jeder CFG sine freie X-Kategorie 

~(P,I~T) mit der Morphismenmenge ~OR($(P,I~T)) und dem freien Erzeugen- 
densystem P zuordnen.Jedem aus dem Axiom C mittels der f ~ P ableitba- 

ten Wort w entsprlcht damit sin Morphismus g~ MOR($(P,I~TD mit Q(g)= 

und Z(g)=w,wobei Q(g) bzw.Z(g) Quelle und Ziel von g darstellen. 

Definition 2 
Ist G:(I,T,P,@) eine CFG,dann ist 

die Menge aller aus dem Axiom e ableitbaren Satzformen.Die Menge 
~(G) := ~(G)n T* ist die yon der CFG erzeugte kontextfreie Sprache. 

Definltion 3 
Eine CFG G=(I,T,P,~) heist chomskyreduziert (CCFG),falls gilt: 

(ii) (V A~I)(~g~MOR(~(P,I~T~^~u,vg (I~T)*)(Q(g)=~^ Z(g)=uAv) 

Definition 4 
ist G=(I,T,P,~) eine COFG und g&MOR(9(P,l~T)),dann heist 

g=(lu~X fm x Iv)O ... O(lu x fl x Iv~ ) 

mit ui,v i ~ (I v T) ~ ,fi g P,1 ~< i~ m, sequentielle Darstellung von g.Besitzt 
g genau sine sequentlelle Darstellung,dann ist g total unzerlegbar.Eine 

sequentielle Darstellung heist antikanonisch,wenn l(v i) <l(vi+1)+1, 
I ~ i~m-l,gilt.Dabei ist l(w) die L~nge des Wortes w.Wenn es zu g eine 

antikanonische Darstellung obiger Form mit Q(g)=C gibt,dann heiBt 

(I~ x fm x Iv ) H-Faktor yon g. 

Definition 5 
Ist G=(I,T,P,~) e~ine CCFG,danm sei mit f~ P die Menge R(f) wie folgt 
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definiert: 
R(f) :: {wZ(f) (~ve (!uT)~gaMOR(~(P,IuT))(Q(g):T^g total unzer- 

legbar A (I w x f x Iv) H-Faktor yon g)] 
Die Menge R(p)mit < j 

~(~) :: ~(~) 
feP 

h~i~% ~enge der regul~ren AnfangswSrter. 

Definition 6 

Ein endlicher Automat (EA) ist ein 7-tupel a=(~,~,~,~,~,~,k) mit 

(i) ~,#,#,@ sind endliche Mengen (Ei___ngabezeichen,Zwischenzust~nde, 

Endzust~nde,Ausgabezelchen) 
(ii) ~:~ ' (@u P) ,~ ~(@u 9)× @ 

(iii) ~:~ ; ~ ,~g(~u ~×£ 
(iv) ~ ~# 

Ein EA a heiBt 

deterministisch (DEA) 
vollst~ndig (YEA) 
streng partiell (SPEA~ 

UberfGhrungsfunktion) 

Ausgabefunktion) 
Startzustand) 

>(V s,x) e~)(+g(s,x)~1) 

Bemerkung_/2 

Ist a ein deterministischer VEA,dann bezeichnen wir mit ~(a,w) den Zu- 

stand,in den man dutch Lesen des Wortes w vom Startzustand ~ aus gs- 

langt. 

2. DER ~-MINiMALE LR(0)-ANALYSATOR 

B@i der Analyse eines Wortes w,welches mittels einer LR(0)-Grammatik G 

erzengbar ist,liest man das Wort von ~inks nach !echts und die Ent- 
scheidung,ob an der gerade gelesenen Stelle eine Reduktion f,d.h.eine 
Ersetzung yon Z(f) dutch Q(f),vsrzunehmen ist oder nicht,kann eindeu- 

tig aus dem bereits gelesenen Teilwort getroffen werden.Da in der Menge 
der regu!~ren Anfangsw~rter (1.Def.5) alle AnfangswSrter bis zur ersten 
Reduktion aufgelistet sind,genNgt bei der Analyse eines Wortes w die 
Kenmtnis der Menge R(P).In /I/ wurde gezeigt,da~ die Menge R(P) fNr 
jede CCFG als homomorphes Bild eines Standardereignisses regul~r ist 

und damit von einem endlichen Automaten A erkannt wird.!n /2/ wurde 
die Berechnung der UberfNhrungsfunktion ~ dieses deterministischen VEA 
(DVEA) A=(I~T,@, {~I fe P} ,~,Pu{1,s] ,~,~) effizient gestaltet und da- 

r~berhinaus gezeigt,da~ dieser VEA im automatentheoretischen Sinne 
reduziert und damit minimal ist.Ist w=uxve (IuT)*,uve (IoT)~,xe (I~T), 
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danm gilt ffir die Uberf~hrungsfunktion und die Ausgabefunktion ~: 

< ~ falls uxeR(f),feP 

~(Z,x) = Z' f a l l s  ( 3 Y ~  ( I u T ) * ) ( u x y E R ( P ) )  
q sonst 

u~d 

[! falls ~(Z,x) =~ 

~(z,~) : falls ~(Z,~) e ~,[ql 
falls $ (Z,x) = q 

Dabei ist q ein ausgezeichneter Zustand,in den man im Falle w @~(G) 

gelangt. 
Der Automat A besitzt bei vorliegender LR(0)-Grammatik die Eigensehaft, 

dab keine Endzust~nde zusammen- und keine Endzust[nde in Zwisehenzu- 

st~nde fallen.Die Aequivalenz dieser Aussage mit dem Vorliegen einer 

LR(0)-Grammatik ist in /I/,/2/ gezeigt und gibt Anla2 zu folgender 

Definition 7 

Eine CCFG ist genau dann vom Typ LR(O),wenn ffir alle f,f'eP,f~f'gilt: 

(i) R(f)'T%R(f'): ~ und (ii) R(f)-T+~ R(f) = 

Es gilt der in /5a/ bewiesene 

Is~ G eine CCFG vom Typ LR(O),dann meldet der Analysator DPDT(A) mit 

dem endlichen Automaten A als Schaltwerk bei dem Eingabewort w genau 

dann einen Analysmeabbruch,wenn w ein Anfangswort w I besitzt,zu dem kei- 

ne Ve~l~ngerung v zu einem aus T ableitbaren Wort existiert. 

Damit besitzt der DPDT(A) die Eigenschaft,da$ er zum frfihest mSglichen 

Zeitpunkt die Analyse abbricht.Wir bezeichnen ihn als A-minimalen 

LR(O)-Analysator der Sprache ~(G).(~nalysezeitminimal).Der Automat A 

heist A-minimaler LR(0)-Automat. 

3. R~0UL~RE LR(O)-0BEP~EC~UNGEN 

Definition 8 
Ist G=(I,T,P,~) eine CCFG vom Typ LR(O) und A der zugehSrige A-minima- 

le LR(O)-Automat,welcher die regul~re Menge R(P) erkennt,dann heist 

je~es Mengensystem ~(~I ::[~(f) L f~PI verm~ge 
(i) (V fEP)(R(f) regul~r) (iii) (~ fe P)(~(f)~R(f)=-(IuT) ~) 

n__gegulire LR(0)-Oberdeckung yon R(P). 
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Es gilt der in /Sa/ bewiesene 

Ist G=(I,T,P,~) eine CCFG vom Typ LR(O) und R(P) eine regul~re LR(0)- 

Uberdeckung von R(2),welche yon dem DEA ~=(IuT,~,~,[,P ~I1,s],~,~) er- 

kanmt ~ird,damm stellt jeder DPDT(~) ein Analysator der Sprache ~(G) 

dar. 

Bemerkung__33 

Liefert der A-minimale LR(O)-Au%omat A eine Reduktion f,dann ist diese 

auch anwendbar,d.h.der Automat gelangte durch Lesen von Z(f) in den 

Endzustand ~.Liefert dagegen der Automat i eine Reduktion f,dann mu2 

diese nicht notwendigerweise anwendbar sein,da ~ u.U.nur durch Lesen 
eines End~ortes von Z(f) in den Endzustand ~ gelangte.Aus diesem 

Grund m[ssen die zu 15schenden Kellerzeichen bei einer Ausffihrung einer 
Reduktion f mittels des DPD~(~) mit den entsprechenden Zeichen in Z(f) 
auf Ubereinstimmung verglichen werden. 

4. DER~-MINiMALE LR(O)-ANALYSATOR 

Ist A der A-minimale LR(0)-Analysator bzgl.der LR(0)-Grammatik G und 

ein EA,welcher eine regul~re LR(O)-Uberdeckung ~(P) erkennt,dann be- 

zeichnen wir mit @ bzw.~ diejenigen SPEA,welche durch Elimination des 

ausgezeichneten Zustandes q aus A bzw.~ entstehen,d.h.z.B. 

: (I~T,{,[q] ,~,~,P~O] ,~@,[q] )x(I~T)'X/(@-[@x(IuT)) 

Falls keine Verwechslungen auftreten,setzen wit k~ftig wieder: 
A A A  

Es gilt der in /5a/ gezeigte 

Es existiert i.a. kein Automatenhomomorphismus { mit 

Die Menge aller regul~rer LR(0)-Uberdeckungen yon R(P) bezeichnen wir 
A A A 

mit ~(P). ~(P) ist die Menge aller EA ~,welche R(P)6 ~(P) erkennen. 
Wir geben nun die Q 

Definition 9 

Ist G=(I,T,~,~) eine CC~G vom Typ LR(0),dann hei2t ein Analysator 

DPD~(~) verm~ge ~Y : M I N @~ 

~ ,(%(P) 
P 

~-minimaler LR(O)-Analysator.(~ustandsminimal).Der Automat ~ heiBt ~: 
minimaler LR(0)-Automat. 
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Wie man leicht einsieht erh~it man jeden EA ~g~(P) aus ~ dutch geeig- 

ne~e Identifikation yon Zust~ndenoEs dGrfen solche Zust~nde z,z'¢ 

nicht identifiziert werden,fGr die gilt: 

da ansonsten der Endzustand ~ in einen Zwischenzustand oder einen yon 
verschiedenen Endzustand fallen wGrde.Zust~nde,welche nicht identi- 

fizierbar sind,d.h.der angegebenen Bedingung genGgen,bezeiehnen wir 
kGnftig als inkompatibel (ansonsten:kompatlbel).Ein ~inimierungsalgo- 
rithmus zur Konstruktion des ~-minimalen Analysators A ist in /5b/ an- 

gegebeno 

Wit wollen nun einige Aussagen Gber die M~chtigkeit der Zustandsmenge 

~ ~machen.Hierzu geben wir die 

Definition 10 
Ist G=(I,T,P,~) eine CCFG,dann ist 

F(f,x) := {f~Pi z(f)~ (i~)*x ,x~(I~) 1 
die Menge der X-finalen Regeln und 

M(f,x) :=[f~Iz(f) ~(I°~)~x'(I~)÷^ (3g~P)(g~F(f,x)~ 
die Menge des X-medialen Regeln, 

Es gilt der 

Ist G=(I,T,P,~) eine CCFG vom Typ LR(O),dann gilt fur die M~chtigkeit 

der Zustandsmenge ~> eines ~-minimalen LR(O)-Automaten ~: 

@(~)~@P + M Ax (@~(f,x) - ~o,~(f,x) + i ) 
xe(IuT) 

Dabei ist ~i,k das "Kronecker Symbol". 

Bew~isskizze: 
Betrachte im A-minimalen LR(O)-Automaten ~ alle Zust~nde,in die man 

dutch Lesen eines X ~(IuT) gelangt. Seien diese o.B.d.A.Q,...~Sl,. 

..,s m mit ~ und sj~,1 ~i ~k,1 { j ~m.Es gilt: 

a) Jedes ~ ~ rGhrt yon einer X-finalen Regel 
b) Jedes sj ~ rGhrt yon einer X-medialen Regel 

FGr jedes _~EYmuB im Automaten $ mindestens ein Zwischenzustand 
~ie~ mit g~i,X)=Q existieren,d.h.mindestens ~=F(f,X) Zust~nde. 

UngGnstigenfalls sind die Zust~nde sj ~ ~ paarweise kompatibel und wet- 
den in A zu einem Zustand N e ~identifiziert,was einen v~eiteren Zu- 

P 
stand s mit ~(s,X)=N erfordert.Damit folgt unmittelbar die Behauptungo 
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Eine unmittelbare Folgerung von SATZ ~ ist das 

Ist G=(I,T,P,~) eine CCFG vom Typ LR(O) und endet jedes Z(f),feP,mit 
einem anderen Buchstaben X~ (IuT),welcher nicht als Teilwort eines 
Z(f0,f'e P,auftritt,dann gilt: 

@ 

Definition 11 
Sei G=(I,T,P,T) eine CCFG und ~ e~(1) eine Hilfsalphabetkombination 
(HK).Wir definieren folgende Mengen: 

[f~A := {fePIQ(f)=A} Bezeichnung: R_~egelpaket (RP) 

{fl~ := [A ]{flA Bezeichnung: R egelpaketkombination 
W (RPX) 

v A := [" ] Bezeichnung: Zie imenge (ZM) 
V~ := V A Bezeichnung: Zielmenge der Regelpaket- 

A a T kombination [f]~ (ZNIRPK) 
Wie in /2/,/3/ gezeigt,werden bei der Konstruktion des A-minimalen 
LR(0)-Automatan sukzessive HK erzeugt,deren Gesamtheit wit mit ~-be- 
zeichnen. JedesTeTerzeugt gerade t V~ Zust~nde.Mit ie~ sei 

Es gilt nun der /3/,/5b/ bewiesene 

Ist G=(I,T,P,g) eine CCFG vom Typ LR(0),dann gilt fGr die Zustandsmenge 
#u~ des A-minimalen LR(0)-Automaten A: 

~ I + V A + ~(x i) 4 1 + VA + m.(2@l-I-@I) 
Ae i=I Aml 

mit ~A,=([\~) Q (~(Z)\~(I\[A])) , ~(xi):= {~e~\T~Ixi ~ V~],I.< i<~m 

L ~V T :=[xil1~ i~ m I 

@ 
Da.finition 1 2 
Is~ M eine erLdliche ~[enge und N ~-~(M) mit 

dann heiBt N reduziertes Spernersystem (RSS).Ist nut (i) erf~llt,dann 
bezeichnen wir N in Anlehnung an /7/ als _Sp#rners[stem (SS). 
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sei 
%ss: N >~ 

8RSS 

Es gilt der 

I SATZ 6 
Ist G=(I,T,P,C) 
menge ~u~ eines ~-minimalen LR(O)-Automaten i: 

~[ ~< I + A~> #V A + m'FRss(@I -I) 

Beweisskizze : 
~oh s~z ~ gi~: @~ ~ ~ + ~ ~v~ + 

A~I 

eine CCFG vom Typ LR(O),danm gilt fGr die Zustands- 

~e~r,~r~ 

Betrachte fiir ein ie~1:m]die HK-en ~(xi):= d.h. 

xieV?~ ,I ~j ~<k 

a)o.B.d.A, sei ~i=_72 ~_ ... =_~r,r<k 
r 

>(~ A ~ ~J% )(~f ~)(Q(f):A A z(f)=xi~) 
i=I 

Diese Regeln erzeugen im Automaten ~ r verschiedene Zust~nde.Da 

~i ~-~r'1 .< i.<r-1 und ~r~T ~ Die Zustinde sind kompatibel und 
kSnmen zu einem Zustand identifiziert werden.Dies gilt f~r alle In- 

klusionsketten in ~(xi),so da~ ~(xi) h59hstens soviele Zustinde in 
erzeugt,wie SS ~ber I mSglich sind. 

P 

b)Namh den Identifizierungen in Teil a) ist ~(x i) zu ~(x i) mit 

(~ T ,?'E~(xi))(?~ ^ T~}~ ) 
vermindert worden. Existiert in ~ (x i) eine Teilmenge ~ mit 

dann ist leicht einzusehen,daS die Zustinde,welche durch ~,@" er- 
zeugt werden,kompatibel simd,da jedes {A,B 1 mit Ag~'^ ~ ~k~ 
in einem ~ "g$ auftritt. Sukzessive Anwendung dieses Verfahrens er- 
gibt,daB ~(x i} bzgl. des }-minimalen Automaten A~ h~chstens soviele 
Zustinde erzeugt,wie RSS iiber I mSglich sind,d.h. ~(xi) wird zu 
~(xi) mit @~(xi) ~ FRSS(@I -I) vermindert.Damit folgt die Beh. 

@ 
Eine Untersuchung der Funktion FRS S liefert den 

Ist M eine endliche 91enge mit #~M>w2,dann gilt: FRSS(@M)> 

Benlerkung 4 • 
Ist G=(I,T,~,~) eine CCFG und ~={kl,..,Asl~(I),dann sei 

fi:Q(fi) > w T = Z(fi) ,I ~ i.~ s 

mit m = 

f~?( x i ) 
i=I 
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die Menge der Produktionen 

fi:Q(f i) > wA i I ~ i 4s 

Es gilt der 

Die N~chtigkeit der Zustandsmenge des ~-minimalen Automaten w~chst i.a. 
exponentiell mit der M~chtigkeit des Hilfsalphabetes der zugrunde lie- 
genden CCFG vom Typ LR(O). 
Beweisskizze: 
(a)Betrachte folgende Grammatikfolge G2n::(12n,T2n,P2n,7) mit 

12n:= IAil1~i ~2n] T2n:= {~X~Y mit 

P2n:= [fil 14i'<n(2n+5)l mit 

f&n+i : q" 

f :~ 
n2n+ j 

f~(2~+I)+2~-I :AB- 

fn( 2n+I )+21 
m 

wobei gilt: 

Ti+1 := M mit 
2n-I +i 

Es gilt : 

(G2n)  = Xa*Yv Y 
Man zeigt nun folgende Aussagen: 

X:=~xil 1 <.i.<2 n] 
Y:= lyil 1-<i<~n] 
XaY = ~ ,a~XvY 

>x&+1 ~&+1 0 ~& ~< 2n-1,1 ~ i <~n 

~>yj I ~ j ~<n 

> aA B 1 ,< ~: .< 2n 

>y[~] I # i .< 2n 

O 

M2~+=~_ I ". =~2~-~ + ~ _ / [ A 2 ~ - I I  
° 

0 ~<k. .<n,O ~;3 ~ 2  k -1  

(b)Mit ~ :=~I u ~2u.°.u?2 ~ und y~Y gilt: 

(V~I'~2 ~ { )(3AI ~ ~1)(~A2£~2)(A1~A 2 ~----->~AI-~Y ,A2-~Y ~£P2n ) 

(c~ T ={.~!,o['~i I ~ - ~ i .~ 2 '~] 
(d)Jede CCFG G2n ist vom Typ LR(O). 
(e)Alle Zust~nde im A-minimalen LR(0)-Automaten sind inkompatibel. 
(f)Der A-minimale LR(O)-Automat und der 1-minimale LR(O)-Automat sind 

isomorph. 
(g)~it SATZ 5 folgt:~Y =(n+ 2)2n+5n+1 -n__-___ 

=(@12n/2 + 2)-f2 ~I2n~ J+ 5'@I2n/2 + I 

@ 
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6. SCHLUSSBEMERKUNGEN 
ii 

(a) Der ~-minimale !~(0)-Automat besitzt die gleiche Eigenschaft wie 

der A-minimale LR(0)-Automat,n~mlich dab zur Reduktionsentscheidung 

keine Berechnung yon "look-aheads" notwendig ist.Fordert man diese 

Eigenschaft der LR(k)-Invarianz nicht mehr,dann kann die Zustands- 

menge noch weiter unter die Zustandsmenge des Automaten ~ vermin- 

deft werden.(vergl./4/,/5b/) 

(b) Nach Bemerkung 3 wird die Anwendbarkeit einer Reduktion auf dem 

Kellerband des DPDT(~) getroffen.~er definierte Kompatibilit~tsbe- 

grill von Zust~nden kann leicht dahingehend verallgemeinert werden, 

da2 gewisse Endzustgnde im Automaten ~ zusammenfallen,ohne die Ana- 

lyse ~ber linear anwachsen zu lassen.Es dfirfen solche Endzust~nde 

micht zusammenfallen,denen Regeln f,f'EP,f~f~mit Z(f):wZ(f') ent- 

spreehen,da in diesem Fall die Entscheidung zwischen fund f'auf 

dem Kellerband i.a. nicht mehr getroffen werden kann. 

(c) Eine ~inimierung des A-minimalen LR(k)-Automaten @ zum ~-minimalen 

LR(k)-Automaten mit k~ 1,kann au£ die gleiche Art und Weise wie ffir 

den Fall k=0 durchgeffihrt werden.(vergl./Sb/) 
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