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SPRACHEN DURCH ENDLICHE 

Gibt es eine Charakterisierung der contextfreien Sprachen dutch endliche 

Mengensysteme mit gewissen algebraischen Vertr~glichkeitseigensohaften, 

analog zur Myhill,Nerode-Charakterisierung der erkennbaren Teilmengen 

(freier Monoide) durch Kongruenzen von endlichem Index ? (Eine voll- 

st~ndige Charakterisierung durch S~ttigung mit gewissen i.a. unendlichen 

Kongruenzen ist wegen der Komplementeigenschaft contextfreier Sprachen 

nicht m6glich, siehe u.a. Perrot[3].) Diese Fragestellung bildet den 

Ausgangspunkt unserer Untersuchungen, die wir im allgemeineren Rahmen 

der universellen Algebra durchfHhren werden. 

Als fur diesen Zweck passende Verallgemeinerungen der Kongruenzen 

(yon endlichem Index) definieren wir (stark) kongruente Familien (yon 

endlichem Index). 

Im ersten Abschnitt dieser Arbeit zeigen wit, dab die gr~bste 

~quivalenz auf A, die jede Menge einer vorgegebenen stark kongruenten 

Familie yon (A,~) s~ttigt, bereits eine Kongruenz ist. 

Im zweiten Absehnitt f~hren wit die Klasse der '~-Algebren mit 

L~ngenabbildung' ein und geben durch eine Verst~rkung des Begriffs der 

kongruenten Familie (zur reduzierenden kongruenten Familie) eine Cha- 

rakterisierung der gleichungsdefinierten Mengen in dieser Algebrenklasse 

an. Dies ermSglicht dann Besohreibungen der contextfreien Mengen in 

Termalgebren, freien Monoiden und freien kommutativen Monoiden dutch 

derartige Mengensysteme. Mithilfe der oben erw~hnten Konstruktion yon 

Kongruenzen aus stark kongruenten Familien l~Bt sich nun in algebraisch 

~bersichtlicher Weise die Gleichheit contextfreier und erkennbarer Teil- 

mengen in Termalgebren (siehe Mezei,Wright[~ ) herleiten. 

Wit erzielen u.a. mit dieser Kennzeichnung gleichungsdefinierter 

Mengen eine Reihe beweistechnis~her Vorteile, da wit oft auf eine voll- 

st~ndige Induktion verzichten k~nnen. (~ sei stets endlichj 

DER BEGRIFF DER STARK KONGRUENTEN FAMILIE 

(1.O) Def.: (A,~) sei einef~-Algebra. 

(a) Sei t ~ A~ n , ~, (f,tl,..,t n) &~n " An heiBt Zerlegung yon 

t in A, falls f(tl,..,t n) = t. (Gleichheit yon Zerlegungen 
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ist also als ~upel-G!eichheit zu verstehen.) 

(b) Zerl(t)=i(f,tl,..,t n) ~i~ n ~ A n / n ~ ~ und (f,tl,..,tn) ist 

Zerlegung von t}. 

(c) ~ =~F i / i e I}, Pi C AT sei ein Mengensystem auf A. Dann defi- 

nieren wir f~r jedes Paar (t,F i) mitt e Fi, i ~ I, die Menge 

Zerl~(t,Fi).= {(f,tl,..,tn) e Zerl(t) / ~il,..,i n e I : 

Fi. , fur j=1,..~n und f(F i ,..,F i ) c F~. tj 
j I n 

Wir wollen hier durchgehend darauf verzichten, die Algebra (A,f~ als 

Index der eben definierten Mengen mitzufHhren, da aus dem Kontext je- 

weils hervorgeht, welche Algebra gemeint ist. 

Mithilfe der obigen Definition l~Bt sich nun der zentrale Begriff 

der kongruenten Familie leicht formulieren : 

( 1 . 1 )  D e f . :  (A,~ s e i  e i n e  ] ' [ l i l g e b r a .  T :  ~F i / i £ I}  F.  c A: h e i s t  

k o n g r u e n t e  F a m i l i e  a u f  A~ f a l l s :  ~ i e I ~ t  e F i : ( Z e r l i t )  

> zer%(t ,F  i )  ~ ~). 
E i n e  ~ o n g r u e n t e )  F a m i l i e  a u f  A h e i s t  s t a r k  k o n g r u e n t ~  f a l l s  

s o g a r  g i l t :  ~ i e I ~ t  e F i : Z e r l ( t )  = Z e r l ~ ( t ~ F i ) .  

h e i B t  y o n  e n d l i c h e m  I n d e x ~  f a l l s  I e n d l i c h  i s t .  
i' ~ i wird yon ~ 'ges~ttigt', falls i' = ~/ F fur 

ein passendes I' c I. i e I' m 

Bemerkungen: (I) Kongruenzen au£ (A,fl) sind stark kongruente Familien. 

(2) Ffir kongruente Familien T gilt nicht notwendig, dab 

fur f ~f~n die Menge f(F i ,..,F i ) stets in einer der Mengen aus 
1 n 

enthalten ist (das £olgende Beispiel macht auch dies deutlich). 

Beispiel: Sei (X ÷, ) die yon X = {a,b~ frei erzeugte Halbgruppe. 
F fl = ~anb n / n > 0J, F 2 = ~an+flbn / n > 0~, F 3 = ~a~, F~ = ~b~, 

= ~F i / i=I,..~%~. Dann ist ~ eine kongruente, jedoch nicht 

stark kongruente Familie auf (X ÷, )" : z.B. a?b ? ~ F~: (',a?b6,b) 

ZerlF(a?b?,F1) , denn a?b6-b = a?b ? und a?b 6 ¢ F2, b c F% und F2-F 4 c F I. 

Y ist nicht stark kongruent, da z.B. Zerl(a?b 7) ~ (.,a?,b ?) 
Zerl~( a?b ? , F ~ ). 

Wit werden nun eine dreistufige Konstruktion angeben, die ausge- 

hend yon stark kongruenten Familien auf Xongruenzen fUhrt. 
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l!.2) Def.: ~ = ~Pi / i e I}, Fi C A, sei elm Mengensystem auf i. Wit 

definieren dazu neue Mengensysteme ~, ~,~ auf folgemde Weise: 

(a) ~ ~ i '  Y'= ~ It] / t ~ k - /  F. } i~I z . [ t ] s  i ~ z t ~ 
t ~]3. 

1 

t 4 It i~I 

Ein einfaches Beispiel soll diese Honstruktion veranschaulichen: 

~= IF I,F2, FI ~ F 2} Fq \ F 2 ~ :  

Bemerku_ug: (I) ~ ist die grbbste Partition auf A~ die jede der 

Mengen ~i~ i ~ I, s~ttigt. 
(2) Hit T besitzt auch 7 endlichen Index. 

Die fur das folgende wesentliche Aussage ~ber die Invarianz stark 

kongruenter ~amilien gegen~ber der in Definition (1.2) gegebenen Kon- 

struktion wird nun formuliert. 

(1.3) Satz: T= ~F i / i ~ I} sei eine stark kongruente Familie auf (A,fl). 

Dann gelten folgende Aussagen: 

(a) T ist eine stark kongruente Familie auf A. 

(b) ~ ist eine stark kongruente Familie auf A. 

(c) ~ ist eine Kongruenz auf A. 

Jede 2eilmenge A' ~ A derfl-Algehra (A,fl~ die yon einer stark 

kongruenten Pamilie von endlichem Index ges~ttigt wird, kann ebenso yon 

elmer Kongruenz yon endlichem Index auf (A,]I) ges~ttigt werden. 

Die eindeutige Zerlegbarkeit yon Elementen in Termalgebren (T~,i~ 

l~St nun fo!gende Aussa6e zu: 

~J.%) Lemma: (T~]]) sei die ~ermalgebra ~ber/%. L ¢ ~ werde yon einer 

kongruenten Familie T yon endlichem Index ges~ttigt. Dann ist L 
eine erkennbare Teilmenge von T~ (d.h. wird von einer Kongruenz 

von endlichem Index ges~ttigt). 
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Beweis: Aus der Definition (1.1) folgt zusammen mit card(Zerl(t)) ~ I, 

t ~ ~, sofort f~r t e F i : Zerl(t) = Zerl (t,Fi). Damit ergibt sich 

alles aus der vorigen Bemerkung. 

Als eine Anwendung yon Lemma (1.4) wollen wit den bekannten Satz 

~ber die Gleichheit der yon deterministischen und nichtdeterministischen 

endlichen Automaten erkannten Wortmengen beweisen. 

(1.~) Beh.: A = (S,X,~,Se,Sa) , S e ~ S, s a c St g c S ~ X ~ S, sei ein 

nichtdeterministischer endlicher Automat. Die von A erkannte Wort- 

menge aus X* wird ebenso yon einem deterministischen endlichen 

Automat erkannt. 

Beweis: Wit £assen X ~ in bekannter Weise als monadische Termalgebra 

(~,ffxl,..~fxn,A ~) auf (X = ~ Xl,..,Xn} ) und arbeiten yon vorneherein 

mit dieser Identifizierung. Das Mengensystem ~ = ~F s / s ~ S~, 

F s = fw ~ ~/ w wird yon Aim Startzustand s erkannt}~ ist eine kon- 

~ruente Familie au£ (T~,~): Sei also w ~ F mit Zerl(w) ~ ~ d.h. 
s 

w = fx(W'). Da w ~ Fs, gibt es elm s' ~ S mit (s~x,s')a E und (s',w'~Se) 

S e d.h. w' ~ Fs, Damit ist gezeigt, dab ~ £~r ein s e , 

(fx,W') c Zerl~(W,Fs): w = fx ( w' ) 

Fs ~ fx (Fs') 
kann nun nach Lemma (1.~) dutch eine Kongruenz yon endlichem Index 

verfeinert werden. Dies ist interpretiert in X* eine Rechtskongruenz, 

also ein endlicher deterministischer Automat. 

GLEICHUNGSDEFINIERTE MENGEN IN ALGEBREN MI~ LANGENABBILDUNG 

Wir wollen nun ~n der Klasse der ~-Algebren 'mit L~ngenabbildung' 

den Zusammenhang klHren zwischen den dutch reduzierende kongruente 

Familien ges~ttigten Teilmengen yon (A,~) und den gleichungsderinierten 

Teilmengen. Hierbei soll sofort der Gleichungstyp vom Rank = 1 heran- 

gezogen werden (dieser Typist bzgl. seiner Erzeugungskapazit~t dem 

allgemeinen Typ gleichwertig, siehe Mezei,Wright[~ , Lemma (~.I)). 

(2.0) Def.: (Hezei,Wright[z]). Ein ~-Gleichungssystem (vom Rank = 1) in 

den Variablen XI,..~X mist elm System der Form: 

Xi = k~ tli, .... X = ~/ tmi mit 11,..,I m endlich, 
i ~ 11 m i ~ I m 
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tom ~ ~ ( X k d ' ' ' ' X k n  ) / f ~ n n ,  Xkl~ IX d , . . ,Xm} ~. t j i  kann a l so  

auch e i n  n u l l s t e l l i g e r  Ope ra to r  s e i n .  
A' c A ( (A ,~)  s e i A - A l g e b r a )  h e i B t  g l e i c h u n g s d e f i n i e r t ,  f a l l s  

A' a l s  Komponente e i n e s  min imalen  L ~ s u n g s t u p e l s  e i n e s ~ - G l e i c h u n g s -  
systems vorkommt. 

Bemerkung: Nach allgemeinen verbandstheoretischen S~tzen erh~lt 

man die minimale Lisung (MQ,..,M m) eines ~-Gleichungssystems in (A,ffl) 

durch: M~ = ~, M k+q [ ik~ ](M~ k = ~ M~ fur j=Q .~m. j j = ji ,..,Mm) , Mj i ~ 0 J '" 
J 

L [I ~ k/ tjJ~ wird in nat[rlicher Weise aufgefaBt als m-stellige Abbild- 
i 

J 
u n g  ~o~ ( ~ ( a ) )  m i n  ~ ( ~ ) .  

Zu einem Gleichungssystem GL bezeichne~o(GL) die Menge aller auf 

den rechten Seiten yon GL vorkommenden Terme ausfl o. 

Wir ben~tigen nun noch folgende Definition : 

(2.1) Def.£ (A,f~) sei eine~)-Algebra, AoCAO_ o. A o heiBt 'unwesentlich 

fur POL(A,I) (die Polynommenge yon (A,~)) , oder auch kurz unwe- 

sentlich, falls gilt: V n e ~o ~P e Abb(An'A): (P e POL(A,~) 

^ p ~ A ° .......... ~ p ~ P O L ( A , ~ X A o  ) ) "  
A ° i s t  a l s o  u n w e s e n t l i c h ,  f a l l s  s i c h  j e d e s  Polynom p $ A o in  (A,~)  

auch ohne die Elemente aus A aufbauen l~St. o 
Die Bedeutung unwesentlicher nullstelliger 0perationen f~r die 

Gleichungsdefinier¢heit yon Teilmengen ergibt sich aus der folgenden 

Behauptung : 

.(~.2) Beh.: (A,ffD sei einefL-ilgebra, ioC fix o sei unwesentlich fur 

POL(A,~). Zu jedem ~-Gleichungssystem GL in den Variablen 

Xd,..,X m mit der minimalen LSsung (Md,..,M m) gibt es dann ein 

~-@leichungssystem 'G-L mitfflo(G-L) c-O_ o \ A o und der minimalen 

• \ A gilt• L~sung (MI, .,Mm)~ wobei M i = H i o 

Wit legen nun die fSr unsere Untersuchungen zentrale Klasse yon 

fl-Algebren lest. 

(2.7) Def.:(A,ff2) sei eine~-Algebra. N * Abb(A,~ o) heiBt L~ngenabbildung 

fur (A~), falls folgendes gilt: 

(4) Vn ¢~ Wf E-O- n Vtd,--,t n ~ A: N(f(td,..,tn)) B N(ti), 
und ' > ' start ' 9 ', falls N(ti)> 0 fur i=d,..,n. 
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( 2 ) _ o  0 = ~ - I ( [ o , 1 ] ) .  

(~) Die Henge N-I([OI) sei unwesentlich fHr POL(A,~). 

t = f(tq,..,t n) ~ N(t i) ~ N(t), i=1,..,n). 

Es sind hier folgende Standardbeispiele zu nennen : 

(a) Die Termalgebra (~,fl) Hber_O_ mit N(t) = Tiefe des Terms 

(b) Das freie Monoid (X*,~-,A,xl,..,Xnl), wobei die Erzeugenden 

xq,..,x n e X als zus~tzliche nullstellige Operatoren mitgefHhrt werden, 

mit N(w) = L~nge von w. N-I(~O~) ist offensichtlich unwesemtlich, da das 

leere Wort beim Polynomaufbau keine Rolle spielt. 

(c) Das freie kommutative Monoid analog (b). 

F~r ~-Algebren mit einer L~ngenabbildung N k6nnen wir eine Nicht- 

trivialit~tsbedingung f~r kongruente Familien auf folgende Weise ein- 

f~hren : Sei t e A, unter NTZerl(t) werde die Menge aller nicht- 

trivialen Zerlegungen in A verstanden, d.i. NTZerl(t).= ~(f,tl,..,tn) 

Zerl(t) / 0 ~ N(t i) f~r i=1,..,n~. Passend dazu definieren wit 

NTZerl~(t,Fi).= Zerl~(t,Fi) ~ NTZerl(t). 

(2.~) Def.: (A,~) sei eine~-Algebra mit L~ngenabbildung N. Eine kon- 

gruente Familie ~ auf (A,~Q) heiBt reduzierend~ falls : 

~i e I ~t e F i : (NTZerl(t) ~ ¢ ) NTZer~(t,Pi) @ @). 

Hit dieser durch den L~ngenbegriff m6glichen Versch~rfung des 

Begriffs der kongruenten Familie k~nnen wit den Zusammenhang zu den 

gleichungsdefinierten Teilmengen herstellen. 

(2.5) Satz: (A,f~) sei eine~fl-Algebra mit der L~ngenabbildung N. 

Die gleichungsdefinierten Teilmengen yon A sind genau diejenigen~ 

die durch reduzierende kongruente Familiem yon endlichem Index 
ges~ttigt werden. 

Beweis: Wit geben eine kurze Beweisskizze an. 

(a) Sei (MI,..,Mm) die minimale L~sung des ~-Gleichungssystems GL 

in den Variablen XI,..,X m. Damn gibt es ein Gleichungssystem ~ (vom 

Rank = q) mit%(G-L) m N-q(~O~) = ¢ und der minimalen L~sung (Mq~..,Mm) ~ 

-- = \ N-q(~O~) Damn ist ~ ~i / i=q . ,m I ~ /~a~ / a ~%] wobei M i M m . = ~ . 
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eine reduzierende kongruente Familie von endlichem Index~ die jedes M 
I 

s~ttigt. 

(b) Sei umgekehrt ~ = ~F i i i ~ I], I = ~,..,m}~ eine reduzierende 

kongruente Familie au£ (A,~). Dann ist die minimale L~sung des i-Gleich- 

ungssystems : 

X I = n ~k~p. ~ £(X i~..~Xin ) ~(Fq ~ /'~o ) .... 

, ) c F ~  f(Fil "',Fin 

X m = ~ f(X i ,..,X i ) ~ (F mm/l o) 
n %2 I n 
fe/l 

n 

£(Fi ''''~i ) C F n m 

gerade (FI,..,Fm). 

Als einfache Folgerungen notieren wir die Aussagen : 

~2.6) Korollar: (Mezei,Wright[~]). Gleichungsdefinierte Mengen in @erm- 

algebren (T~,/I) sind bereits erkennbar. 

Beweis: Da ~n eine L~ngenabbildung besitzt, £olgt die Behauptung soZort 

aus Satz (2.5) und Lemma (~.~). 

(2.7) Korollar: Reduzierende kongruente Familien yon endlichem Index 

auf freien, endlich erzemgten Monoiden (X~,-,^) s~ttigen genau 

die contextfreien Sprachen. 

Beweis: Dies folgt aus dem Zusammenhang contextfreier und gleichungs- 

definierter Mengen (siehe Ginsburg, Rice[4]). 

Die in der Einleitung angedeutete M~glichkeit, durch den yon uns 

einge£~hrten BegriZ£ der (reduzierenden) kongruenten Familie beweis- 

technische Vereinfachungen zu erzielen~ soll an der abschlieBenden Aus- 

sage gezeigt werden. 

£2.8) Beh.: (A,~) sei eineA-Algebrabit L~ngenabbildung). Die Menge der 
dutch (reduzierende) kon~ruen%e Familien yon endlichem Index ge- 

s~ttigten Teilmengen yon A ist abgeschlossen gegen den Durch- 

schnitt mit erkennbaren ~eilmengen yon A. 
Beweis: Sei L : A yon der kongruen%en Familie ~= ~F i / i ~ I~ und die 

erkennbare Teilmenge R c A yon der Kongruenz ~= ~Kj / j ~ J~ , l,J 
endlich, ges~ttigt. Wit zeigen, da~ die L ~ R s~t%igende Familie 

~F i ~ Kj / i ~ I, j ~ J} eine kongruente Familie ist: 
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FUr alle i ~ I, j e J und t ~ F ~ K mit Zerl(t) # ~ ist wegen der m j 

G~itigkeit yon t = f(tl ~..~ t n) fur gewisse f ~/In~ t ~ A, 
~ ~ J 

F i) f(Fii~..~Fin) 

Fz$ ~ ~ ~ und der Kongruenzeigenschaft yon ~ nat~rlioh fur t k ~ K.jk 

k=i~..,n, die GHltigkeit yon t = f( tj ~..~ t ) gesichert. 

Fi~ xj ~ r< Fig ~j ,..,Fi2XJn) 
Ebenso w i rd  der Beweis f u r  medusierende kongruente F a m i l i e n  ge fUh r t .  
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