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Abstract: In this paper we consider the equivalence problem for seueral classes of 

programs. We show that it is unsolvable for all '~cceptable" program classes of the 

Grzegorczyk class Go and of the polynominals over the integers formed with ~ instead 

of -. Furthermore we show that the equivalence problem is solvable for the class 

LI(~1) of loop programs with the additional instruction X := X~l, but again unsoZv- 
2 L~(~I) ° able for the class L1(~1,+) and the Cleave-Ritchie-classes L 2 ~ L 2 and 

I. Einf~hrung 

Will man Programme verifizieren oder optimieren, so stellt sich oft die 

Frage: "gibt es einen Algorithmus, der f~r zwei beliebige Programme 

einer Programmklasse F entscheidet, ob diese Programme dieselbe Funk- 

tion berechnen ?"; mit anderen Worten: "ist die (funktionale) Xquiva- 

lenz entscheidbar ?" 

Tsichritzis (1970) hat f~r die Klasse L I der Loophierarchie einen 

solchen ~Algorithmus angegeben. Weiterhin zeigt er mit Resultaten yon 

Meyer und Ritchie (1967), dab f~r die Klasse L 2 (diese Klasse berechnet 

gerade die elementaren Funktionen ~ : ~3 der Grzegorczykhierarchie) 

kein solcher Algorithmus existieren kann. Dabei lautet Lemma I: "The 

equivalence problem is recursively unsolvable for primitive recursive 

functions". Man kann abet Programmklassen for die primitiv rekursiven 

Funktionen mit entscheidbarem ~quivalenzproblem angeben (siehe 2.6). 

Um diesen Widerspruch zu l~sen, definieren wir in Abschnitt 2 in Ana- 

logie zu den G~delnumerierungen (vgl. Rogers (1958)) die "akzeptablen" 

Programmklassen fur subrekursive Funktionenklassen und ~bertragen dann 

das ~quivalenzproblem auf Klassen von Funktionen. 

Im 3. Abschnitt zeigen wir mit Hilfe yon Ergebnissen yon Grzegorczyk 

(1953) und Matijasevlc (1970), dab fur alle Klassen der Grzegorczyk- 

hierarchie und fur die mit +,a," gebildeten Polynome [ber den natOr- 

lichen Zahlen die ~quivalenz unentscheidbar ist. Im 4. Abschnitt er- 

weitern wit die Klasse L I der Loophierarchie durch Hinzunahme der Be- 

fehle X:= XaI und X: = Y+Z zu den Klassen LI (Zl) und LI(ZI,+) . FOr die 

zugeh~rigen Funktionenklassen gilt: ~I (a1'+) ~ ~I (±I) ~ ~I und in 

~i(±I) ist die ~quivalenz entscheidbar, w~hrend sie in ~i(±I,+) nicht 

entscheidbar ist. 

Im letzten Abschnitt untersuchen wir die "Cleave-Ritchie-Hierarchien" 



128 

2 
zwischen L I und L 2 bzw. LI(=I) und L2(±I) und zeigen, dab fur L 2 und 

1 
L2(~I) die ~quivalenz nicht entscheidbar ist. 

2 .  D e f i n i t i o n e n  u n d  S c h r e i b w e i s e n  

S e i  PR (n) d i e  M e n g e  d e r  n - s t e l l i g e n  p a r t i e l l  r e k u r s i v e n  F u n k t i o n e n  u n d  

sei PR = U PR (n) . Seien i, j~k,n,m immer aus ~ = {0,1 ,... } . Seien 
n 

n n n 
Ck,Ui,s die Funktionen mit Vx 1...xn(ck(x I ,...,x n) = k, un(xli '''''Xn)=X~ 

und Vx s(x) = x+1. Sei ~: {x I x-te Turingmaschine angesetzt auf x 

hilt}. 

D e f .  2 . 1 :  A s e i  e i n  e n d l i c h e s  A l p h a b e t .  I s t  ~ ~ A m i t  ~ = U ~ ( n )  u n d  
n 

(n) ~ ~ (m) = ~ fur n ~ m und ist ~ eine partiell rekursive Abbil- 

d u n g  A x ~ ÷ ~ , d a n n  h e i g e  ~ ,~ )  P r o g r a m m k l a s s e  m i t  dem S p r a c h -  

schatz ~ und dem Interpreter ~. Die Menge ~ = U ~ (n) , wobei 
n 

F (n) = {~pl ~P(P 6 ~ (n)a ~p :ran ÷ ~ ~ ~ ~ ~n(~p(~) = ~(p,!))) 

h e i g e  d i e  z u g e h ~ r i g e  F u n k t i o n e n k l a s s e .  

Def. 2.2: Eine Programmklasse (]P ,~) heine akzeptabel, falls sie das 

uniforme Sm-Theorem erf~llt, das heiBt, falls es eine partiell rekur- 

sive Abbildung S:A x I~ ÷ A gibt, so da~ ~nWm~P ~ ~ (n+m)~x ~]~m 

V]{ 6 mn:s(P,x) 6 ]P (n) ~pCx,y) = ~S(P,X) (y) 

Def. 2.3: Eine Programmklasse (~ ,~) heiZe entscheidbar, falls es eine 

totale berechenbare Abbildung t:A ÷ ~ 9ibt, so daZ 

?eeA :(t(~ = k+1 falls ~6P (k)) A (t(~) = 0 sonst)). 

Durch G6delisierungen lassen sieh (akzeptable, entscheidbare) Programm- 

klassen rekursiv auf (akzeptable, entscheidbare) Programmklassen mit 

A = ~ und zur~ck ~bersetzen. Ist (P ,~) eine akzeptable entscheidbare 

Programmklasse mit A* = ~ f~r PR, dann bilden die Listen {~p} mit 

p £ ~ (n) G~delnumerierungen f~r pR(n) ; weiterhin list sich jede G~del- 

numerierung mit geeignetem (~ ,~) so gewinnen. 

Def. 2.4: Die ~quivalenz ist f~r eine Programmklasse (~ ,~) entscheidbar 

genau dann, wenn es eine partiell rekursive Abbildung E:A × A ÷ 

gibt, so dab VnVP,Q 6 ~ (n) : (E(P,Q) = O falls ~p~Q) ~(E(P,O) = I sonst) . 

Lemma 2.5: Sind (P ,~) und (~' ,~') akzeptable Programmklassen und ist 

T eine rekursive ~bersetzung von (~ ,~) nach (~' ,~'), dann fibertrigt 

sich die Entscheidbarkeit der lquivalenz von (~' ,9') auf (~ ,9) . 

Lemma 2.6: Die Aquivalenz ist fur eine entscheidbare Programmklasse der 

primitiv rekursiven Funktionen entscheidbar. 

Beweisskizze: Man wihle die Nblichen Definitionsschemen fur die primitiv 
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rekursiven Funktion. Es gibt einen Algorithmus, der die kleinsten De- 

finitionsschemen und somit fHr jade Funktion genau ein Schema aufzMhlt. 

W[hlt man die Urbilder einer solchen Aufz[hlung als Programme, so hat 

man eine entscheidbare Programmklasse, die das ~quivalenzproblem l~st. 

Um solche etwas pathologischen Programmklassen auszuschlieBen defi- 

nieren wir: 

Def. 2.7: Die Xquivalenz ist genau dann fNr eine Funktionenklasse 

entscheidbar, wenn sie fNr eine akzeptable Programmklasse einer Ober- 
~' 

mange yon F entscheidbar ist 

Fol~erung 2.8: Nach Def. 2.7 ~bertr~gt sich die Entscheidbarkeit der 

~quivalenz auf die Teilmengen und die Unentscheidbarkeit auf Obermengen 

einer Funktionenklasse. AuBerdem kann man sich wegen Lemma 2.5 beim 

F~hren der Entscheidbarkeits- oder Unentscheidbarkeitsbeweise auf Pro- 

grammklassen mit A = ~ beschr~nken. 

Lemma 2.9: Ist f0r eine Funktionenklasse ~f J g entscheidbar, so ist 

auch die funktionale ~quivalenz entscheidbar. 

Beweis: f ~ g ~ f ~ g A g _ < f. 

3. Die Grzegorczykhiqrarchie und modifizierte Polynome 

In Grzegorczyk (1953) warden die Klassen ~i eingefUhrt, welche bezUg- 

lich der Substitution und der beschrinkten Rekursion abgeschlossen sind. 

Satz 3.1: Die Aquivalenz ist f~r keine Grzegorczykklasse ~. entscheid- 
1 

bar. 

Beweis: Wegen Folgerung 2.8 genigt es zu zeigen, dab es fur kein ~ ~o 

eine akzeptable Programmklasse (~ ,9) mit A = ~ und entscheidbarer 

Aquivalenz geben kann. Sei (~ ,9) eine Programmklasse f~r ~O G Omit 

A = ~ . Nach Grzegorczyk (1953) (theorem 5.3) gibt es fur jade rekur- 

siv aufz~hlbare Menge also aueh f~r ~ein f c Go mit2={x I ~yf(x,y)=O}. 

Da die Signumfunktion sig aus ~o ist, ist auch sig(f) G ~o" Sei 
I k 6 ~ (2) ein Programm f~r sig(f) und j e • (I) f~r C I . Dann gilt: 

Vx(x ~ ~ ~ ~(Hy~k(x,y ) : O) { Vy(gk(x,y) = I) 

#VY(~s(k,x) (Y) = ~j(Y))~ ~S(k,x) ~ ~j ~ E(S(k,x),j) = O 

Da k,j ~ ~ , sig(f) total und (~ ,~) akzeptabel ist, ist IxE(S(k,x),j) 

eine totale Funktion. Somit folgt aus der Entscheidbarkeit des Aquiva- 

lenzproblems fHr 6 o die L~sbarkeit des Halteproblems fNr Turingmasch~en. 

Als Folgerung aus diesem Satz k~nnen wir mit Lemma 2.9 schlieBen, dab 

f J g und damit auch die Frage: "definieren drei Funktionen dutch be- 

schr~nkte Rekursion eine neue Funktion ?" in allen _ ~i nicht entscheid- 
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bar ist. Die Definition yon Grzegorzcyk fUhrt deshalb zu nicht ent- 

scheidbaren akzeptablen Programmklassen. Durch Modifikation der be- 

schr~nkten Rekursion lassen sich aber auch akzeptable entscheidbare 

Programmklassen fur ~ o finden. Als weitere Folgerung dieses Satzes 

ergibt sich, dab fur die primitiv rekursiven, die elementaren und die 

subelementaren Funktionen die Aquivalenz nicht entscheidbar ist. 

AIs n~chstes zeigen wir, dab es zwei Funktionenklassen gibt, deren 

Funktionen h@chstens polynomiales Wachstum besitzen und fur die die 

funktionale ~quivalenz nicht entscheidbar ist. 

Def. 3.3 a: Sei Polm die Klasse von Funktionen, die aus den folgenden 
n n 

Funktionen dutch Komposition entsteht: Ck,Ui,s,+,.,± (x1±x 2 = Xl-X 2 

falls x I ~ x 2 und gleich null sonst). 

Def. 3.3 b: Sei Polg definiert wie Polm nur statt ± werde 

= (~Xl,X2) = O, falls x I = x 2 und gleich eins sonst) als als Aus- 

gangsfunktion gew~hlt. 

Satz 3.4: FUr Polm und Polg ist die ~quivalenz nicht entscheidbar. 

Beweis: Da VxVy(~=_(x,y)=1:(1~((1:x)+(1:y)))) ist, gilt Polm~Polg, so 

dab der Beweis wegen Folgerung 2.9 nur fir Polg gef~hrt werden muB. 

Nach Matl3asevlc (IO-Hilbert'sches Problem) gibt es ein Polynom f I 
(dieses habe m+2-Stellen) und zu jedem einstelligen rekursiv aufz~hl- 

baren Pr~dikat T ein t, so da~ gilt: 

Vx(Tx ~ ~YI"'" ~Ym[f1(t'x'Yl ..... ym)=O] mit x,t,y I ..... Ym6 

Sei t so gewihlt, dab T = ~{und sei f das Polynom, welches aus fl 

durch Einsetzung von diesem t entsteht. 

Ein Polynom f ist gleich der Differenz zweier Polynome p und q, welche 

keine Subtraktion und nur positive Koeffizienten enthalten. Damit gilt: 

V~ 6~m+1(f(£) = O ~ Z=(p(~),q (~)) = O). Sei nun (m ,~) eine akzep- 

table Programmklasse f~r ~9 Polg, dann gibt es i ~ ~ (m+1), so dab 

9i H Z ~p'q)' da ~= (p,q) ~ Polg ist. Weiter sei j e ~ (m) , so ge- 
m w~hlt, daB ~j { C I . Nun k~nnen wit schlieBen: 

Vx(x ~ K ~ n~Y1"'" ~Ymfl (k'x'Yl ..... Ym )=0 ~ i ~Y1"''Ym~i(x'Yl ..... 

ym ) = O 

{Vy 1...vym~ (x,y I ..... ym )=I ~ ~S(i,x){~j ~ E(S(i,x),j) = O 

Die L@sbarkeit des ~quivalenzproblems bedingt also auch hier die L~s- 

barkeit des Halteproblems f~r Turingmaschinen. 

Fir die Klasse Polder Polynome Uber ~ ist die funktionale ~quivalenz 

dagegen durch Koeffizientenvergleioh l@sbar. 
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4. Looppro~ramme 

Die Klasse L der Loopprogramme wurde von Meyer und Ritchie (1967) ein- 

gef~hrt. Wir wollen diese und zwei Erweiterungen im Folgenden (der 

KOrze wegen nur informal) definieren. Durch Loopprogramme werden na- 

tOrliche Zahlen, die in beliebig vielen Registern X. abgespeichert 
1 

sind manipuliert. Der Sprachschatz der Looppregramme lautet: 

Def. 4.1: Ein Loopprogramm P 6 List eine endliche Folge von Befehlen, 

die mit In(Xl,...,Xn) beginnt und mit Out(Xo) endet. Die Obrigen Be- 

fehle haben die Form X i := Xj,X i := X.+I,x. := O, Loop(X i) oder End l 1 
FOr P 6 L(:I) sind auBerdem noch die Befehle X. := X.±I und for 

1 1 
P 6 L(a1,+) die Befehle X := X ±I und X := X +X k erlaubt. Die Befehle z z z j 
Loop(X i) und End mOssen immer wie ~ffnende und schlie~ende Klammern an- 

geordnet sein. 

Def. 4.2: Ein Loopprogramm wird interpretiert, indem die Befehle der 

Reihe nach abgearbeitet und die Registerinhalte entsprechend ver~ndert 

werden. Zu Beginn seien alle Registerinhalte gleich O. Dann liest 

In(XI,...,X n) das Argument n-Tupel ein. Die Interpretation der Befehle 

X i := Xi+I,X i := O,X. := X und X. = Xj+X k ist offensichtlich 1 3 1 
X±. := Xi:1 wird abgearbeitet indem der Inhalt des Registers Xi um I er- 

niedrigt wird, falls er gr~Ser null ist, und sonst gleich null bleibt. 

Ist als n~chster Befehl Loop(Xi) abzuarbeiten, so suche man das zuge- 

h~rige End und arbeite das ProgrammstOck, welches zwischen Loop(Xi) und 

diesem End liegt so oft ab, wie der Inhalt des Registers X. beim Eintrit 
1 

in diese Schleife angibt. Anschlie~end f~hre man die Interpretation des 

diesem End folgenden Befehls aus.Out(Xo) gibt schlieSlich den Inhalt 

des Registers X ° als Ergebnis aus. Jedem Loopprogramm P wird durch 

diese Interpretation ~ eine Funktion ~p zugeordnet. 

Zur AbkOrzung stehe L(~) for L,L(±I) oder L(±I,+) . 

Def. 4.3: FOr allen sei Ln(~) die Klasse von Programmen aus L(~ , 

deren Loop(Xi)-End-Paare h@chstens n-mal geschachtelt sind, das heiBt 

Lo(~) enthalte kein Loop(Xi)-End-Paar , LI(N ) nur einfaehe Schleifen 

etc. 

Def. 4.4: bzw. ~n (N) seien die zu L(N) bzw. L (~) und der 
n 

Interpretation ~ geh~renden Funktionenklassen. ~(~) sind gerade die 

primitiv rekursiven Funktionen. 

Lemma 4.5: Die Zlassen (Ln(N),~) sind entscheidbare akzeptable Pro- 

grammklassen. 

Beweisskizze: Der einzige nicht offensichtliche Punkt ist das 
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I ge- Sm-The°rem'n Wie man die Funktion S erh~it, sei hier am Beispiel S I 

1(p,x) = In(X1) ;X 2 := XI; zeigt. Ist P :~ In(XI,X2) ;P' , dann lautet S I 

X I := O; X := X +I;...,X := X +I;P'. -I .... ~ .... --I " "'~ 
x-mal 

FUr den Beweis des nichsten Satzes ben~tigen wir die Presburger Arith- 

metik. Dies ist die Theorie, die zu dem Ublichen Axiomensystem f~r O, 

' (Nachfolger) und + in der Logik der I. Stufe mit Gleichheit geh~rt. 

Die n+1-stelligen rechtseindeutigen AusdrUcke definieren n-stellige 

berechenbare Funktionen. 

FUr £i(:I) ist die funktionale ~quivalenz entscheidbar. Satz 4.6: 

Beweis: Wie wir im n~chsten Satz zeigen, l~Bt sich LI(±I) rekursiv 

in die Presburgerarithmetik ~bersetzen. Da die Presburgerarithmetik 

entscheidbar ist (vgl. Presburger (1930)), ist das Aquivalenzproblem 

dort l~sbar und somit nach Lemma 2.5 auch in LI (±I) . 

Def. 4.7: Eine Funktion heiBe "partiell linear", wenn sie durch Kom- 
n n 

aus den Ausgangsfunktion Co,Ui,s,+,±,w(w(Xl,X2)=Xl fir x2+OA=O position 

sonst), Ix/k] und [x,k] (abgeschnittene Division bzw. Rest bei Divi- 

sion durch eine Konstante) gewonnen werden kann. Dies sind gerade um 

als Ausgangsfunktion erweiterten "simple functions". 

Satz 4.8: a) Die Klasse LI(±I) l~Bt sich in ~ie Klasse der "partiell 

linearen" FunktionsausdrOcke ~bersetzen. b) Die "partiell linearen" 

FunktionsausdrUcke lassen sich in die Presburgerarithmetik 0bersetzen. 

Beweisskizze: Zu a) Hierzu kann der Beweis des Theorems 4 von 

Tsichritzis (1970) so erweitert werden, dab auch der Befehl X:=X!1 

miterfaBt wird. Zu b) Zun~chst werden fur die Grundfunktionen der 

"partiell linearen" Funktionen ~quivalente Presburgerausdr~cke ange- 

geben. So kann z.B. Y=X1±X 2 in x1=Y+X 2 v(y=O A ~ z(x1+z=x2)) und 

y=[x/k] in ~v(~ w(v+w+1=k)Ax=~+v) ~bersetzt werden. 

Seif aus g,h Iund h 2 durch Substitution gewonnen, also f(x) = 

g(h1(x),h2(x)) und seien HI,H 2 bzw. G Presburgerausdr~cke f~r hl,h 2 

und g, dann ist 

F z ~Yl ~y2(HI(x'yl) A H2(x,y 2) ~ G(Yl,Y2,Y)) ein Ausdruck fur f. Somit 

kann zu jedem partiell linearen Funktionsausdruck durch Induktion ~ber 

seinen Aufbau ein ~quivalenter Presburger Ausdruck gefunden werden. 

5. Cleave-Ritchie-Hierarchien 

Die bisher betrachteten Loophierarchien Li(N) werden nun weiter ver- 

feinert, indem der Bereich zwischen zwei benachbarten Loopklassen in 
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unendliche Hierarchien aufgeteilt wird. Dabei seien die L?(N)-Pro- 
1 

gramme gerade die Programme aus Li+1(~), die h~chstens k-verschiedene 

Loop-End Paare der Schachtelungstiefe i+I besitzen. ~k. seien die zuge- 
1 

h~rigen Funktionenklassen. Diese sind nun im allgemeinen nicht mehr 

gegeniber der Komposition yon Funktionen abgeschlossen. DaB sie aber 

gegen~ber der Substitution von Konstanten abgeschlossen sind, zeigt: 

Lemma 5.1: Die Klassen L~[~] sind akzeptable entscheidbare Programm- 
i 

klassen. 

Beweis: Der Beweis geht wie fur Lemma 4.5. 

2 und ~I Satz 5.2: FUr die Klassen ~I _ 2(±I) ist die Xquivalenz nicht 

entscheidbar. 

Beweisskizze: Sind p und q beliebige Polynome ohne Subtraktionen, so 

2 bzw. I l~Bt sich [=(p,q) mit L 2 L2(±1)-Programmen berechnen. Damit er- 

gibt sich dann wie beim Beweis des Satzes 3.4 ein Widerspruch zwischen 

der Unl~sbarkeit des 10. Hilbert'schen Problems und der Entscheidbar- 

keit der ~quivalenz. 

SchluB: Insgesamt zeigt sich also, dab die funktionale Aquivalenz 

nicht erst in der Klasse ~ der.elementaren Funktionen, die exponen- 

tiell-wachsendeFunktionen enth[it, sondern schon in kleineren Klassen, 

deren Funktionen h6chstens polynomial oder linear wachsen unentscheid- 

bar werden kann. Andernseits lassen sich die "simple functions" noch 

ohne Verlust der Entscheidbarkeit etwas erweitern. 
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