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AXIOMATISIERUNG VON PROGRAMMIERSPRACHEN UND
THRE GRENZEN

Giinter Hotz

Zusammenfassung : Es gibt flir realistische Programmiersprachen kein end-

liches Axiomensystem, das es gestattet die einschligigen Theoreme einer
Theorie der Programmiersprache abzuleiten. Die Transportabilitdt von
Programmen kann durch Korrektheitsbeweise im Rahmen einer axiomatischen

Theorie nicht vollstdndig gesichert werden.

Einleitung : Dieses Kolloguium umfaft praktische und theoretische Themen.
Der Teilnehmerkreis ist entsprechend heterogen. Deshalb sei es mir ge-~
stattet, die Gesichtspunkte, die uns bei dem Axiomatisierungsversuch lei-

ten, an klassischen Beispielen zu erldutern.

Das erste Beispiel einer axiomatisierten Theorie stellt die euklidische
Geometrie dar. Geometrische Einsichten und ihr logischer Zusammenhang

hatten schon Jahrhunderte vor Euklid groBes Interesse gefunden, ohne da8
jedoch ein Bediirfnis nach einer systematischen Durchdringung des aufge-

hduften Wissens in diesen Zeitrdumen nachgewiesen werden kann.

Das axiomatische Interesse besteht darin die angesammelten Erkenntnisse

logisch aus mdglichst wenigen, mdglichst evidenten und widerspruchsfreien
Resultaten der Theorie abzuleiten. Diese Resultate werden nun als gegeben
hingenommen. Zu ihrer Begriindung ben&tigen sie ~ vom formalen Standpunkt

aus - nichts auBer ihrer Widerspruchsfreiheit. Diese Grundlage filir eine

systematische Durchdringung des Wissens heifit ein Axiomensystem. Das
Axiomensystem heifit vollst#ndig, wenn es m8glich ist, alle anderen Ein-
sichten der Theorie mittels formalen Regeln -~ d.h. chne Verwendung einer

inhaltlichen Interpretation der Axiome - aus den Axiomen abzuleiten.
Wie sehen Axiome der euklidischen Geometrie aus ?

Wun man spricht in der Geometrie {iber Gegenstinde, die Punkte und Geraden

heiBen und davon, daB Strecken durch Punkte gehen oder daB Punkte auf
Strecken liegen, daB sich Geraden schneiden und Punkte auf einer Geraden

liegen.

Die Gegenstdnde, um die es geht bilden also Mengen P und S. Die Elemente
von P sind die Punkte, die Elemente von S sind die Strecken.

PDaB ein Punkt auf einer Geraden liegt, oder eine Gerade durch einen Punkt
geht, sind zwei verschiedene Bezeichnungen fiir den gleichen Sachverhalt,

den man durch eine Relation
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RTC PxS

beschreiben kann. ( p,g ) € R1 bedeutet eben, daB p auf g liegt. DaB
Geraden sich schneiden kdnnen, kommt in einer Relation

R2C: PxS xS

zum Ausdruck : ( p, 941 9, ) € R2 bedeutet, daB 9, und a, sich in p
schneiden.

Entsprechend geh&rt zu " verbinden " eine Relation

R3CZ SxPxpP,

mit der Interpretation ( g, Pys Py } e R3 genau dann, wenn g durch P,
und P, geht.

Nun sind die Relationen im Lichte unserer anschaulichen Interpretation
nicht unabhingig voneinander. Es gilt dann vielmehr
(Pr9qr9,) Ry =>{p, g, ) R und ( p, g))e R,.
Weiter etwa
( 9/ Pyr Py ) 8 Ry => (g, p,y P ) €R,
oder
t — - !
(9‘:911}?2)stund(g,PTrpz}eR2->g—g.

Solche Eigenschaften von Relationen, die wir als " evident " oder " wiin-
schenswert " als Basis unserer Theorie wihlen, heifien im Rahmen der Theorie
Axiome.

Axiomensysteme miissen widerspruchsfrei und sollen vollstindig sein.

Ein Axiomensystem ist widerspruchsfrei, wenn sich aus ihm mittels logi-
scher Schliisse nicht zugleich ein Satz und die Negation dieses Satzes ab~-
leiten ld8t. Die Widerspruchsfreiheit zeigt man durch Konstruktion eines
Modells. Ein Axiomensystem heiBt vollstindig, wenn sich jeder Satz der
Theorie, der richtig ist, aus den Axiomen logisch ableiten 1&Bt.

Hieraus engibt sich §in unsen Problem schon soviel, dap der Anspruch, eine
Programmiensprache axiomatisch vollfstindig definient zu haben, ohne eine
Umschredibung den zu erfassenden Theonie als Tantologie aufgefapt werden
mup.

Uns interessiert an unserem Beispiel noch ein weiterer Gesichtspunkt :

Man unterscheidet verschiedene Arten von Geometrien. Als Beispiel sei die

projektive Geometrie genannt, die sich nur auf Aussagen wie schneiden und

verbinden bezieht, ohne eine Anordnung der Punkte auf der Geraden ins Auge

zu fassen, also eine reine Inzidenzgeometrie G1. Durch Hinzunahme von An-

ordnungsaxiomen erh8lt man eine reichere Geometrie Gz. Man kann sich nun
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fragen, ob man nicht natlirlicher die Geometrie umgekehrt aufgebaut hdt-
te, ndmlich indem man Anordnungsaxiome an die Spitze stellt. Nun rein
formal kann man das tun, nur wird kaum jemand ein System, das keine Aus~
sagen iiber das Schneiden von Geraden und das Verbinden von Punkten macht,
als Geometrie bezeichnen.

Wir merken uns fir spiter :

Fine axiomatische Theordie, die in verschiedenen Richtungen Venfeinenungen
enthdlt, besitzt eine natlinfiche Hierarchie in Lhren Axiomen.

Wir wollen dies an einem zweiten Beispiel erl&utern, das auch noch aus
einem anderen Grund fiir uns wichtig wird, nd&mlich am Beispiel der Gruppen-

theorie.

In der Gruppentheorie haben wir es nur mit einer Menge G von Objekten zu
tun, einer Relation, ndmlich der Multiplikation und einiger weniger Axi-

ome.

o

Eine Menge G mit einer Operation
T: GxG~>G,
die die Gruppenaxiome erflillen, heifit eine Gruppe.

Es gibt bekanntlich sehr verschiedene Gruppen, z.B. gibt es Gruppen mit
17 und solche mit 31 Elementen. Wenn man nun eine Rechnung in der Gruppe
mit 17 Elementen in der Gruppe mit 31 Elementen machen will, dann gerdt

man in Schwierigkeiten, obwohl die Gruppe, in der wir die Berechnung

nachbilden wollen, gr&fer ist. Die Ursache liegt bekanntlich darin, daB
es von der Gruppe mit 17 Elementen in die mit 31 Elementen nur einen
Homomorphismus gibt, der alle Elemente auf das 1-Element abbildet. Das
entsprechende gilt fiir die " Simulation der Berechnung " in der anderen

Richtung.
Wir behalten von diesem Beispiel in Erinnerung :

Es gibit Gruppen derarnt, daB " Berechnungen " in ednen Gruppe als Engebnis
das 1-Efement Lizfern, wihrend die " gleichen " Berechnungen in anderen
Gruppen dies nicht Zun,

Weiter fdllt uns an diesem Beispiel auf, daB8 zahlentehoretische Eigen=-
schaften der Anzahl der Elemente einer Gruppe in der Gruppentheorie eine
hervorragende Rolle spielen, chne daf die natiirlichen zahlen in der Gruppen-
theorie axiomatisch eingeflihrt werden. Das heiBt, daB8 man Resultate der
Zahlentheorie zwar verwendet, diese aber als untypisch oder gar stdrend

in dem interessierenden Bereich ansieht.
Das wirft die Frage auf :

Was sind die fin eine Theondie dex Programmiensprache typlschen Resuliate,



469

was is% edin Theonem den Theonie den Programmiensprachen, was ein Axiom
den Theonie ? Gehdren z.B. die Axiome den natiinlichen lahfen in eine
Theonie den Programmiensprachen ?

Bevor wir einen weiteren wichtigen Begriff an Hand der Gruppe erliutern,
sei auch an diesem Beispiel auf die hierarchische Struktur in Axiomen-

systemen verwiesen.

Man kann z.B. von Gruppen zu abelschen Gruppen, stetigen Gruppen und

durch Hinzunahme weiterer Relationen zu Ringen u.s.w. lbergehen.

Wir haben oben den Begriff der Berechnung in Gruppen verwendet. Eine Be-
rechnung ist hier eine Folge von Operationen, die auf eine gewisse Menge
von Gruppenelementen angewendet wird. Man kann nun versuchen eine Berech-
nung nicht in konkreten Gruppen auszufithren, sondern gymbolisch, indem man
zur Umformung von Ausdriicken nur die Axiome der Gruppentheorie zul#dst.

Beigpiel : Sind a und b Elemente irgendeiner Menge, dann bilden wir
gruppentheoretische Ausdriicke wie
-1
(a'b) .(a.b)
und rechnen mit diesen Ausdriicken unter Verwendung der Axiome. Man erhilt
dann aus obigem Ausdruck etwa

1

(a.;) " 1.(a.b) = b .a . (e = (b ah.a) b

= (o b b =1

a.a)).n

Man erhdlt durch das symbolische Rechnen eine Gruppe, die durch die Ele-
mente a und b " erzeugt " wird; diese Gruppe ist die freie Gruppe liber
{a, b}.

Damit haben wir genug Material zur Veranschaulichung der folgenden Aus-—
fiihrungen.

Zwel einfache Programme {iber Gruppen.

Es seien a.b und a_1 Gruppenoperationen.

Wir betrachten das Programm

begin
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£ : end

Das Programm guadriert also den Inhalt von x, so lange bis 1 herauskommt.

1
Ebenso oft wie es guadriert, multipliziert es a mit dem Inhalt von x3.
Nach n-maligem Durchlaufen der Schleife haben wir also
2f n
Zontent (x1)=a und content (x3)=a .
Rechnen wir in einer freien Gruppe, bricht das Programm niemals ab.

Rechnen wir in der additiven CGruppe, dann haben wir nach n Zyklen

content (x1)=2n.a und content (x3)=n.a.

Ist unsere Gruppe die additive Gruppe von /. ; dann bricht der Algo-

15
rithmus fiir a £ o auch niemals ab { das 1-Element ist hier die "o"l).

Rechnen wir in der additiven Gruppe von TZ_ o’ dann bricht der Algorith-
mus nach spdtestens m Schritten ab. Starten2 wir die Rechnung mit a = 1
( hier nicht die Einheit der Gruppe )}, dann bricht der Algorithmus nach

genau m Schritten mit

content (x3)=m
ab.

Wir fassen zusammen :

Ein Programm mit Operationen, die den Axiomen der Gruppe genigen, kann bed
Rechnungen in §reien Gruppen niemals abbrechen, wihrend es bei Rechnungen
iben endlichen Gruppen abbrechen kann oder auch ndicht. Im Falfe des Ab-
bruches des Programmes, brauchen die Resulfate bed Rechnungen in ver-
schiedenen Gruppen nichts mifeinander zu tun haben.

Wir &ndern das Beispiel leicht ab :

begin
X r=a;
Ryi=as
x3:=1;
m : X,!:=X1-X1;
Ky i=XyeXq i

if x1=l then goto m elso goto 1;

2 : end
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Wir haben also in der bedingten Anweisung nur die Sprungzlele vertauscht.
Nun haben wir :

Bei Rechnungen 4in den frelen Gruppe brnicht das Programm immen ab. Es gibt
endliche Gruppen, in denen das Paogramm niemals abbricht und solche in
denen es 4in a # o stets abbricht.

Axiomatisierung der Programmsprachen und Transportabilitit von Programmen.

Den Hauptanstof fir die Versuche die Semantik von Programmiersprachen
axioamtisch festzulegen, ging wohl von Floyd[1 Jaus. Vorziiglich durch
Hoare[.2], Manna[%] und Wirth[37] wurde dieser Ansatz theoretisch weit vor-
angetrieben und inES] bei der Definition von Pascal einer praktischen Pro-
be unterzogen.

Die Begriindungen fiir diese Forschungen seien kurz zusammengefaft.

1. Eine nur syntaktisch formal definierte Sprache 138t der Interpretation
des Compilerkonstrukteurs zuviel Spielraum. Programme werden deshalb

bei verschiedenen Sprachimplementationen verschiedene Resultate liefern.

2. Eine Sprache, deren Semanti#formal vollstiindig definiert ist, gibt dem
Benutzer die M8glichkeit die Korrektheit seines Programmes zu beweisen
und so bei axiomatisch richtigen Implementationen der Sprache die

Transportabilit&t seines Programmes zu sichern.

3. Die formalen Definitionen der Semantik unter Verwendung einer abstrak-
ten Maschine wie z.B. bei der Wiener Methodeeﬁg] ist zu komnliziert, um

auf dieser Basis Korrektheitsbeweise zu fiithren.

Wir wollen uns hier die Begriindung kritisch anschauen.

Der erste Grund kann wohl von niemand hestritten werden. Die Notwendigkeit
die verbale Definition durch eine formale zu ersetzen wird allgemein bren~
nend empfunden.

Die zweite Begriindung trifft nur zum Teil zu, wie unsere trivialen Bei-
spiele aus dem vorigen Paragraphen zeigen.

a) Némlich die beiden Programme sind fiir jede Implementation, der Ope-

ration a.b und a_1, die den Gruppenaxiomen geniigen, syntaktisch korrekt.

Dies besagit weder etwas iben die Teaminiechung den Programme, noch <{hre
Resultate im Falle den Tenminierung aus.

b) Der Beweis, daB ein Programm eine bestimmte Funktion berechnet, unter
alleiniger Verwendung der Axiome kann die Koaaehktheit nur bed Rech-
nungen in der freden Gruppe gewihrleisten.
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¢} Die Implementation von Programmiersprachen auf Rechnern mit verschie-
denen Wortlingen wird aber stets auf nicht isomorphe der axiomatisch
definierten Algebra ( Gruppe ) fihren und nie zu einer Realisierung

der freien Algehra.

Folgerung aus aj}, b} und c¢).

Ohne eine genaue Untersuchung der in der Definition von Proarammierspra-
chen festgelegten algebraischen Bereiche, kann man die Begriindung 2. in

dieser allgemeinen Form nicht aufrecht erhalten. Man wird bei Programmen,

deren Korrekheit auf axiomatischer Basis nachgewiesen wurde, nur sicher sein

k®nnen, daf gewisse Fehler ausgeschlossen sind.

Zum Beweis der " vollstindigen Korrektheit " scheint stets der Nachwels
notwendig zu sein, daf die konkrete Maschine, die freie Maschine ({ Maschi-

ne, die in den freien Algebren rechnet ) " korrekt " simuliert.

Ist dieser Nachweis fiir eine konkrete Maschine erbracht, dann ist es

nicht selbstversténdlich, daB er fiir die anderen Maschinen Uberfliissig

ist.

Nun zur dritten Begriindung :

Die Definition der Semantik unter Verwendung einer abstrakten Maschine
sind in der Tat gehr aufwendig und fiir einen Benutzer der Sprache schwer
zumutbar. Zundchst muB man sagen, daf8 der obige Einwand bezliglich der
Korrektheit von Programmen auf konkreten Maschinen, die auf der abstrak-
ten Maschine korrekt sind, hier ebenso zutrifft. Falls die axiomatische
pefinition eine Programmiersprache so weit festleot, wie die unter Ver-
wendung einer abstrakten Maschine, stellt die abstrakte Maschine, die

oben skizzierte freie Maschine dar.

Es stellt sich damit die Frage, wie aufwendig eine gleich vollsténdige

axiomatische Definition einer Programmiersprache wird.

Der Umfang axiomatischer Definitionen von Programmiersprachen.

Wir erinnern uns an das in der Einleitung geschildete Schema axiomatischer
Definitionen. Wir hatten eine Menge von Objektmengen, P1, P2,... eine Men-
ge von Relationen R1, RZ"" und eine Menge von Axiomen Ai’ Az,...,die Be-

ziehungen zwischen den Relationen postulierten.
Was sind in einer Theonie dern Programmiensprachen die Objekte 7
Zur Beantwortung dieser Frage gibt es nur die MBalichkeit, in der Litera-

tur nachzusehen, welche Gegenstidnde in Definitionen von Programmierspra-

chen und in Aussagen {iber Programmiersprachen vorkommen, um dann die fiir

programmiersprachen typischen Objekte auszusondern.
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In der Arbeit von Floyd [4] werden einige Formen fiir Axiome der Program-
miersprachen angegeben, die allgemein akzeptiert werden. Ein Beispiel
ist : Flir alle P1, P2, Q1, Q2 und C gilt
Pi{C}Q1&P2{C}Q2=>(P?AP2){C}(Q1/\Qz)
Hierin sind Pi und Qi Prédikatsausdriicke und C ist ein operationeller
Ausdruck. Die Pi' Qi und € sind alsp Objekte, die in Relationen P{C}Q
stehen kénnen und diese Relationen stehen in dem oben angegebenen Zu-

sammenhang.

Dag sind unendlich viele Axiome in denen beliebig komplizierte Objekte

vorkommen.

Diese und die weifenen bedi FLoyd angegebenen Axiome besagen aenauw, daB
Programmiensprachen aus Tedllen C aufgebaut wenden, -die als Relaticnen
im mengentheonetischen Sinn intenpretfient wenden s0flen.

Hiergegen kann man wenig einwenden. Diese unendlich vielen Axiome haben
eine sehr einfache Gestalt und sie sind unter natiirli¢hen Voraussetzun-
gen lber die Pradikatsausdriicke aufzZhlbar im Sinne der rekursiven

Funktionentheorie.

LieBen sich Programme stets aus primitiven Elementen Ci durch Aneinander-

reihen

C1; CZ;"'; Ck
aufbauen, wire man fertig. Leider beginnt aber hier erst das eigentliche
Problem. Der Aufbau der Programme C aus primitiven Strukturen C1,... ist
sehr kompliziert, wie aus der syntaktischen Beschreibung der Programmier-
sprachen hervorgeht. Hoare und Wirth haben in [3] den Versuch unternommen

die Semantik der gehr ibersichtlich aufaebauten Programmiersprache

Pascal zu einem wesentlichen Teil axiocmatisch zu fassen. Hierbei treten

in der Tat nahezu alle { vielleicht sind es alle, ich habe es nicht nach-
geprift ) syntaktischen Grundbegriffe der Sprachdefinition von Pascal auf.
= Nach meinem Empfinden sollten es alle sein, wenn nicht durch die syntak-
tischen Sprachmittel iliberfliissige Begriffe hereincekommen sind. -~ Dies
sind aber gréBenordnungsmifiig 50 Eeg;iffe. Das heiBt, daB wir bei einer
vollstdndigen axiomatischen Beschreibung einer hfheren Programmiersprache

mit einem unerh&rt groBen Axiomensystem rechnen miissen.
Hier stellen sich sofort zwei Fragen :

Kann dieses Axiomensysiem nicht sehn systematisch sedin ? Win haben dies
doch oben am Bedispiel eines unendfichen Axiomensystems gesehen.

Was heiBt hien das Wont Vollstdndighkeit 7

Die erste Frage 148t sich nicht unabhingig von der zweiten beantworten.
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Man kann diese Frage auch nicht nur von existierenden Programmiersprachen
ausgehend beantworten.

Genauen:von den Defindition exisidienenden Sprachen ausgenend. Es ist denk-
bar, dap wir uns An den starnken Beschrndnkung den syntaktischen Beschred-
bungsmittel bedi den fast ausschlLieBlichen Verwendung von kontextgreien
Chrnomsky-Sprachen oden dbernhaupt von semi-Thue-Systemen ein Prokrustes-
bett geschaffen haben.

Was auf den ersten Blick auffdllt ist das folgende : Nimmt man die
Floyd'schen Axiome und die Erginzung durch Mannaﬂsj, die die Behandlung
des " While " aus, dann besitzen die vorngeschlagenen Axiomensysteme heine
hierarchische Struktur.

Diesen Abschnitt zusammenfassend bemerken wir, daf auch die axiomatische
befinition der Semantik von Programmiersprachen, wie es scheint notge-
drungen, sehr aufwendig wird.

Die Strukturierung von Axiomensystemen.

Wenn wir die Versuche eines durchgehend axiomatischen Aufbaues der
Mathematik anschauen, dann entdecken wir auch hier sehr umfangreiche
Axiomensysteme. Nur begegnen diese einem Mathematiker so gut wie nir.

Er richtet sich ein Arbeitsfeld axiomatisch her, bearbeitet es aber unter
naiver Verwendung aller in der Mathematik zur Verfiigung stehender Mittel.

In der Theorie der Programmierung oder der Programmiersprachen fehlt uns
bis jetzt die Einsicht, ob und wie sich Bereiche abgrenzen lassen, die ein

dhnlich selbstindiges Leben nebeneinander filihren k&nnen.

Zum Beispiel fehlt vollstindig die Antwort auf die Frage, was is1 edn
Axiom ednen Theonie den Programmiensprachen und was nicht ?
Haben die Axiome fiir die natiirlichen Zahlen in einer Theorie der Program-

miersprachen mehr zu suchen als in der Gruppentheorie ?

Eine Antwort auf die erste beider Fragen wire ein Schritt auf eine

hierarchische Strukturierung:

Man entwickelt zundchst eine Theorie der Programmiersprachen z.B. mit
frnelen Typen. Das heiBt, daB die Verwendung des Typenalphabates durch
Axiome nicht eingeschrinkt wird. Man betrachtet die mit den allgemeinen
" Typenaxiomen " vertrdglichen Interpretationen. Ein Beilspiel fiir die

Behandlung dieser Typen findet man etwa in[#.].

Man nimmt den ausgezeichneten Typ boolean auf. Prozedurtechniken.

SchlieBlich Axiomensysteme fiir integer, real, usw.

Irgendwo in diesem hierarchischen Aufbau gibt es Abzweigungen zu Algol 68

oder Pascal.
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Ein solcher Aufbau wirde die Definition der einzelnen Sprachen sehr ent-
lasten. Er wirde es erlauben in allgemeinen Theorien fiir die Bearbeitung
spezieller Probleme so viel Vorarbeit zu leisten, daB die groBe Kompli-
ziertheit der Sprachen weniger driickend empfunden wiirde.

In die oberste Hierarchie gehdren die Untersuchungen {iber Programm-
schemata [373.

Die Vollstdndigkeit :

Ein Axiomensystem, das fir eine Theorie der Programmiersprachen in dem
Sinn vollstdndig ist, daB es die Aquivalenz von Programmen nachzuweisen
gestattet, die bei jeder zuldssigen Interpretation die gleiche Funktion
berechnen, gibt es nur flir sehr allgemeine Theorien. Gibt es in der Spra-
che ein Axiomensystem f£iir einen Typ, z.B. integer, der die Interpretation
von Integervariablen auf die natfirlichen Zahlen einschrdnkt, dann oibt

es nicht einmal ein aufzdhlfbares Axiomensystem fiir diesen Zweck. Dies
folgt leicht aus dem bekannten Satz, daf die Turinoaprogramme flir eine
fest vorgegebene Funktion nicht aufzdhlbar sind.

Abschliefiende Zusammenfassung :

Die Entwicklung einer axiomatischen Theorie der Proorammiersprachen er-
scheint notwendig und bei geeigneter Strukturierung der Axiomensvysteme
vielversprechend.

Vollstindigkeit sowohl beweistheoretisch als auch fiir praktische Zwecke
wird nicht erreichbar sein. Eine ergidnzende Betrachtung der Simulation
von zu den axiomatischen Theorien gehSrigen freien Maschinen auf konkre~

ten Maschinen erscheint stets als notwendig.

Als dringend wiinschenswert stellt sich eine Untersuchung der Begriffe

integer und real heraus. Hieraus sollte schlieBlich eine Normung der

Maschinenarithmetik resultieren.
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