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AXIOMATISIERUNG VON PROGRAMMIERSPRACHEN UND 

IHRE GRENZEN 

GUnter Hotz 

Zusammenfassunq { Es gibt fur realistische Programmiersprachen kein end- 

liches Axiomensystem, das es gestattet die einschlMgigen Theoreme einer 

Theorie der Programmiersprache abzuleiten. Die Transportabilit~t von 

Programmen kann durch Korrektheitsbeweise im Rahmen einer axiomatischen 

Theorie nicht vollst~ndig gesichert werden. 

Einleitunq__! Dieses Xolloquium umfaSt praktische und theoretische Themen. 

Der Teilnehmerkreis ist entsprechend heterogen. Deshalb sei es mir ge- 

stattet, die Gesichtspunkte, die uns bei dem Axiomatisierungsversuch lei- 

ten, an klassischen Beispielen zu erl~utern. 

Das erste Beispiel einer axiomatisierten Theorie stellt die euklidische 

Geometrie dar~ Geometrische Einsichten und ihr logischer Zusammenhang 

batten schon Jahrhunderte vor Euklid groBes Interesse gefunden, ohne dab 

jedoch ein BedUrfnis nach einer systematischen Durchdringun9 des aufge- 

h~uften Wissens in diesen Zeitr~umen nachgewiesen werden kann. 

Das axiomatische !nteresse besteht darin die angesan~nelten Erkenntnisse 

logisch aus m6glichst wenigen, m~glichst evidenten und widerspruchsfreien 

Resultaten der Theorie abzuleiten. Diese Resultate werden nun als gegeben 

hingenommen. Zu ihrer BegrUndung ben6tigen sie - vom formalen Standpunkt 

aus - nichts auBer ihrer Widerspruchsfreiheit. Diese Grundlage fur eine 

systematische Durchdringung des Wissens heist ein Axiomensystem. Das 

Axiomensystem heist vo!ist~ndiq, wenn es m~glich ist, aile anderen Ein- 

sichten der Theorie mittels formalen Regeln - d.h. ohne Verwendung einer 

inhaltlichen Interpretation der Axiome - aus den Axiomen abzuleiten. 

Wie sehen Axiome der euklidischen Geometrie aus ? 

Nun man spricht in der Geometrie Uber Gegenst~nde, die Punkte und Geraden 

heiSen und davon~ dab Strecken durch Punkte gehen oder dab Punkte auf 

Strecken liegenf dab sich Geraden schneiden und Punkte auf einer Geraden 

!iegen. 

Die Gegenst~nde, um die es geht bilden also Mengen P und S. Die Elemente 

von P sind die Punkte~ die Elemente von S sind die Strecken. 

DaS ein Punkt auf einer Geraden liegt, oder eine Gerade durch einen Punkt 

geht, sind zwei verschiedene Bezeichnungen fur den gleichen Sachverhalt, 

den man durch eine Relation 
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R I C P x S 

beschreiben kann. ( p,g ) e R 1 bedeutet eben, daB p auf g l~egt. DaB 

Geraden sich schneiden k~nnen, kommt in einer Relation 

R 2 C P x S x S 

zum Ausdruck : ( P' g1' g2 ) e R 2 bedeutet, dab gl und g2 sich in p 

schneiden° 

Entsprechend geh6rt zu " verbinden " eine Relation 

R 3 ~ S x P x P, 

mit der Interpretation ( g, PI' P2 ) £ R 3 genau dann, wenn g durch Pl 

und P2 geht. 

Nun sind die Relationen im Lichte unserer anschaulichen Interpretation 

nicht unabh~ngig voneinander. Es gilt dann vielmehr 

( P' gl' g2 ) e R 2 =>( p, gl ) e R 1 und ( p, g2) e R I. 

Weiter etwa 

( g' P1' P2 ) e R 2 => ( g' P2' Pl ) e R 2 

oder 

( g' Pl' P2 ) £ R2 und ( g', P1' P2 ) e R 2 => g = g'. 

Solche Eigenschaften yon Relationen, die wir als " evident " oder " w~n- 

schenswert " als Basis unserer Theorie w~hlen, heiBen im Rahmen der Theorie 

Axiome. 

Axiomensysteme m0ssen widerspruchsfrei und sollen vollst~ndig sein. 

Ein Axiomensystem ist widerspruchsfreit wenn sich aus ihm mittels logi- 

scher SchlHsse nicht zugleich ein Satz und die Negation dieses Satzes ab- 

leiten l~Bt. Die Widerspruchsfreiheit zeigt man durch Konstruktion eines 

Modells. Ein Axiomensystem heiBt vollst~ndig, wenn sieh jeder Satz der 

Theorie, der richtig ist, aus den Axiomen logisch ableiten l~Bt. 

Hieraus e rg ib t  s ich  f~r unser Problem schon s o v i e l ,  dab der A~spruch, eine 

Programmiersprache axiomatisch vo l l s t~nd ig  d e f i n i e r t  zu haben, ohne eine 

Umschreibung der zu er fassenden Theorie  als Tantologie  aufgefaBt  werden 

m~B. 

Uns interessiert an unserem Beispiel noch ein weiterer Gesichtspunkt : 

Man unterscheidet verschiedene Arten von Geometrien. Als Beispiel sei die 

projektive Geometrie genannt, die sich nur auf Aussagen wie schneiden und 

verbinden bezieht, ohne eine Anordnung der Punkte auf der Geraden ins Auge 

zu fassen, also eine reine Inzidenzgeometrie G 1 . Dutch Hinzunahme von An- 

ordnungsaxiomen erh~it man eine reichere Geometrie G 2. Man kann sich nun 
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fragen, ob man nicht natHrlicher die Geometrie umgekehrt aufgebaut h~t- 

re, n~mlich indem man Anordnungsaxiome an die Spitze stellt. Nun rein 

formal kann man das tun, nur wird kaum jemand ein System, das keine Aus- 

sagen ~ber das Schneiden von Geraden und das Verbinden von Punkten macht, 

als Geometrie bezeichnen. 

Wir merken uns f~r sp~ter : 

Eine a x i o m a t i s c h e  T h e o r i £ ,  d i e  i n  v e r s c h i e d e n e n  R ieh tungen  V e r f e l n e r u n g e n  

e n t h ~ I t ,  b e s i t z t  e in~  n a t ~ r l i c h e  H i e r a r c h i e  i n  i h r e n  Axiomen.  

Wir wollen dies an einem zweiten Beispiel erl~utern, das auch noch aus 

einem anderen Grund for uns wichtig wird, n~mlich am Beispiel der Gruppen- 

theorie. 

In der Gruppentheorie haben wires nur mit einer Menge G von Objekten zu 

tun, einer Relation, n~mlich der Multiplikation und einiger weniger Axi- 

ome. 

Eine Menge G mit einer Operation 

T:GxG÷G, 

die die Gruppenaxiome erf~llen, heist eine Gruppe~ 

Es gibt bekanntlich sehr verschiedene Gruppen, z.B. gibt es Gruppen mit 

17 und solche mit 31Elementen. Wenn man nun eine Rechnung in der Gruppe 

mit 17 Elementen in der Gruppe mit 31Elementen machen will, dann ger~t 

man in Schwierigkeiten, obwohl die Gruppe, in der wir die Berechnuna 

nachbilden wollen, ~r~Ber ist. Die Ursache liegt bekanntlich darin, dab 

es vonder Gruppe mit 17 Elementen in die mit 31Elementen nur einen 

Homomorphismus gibt, der alle Elemente auf das l-Element abbildet. Das 

entsprechende gilt fdr die " Simulation der Berechnung " in der anderen 

Richtung. 

Wir behalten von diesem Beispiel in Erinnerung : 

Es g i b t  Gruppen d e r a r t ,  da~ " Beaechnungen " i n  air ier  Grippe a l s  Ergebnis  

das l - E l e m e n t  l i e f e r n ,  w~hrend d i e  " g l e i c h e n  " Berechnungen i n  anderen 

Gruppen d i e s  n i c h t  t u n .  

Weiter f~llt uns an diesem Beispiel auf, dab zahlentehoretische Eigen- 

schaften der Anzahl der Elemente einer Gruppe in der Gruppentheorie eine 

hervorragende Rolle spielen, ohne dab die nat~rlichen Zahlen in der Gruppen- 

theorie axiomatisch eingef~hrt werden. Das heiBt, dab man Resultate der 

Zahlentheorie zwar verwendet, diese aber als untypisch oder gar st~rend 

in dem interessierenden Bereich ansieht. 

Das wirft die Frage auf : 

Was s i n d  d i e  f ~ r  e i n e  T h e o r i e  der  Programmiersprache  t y p i s c h e n  R e s ~ l t a t e ,  
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was i s t  e in  Theorem der Theor i e  der Programmierspraehen,  was e in  Axiom 

der Theor i e  ? Geh~ren z .B .  d ie  Axiome der n a t ~ r l i c h e n  Zahlen in  e ine  

Theor i e  der Programmiersprachen ? 

Bevor wir einen weiteren wichtigen Begriff an Hand der Gruppe erl~utern, 

sei auch an diesem Beispiel auf die hierarchische Struktur in Axiomen- 

systemen verwiesen. 

Man kann z.B. von Gruppen zu a belschen Gruppen, stetigen Gruppen und 

durch Hinzunahme weiterer Relationen zu ~ u.s.w. ~bergehen. 

Wir haben oben den Begriff der Berechnung in Gruppen verwendet. Eine Be- 

rechnung ist hier eine Folge von Operationen, die auf eine gewisse Menge 

von Gruppenelementen angewendet wird. Man kann nun versuchen eine Berech- 

nung nicht in konkreten Gruppen auszufdhren, sondern symbolisch , indem man 

zur Umformung von Ausdr0cken nur die Axiome der Gruppentheorie zul~Bt. 

Beispiel : Sind a und b Elemente irgendeiner Menge, dann bilden wir 

gruppentheoretische AusdrHcke wie 

( a.b )-I. ( a.b ) 

und rechnen mit diesen AusdrHcken unter Verwendung der Axiome° Man erh~it 

dann aus obigem Ausdruck etwa 

(a.b)-l.(a.b) = (b-l.a-1).(a.b) = ((b-l.a-1).a).b 

= (b -I. (a -1.a)).b = b -1.b = I 

Man erh~it durch das symbolische Rechnen eine Gruppe, die durch die Ele- 

mente a und b " erzeugt " wird; diese Gruppe ist die freie Gruppe Hber 

{ a, b }. 

Damit haben wir genug Material zur Veranschaulichung der folgenden Aus- 

fHhrungen. 

Zwei einfache Programme Hber Gruppen. 

Es seien a.b und a -1Gruppenoperationen. 

Wir betrachten das Programm 

be~in 

x I :=a; 

x 2 :=a; 

x3:=I; 
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m : x I :=x I °x I 

x 3 : =x 2 • x 3 ; 

if xi=I the__.~n ~oto~else goto m; 

& : end 

Des Programm quadriert also den Inhalt von x I so lange bis I herauskommt. 

Ebenso oft wie es quadriert, multipliziert es a mit dem Inhalt von x 3. 

Nach n-maligem Durchlaufen der Sch!eife haben wir also 

2 n n 
eontent (Xl)=a und content (x3)=a . 

Rechnen wir in einer freien Gruppe, bricht des Programm niemals ab. 

Rechnen wit in der additives Gruppe, dann haben wir nach n Zykien 

content (Xl)=2n.a und content (x3) =n.a. 

Ist unsere Gruppe die additive Gruppe yon 7~ 1 5' dann bricht der Algo- 

rithmus f~r a + o auch niemals ab ( des l-Element ist hier die "o". I) . 

Rechnen win in der additives Gruppe St~ ten7~ 
mus nach sp~testens m Schritten ab. r 2m, dann bricht der Algorith- 

wir die Rechnung mit a = I 

( hier nicht die Einheit der Gruppe ), dann bricht der Algorithmus nach 

genau m Schritten mit 

content (x 3) =m 

ab. 

Wir fassen zusammen 

Ein Programm ~ i t  Opera t ionen ,  d ie  den Axiomen der Gruppe gen~gen, kann 6e i  
, Rechnungen in  ore~en Gruppen niemals  a66rechen,  w~hrend es 6e i  Rechnungen 

~6er e n d l i e h e n  Gruppen abbrechen kann oder auch n i e h t .  Im Fa l l e  des Ab- 

6ruches des Pr~grammes, 6rauehen d i e  R e s u l t a t e  6e i  Rechnungen i n  ver-  

s c h i e d e n e n  Gruppen n ich t~  m i t e i n a n d e r  zu tun  ha6en. 

Wir Mndern des Beispiel leicht ab : 

m : 

x1:=a; 

x2:=a; 

x3:=I; 

x1:=Xl.Xl; 

x3:=x2.x3; 

if xi=I then goto m elso qoto £; 

end 
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Wir haben also in der bedingten Anweisung nur die Sprungziele vertauscht. 

Nun haben wir : 

Bei Rechnungen in  der f r e i e n  Gruppe b r i c h t  das Programm immer ab. Es g i b t  

e n d l i c h e  Gruppen, in  denen das Programm niemals  a b b r i c h t  und s o l e h e  in  

denen es f~r  a ~ o s t e t s  a b b r i e h t .  

Axiomatisierung der Programmsprachen und Transportabilit~t yon Proqrammen. 

Den HauptanstoS fHr die Versuche die Semantik von Programmiersprachen 

axioamtisch festzulegen, ging wohl von Floyd~ 3aus. VorzHglich durch 

HoareE~, Manna/qS-~ und WirthE~ 2 wurde diaser Ansatz theoretisch wait vor- 

angetrieben und inL~ bei der Definition von Pascal einer praktischen Pro- 

be unterzogen. 

Die Begr~ndungen fHr diese Forschungen seien kurz zusammengefaBt. 

I. Eine nur syntaktisch formal definierte Sprache l~Bt der Interpretation 

des Compilerkonstrukteurs zuviel Spielraum. Programme warden deshalb 

bei verschiedenen Sprachimplementationen verschiedene Resultate liefern. 

2. Eine Sprache, deren Semanti@formal vollstHndiq definiert ist, ~ibt dem 

Benutzer die M~glichkeit die Korrektheit seines Pro~rammes zu beweisen 

und so bei axiomatisch richtigen Implementationen der Sprache die 

Transportabilit~t seines Programmes zu sichern. 

3. Die formalen Definitionen der Semantik unter Verwendung einer abstrak- 

ten Maschine wie zoB. bei der Wiener Methode~J ist zu kompliziert, um 

auf dieser Basis Korrektheitsbeweise zu fHhren. 

Wir wollen uns hier die BegrHndung kritisch anschauen. 

Der erste Grund kann wohl yon niemand bestritten warden. Die Notwendiqkeit 

die verbale Definition durch eine formale zu ersetzen wird allgemein bren- 

nend empfunden. 

Die zweite Begr~ndung trifft nur zum Teil zu, wie unsere trivialen Bei- 

spiele aus dam vorigen Paragraphan zeigen. 

a) N~mlich die beiden Programme sind fHr jade Implementation, der Ope- 

ration a.b und a -I , die den Gruppenaxiomen genH~en, syntaktisch korrekt. 

Dies be~agt  weder etwas ~ber d ie  Term~nierung der Programme, noch i h r e  

R e s u l t a t e  im Fa l l e  der Terminierung aus. 

b) Der Beweis, da~ ein Programm eine bestimmte Funktion berechnet, unter 

alleiniger Verwendung der Axiome kann die K o r r e k t h e i t  nut  be i  R£ch- 

nungen in  der f r e i e n  Gruppe gewMhrleisten. 



472 

c) Die Implementation von Programmiersprachen auf Rechnern mit verschie- 

denen Wortl~ngen wird abet stets auf nicht i somorphe der axiomatisch 

definierten Algebra ( Gruppe ) fHhren und nie zu einer Realisierung 

der freien Algebra. 

Fol~erung aus a l ~ b) und c). 

Ohne eine genaue Untersuchung der in der Definition von Pro~rammierspra- 

chen festgelegten algebraischen Bereiche, kann man die Begr~ndung 2. in 

dieser al__ll~emeinen Form nicht aufrecht erhalten. Man wird bei Proora~en, 

deren Korrekheit auf axiomatischer Basis nachgewiesen wurde, nut sicher sein 

kSnnen, dab gewisse Fehler ausgeschlossen sind. 

Zum Beweis der " vollst~ndigen Korrektheit " scheint stets der Nachweis 

notwendig zu sein, dab die konkrete Maschine, die freie Maschine ( Maschi- 

ne, die in den freien Algebren rechnet ) " korrekt " simuliert. 

Ist dieser Nachweis f~r eine konkrete Maschine erbracht, dann ist es 

nicht selbstverst~ndlichp dab er fur die anderen Maschinen Hberfl~ssiq 

ist. 

Nun zur dritten Begr~ndung : 

Die Definition der Semantik unter verwendung einer abstrakten Maschine 

sind in der Tat sehr aufwendig und fur einen Benutzer der Sprache schwer 

zumutbar. Zun~chst muB man sagenF dab der obige Einwand bezfiolich der 

Korrektheit von Programmen auf konkreten Maschinen, die auf der abstrak- 

ten Maschine korrekt sind, bier ebenso zutrifft. Falls die axiomatische 

Definition eine Programmiersprache so weit festlegt, wie die unter Ver- 

wendung einer abstrakten Maschine, stellt die abstrakte Maschine, die 

oben skizzierte freie Maschine dar. 

Es stellt sich damit die Frage, wie aufwendig eine ~leich vollstMndiqe 

axiomatische Definition einer Programmliersprache wird. 

De___r Umfang axiomatischer Definitionen yon Proqrammiersprachen:" 

Wir erinnern uns an das in der Einleitunq geschildete Schema axiomatischer 

Definitionen. Wir hatten eine Menge von Objektmenqen, PI' P2'''" eine Men- 

ge von Relationen RI~ R2,... und eine Menge von Axiomen A I, A2,...,die Be- 

ziehungen zwischen den Relationen postulierten. 

Was s ind  in  e i n e r  Theor i e  der Programmiersprachcn dL~ Ob jek t e  ? 

Zur Beantwortung dieser Frage gibt es nur die MBqlichkeit, in der Litera- 

tur nachzusehen, welche Gegenst~nde in Definitionen von Programmierspra- 

chen und in Aussage~ ~ber Programmiersprachen vorkommen, um dann die fur 

programmiersprachen t_y_pischen Objekte ausz~sondern. 
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In der Arbeit von Floyd [~] werden einige Formen f~r Axiome der Program- 

miersprachen angegeben, die allgemein akzeptiert werden. Ein Beispiel 

ist : F~r alle PI' P2' QI' Q2 und C gilt 

Pl { C } QI & P2 { C } Q2 => ( PI A P2 ) { C } ( QI A Q2 ) 

Hierin sind Pi und Qi Pr~dikatsausdrHcke und C ist ein operationeller 

Ausdruck. Die Pi' Qi und C sind al~Objekte, die in Relationen P{C}Q 

stehen k6nnen und diese Relationen stehen in dem oben angeqebenen Zu- 

sammenhang. 

Das sind unendlich viele Axiome in denen beliebi~ komplizierte Objekte 

vorkommen. 

Die~e und d ie  w e i t e r e n  be i  Floyd angegebenen Axiome he,  aden ~enau, dab 

Programmiersprachen aus T e i l e n  C au fgebau t  w e r d e n , . d i e  a ls  R e l a t i o n e n  

im m e n g e n t h e o r e t i s c h e n  Sinn i n t e r p r e t i e r t  werden ~ o l l e n .  

Hiergegen kann man wenig einwenden. Diese unendlich vielen Axiome haben 

eine sehr einfache Gestalt und sie sind unter natHrlieben Voraussetzun- 

gen Hber die PridikatsausdrHcke aufzMh{bar im Sinne der rekursiven 

Funktionentheorie. 

LieBen sich Programme stets aus primitiven Elementen C. durch Aneinander- 
1 

reihen 

CI; C2;.-.; C k 

aufbauen, w~re man fertig. Leider beginnt aber hier erst das ei~entliche 

Problem. Der Aufbau der Programme C aus primitiven Strukturen CI,... ist 

sehr kompliziert, wie aus der syntaktischen Beschreibung der Program~ier- 

sprachen hervorgeht. Hoare und Wirth haben in[~.] den Versuch unternommen 

die Semantik der sehr Gbersichtlich auf~ebauten Programmiersprache 

Pascal zu einem wesentlichen Teil axiomatisch zu fassen. Hierbei treten 

in der Tat nahezu al!e ( vielleicht sind es alle, ich habe es nicht nach- 

geprGft ) syntaktischen Grundbegriffe der Sprachdefinition yon Pascal auf. 

- Nach meinem Empfinden sollten es alle sein, wenn nicht durch die syntak- 

tischen Sprachmittel HberflHssige Begriffe hereingekommen sind. - Dies 

sind aber grSBenordnungsm~Sig 5o Begriffe. Das heist, dab wir bei einer 

vollst~ndigen axiomatischen Beschreibun~ einer hSheren Pro~rammiersprache 

mit einem unerh~rt groBen Axiomensystem rechnen mGssen. 

Hier stellen sich sofort zwei Fragen : 

Kann d i e s e s  Axiomen6ystem n i c h t  s ehr  s y s t e m a t i s c h  s e i n  ? Wit haben die6 

doch oben am B e i s p i e l  e ines  unend l i chen  Axiomensystem~ gesehen.  

Was he iB t  h i e r  das Wort V o l l s t ~ n d i g k e i t  ? 

Die erste Frage l~st sich nicht unabh~ngig vonder zweiten beantworten. 
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Man kann diese Frage auch nicht nur yon existierenden Programmiersprachen 

ausgehend beantworten. 

Genauer~uon der D ~ f i n i t i o n  e x i s t i e r e n d e r  Sprachen ausgehend. Es i s t  denk- 

bar, dab w i t  uns in  der s t a r k e n  Beschr~nkung der s y n t a k t i s c h e n  Beschre i -  

b u n g s m i t t e l  bei  der f a s t  a u s s c h l i e B l i c h e n  Verwendung van k o n t e x t f r e i e n  

Chromsky-Spra~hen oder ~berhaupt yon semi-Thue-Sys temen ein Prokrus t e s -  

b e t t  gescha f f~n  haben. 

Was auf den ersten Blick auff~llt ist das folgende : Nimmt man die 

Floyd'schen Axiome und die Erg~nzung durch MannaLS3, die die Behandlung 

des " While ~ aus, dann b e s i t z e n  d ie  vorgeschlagenen Axiomensysteme ke ine  

h i e r a r c h i s c h e  S t r u k t u r .  

Diesen Abschnitt zusammenfassend bemerken wir, dab auch die axiomatische 

Definition der Semantik von Programmiersprachen, wie es scheint notge- 

drungen, sehr aufwendig wird. 

Die Strukturierun @ yon Axiomensystemen: 

Wenn wir die Versuche eines durchgehend axiomatischen Aufbaues der 

Mathematik anschauen, dann entdecken wit auch bier sehr umfangreiche 

Axiomensysteme. Nut begegnen diese einem Mathematiker so gut wie nir. 

Er richtet sich ein Arbeitsfeld axiomatisch her, bearbeitet es aber unter 

naiver Verwendung aller in der Mathematik zur Verf~gung stehender Mittel. 

In der Theorie der programmierung oder der Programmiersprachen fehlt uns 

bis jetzt die Einsicht, ob und wie sich Bereiche abgrenzen lassen, die ein 

~hnlich selbst~ndiges Leben nebeneinander fHhren k~nnen. 

Zum Beispiel fehlt vollst~ndig die Antwort auf die Frage, was ist ein 

Axiom e iner  Theor ie  der Programmiersprachen und was n i c h t  ? 

Haben die Axiome fur die nat~rlichen Zahlen in einer Theorie der Program- 

miersprachen mehr zu suchen als in der Gruppentheorie ? 

Eine Antwort auf die erste beider Fragen wMre ein Schritt auf eine 

hierarchische Strukturierung: 

Man entwickelt zun~chst eine Theorie der Programmiersprachen z.B. mit 

freien Typen. Das heiSt~ dab die Verwendung des Typenalphabates durch 

Axiome nicht eingeschr~nkt wird. Man betrachtet die mit den allgemeinen 

" Typenaxiomen ~' vertrMg!ichen Interpretationen. Ein Beispie! fur die 

Behandlung dieser Typen findet man etwa in L~. 

Man nimmt den ausgezeichneten Typ boolean auf. Prozedurtechniken. 

SchlieBlich Axiomensysteme for integer, real, usw. 

Irgendwo in diesem hierarchischen Aufbau gibt es Abzweigungen zu Algol 68 

oder Pascal. 
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Ein solcher Aufbau w~rde die Definition der einzelnen Sprachen sehr ent- 

lasten. Er w~rde es erlauben in allgemeinen Theorien f~r die Bearbeitung 

spezieller Probleme so viel Vorarbeit zu leisten, daB die groBe Kompli- 

ziertheit der Sprachen weniger dr~ckend empfunden wHrde. 

In die oberste Hierarchie geh6ren die Untersuchungen Hber Programm- 
schemata C7 ~.  

Die Vollst~ndigkeit : 

Ein Axiomensystem, das fur eine Theorie der Programmiersprachen in dem 

Sinn vollst~ndig ist, dab es die ~quivalenz von Programmen nachzuweisen 

gestattet, die bei jeder zul~ssigen Interpretation die gleiche Funktion 

berechnen, gibt es nur fHr sehr allgemeine Theorien. Gibt es in der Spra- 

che ein Axiomensystem fHr einen Ty~ z.B. integer, der die Interpretation 

yon Integervariab!en auf die natHrlichen Zahlen einschr~nkt, dann ~ibt 

es n ich t  einmal ein aufz~hlbares  Axiomensystem fHr diesen Zweck. Dies 

folgt leicht aus dem bekannten Satz, dab die Turin~proqramme fHr eine 

fest vorgegebene Funktion nicht aufzMhlbar sind. 

AbschlieBende Zusammenfassung : 

Die Entwicklung einer axiomatischen Theorie der Pro~rammiersprachen er- 

scheint notwendig und bei geeigneter Strukturierung der Axiomensysteme 

vielversprechend. 

Vollst~ndigkeit sowohl beweistheoretisch als auch fHr praktische Zwecke 

wird nicht erreichbar sein. Eine erg~nzende Betrachtunq der Simulation 

yon zu den axiomatischen Theorien gehSrigen freien Maschinen auf konkre- 

ten Maschinen erscheint stets als notwendig. 

AIs dringend w~nschenswert stellt sich eine Untersuchun~ der Beqriffe 

integer und real heraus. Hieraus sollte schlieBlich eine Normung der 

Maschinenarithmetik resultieren. 
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