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l1. Introduction

Un certain nombre de questions importantes de mécanigue des
fluides font intervenir des équations et systémes aux dérivées partiel-
les de type hyperbolique, Citons, en particulier, les écoulements in-
stationnaires de fluides compressibles non visqueux, et les &coule-
ments supersoniques stationnaires, Il faut signaler aussi gque le trai-
tement numérique de problémes stationnaires complexes nécessite sou-
vent une approche évolutive, naturelle ou artificielle, dans laquelle
1'état stationnaire est obtenu comme limite d'une évolution insta=-
tionnaire 4 partir de conditions initiales choisies plus ou moins ar-
bitrairement., En 1'absence d'effets dissipatifs, une telle approche
conduit également & des systémes différentiels hyperboliques.,

La plupart des problémes hyperboliques rencontrés en méca=
nigue des fluides font intervenir des conditions aux limites imposées
aux frontiéres du champ d'écoulement, Par exemple, la conditicn d'an=
nullation de la composante normale de la vitesse, imposée en chague
pcint d'une paroi sclide,

Dans le cas des écoulements supersoniques stationnaires, il
est généralement possible d'identifier des conditions d'entrée ou
d*amont, qui jouent le méme r0le que les conditions initiales de pro-
blémes instationnaires, et des conditions latérales, souvent imposées
sur des lignes de courant, qui peuvent 8tre assimilées aux conditions
aux limites de ces problémes.

La solution de systémes hyperboliques par la méthode des
différences finies peut &tre effectuée explicitement, en progressant
de proche en proche suivant la variable temporelle dans les problémes
instationnaires, ou suivant une variable spatiale convenablement choi-
sie dans le probléme supersonique stationnaire, Les méthodes partiel-
lement ou totalement implicites, qui nécessitent & chaque &tape, la
solution d'un grand systéme algébrique d'équations couplées, ne seront
pas abordées dans le présent travail,

Il est connu gue la methode de progression explicite conduit
souvent & des instabilités numériques, Il est donc trés utile, en pra-

tigque, de disposer d'un critére permettant de vérifier si un schéma
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aux différences finies sera stable ou non, Lorsgu'il s'agit d'équa-
tions ou de systémes aux dérivées partielles linéaires a coefficients
constants, traitées par un maillage uniforme et en l'absence de con-
ditions aux limites, la guestion est résolue par l& condition néces~
saire classigue de von Neumann (Ref, 1), concernant le module des
valeurs propres de la matrice d'amplification de modes de Fourier nu-
mérigues, Un certain nombre de conditions suffisantes ont &té &tablies
(Ref, 2) et Kreiss a €tendu la théorie de la stabilité aux systémes
linéaires & coefficients variesbles (Ref, 3). Les problémes non liné -
sires sont évidemment beaucoup plus ardus et 1'étude de leur stabilité
ne peut €tre sbordée gu'aprés une linéarisation par rapport a de pe~
tites perturbations,

Le critére classique de von Neumann ne s'appligue pas, en
général, aux problémes gui font intervenir des conditions aux limites,
parce gue les modes de Fourier considérés sont le plus souvent incom=
patibles avec ces conditions,

De nombreux exemples ont d'ailleurs illustré le fait gque des
instabilités peuvent se manifester dans le traitement de tels problée
mes, méme si le schéma aux différences utilisé satisfait largement le
critdre de von Neumann, confirmant ainsi le point de vue adopté par
Moretti {Ref, 4) au cours d'une longue controverse au sujet d'insta-
bilités rencontrées dans le traitement des éguations de la mécanique
des fluidess

La présente note est consacrée & cet aspect de la théorie de
la stabilité numérigue, L& variété des types d'instabilité induites
par la présence de conditions aux limites sera illustrée par des exem-
ples et une importante condition nécessaire de stabilité sera exami=-
née d'un point de vue élémentaire, sans prétendre & la rigueur mathe-
matique. Ces résultats peuvent &tre d'ailleurs justifiés rigoureuse=
ment en faisant appel & la théorie de Godunov et Ryabenkii {(Refs., 5 et
6l

Il est important de réaliser gu'un calcul explicite, de pro=-
che en proche, nécessite souvent des conditions aux limites plus nom=-
breuses gue le probldme physigue considéré ou gue le systéme aux dé=
rivées partielles gqui le représente. En effet, 1'utilisation de sché=-
mas de discrétisation d'ordre de précision supérieur au premier pour
le traitement des dérivées spatiales, nécessitera toujours l'intro=
duction de conditions aux limites additionnelles de nature essentiel-
lement numérique. Le choix de ces conditions reste arbitraire dans
une large mesure, méme si l'on satisfait aux exigences de la précision.

Mslheureusement, un cholx apparemment raisonnable peut con-
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duire & des instabilités imprévues, si courantes en analyse numérique,

D'autre part, de nombreux problémes de mécanique des fluides
tels gue les écoulements en conduites et les écoulements en champ in-
fini, requifrent l'introduction de conditions d'entrée et de sortie
ou de conditions représentant le champ & grande distance., De telles
conditions, qui représentent, dans besucoup de cas, des approxima-
tions plus ou moins grossiéres, ne sont pas entidrement définies par
des considérations physiques et leur choix reste donc également ar~
bitraire, dans une certeine mesure, Il faut donc s'attendre & 1l'appa-
rition de problémes de stabilité analogues & ceux gui sont introduits
par les conditions additionnelles,

L'utilité d'un critére de stabilité permettant d'orienter le
choix des conditions additionnelles et des conditions & l'entrée, & la
sortie et au large, est donc évidente,

L'intérét d'un tel critdre ne se limite d'ailleurs pas au
choix de conditions aux limites numériques ou mal définies, comme le
montre l'exemple du paragraphe U, ol des conditions aux limites natu-

relles créent des instabilités, le schéms utilisé étant du premier

ordre et stable au sens de von Neumann.

2, Stabilité numérigue en présence

de conditions aux limites

Les aspects essentiels du probléme de la stabilité du trai-
tement numérique des problémes aux limites pour les éguations et sys-
témes hyperboliques linéaires & coefficients constants, peuvent &tre
mis en &vidence en traitant le cas le plus simple d'une équation &
une seule fonction inconnue de deux variables indépendantes t, x. Le

domaine considéré sera défini par
t > 1y xg < x < X
et un maillage uniforme sera utilisé, les points mailles &tant

b, = tg + kit {(k = 0,1,2,...) et x. = xg + jax (3

#

0,1,2,000,0)

koL .
uj désignera la valeur approchée de la fonction inconnue au point
(tk,xj) du maillage,

Des conditions initiales seront donnees en t = tg, ce gui se

. P . -
traduira, généralement, dans la version discréte, par un certain nom=-
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bre de relations liant les valeurs de u% pour k = 0,=-1,-2, etc,

Des conditions asux limites seront imposées soilt pour x = xg,
soit pour x = X et méme,dans le cas général,en ces deux points fron-
tiéres.

L'snalyse classique de von Neumann est basée sur 1l'étude de

solutions particulidres de l1l'équation discrétisée & variables dis-

cretes séparées, du type
u? = (const) p*rY (2.1)

Les modes de Fourier discrets analogues des composantes de
Fourier d’une fonection d'une variable continue, s'obtiennent en rem-
plagant X par les exponentielles complexes

inn
A, = exp (=) (n = 0,1,2,ess, ) (2,2)
11 en résulte un systdme complet de fonctions discrétes pour le mail=
lage spatial considéré,

Pour gu'une expression, & variables séparées, du type (2.1)
soit soclution de l'éguation linéaire sux différences finies, obtenue
par discrétisation de l'équation hyperbolique proposée, p et X doivent

satisfaire une relation algébrigue :
F{p,A) = 0 {2.3)

Cette relation caractéristique du schéma de discrétisation s'obtient
en substituant l'expression (2,1) dans 1l'éguation aux différences fi=-
nies {aprds élimination d'un feacteur commun oklj).

Le critére de von Neumann s'obtient en remplagant A par les
valeurs (2s¢2) dans cette relation et en exprimant que toutes les va~
leurs correspondantes de 1'amplification temporelle o ont un module
inférieur & {1 + o(at)},

Ce e¢ritére n'est cependant pas géneralement applicable, en
présence de conditions aux limites, car les modes de Fourier (2.1),
{2.2) ne sont compatibles qu'avec des conditions aux limites homogénes
trés particuliéres,

Hous devons donc rechercher d'autres familles, aussi complé-
tes que possible, de solutions simples compatibles avec les conditions
aux limites homogénes du probléme et &tudier leur comportement, borné
ou divergent, en fonetion de la variable discrte k qui définit 1'évo-

lution du calcul,
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Nous n'envisageons gue les conditions aux limites gui peu-
vent s'exprimer par des relations linéaires et homog@nes, & coeffi-
cients constants, liant les valeurs de u en guelques points du mail-
lage voisins de la frontiére, A la frontiére x = xg, ces relations

seront de la forme générale

BT 31
k-2
Tz iy U3 =0 (k = 1,2,004) {2.4)
j=0 &=0

Les coefficients ajz sont donnés et j;, %) représentent des entiers
dépendant de l'ordre de 1'équation différentielle &tudiée.,et de 1'or-
dre de précision de la discrétisation,

Les relations imposées 4 la fronti€re x = X seront de type

analogue :

j2 &2

k=1 _ _
T I bjk uy_y = 0 (k = 1,2,v04) (2.5)
j=0 =0

I1 est évidemment toujours possible de combiner des solu-
tions & variables séparées, de type {(2.,1), correspondant 3 la méme
veleur de p, de fagon & satisfaire certaines relations du type (2.4}
ou (2.5), pour toutes valeurs de k.,

En effet, la relation caractéristique (2.,3) considérée,
pour p fixé, comme une équation algébrique en A, possddera un certain
nombre de racines X, Az, seey Ay T Etant le degré de 1'équation (2.3)
par rapport 4 X, Ces racines seront, en géné€ral, des fonctions du para-
mdtre p. {Nous n'examinerons pas le cas des racines multiples),

Dans le cas simple examiné ici, r sera le produit de l'ordre de 1'éguaw

tion hyperbolique par l'ordre de précision de la discrétisation uti-

lisée,
Une combinaisocn de la forme
k k 3 d
* = L B 2 + -
us = p (A1ay + AAL) {(2.6)

sera solution de 1l'éguation aux différences finies, et la substitution
de cette expression dans des conditions de la forme (2.4), (2.5) four=
nirs une relation entre les constantes arbitraires A,

Le processus numé@rique ne sera donc possible et déterminé
que si le nombre de conditions aux limites (2.4), {2.5) est égal & r.
En particulier, ce nombre devra 8tre supérieur I l'ordre de 1'équa-

tiony si la discrétisation utilisée possdde une précision d'ordre su=
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périeur & lfunité,.

Admettant gue nous ayons ainsi choisi r conditions aux limi-
tes adéquates, l'expression (2,6) sera solution de notre probléme ho=-
mogéne, &4 condition que les r constantes 4 satisfassent un systéme al-
gébrique de r équations linéaires homogénes, Une solution non triviale
n'existere done que si le déterminant du systéme est nul, condition
qui fournit une relation algébrigue liant p, Xj, ssssy Ape Or les Ay,
sees Ao, racines de 1l'éguation (2.3) sont des fonctions algébrigues,
généralement implicites de p, de sorte que la condition de compatibie-
1ité peut &tre ramenée 4 une éguation algébrique, généralement trés
complexe, en p, Les racines o, de cette éguation peuvent Stre consi-
dérées comme des valeurs propres pour notre probléme homogéne, Les va=-
leurs correspondantes de A: Av y vevy er permettront alors de con-
struire des solutions de type {(2.6) compatibles avee les r conditions
aux limites (naturelles et additionnelles).

Une condition nécessaire de stabilité tout & Fait analogue
& celle de von Neumann peut donc en &tre immédiatement déduite, en ex-
primant tout simplement gue les amplifications temporelles °, des mow=
des compabibles possddent un module inférieur & {1 + 8{at)}.

En général, les modules des valeurs correspondantes Avq
(g = lyesapr) de X seront différentes de 1'unité, de sorte gue le nou-
veau critdre de stabilite ne pourra &tre entiérement €quivalent au
eritére de von Neumann, En fait, il est souvent plus restrictif comme
le montreront les considérations et les exemples gui suivent,

L'application concrdte du critére présenté parsit cependant
conduire & des difficultés algébriques pratiquement insurmontables,

En effet, l'existence simultanée de conditicns aux limites en x = Xxg
et en x = X introduit nécessairement des termes en qu dans le déter=-
minant du systdme algébrique des constantes A, L'€guation aux valeurs
propres o possdders donc un degré croissant trés rapidement avec N,
nombre qui est, en principe, tré&s élevé, Une &tude asymptotique, pour
N tendant vers 1'infini, semble donc en particulier, présenter des
difficultés transcendanies,

Les développements gui vont suivre tendent & montrer gque la
situation n'est pas aussi inextricable, grice & une propriété fondaw
mentale, en vertu de laguelle le nombre des modes compatibles insta-
bles éventuels est toujours limité, qguel gque soit le nombre N des

mailles,



141

3. Modes instables de frontiére

Les modes compatibles avec les conditions aux limites for-
ment une famille analogue & celle des modes de Fourier et gui compor-
te le méme nombre d'éléments, nombre gui tend d'ailleurs vers 1l'infi-
ni avec le nombre de mailles N, Les propriétés de cette nouvelle fa-
mille sont cependant beaucoup plus complexes que celles des modes de
Fourier ortho-normés, En particulier, les coefficients de la représen-
tation de conditions initiales gquelconques comme combinaison linéaire
de modes compatibles, peuvent présenter des comportements anormaux
lorsque N tend vers 1'infini, L'utilisation de ces modes en vue de la
représentation générale des solutions des éguations aux différences
finies est donc peu commode,

Dans 1'étude de la stabilité, nous pouvons cependant nous
limiter & 1'examen des modes instables éventuels [|p] > 1 + 6{at)) et
nous allons &tablir gue le nombre de tels modes est toujours borné,
quel que soit le nombre des mailles N & condition que le critére de
von Neumann soit satisfait, Cette propriété fondamentale, qui simpli-
fie considérablement l'analyse de la stabilité en présence de condiw
tions aux limites, découle d'un découplage remarquable gui se mani-
feste, pour N + =, entre les influences des conditions aux limites
appliquées aux différentes frontiéres,

Nous allons tenter de donner une justification plausible a
ces conclusions, sans entrer dans les détails algébriques,

Remarquons, tout d'abord, que la relation caractéristigue
(2,3) fait correspondanre & chague point du plan complexe i, un cer-
tain nombre de points du plan complexe p, Le critére de von Neumann
peut €tre interprété de la fagon suivante: les images des points du
cercle unitaire |A| = 1, lieu des points représentatifs des modes de
Fourier spatiaux, doit nécessairement &tre contenu (& la limite At~ 0),
dans le disque unitaire |p] < 1 du plan p,.

Les r valeurs de X correspondant & un mode instable
(lp] » 1) ne peuvent donc &tre de module unitaire, ce qui permet de
les classer en deux groupes suivant gue leur module est inférieur ou

=

supérieur 4 l'unité :

|Ai[ <1 pour i = 1, eew, S} Ixi[ > 1  pour i = 5+1, ceey T
Il est facile de voir gue le nombre s des A de module inférieur & 1'u-
nité est indépendant de p, pour |p| > 1. En effet, ce nombre ne peut

varier gue si un point représentatif de p traverse l'image du cercle
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unitaire [i| = 1, ce qui est impossible tant que le module de p reste
supérieur 4 l'unité, en vertu du critére de von Neumann,

Cette remargue nous permet d'évaluer le nombre s dans un cas
particulier, et le passage & la limite Ip[ + o conduit le plus rapide=
ment au résultat.

En effet, la relation caractéristique (2.3) (non réduite au
méme dénominateur) comporte des termes en p et en les puissances de %,
et une série de termes faisant intervenir des puissances positives de
X et de %. Lorsque p tendra vers l'infini, certaines racines X ten~
dront vers 1'infini et d'autres vers zéro. Ce sont ces dernidres qui
nous intéressent car leur module sera nécessairement inférieur 4 1'uni-
té, La multiplicité de ces racines est évidemment €gale & la puissance
la plus élevee de % gui apparalt dans la relation caractéristigue non
reduite,

Or cette puissance représente le nombre d'indices inférieurs
i J apparaissant dans l'éguation aux différences finies correspondant

a la maille (k,j}. Cette équation fait donc intervenir les valeurs

. . . . [
uJ_S, u3~s+l’ evey uJ, u3+l' tes
I1 est clair gque le nombre de conditions reguises & la
frontidre x = xg pour deéterminer le processus numérigue sera é€gal & §.

Hous pouvons donc conelure gue pour chague valeur de p de module supé-
rieur a 1'unité, qui pourrait fournir éventuellement un mode instable,
correspondent des valeurs de A de module inférieur & 1'unité en nombre
€gal au nombre s de conditions a imposer en x = xy et des valeurs de

% de module supérieur & 1l'unité dont le nombre r-s est égal & celui
des conditions & impeser en x = X,

Essayons maintenant d'imaginer la configuration du détermi=-
nant du systéme linéalre de r équations & r inconnues Ay, veey A qui
s"obtient en écrivant gue le mode considéré {2, ) satisfalt les r con=-
ditions aux limites, Ce déterminant peut €tre décomposé suivant le

schéma suivant :
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s colonnes {r-s) colonnes
pour pour
Al . s AS AS*}. e AI’
I 11

s conditions termes en

en X = Xg AL ees A termes en
s A

s+1* " Ay

IiI Iv

. termes en
{r-=s} condi

- X R termes en =0 (3.1)
tions en 1 #2 7y
X AN RH
X = X, = +1* ** r
¥ etc. s+l
ete,

Lorsque le nombre de mailles tendra vers 1'infini, les termes du
bloe (IV) domineront tous les autres, puisgue les modules des

A1t vov Ar sont supfrieurs & 1'unité. Si nous développons le dé-
terminant par la régle des mineurs associés, en utilisant les déter-
minants (sxs) formés & partir des premidres colonnes et des détermi-
nants (r-s)x(res) formés & partir des r-s des autres colonnes, le

terme principal sera €videmment
{déterminant (I)} x {déterminant (IV)}

Tous les autres produits seront négligeables par rapport & ce terme,
pour N » =, car ils feront intervenir un déterminant {(r-s)x(r-s) qui
comportera moins de r-s lignes comprenant des termes dominants en
N I
Agp1r *von Ar'

A la limite N » o, 1'équation qui définit les modes de fron-

tidre se réduira, pour |p| > 1, & la forme
{det(I)} x {det(IV)} = 0O

Les racines p seront donc obtenues en considérant séparément les

2 .
equations
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det (I} = O (3.2)

det (IV) = 0 (3.3)

La premiére ne fait intervenir gque les conditions aux limites en
X = Xy et la seconde les conditions aux limites en x = X, C'est la
propriété de découplage annoncée,

De plus, il est clair que les colonnes du déterminant (IV)

N N . ~
possédent des facteurs communs A vovy k{ qul peuvent etre sup -~

s+1?
primés (car les % sont de module supérieur & 1'unité, donc différents

de zéro). 11 en résulte gue le nombre de mailles N n'apparaiftra plus

dans la seconde eguation, de sorte gue le nombre de solutions

possibles de l'eguation en p est indépendant de N pour [p| > 1.

¥ous pouvons donc maintenant définir, du moins pour H - =,
des modes instables de frontiére pour la frontiBre x = x5 et des mo-
des instables de frontidre pour la frontidre x = X, Les premiers

seront de la forme

k _ & 3 3

U pr (X + s+ ALY {(3.h)
ou

fe] » 1, Pyl <1, seey A <2 {3 35}

Un systéme linéaire homogéne de s équations pour les s inconnues

Aly wwoy As s'obtiendra en exprimant gue les s conditions homogénes
imposées & la frontidre x = xg sont satisfaits, Une telle solution
non triviale ne peut exister gue si 1'éguation (3.2) est satisfaite.
Cette équation fournira les valeurs possibles de p et i.

L'existence de tels modes n'est pourtant pas garantie,
puisque les valeurs de p et A ainsi obtenues ne satisfont pas néces-
sairement les inégalités {(3.5).

En fait, la condition nécessaire gqui résulte de cette ana-
lyse est tout simplement la suivante: Il ne peut pas exister de mode
insteble & la frontidre compte tenu des conditions aux limites appli-
quées, C'est la condition de Godunov-Rysbenkii.

La définition des modes instables & la frontidre x = X est
tout & fait analogue, les modules des X} étant,cette fois, supérieurs
a 1l'unité,

Avant dfullustrer ces developpements par des exemples choi-

sis pour leur simplicité, il ne semble pas inutile d'insister sur les
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gifficultés algébriques posées par 1'étude des modes instables de
frontiére dans les applications pratiques,

Le fait que 1l'équation algébrique en p, dont le degré croit
avec N, se réduise pour les modes instables & deux &quations de de-
grés trés limités (s et r-s) représente, certes, une simplification
trés spectaculaire,

Néanmoins, la discussion paramétrigue, dans le plan comple-
xe, de solutions d'équations algébriques, méme de degré relativement
bas, en présence de conditions auxiliaires de type (3.5), présente
souvent des difficultés nettement plus considérables que la mise en
oceuvre du critére de von Neumann, Cette discussion nécessite souvent
l'utilisation d'un ordinateur et il y a lieu de craindre gu'elle ne
conduise, dans certains cas, & des temps de calcul non négligeables
par rapport au temps de calcul requis par la solution de 1l'équation

aux dérivées partielles,

L, Exemple d'instebilité induite par des

conditions aux limites naturelles

Considérons le systémes hyperboligue du second ordre pour

les deux fonctions inconnues u,v des variables t,x :

3u 3v _ v 3y _
EZM T I T (1)

Ce systéme est €quivalent & l'équation normalisée des ondes dans un
espace 4 une dimension,

Les conditions aux limites seront du type classique :
u {(ou v) donné aux frontidres x = xg et x = X (4.2)

Une discrétisation du premier ordre de précision peut &tre obtenue
par l'artifice suivant : deux combinaisons linéaires indépendantes
des équations {4.1) sont formées 4 1l'aide de deux constantes distince—

tes a, B:

3 (u+tav) + 3 (v+au) - 0 3(u+pv) + 3{vepu)
at 3x 3t 9x

Les dérivées par rapport & t sont discrétisées en utilisant des dif-—
férences avant, La dérivée par rapport & x dans la premidre &quation
sera discrétisée en utilisant &galement des différences avant, mais

des différences arridres seront utilisées pour la discrétisation,
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selon x, de la seconde éguation., Le schéma de discrétisation ainsi

obtenu s'écrit donc :

u. - u}.i + a(V}-{*l - Vk) k 5

k k
3 3 3 + c{vj+l - vyt a(uj+l - uj)} = 0 (b.3)
k+1 k kel k k 13 L4
uj - uj + S{Vj - Vj) + c{vj - vj-l + B(uj - uj-l}} = 0 (b, L)

ol ¢ désigne le nombre de Courant

>

t

G O —

X

La généralisation de la méthode de séparation des variables au cas
des systdmes discrétisés est immédiate et consiste & étudier des so=-
lutions de la forme

k

L3 i = J
uj ka . vj Ykk

Introduisant ces expressions dans les équations discrétisées et en

les résolvant par rapport & Uk+l et vk+l' nous obtiendrons
o
Bi+ = = (a+8)
afe 1 A
= - +
Uper = 11+ 555 b+ s -2)3 U +c o vy
a+B-ad- % C 1
Veep = € o U + {1+ == (2 =2 =3 v
La matrice d'amplification est donc donnée par
( g o Ba+ % - {a+B)
o e A —— it R
1+ popor: {(x > 2) c o
a+Begie = e 1
B ——— - -
S L+ oo (e )

Les valeurs propres p de cette matrice satisfont 1'équation caracté=

ristique du schéma (4.3), (4.b4) :

BA+ % - (a+B)

l aRe 1
‘l - p * por: (x * o 2) c =3
| -
8
aFBwoh= —
A c 1
¢ —3TF L-p ot gz (2ma- )
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Aprés gquelgues réductions, cette éguation s'écrit :

L .2)(1-p) - cz()\+%- 2) =0 (4,5)

Flpyh) = {1=p)2+ ep(a+ <

en posant

OBw=l

¢ = a~f

Remarquons que cette équation est réciprogue en A de sorte gu'elle

posséde pour toute valeur de p deux racines A, A, telles gue
Arp = 1 (4.6)

Si nous prenons, pour X, des valeurs exponentielles complexes du type

{2,2), la relation caractéristique s'écrirs
(1=p)? = 2cz(l-cos8)(l=p) + 2¢2(1l-cos8) = O (h.7)
en posant
o = im 2 {(n=0, 1, vo. N)
Le ceritére de stabilité de von Neumann exige gue le modules des ra-
cines p de 1l'équation (4,7) soient inférieures & 1l'unité quel que
soit 6,

Il faut donc gue le produit de ces modules soit inférieur
& ltunité :

|1 = 2cz(1l-cos8) + 2¢2(1-cos0)] <1

Cette condition doit &tre satisfaite pour toutes valeurs réelles de

8, ce qui implique
1
5 2 ¢lg=c) 2 0 {4.8)

Il faut également que le premier membre de (4.7) soit non négatir

pour p = +1 et p = <1, d'ou la nouvelle condition
y — heg(lwcosB) + 2c2{lwcoss) >0

pour toute valeur réelle de 8, Nous devons donc avoir
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2e(gme) < lmc? (L.9)

Cette inégalité est plus restrictive gue 1'inédgwlité gauche dans
{(4.8).
Le critére de von Neumann conduit donc, dans le cas suivant

aux deux inéquations

T > e, ¢

2r=c) < 1 (4.10)
Ces inéguations montrent que le critdre peut €tre satisfait
pour toute valeur positive du paramétre [, & condition de choisir un

nombre de courant inferieur 4 une certaine borne

pour O <z

§fA
oot

- ¢
c < Cm(C) = (b,11)

w721 pour ¢ > 1

Considérons maintenant les modes de frontiéres instables éventuels
qui pourrsaient résulter de l'application d'une condition naturelle du

type (4,2), par exemple
ulx,t) = £(t)} pour x = xg (L,12)

Les résultats s'appliqueront, évidemment, moyennant modifications
évidentes au cas ou V serait impose en x = X3, et aux conditions &
la frontidre x = X. La condition homogéne discrétisée correspondant

~

& (h,12) stéerit

ul o= 0 pour k = 1, 2, ese (L,13)
Pour toute valeur de p de module supérieur a llunite, 1l existera,

en vertu de (4,6}, deux racines i;, A, de la relation caractéristigue
telles que

(A1) <1< gl

Seul le mode correspondant a Xx; pourra &tre consideré comme mode de

la frontiére x = x5, en accord avec les conclusions de la section 3.

Ce mode s'éerira



149
et la condition & la limite (4,13) imposera
Ul = 0
L'amplitude V; peut &tre obtenue & partir de 1'une ou 1l'autre des
équations aux différences finies (4.3), (4.4) (qui sont éguivalentes,
du fait que p, A; sont liées par la relation caractéristigue). Nous
avons, par exemple,

{alp=1) + c(Xxy;=-1)} v} =0

Un mode non trivial ne peut donc exister que si la condition suivante

est satisfaite :

a(p=1) + c{iy=1) = ©

Combinant cette relation avec la relation caractéristique (4.5), nous

obtiendrons

o 1 1
Ay T F » p= 1~ C(S - G.)
Ces valeurs définiront donc un mode instable pour la frontidre x = x4

& condition que

15l < 1, 1.3 - >

Une discussion compléte de ces conditions peut &tre effectuée dans le
plan o,B. Nous nous contenterons de démontrer ici gu'un tel mode in-
stable peut exister; méme si le critére de von Heumann, exprimé par

{ko11), est satisfait, En effet, considérons le cas ol

La condition de von Neumann sera alors satisfaite si

= At -
¢ =Fx = cm(l) =1

mais il existera un mode de frontiére instable avec A = %, p =1+ c:

X s
u'j = 0 v? = const, (l+c)k 279
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Cet exemple d'instabilité est évidemment surprenant puis-
qu’'il ne peut pes &tre attribué asu choix malencontreux d'une condi=
tion aux limites additionnelles plus ou moins arbitraire, Les condi-

tions du type (4.12) sont en effet tout & fait naturelles en physigue

et conduisent toujours & des problémes hyperboliques bien posés,

5 Instabilités causées par des conditions additiocnnelles

Les exemples d4'instabilités résultant d'un choix malencon-
treux des conditions aux limites additionnelles, requises par les
discrétisations d’ordre de précision supérieur au premier, sont trés
nombreux et il importe donc d'attirer 1'attention sur cette situstion
dangereuse, Nous allons donner ici un exemple itrés simple qui indigque
sans nécessiter de longs calculs la grande variété des choix "raison-
nables" de conditions aux limites additionnelles qui peuvent conduire
4 des instabilites,

A cet effet, nous examinerons l'équation hyperboligue la

plus simple:

9—;5=-§-§ (5.1)

que nous discrétiserons & l'aide du schéma du second ordre de préci-

soin proposé par Lax et Wendroff (ref, 2 et T} :

k+1 k c .k k \ C k k k
. - . T o= .. =W, - L atuL L =2u, .
uy uy 5 (u3+l Uiy s (u3+l Uiy uJ) {(5.2)
P - At
¢ designe le nombre de Courant e

On sait que ce schéma est stable au sens de von Neumann,
pour ¢ < 1, ce qui se vérifie d'ailleurs aisément en se reférant &

le relation caractéristique

2
o -1=-§—(A-%)+52—(A+i-2)=-§-3-§-}- ({1+c)a+1=c) (5.3)

Les conditions initiales et aux limites naturelles pour le

probléme hyperbolique dans l'intervalle spatial
Xg £ x < X
consistent & imposer u pour t = tg5 et pour x = X, puisgue les carac=

téristigues {x + t = const) de 1'éguation (5.1) sont orientées vers

les x décroissant pour t croissant,
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Cependant, comme 1'équation aux différences (5.,2) fait in=
tervenir des différences centrées, le processus numérique de progras-
sion ne sera défini, dans 1'intervalle (xy, X), que si 1'on impose
une condition additionnelle numerique en x = Xg.

Nous allons considérer des conditions de deux types diffé-
rents qui forment un ensemble assez général, Le premier type fait in-
tervenir les valeurs de u aux gquatre points (k,0), (k,1), (k+1,0),

(k+1,1) et seront de la forme

u%+l + £u§+l + mu§ +nu? =0 {5.4)

k+1
1
en fonction des valeurs ug, uj; et

En se servant de la relstion (5.2) on peut d'ailleurs éliminer u

. . k+1
et exprimer la valeur ilnconnue uo

uy; & 1'étape k.
Le second type de conditions considéré ne fait intervenir

-

que des valeurs & l'instant k + 1, et ces conditions seront de la

forme
+ + +
u}; 1 + ful; 1 + gu}; 1 = 0 (505)

De telles conditions additionnelles ne peuvent pas intro=-
duire des erreurs 0(l), ce gui détruirait la précision du calecul,

mais elles deviennent compatibles & 1'ordre O{Ax,At) & condition que

les sommes des coefficients des u soient nulles :
1+ 2 +m+n=20 1+ f +g=20 (5.6)

Appliquons maintenant la théorie générale de la section 3,
I1 ne peut y avoir au plus qu'un mode instable pour la frontiére

X = xg, Soit A, la valeur correspondante de
farl <1

Nous allons montrer que les valeurs de p et A; gul permettent de sa-
tisfaire les conditions (5.5) sont réelles et que cela est également
vral pour les conditions (5.,4) si la précision gu'elle fournit est

du second ordre 1.

Il faut noter que cette précision n'est pas strictement nécessaire

pour obtenir un résultat précis du second ordre,
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En effet, écrivons les conditions {5.4%) et (5.5) en y intro-
duisant l'expression du mode instable éventuel

ko_o ko3
uj = const o AI

Nous obtilendrons, respectivement,

0 + ZAp +m + uA = O {5.7}
et
1+ £A + gx? =0 {(5.8)

Si nous exprimons maintenant p en fonction de A, dans {5.7), en utili=-
sant la relation caractéristigue (5.3) du schéma, nous cobtiendrons
une équation du 3me degré en X :

3 2
azAj + azdy + a3k + ag = 0 (5.77)

En vertu des conditions de compatibilité (5.6), les éguations (5.,7")
et {5.8) posséderont une racine A, €gale & l'unité, gui correspond
d'ailleurs au mode trivial p = 1 que 1'on peut Eécarter, 5i nous exi-
geons, de plus, que la condition (5.4) présente une précision du se-
cond ordre, l'éguation {(5.7') devra posséder une racine double Xx; = 1,
Aprds élimination des facteurs {A;~1) dans 1'équations {5.8) et
(A;-l)z dans l'&quation (5,7') nous obtiendrons, dans les deux cas,

une éguation du premier ordre en A
prp + g = 0

dont ls racine = % est toujours réelle,

Il est facile de vérifier que le rapport % seras une fonction
rationnelle non coustante des paramdtres &, m, n, £, g qui définissent
les conditions additicnnellees considérées, Il existera donc toujours

des valeurs de ces paramétres pour lesguelles

[A1i={§- < 1

Ay étant réel, il en sers de méme pour la valeur correspondante de p
tirée de {5.,3). Nous aurons donc un mode instable si l'une des deux

inéqualités suivantes est Vvérifiées
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. M-l
p =1+ - [(l+c)A1 + 1 - c) > 1 ou

I1 est facile de vérifier que l'une de ces conditions sers satisfaite

(compte tenu de |A;]| < 1), si

c2-2+/i—3c2

- - = . B
1< T < A1 3 < —Ter1i] ¢ 1 (5.9)

(les inégalites extrémes résultent de la condition de Courant O <c< 1).
Nous n'entrerons pas dans les détails d'une discussion com=
pléte car les inégalités (5.9) suffisent & montrer qu'il existers
toujours des valeurs "raisonnables" des paramdtres £, m, n, f, g pour
lesquelles 1'inégalité (5.9) pourra &tre satisfaite et gqui conduiront
donc & des instabilités, malgré le fait gque le critére de von Neumann

est respecté,

6. Modes de frontiére non exponentiels

Kreiss a signalé (réf, 6) gue l'absence de mode instable- de
frontiére du type introduit & la section 3 n'est pas suffisante pour
assurer la stabilité, Il a pu, en effet, donner un exemple de solution
eroissante avec t, mais non exponentielle et a égelement établi un
critére plus restrictif gue celui de Godunov-Ryabenkii, qui tient
compte de l'existence de telles solutions,

Un traitement numérique de 1'exemple propose par Kreiss fait
apparaltre certaines propriétés remarquables de ces solutions crois-
santes et nous nous proposons de clarifier leur nature en utilisant
ces propriétés,

L'équation hyperbolique considérée est 1l'éguation simple
(541) traitée dans le domaine t > 0, xp < x < X,

L'exemple de Kreiss fait appel au sphéma aux différences

symétrique ("Leap frog")

k+1 k=1 _ k koo, = At
uj - uj = C(uj+l-uj-l}’ ¢ e (6,1)

stable au sens de von Neumann si la condition de Courant (0 < 1) est
vérifige,

Il est important de remarquer gue ce schéma fait intervenir
trois niveaux temporels k+1, k et k-1; contrairement au schéma de Lax-
Wendrof® utilisé & la section 5. Cette propriété joue un rble essen=

tiel dans notre interprétation des soclutions de Kreiss.
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Le schema {(6,1) étant du second ordre de precision par rap-
port & x, 11 faudra comme précédemment, ajouter & la condition natu-
relle en x = X, une condition additionnelle en x = xgp.

Wous examinerons les con ditions suivantes, dont certaines
ont €té proposées par Kreiss (rég. 6) et qui dont toutes compatibles a
l'ordre (At ,Ax) au moins :

{I) Extrapolation linéaire : u% = 2u¥ - ug

(IT) Extrapolation modifiée proposée par Kreiss = u% = (u§_l+u¥+l)-u§
+ . . 5 :
(u% 1 est calculé en fonction de u% et ug a4 partir de (6,1))

(II1) Extrapolation parabolique u% = 3u¥-3u§+u§
(IV) Interpolsation d'ordre zéro : u% = u%.
Montrons tout d'abord gu'il n'existe pas de mode instable de
frontiére au sens de la section 3., La relation caractéristique du

sehéma (6,1) s'écrit :
1l _ 1
D - 5 = ¢{r = A) (6.2)
I1 n*existe, comme prévu, qu'un mode instable de frontiére possible

puisgue le prodult des racines de (6.2) veut -1, Les conditions aux

limites (I & IV) fournissent.respectivement les éguations suivantes

pour Ay 3
.
(A1-1)2 = 0; S i -pl; (A;=1)3 = 0y (A;=1) = 0

~

Ces relations conduisent toutes & des valeurs de % et p dont le module
est égal & 1'unité, ce qgui suggdre une stabilité marginale en présence
de ces conditions additionnelles,

Kreiss signale cependant que la condition (I) introduit des
solutions croissant au deld de toute limite avec k, et gue ce phéno-
méne disparait lorsque l'on utilise la forme légirement modifiéde (IX).

Le calcul numérigue d'un exemple basé sur la condition (I)
fait immédiatement apparaftre les faits suivants: Aprés disparition de
contributions transitoires amorties introduites par les conditions
initisles numériques particuliéres, la solution présente un comporte-

ment alterné par rapport au temps :

+ k
u% L. -u. {6.3)
J J

et la dépendance de u? par rapport & x est trés voisine d'une loi 1li-
néaire, Il en est d'ailleurs de méme pour la dépendance en fonction de

t, des valeurs sabsolues ]u?l.
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. . “ 2k 2k+1 .
Les fonctions discrétes u.j et uj apparaissent done comme
essentiellement distinctes et ne peuvent, en vertu de (6,3), &tre con=-
sidérées comme formant la représentation discréte d'une fonction déri-

vable, ni mé&me continue de t,., Cependant, si nous posons

2% 2 28+1 2
u u’ = W,
d J
nous pourrons considérer v et v comme représentation discrdte de deux
fonctions distinctes v et w, continues et méme dérivables,

Le schéma aux différences finies (6,1) écrit pour k = 24 et
k = 22+1, peut &tre considéré comme formant un systéme de deux équa=-

tions aux différences couplées pour v et v :

8 -l _ 1 .8
wj - wj = c(v'j+l vj-l) (6,4)
L+1 2 2 %
v - v c(wj+l-wj-l) (6.5)

Nous considérerons maintenant ces €quations comme des discrétisations

du systéme hyperbolique

3w _ 3V 3V _ 3w

2t 9x * 3t ax (6.6)
La solution générale de ce systéme est donnée par

v o= F(x=t) + G(x+t); w = «F(x-t) + G(x+t) (6.7)

Il est clair que la contribution G représente la solution générale
de l'égustion de départ (5,1), tandis que F représente une contribu-
tion parasite introduite par la discrétisation d'ordre supérieur, En

effet, si F = 0, nous avons

v = ow = G{x+t) = u

La contribution parasite F correspond & des caractéristiques parasites
X = t = const, introduites par le systéme (6.6)et est la cause de
1'instabilité signalée par Kreiss,

Si 1a condition initiale est homogéne (u = O pour t = tg),
seule la contribution parasite sera présente, comme on le voit faci=-
lement en tenant compte de l'orientation des caractéristiques natu-
relles {x+t = const) et parasites (x-t = const).

Les conditions aux limites (I) & (IV) seront, elles saussi
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interprétées comme des relations entre v, w et leurs dérivées et nous
aurons ainsi, respectivement
z
(1') 3°v . 32y

o % {3 maaen, I

3x2 ax?

(I1*) v = w

3 3
(rr1v) X <o LA
3x 3 ax3
3v W
¢ o 32 cmoeym 22
{(1ve) P 0 = 0

Il suffit de substituer dans ces relations les expressions (6.7) aprés
avoir posé G = 0, ce gui donne les éguations suivantes pour la fonc-
tion F qui représente la contribution parasite :

{(I")} F"{xg=t) = O d'od F A{x=t) + const

]

(II") Flxg=t) = 0O

(III") Fe'i{xg=t) = O at oul B(x=-t)2 + C(x~t) + const

5]
i

(Iv") F'{xg~t} = O d'oli F = const

La croissance lineaire de la perturbation en fonction de x et t sappa-
rait donc clairement pour la premiére condition, alors gue cette per=
turbation est étouffée par la condition modifiée (II). La condition
(III) montre gue des croissances suivant n'importe quelle puissance
entidre de t sont possibles si 1'on utilise des extrapolations d'or-
dre élevé, Par contre, la perturbation reste stationnaire dans le cas
de l'extrapoletion d'ordre zéro,

Les condidérations qui précddent ne sont évidemment pas ri-
goureuses et ne semblent s'appliquer gue s'il existe un découplage
entre certaines lignes de maillage, qui semble Etre une caractéris-
tique des schémas de type "leap fog".

Tenant compte de 1'existence de cette nouvelle classe d'inw
stabilité, Kreiss a pu établir une condition suffisante de stabilité
(réf, 6) gui reguiert que le premier membre de 1l'équstion aux valeurs
propres o, introduite & la section 3, reste supérieur & une constante
positive, gquel gue soit le nombre complexe p de module supérieur &
1'unité, Cette condition exprime, en fait, gqu'il ne doit pas exister

de mode de frontiére marginalement stable,
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Les solutions & croissance algébrigues, en

n
n ]

k= (57)

gui viennent d'@tre discutées, sont en principe moins génantes gue les
instabilités exponentielles, et pourraient méme &tre acceptables dans

les cas ou le maillage temporel utilisé est relativement grossier.
7. Conclusions

Le but de la présente &tude était de montrer la variété des
instabilités numérigues qui peuvent €tre introduites dans les problée
mes hyperboligues par les conditions aux limites,

Notre premier exemple a montré que des conditions agux limiw-
tes tant & fait naturelles pouvaient conduire & une restriction de la
stabilité par rapport au critére de von Neumann.,

Les exemples d'instabilités provoguées par l'introduction
de conditions numériques additionnelles sont tr&s nombreux, Signalons
d'ailleurs que des conditions construites & partir d'extrapolations,
couramment utilisées, peuvent conduire & des instabilités si leur
ordre est trop €levé, dans le cas de systdmes hyperboliques, Moretti
(réf, 4) a préconisé 1'utilisation de conditions additionnelles basées
sur des considérations physiques inspirées de la théorie des caractéw
ristigues.,

Une telle approche semble donner des résultats favorables
dens la plupart des exemples traités, mais il n'existe pas, & notre
connaissance, de preuve rigoureuse de son efficacité, Il ne faut d'ail-
leurs pas perdre de vue la nature essentiellement numérique des condiw-
tions additionnelles ce qui ne permet pas d'espérer, a priori, que des
considérations physigues soient un bon guide pour leur sélection.

Notre manque d'informations générales permettant d'orienter
de fagon sure, le choix des conditions additionnelles, résulte éviw-
demment de la grande complexité algébrique présentée par la mise en
ceuvre des critéres de Godunov-Ryabenkii et de Kreiss, pour les pro=-
blémes hyperboligues non triviaux rencontrés en pratique,

Nous nous sommes limités aux problémes & une seule dimension
spatiale afin de rendre le traitement algébrique suffisamment accessi-—
ble. L'extension des résultats et méthodes aux problémes & plusieurs
dimensions spatiales ne présente pas de difficultés fondamentales., Par
exemple, si une condition est donnée, dans un cas bidimensionnel, sur

la ligne x = x4, il faudra introduire des modes du type
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S )¢ i 2z
u.,, = const o A¥ u

J&

ou l'indice & represente la dépendance par rapport & y. Nous pouvons
toujours représenter une telle dépendance par des modes de Fourier

du maillage en y, et poserons donc

i
e

L'introduection du nouveau paramétre 6 dans la discussion de
la stablilité est eévidemment de nature & créer des complications addi=-
tionnelles,

Enfin, des méthodes analogues pourrsient 8tre exploitées
pour 1'étude des instabilités gqui apparaissent dans les "coins” de
domaines multidimensionnels, Il s'agirait, par exemple, d'étudier le
comportement d'une solution numérique d'un probléme d'écoulement bi-
dimensionnel dans une condulte, au voisinage du point de rencontre
entre une parol et une ligne portant les conditions amont ou aval,
Nous aurions, par exemple, 4 traiter une condition (&) 3 la frentidre
X ® X0, ¥ > Yo, €t une condition différente (B) & la frontidre y = ygq,
x > %xge 11 faudrait slors introduire des "modes de coin”, fonctions
exponentielles décroissantes de x et y.

Les modes de Kreiss, étudiés 4 la section 6, n'apparaissent
vraisemblablement gque dans des cas marginaux gui ne se manifesteront

gue pour des discrétissations particuliéres.,
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