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i° introduct ion 

Un certain nombre de questions importantes de m~canique des 

fluides font intervenir des ~quations et syst~mes aux d~riv~es partiel- 

les de type hyperbolique. Citons, en particulier, les ~coulements in- 

stationnaires de fluides compressibles non visqueux, et les ~coule- 

ments supersoniques stationnaires. I1 faut signaler aussi que le trai- 

tement num~rique de probl~mes stationnaires complexes n~cessite sou- 

vent une approche ~volutive, naturelle ou artificielle, darts laquelle 

l'~tat stationnaire est obtenu comme limite d'une ~volution insta- 

tionnaire ~ partir de conditions initiales choisies plus ou moins ar- 

bitrairement. En l'absence d'effets dissipatifs, une telle approche 

conduit ~galement ~ des syst~mes diff~rentiels hyperboliques. 

La plupart des probl~mes hyperboliques rencontres en m~ca- 

nique des fluides font intervenir des conditions aux limites impos~es 

aux fronti~res du champ d'~coulement. Par exemple, la condition d'an- 

nullation de la composante normale de la vitesse, impos~e en chaque 

point d'une paroi solide. 

Dans le cas des ~coulements supersoniques stationnaires, il 

est g~n~ralement possible d'identifier des conditions d'entr~e ou 

d'amont, qui jouent le m~me r$1e que les conditions initiales de pro- 

blames instationnaires, et des conditions lat~rales, souvent impos~es 

sur des lignes de courant, qui peuvent ~tre assimil~es aux conditions 

aux limites de ces probl~mes. 

La solution de syst~mes hyperboliclues par la m~thode des 

differences finies peut ~tre effectu~e explicitement, en progressant 

de proche en proche suivant la variable temporelle dans les probl~mes 

instationnaires, ou suivant une variable spatiale convenablement choi- 

sie dans le probl~me supersonique stationnaire. Les m~thodes partiel- 

lement ou totalement implicites, qui n~cessitent ~ chaque ~tape, la 

solution d'un grand syst~me alg~brique d'~quations coupl~es, ne seront 

pas abord~es darts le present travail. 

I1 est connu que la methode de progression explicite conduit 

souvent ~ des instabilit~s num~riques. I1 est doric tr~s utile, en pra- 

tique, de disposer d'un crit~re permettant de v~rifier si un schema 
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aux diff@rences finies sera stable ou non. Lorsqu~il s'agit d'@qua- 

tions ou de syst~mes aux d@rivEes partielles linEaires ~ coefficients 

constants, traitEes par un maillage uniforme et en l'absence de con- 

ditions aux limites, la question est rEsolue par la condition n&ces- 

saire classique de von Neumann (Ref. 1), concernant le module des 

valeurs propres de la matrice d'amplification de modes de Fourier nu- 

meriques. Un certain nombre de conditions suffisantes ont ErE @tablies 

(Ref. 2) et Kreiss a Etendu la theorie de la stabilitE aux syst~mes 

linEaires ~ coefficients variables (Ref, 3), Les probl~mes non ling - 

aires sont &videmment beaucoup plus ardus et l'Etude de leur stabilite 

ne peut @tre abord@e qu'apr~s une linEarisation par rapport a de pe- 

tites perturbations, 

Le crit~re classique de von Neumann ne s'applique pas, en 

g@n@ralj aux probl~mes qui font intervenir des conditions aux limites~ 

parce que les modes de Fourier consid&res sont le plus souvent incom- 

patibles avec ces conditions, 

De nombreux exemples ont d'ailleurs illustr@ le fait que des 

instabilit~s peuvent se manifester dans le traitement de tels probl~- 

mes, m~me si le schema aux diff@rences utilisE satisfait largement le 

crit~re de yon Neumann, confirmant ainsi le point de rue adopt& par 

Moretti (Ref. 4) au cours d'une longue controverse au su~et d'insta- 

bilit@s rencontr@es dana le traitement des &quations de la mEcanique 

des fluide s. 

La pr@sente note est consacr&e ~ cet aspect de la th&orie de 

la stabilize num~rique. La vari4t~ des types d'instabilit@ induites 

par la pr@sence de conditions aux limites sera illustrEe par des exem- 

ples et une importante condition n@cessaire de stabilitE sera exami- 

n@e d'un point de vue @l@mentaire, sans pr&tendre £ la rigueur math@- 

matique. Ces rEsultats peuvent @tre d'ailleurs ~ustifi@s rigoureuse- 

ment en faisant appel £ la thEorie de Godunov et Eyabenkii (Refs. 5 et 

6). 

ll eat important de r@aliser qu'un calcul explicite~ de pro- 

che en proche I necessite souvent des conditions aux limites plus nom- 

breuses que le probl~me physique consid@rE ou que le syst~me aux dE- 

rivEes partielles qui le repr@sente. En effet, l'utilisation de sch@- 

mas de discrEtisation d'ordre de precision sup&rieur au premier pour 

le traitement des dErivEes spatiales, nEcessitera tou~ours l'intro- 

duction de conditions aux limites additionnelles de nature essentiel- 

lement num&rique. Le choix de ces conditions reste arbitraire dans 

une large mesure, re@me si l'on satisfait aux exigences de la pr&cision. 

Malheureusement, un choix apparemment raisonnable peut con- 
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duire £ des instabilit~s impr~vues, si courantes en analyse num~rique. 

D'autre part, de nombreux probl~mes de m~canique des fluides 

tels que les ~coulements en conduites et les ~coulements en champ in- 

fini, requi~rent l'introduction de conditions d'entr4e et de sortie 

ou de conditions repr~sentant le champ ~ grande distance. De telles 

conditions, qui repr~sentent, dens beaucoup de eas, des approxima- 

tions plus ou moins grossi~res, ne sont pas enti~rement d&finies par 

des considerations physiques et leur choix reste done ~galement ar- 

bitraire, dans une certaine mesure, I1 faut donc s'attendre ~ l'appa- 

rition de probl~mes de stabilit~ analogues ~ ceux qui sont introduits 

par les conditions additionnelles. 

L'utilit~ d'un crit~re de stabilit~ permettant d'orienter le 

choix des conditions additionnelles et des conditions K l'entr~e, & la 

sortie et au large, est done ~vidente. 

L'int4r~t d'un tel crit~re ne se limite d'ailleurs pas au 

choix de conditions aux limites num~riques ou mal d~finies, comme le 

montre l'exemple du paragraphe 4, o~ des conditions aux limites natu- 

relles cr&ent des instabilit~s, le schema utilis~ &tant du premier 

ordre et stable au sens de von Neumann. 

2. S tabilit~ num~rique en presence 

de conditions aux limites 

Les aspects essentiels du probl~me de la stabilit~ du trai- 

tement numerique des probl~mes aux limites pour les ~quations et sys- 

t~mes hyperboliques lin~aires £ coefficients constants, peuvent ~tre 

mis en ~vidence en traitant le cas le plus simple d'une ~quation 

une seule fonction inconnue de deux variables ind~pendantes t, x. Le 

domaine consid~r~ sere d~fini par 

t > to x 0 < x < X 

et un maillage uniforme sere utilis~, ies points mailles ~tant 

t k = t o + kAt (k -- 0,i,2,...) et x. = x 0 + jAx (j = O,1,2,.o°,N) 
J 

k 
uj d~signera la valeur approch~e de la fonction inconnue au point 

(tk,x j ) dtt maillage° 

Des conditions initiales seront donnees en t = to, ce qui se 

traduira, g~n~ralement, darts la version discrete, par un certain nom- 
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k 
bre de relations liant les valeurs de u. pour k = 0,-1,-2, etc. 

J 
Des conditions aux limites seront impos@es soit pour x = x0~ 

soit pour x = X et m~me,dans le cas g~n~ral,en ces deux points fron- 

ti~res , 

L~analyse classique de yon Neumann est bas~e sur l'@tude de 

solutions particuli~res de l'@quation discr@tis~e & variables dis- 

cretes s~par~es, du type 

k 
U°  = 

3 
const ) 0kk j ( 2 . 1 )  

Les modes de Fourier discrets analogues des composantes de 

Fourier d'une fonction d'une variable continue, s'obtiennent en rem- 

plagant ~ par les exponentielles complexes 

= ( i~n ) 
kn exp " " T "  (n = O,I,2,...,N) ( 2 . 2 )  

Iien r&sulte un syst~me complet de fonctions discr~tes pour le mail- 

lage spatial eonsid@r@. 

Pour qu'une expression, A variables s@par@es, du type (2,1) 

soit solution de l'gquation lin6aire aux diff@rences finies, obtenue 

par discr@tisation de l'@quation hyperbolique propos4e, P et k doivent 

satisfaire une relation alg@brique : 

F ( p , x )  = o ( 2 . 3 )  

Cette relation caract@ristique du schema de discr@tisation s'obtient 

en substituant l~expression (2.1) dans l'4quation aux diff4rences fi- 

hies (apr~s @limination d'un facteur commun PkkJ), 

Le crit~re de yon Neumann s'obtient en rempla$ant k par les 

valeurs (2~2) dans cette relation et en exprimant que toutes les va- 

leurs correspondantes de l'amplification temporelle 0 ont un module 

inf~rieur ~ {1 + O(At)}. 

Ce crit~re n'est cependant pas g@neralement applicable, en 

presence de conditions aux limites, car les modes de Fourier (2.1)~ 

(2,2) ne sont compatibles qu~avec des conditions aux limites homog~nes 

tr~s part iculi~res, 

Nous devons doric rechercher d' autres families, aussi compl~- 

tes que possible, de solutions simples compatibles avec les conditions 

aux limites homog~nes du probl~me et @tudier leur comportement, born@ 

ou divergent, en fonction de la variable discrete k qui d~finit l'evo- 

lution du calcul. 
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Nous n'envisageons que les conditions aux limites qui peu- 

vent s'exprimer par des relations lin@aires et homog~nes, £ coeffi- 

cients constants~ liant les valeurs de u en quelques points du mail- 

lage voisins de la fronti~re. A la fronti~re x = x0~ ces relations 

seront de la forme g~n~rale 

z z a5~ uk-~a" -- 0 (k = 1,2,..,) (2.4) 

5=0 ~=0 

Les coefficients a5£ sont donn@s et ~I, £i repr@sentent des entiers 

d@pendant de l'ordre de l'@quation diff@rentielle @tudi~e.et de l'or- 

dre de pr@cision de la discr@tisation. 

Les relations impos~es £ la fronti~re x = X seront de type 

analogue : 

52 ~2 
k-~ 

Z Z bjk UN_ 5 -- 0 (k = Z,2 .... ) (2.5) 

5=0 ~=0 

Ii est @videmment touSours possible de combiner des solu- 

tions £ variables s@parees, de type (2.1), eorrespondant ~ la m~me 

valeur de p, de faqon £ satisfaire certaines relations du type (2.4) 

ou (2,5)m pour toutes valeurs de k° 

En effet, la relation earact@ristique (2.3) consid@r@e, 

pour p fix@, comme une @quation alg@brique en l, poss~dera un certain 

hombre de raeines II, ~21 --., It# r @tant le degr~ de l'~quation (2.3) 

par rapport & ~. Ces racines seront, en g~n~ral, des fonctions du para- 

m~tre O° (Nous n'examinerons pas le cas des raeines multiples). 

Dans le cas simple examin@ ici, r sera le produit de l'ordre de ]'@qua- 

tion hyperbolique par l'ordre de pr@cision de la discr~tisation uti- 

lis@e, 

Une combinaison de la forme 

k k j j 
u = p (AIAI + "'" + ArAr ) (2.6) J 

sera solution de l'@quation aux differences finies, et la substitution 

de cette expression darts des conditions de la forme (2.4), (2.5) four- 

nira une relation entre les constantes arbitraires A. 

Le proeessus num@rique ne sera done possible et d@termin@ 

que si le hombre de conditions aux limites (2.4), (2.5) est @gal ~ r. 

En particulier, ce nombre devra ~tre sup@rieur ~ l'ordre de l'@qua- 

tion~ si la discr@tisation utilis~e poss~de une pr@cision d'ordre su- 
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p4rieur £ l~unit4. 

Admettant que nous ayons ainsi choisi r conditions aux limi- 

tes ad~quates, l~expression (2.6) sera solution de notre probl~me ho- 

mog~ne~ & condition que les r constantes A satisfassent un syst~me al- 

g4brique de r 4quations lin4aires homog~nes. Une solution non triviale 

n'existera done que si le d&terminant du syst~me est nul, condition 

qui fournit une relation alg~brique liant p, kl, "''" ~r" Or les kl, 

"''' kr' racines de l'&quation (2.3) sont des fonctions alg&briques, 

g4n~ralement implicites de p, de sorte que la condition de compatibi- 

lit& peut ~tre ramen~e & une ~quation alg&brique, g&n~ralement tr~s 

complexe, en ~. Les racines P~ de cette ~quation peuvent ~tre consi- 

d~r4es comae des valeurs propres pour notre probl~me homog~ne. Les va- 

leurs correspondantes de k: k~l' "''~ k~r permettront alors de con- 

struire des solutions de type (2.6) compatibles avec les r conditions 

aux limites (naturelles et additionnelles). 

Une condition n@cessaire de stabilit@ tout ~ fait analogue 

celle de yon Neumann peut donc en ~tre imm@diatement d@duite, en ex- 

primant tou1~ simplement que les amplifications temporelles Pv des mo- 

des compatibles poss~dent un module inf@rieur ~ {1 + @(At)}. 

En g@n4ral, les modules des valeurs correspondantes ~q 
(q = l ~ r )  de A seront diff@rentes de l'unit~, de sorte que le nou- 

veau crit~re de stabilite ne pourra @tre enti~rement &quivalent au 

crit~re de yon Neumann. En fair, il est souvent plus restrictif comae 

le montreront les consid@rations et les exemples qui suivent. 

L'application concrete du crit~re pr@sent@ para~t cependant 

conduire ~ des difficult4s alg@briques pratiquement insurmontables. 

En effet~ l'existence simultan@e de conditions aux limites en x = x 0 
~ N 

et en x = X introduit necessairement des termes en dans le d@ter- ~q 
minant du syst~me alg@brique des constantes A. L'~quation aux valeurs 

poss~dera done un degr@ croissant tr~s rapidement avec N~ propres D 

hombre qui est, en principe, tr~s @icy&. Une @tude asymptotique~ pour 

N tendant vers l'infini~ semble donc en particulier, pr@senter des 

difficultes transeendantes. 

Les d&veloppements qui vont suivre tendent K montrer que la 

situation n'est pas aussi inextricable, grace £ une propri@t@ fonda- 

mentale~ en vertu de laquelle le nombre des modes compatibles insta- 

bles @ventuels est toujours limit&, quel que soit le nombre N des 

mailles, 
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3, Modes instables de fronti~re 

Les modes compatibles avec les conditions aux limites for- 

ment une famille analogue ~ celle des modes de Fourier et qui compor- 

te le m@me nombre d'@14ments, nombre qui tend d'ailleurs vers l'infi- 

ni avec le nombre de mailles N, Les propri@t~s de cette nouvelle fa- 

mille sont cependant beaueoup plus complexes que celles des modes de 

Fourier ortho-norm@s, En particulier, les coefficients de la repr@sen- 

tation de conditions initiales quelconques comme combinaison lin@aire 

de modes compatibles, peuvent pr@senter des comportements anormaux 

lorsque N tend vers l'infini. L'utilisation de ces modes en rue de la 

repr@sentation g@n@rale des solutions des @quations aux differences 

finies est donc peu commode. 

Dans l'~tude de la stabilit@, nous pouvons cependant nous 

limiter ~ l'examen des modes instables 6ventuels (IPl > 1 + 8(At)) et 

nous allons 6tablir que le hombre de tels modes est toujours born6, 

quel que soit le hombre des mailles N £ condition que le crit~re de 

von Neumann soit satisfait. Cette propri6t6 fondamentale, qui simpli- 

fie consid6rablement l'analyse de la stabilit6 en pr6sence de condi- 

tions aux limites, d6eoule d'un d6couplage remarquable qui se mani- 

feste, pour N + -, entre les influences des conditions aux limites 

appliqu6es aux diff6rentes fronti~res. 

Nous allons tenter de donner une justification plausible 

ces conclusions, sans entrer dans les d~tails alg6briqueso 

Remarquons, tout d'abord, que la relation caract~ristique 

(2.3) fait correspondanre £ chaque point du plan complexe A, un cer- 

tain nombre de points du plan complexe p. Le crit~re de yon Neumann 

peut ~tre interpr6t6 de la fagon suivante: les images des points du 

cercle unitaire IxI = l, lieu des points repr6sentatifs des modes de 

Fourier spatiaux, dolt n6cessairement ~tre contenu (A la limite At ÷ O), 

dans le disque unitaire IPl < 1 du plan p. 

Les r valeurs de I correspondant A un mode instable 

(IPl > l) ne peuvent donc ~tre de module unitaire, ce qui permet de 

les classer en deux groupes suivant que leur module est inf~rieur ou 

sup6rieur A l'unit6 : 

llil < 1 pour i = 1 ..... s; IXi[ > 1 pour i = s+l, .... r. 

II est facile de voir que le nombres des I de module inf@rieur ~ l'u- 

nit~ est ind@pendant de p, pour Ipl > i. En effet, ce nombre ne peut 

varier que si un point repr@sentatif de p traverse l'image du cercle 
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unitaire 17.1 = i, ce qui est impossible rant que le module de 0 reste 

sup@rieur £ l~unit@, en vertu du crit~re de yon Neumann. 

Cette remarque nous permet d'@valuer le nombre s dans un cas 

particulier, et le passage & la limite 101 + ~ conduit le plus rapide- 

merit au r@sultat. 

En effet, la relation caract@ristique (2.3) (non r@duite au 
1 

m~me denominateur) comporte des termes en pet en les puissances de ~, 

et une s@rie de termes faisant intervenir des puissances positives de 
1 

k et de ~. Lorsque p tendra vers l'infini, certaines racines k ten- 
f 

dront vers l'infini et d'autres vers zero. Ce sont ces derni~res qui 

nous int&ressent car leur module sera n&cessairement inf~rieur & l'uni- 

t@. La multiplicit@ de ces racines est @videmment @gale & la puissance 
1 

la plus @levee de ~- qui appara~t dans la relation caract@ristique non 

reduite. 

Or cette puissance repr@sente le hombre d'indices inf@rieurs 

& j apparaissant dans l'4quation aux diff@rences finies correspondant 

a la maille (k,~). Cette @quation fait donc intervenir les valeurs 

Uj_s, Uj_s+l, ..., u~, uj+l~ etc. 

ii est clair que le nombre de conditions requises ~ la 

fronti~re x = Xo pour determiner le processus num@rique sera @gal ~ s. 

Nous pouvons donc conclure que pour chaque valeur de 0 de module sup@- 

rieur a l'unit@, qui pourrait fournir @ventuellement un mode instable~ 

correspondent des valeurs de ~ de module inf@rieur ~ l'unit@ en nombre 

@gal au hombre s de conditions a imposer en x = x 0 et des valeurs de 

de module sup@rieur a l'unit@ dont le nombre r-s est ~gal ~ celui 

des conditions ~ imposer en x = X. 

Essayons maintenant d'imaginer la configuration du d@termi- 

nant du syst~me lin@aire de r @quations ~ r inconnues AI, o.., A r qui 

stobtient en ecrivant que le mode consid@r@ (2. ) satisfait les r con- 

ditions aux limites. Ce d@terminant peut @tre d~compos@ suivant le 

sch@ma suivant : 
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s conditions 

en X = X 0 

(r-s) condi- 

tions en 

x = x N = X 

s colonnes 

pour 

A 1 . . .  A 
s 

(r-s) colonnes 

pour 

As+ 1 ,,, A r 

I 

te rme s en 

I I .., 1 
S 

III 

terme s en 

I N ... k N 
S 

etc, 

II 

terme s en 

Is+if ..,~ I r 

IV 

terme s en 

xN N 
s+l ~ **, I r 

etc. 

= o (3.1) 

Lorsque le nombre de mailles tendra vers l'infini~ les termes du 

bloc (iV) domineront tous les autres b puisque les modules des 

%s+l' ..., I r sont sup~rieurs £ l'unit~. Si nous d~veloppons le d~- 

terminant par la r~gle des mineurs associ~s~ en utilisant les d~ter- 

minants (sxs) form, s ~ partir des premieres colonnes et des d~termi- 

nants (r-s)×(r-s) form's ~ partir des r-s des autres colonnes~ le 

terme principal sera ~videmment 

{d~terminant (I)} x {determinant (IV)} 

Tous les autres produits seront n~gligeables par rapport & ce terme~ 

pour N + ~, car ils feront intervenir un d~terminant (r-s)x(r-s) qui 

comportera moins de r-s lignes comprenant des termes dominants en 

lNs+l , .o-, i N. 
r 

A la limite N + ®, l'4quation qui d~finit les modes de fron- 

ti~re se r~duir&, pour I01 > l, £ la forme 

{det(i)} x {det(IV)} = 0 

Les racines p seront donc obtenues en consid~rant s~par~ment les 

quat i on s 
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det (I) = 0 (3.2) 

det (IV) = 0 (3.3) 

La premi@re ne fait intervenir que les conditions aux limites en 

x = x 0 et la seconde les conditions aux limites en x = X. C'est la 

propri@t@ de d4couplage annoncee. 

De plus, il est clair que les colonnes du d@terminant (IV) 

N l N qui peuvent ~tre sup .- poss~dent des facteurs eommuns Xsel~ ...~ r 

prim@s (car les i sent de module sup@rieur ~ l'unit@, done cliff@rents 

de z@ro). Ii en r@sulte que le nombre de mailles N n'appara~tra plus 

dans la seconde equation~ de sorte que le hombre de solutions 

possibles de l'equation en ~ est ind@pendant de N pour I DI > l. 

Nous pouvons done maintenant d@finir, du moins pour N + ~ 

des modes instables de fronti~re pour la fronti~re x = x 0 et des mo- 

des instables de fronti~re pour la fronti~re x = X. Les premiers 

seront de la forme 

uj = ~ (AIx + ..o + As s) (3.h) 

ou 

(3 5) 

Un syst~me lin@aire homog~ne de s @quations pour !es s inconnues 

A1 j ..., A s'obtiendra en exprimant que les s conditions homog~nes 
s 

impos@es £ la fronti~re x = x 0 sent satisfaits. Une telle solution 

non triviale ne peut exister que si l'~quation (3.2) est satisfaite. 

Cette ~quation fournira les valeurs possibles de pet ).. 

L'existence de tels modes n'est pourtant pas garantie, 

puisque les valeurs de p et I ainsi obtenues ne satisfont pas n@ces- 

sairement les in@galit@s (3.5). 

En fait, la condition n@eessaire qui r@sulte de cette ana- 

lyse est tout simplement la suivante: II ne peut pas exister de mode 

instable ~ la fronti~re compte tenu des conditions aux limites appli- 

qu@es, C'est la condition de Godunov-Ryabenkii. 

La d@finition des modes instables K la fronti~re x = X est 

tout i fait analogue, les modules des I @tant,cette fois, sup~rieurs 

i' unit4, 

Avan~ d~ullustrer ces developpements par des exemples choi- 

sis pour leur simplicite, il ne semble pas inutile d'insister sur les 
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difficult~s alg~briques pos~es par l'~tude des modes instables de 

fronti~re dans les applications pratiques. 

Le fait que l'~quation alg6brique en p, dont le degr~ cro~t 

avec N, se r~duise pour les modes instables & deux ~quations de de- 

gr~s tr~s limit,s (s et r-s) repr~sente, certes, une simplification 

tr~s spe ct aeulaire. 

N~anmoins, la discussion param~trique, darts le plan comple- 

xe, de solutions d'~quations alg~briques, m~me de degr~ relativement 

bas, en presence de conditions auxiliaires de type (3.5), pr~sente 

souvent des difficult~s nettement plus consid~rables que la raise en 

oeuvre du crit~re de von Neumann. Cette discussion n~cessite souvent 

l'utilisation d'un ordinateur et il y a lieu de craindre qu'elle ne 

conduise, dans certains cas, £ des temps de calcul non n~gligeables 

par rapport au temps de calcul requis par la solution de l'~quation 

aux d~riv~es partielles, 

h. Exem~le d'instabilit~ in duite par des 

conditions aux limites naturelles 

Consid~rons le syst~mes hyperbolique du second ordre pour 

les deux fonctions inconnues u,v des variables t,x : 

~u + ~v 8v + 8u 
3-%- "~x = o ~ t  T/x = o (~.i) 

Ce syst~me est ~quivalent & l'~quation normalis4e des ondes dans un 

espace ~ une dimension, 

Les conditions aux limites seront du type classique : 

u (ou v) donn~ aux fronti~res x = x 0 et x = X (h.2) 

Une discr~tisation du premier ordre de precision peut ~tre obtenue 

par l'artifice suivant : deux combinaisons lin~aires ind~pendantes 

des ~quations (h.l) sont fortunes ~ l'aide de deux constantes distinc- 

tes a, B: 

S(u+~v) ~(v+~u) B(u+6v) + B(v+6u) 
3t + Bx = 0 Bt r ~x = 0 

Les d&riv~es par rapport & t sont dlscr~tis&es en utilisant des dif- 

ferences avant, La d~riv~e par rapport ~ x dans la premiere ~quation 

sera discr~tis~e en utilisant ~galement des diff4rences avant, mais 

des differences arri~res seront utilis~es pour la discr~tisation, 
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se!on x, de la seconde @quation. Le sch6ma de discr6tisation ainsi 

obtenu s'~crit donc : 

k+1 u k. (vk+~ ~ ~ _ vk k 
u.j - J + ~ j, - v.j) + c{vJ +l J + ~(u.j+l - u.j)} -- 0 (h.]) 

k+l k (vk+ ] k k k k k u, - u. + ~ . ~- v.) + c{v - v. + S(u. - u. )} = O (4.4) 
J J J J j J-i j j-I 

o~ c d6signe !e nombre de Courant 

At 
C = m 

Ax 

La g@n6ralisation de la m@thode de s@paration des variables au cas 

des syst~mes discr@tis~s est immediate et consiste & 6tudier des so- 

lutions de la forme 

k UkkJ k VkkJ J , vj : 

I n t r o d ~ l i s a n t  ces exp ress ions  dans les  @quations d iscr@t is6es  et  en 

les r@solvant par  r appo r t  ~ Uk+ I e t  Vk+l~ nous ob t i end rons  

= ~c 1 B~+ "[ - (~+~) 
Uk+ I {l + ~ (~ + T - 2)} U k + ~ ~_S V k 

Vk+ 1 = c c (2 - ~- ~)} v k 
Uk + {i+ ~_-T # 

La matrice d'amplification est donc donn6e par 

F 
~Bc I 

i+--=-g (x + T -  2) 

B 

c C~-B 

~X+ ~ - (a+~)~ 

c ------~----~ 

Les valeurs propres p de 

ristique du sch6ma (4.3), 

a~c i 
I - ~ + ~_-T~ (x ÷y- 21 

i 

I c a-g 

cette matrice satisfont l'@quation caract@- 

(4.~) : 

B~+ T - (~+B) 
c a-S 

e (2-~- I 

= O 
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Apr~s quelques r~ductions, eette @quation s'@crit : 

1 I -2)(l-p) - c2(~+ Y F(~,~) -- (1-~)z+ e~(~+ T - 2) -- o (4.5) 

en posant 

a-8 

Remarquons que eette equation est r~ciproque en k de sorte qu'elle 

poss~de pour toute valeur de D deux racines Ii~ 42 telles que 

liXZ = 1 (4°6) 

Si nous prenons, pour I~ des valeurs exponentielles complexes du type 

(2.2), la relation earact~ristique s'~crira 

(1-0) 2 - 2c~(1-eose)(l-p) + 2e2(l-cose) = 0 (h.7) 

en posant 

n ( n = O, i, N) e = i ~  ... 

Le crit~re de stabilit~ de yon Neumann exige que le modules des ra- 

eines p de l'@quation (4,7) soient inf~rieures ~ l'unit~ quel que 

soit 8. 

Ii faut done que le produit de ces modules soit inf@rieur 

£ l'unit~ : 

Ii - 2c~(l-eosS) + 2c2(1-cos8)I < i 

Cette condition dolt $tre satisfaite pour toutes valeurs r~elles de 

8 D ce qui impiique 

! > c(~-c) > o (h.8) 
2 w 

Ii faut ~galement que le premier membre de (4.7) soit non n~gatif 

pour ~ = +i et ~ -- -I~ d'o~ la nouvelle condition 

4 -- 4C~(i-cos8) + 2c2(I-cos8) • 0 

pour toute valeur r@elle de e. Nous devons done avoir 
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2c(~-c) < i-c 2 (4.9) 

Cette in@gaiit@ est plus restrictive que l'in@ga!it6 gauche dans 

(4.8). 

Le crit~re de yon Neumann conduit donc, dans le cas suivant 

aux deux in6qu~tions 

>__ C, C(2~-C) < i (4o10) 

Ces in@quations montrent que le crit@re peut ~tre satisfait 

pour route valeur positive du param@tre ~, g condition de choisir un 

nombre de courant inferieur £ une certaine borne : 

p o u r  0 < ~ < ! 
w 

c < c (%) = (4,11) 
m 

%-/~2-! pour { > I 

Consid@rons maintenant les modes de fronti~res instables 6ventuels 

qui pourraient r@sulter de l'application d'une condition naturelle du 

type (4.2), par exemple : 

u(x,t = f(t) pour x = x 0 (4.i2) 

Les resultats s~appliqueron~, @videmment, moyennant modifications 

6videntes au cas oh V serait impose en x = x 0, et aux conditions g 

la fronti~re x = X. L~ condition homog~ne discretisee correspondant 

(4.12) s'@erit 

k 
u 0 = 0 pour k = i, 2, ... (h.13) 

Pour route valeur de p de module sup@rieur a !'uniLe, il existera, 

en vertu de (4.6), deux racines XI, 12 de la relation caract@ristique 

telles que 

Seul le mode correspondant a I 1 pourra Stre consider@ comme mode de 

la fronti~re x = x0, en accord avec les conclusions de la section 3. 

Ce mode s'@crira 

K pk " v~  DK ' u .  = U 1 ~i = V1 h l  
J J 
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et la condition & la limite (4.13) imposera 

U1 = 0 

L'amplitude V I peut ~tre obtenue & partir de l'une ou l'autre des 

~quations aux diff@rences finies (4.3), (4.4) (qui sont @quivalentes, 

du fait que p, I 1 sont li6es par la relation caract~ristique). Nous 

avons~ par exemple~ 

{a(0-1) + c(~1-1)} v I = 0 

Un mode non trivial ne peut dons exister que si la condition suivante 

est satisfaite : 

~(o-l) + s(~1-1) = o 

Combinant cette relation avec la relation caract4ristique (4.5), nous 

obt iendrons 

1 A) 

Ces valeurs d6finiront donc un mode instable pour la fronti@re x = x 0 

condition que 

1 'I 
Une discussion compl~te de ces conditions peut ~tre effectu@e dans le 

plan a,8. Nous nous contenterons de d@montrer ici qu'un tel mode in- 

stable peut exister; m~me si le crit~re de yon Neumann, exprime par 

(h.ll), est satisfait. En effet, consid6rons le cas oh 

i 
a = ~ , B = 1 d'o~ ~ = i 

La condition de yon Neumann sera alors satisfai~ si 

At 
c -- ~ <_ Cm(1) = i 

mais il existera un mode de fronti~re instable avec ~ = }, O = 1 + c : 

k = 
u. = 0 v k. const. (l+c) k 2 -j 
J J 
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Cet exemple d'instabilit~ est @videmment surprenant puis- 

qu'il ne peut pas ~tre attribu@ au choix malencontreux d'une condi- 

tion aux limites additionnelles plus ou moins arbitraire. Les condi- 

tions du type (4.!2) sont en effet tout ~ fait naturelles en physique 

et conduisent tou3ours £ des probl~mes hyperboliques bien pos@s, 

5. I nstabilit@s caus@es ' ~ar des conditions additionnelles 

Les exemples d'instabilit@s r@sultant d'un choix malencon- 

treux des conditions aux limites additionnelles, requises par les 

discr@tisations d'ordre de pr@cision sup@rieur au premier, sont tr@s 

nombreux et il importe donc d'attirer l'attention sur cette situation 

dangereuse, Nous allons donner ici un exemple tr~s simple qui indique 

sans n@cessiter de longs calculs la grande vari@t@ des choix "raison- 

nables" de conditions aux limites additionnelles qui peuvent conduire 

£ des instabilites. 

A cet effet~ nous examinerons l'@quation hyperbolique la 

plus simple: 

~_~u-- A2u (5.1) 
~t ~x 

que nous discr@tiserons ~ l'aide du sch@ma du second ordre de pr@ci- 

soin propos@ par Lax et Wendroff (ref. 2 et 7) : 

k+l k c . k k ~ k k k u - u. J ~ <Uj+l-U~_lj + ~-- (5.2) = (Uj+l+Uj.l-2U j ) 

At 
c d~signe le hombre de Courant ~'~x" 

On salt que ce sch@ma est stable au sens de von Neumann~ 

pour c < l~ ce qui se v@rifie d'ailleurs ais@ment en se ref~rant £ 

la relation caract@ristique 

o 1 o2 l c ~-l ((l+o)x+l-c) (5.3) o - i --~ (~ -T) +-~ (~ +Y- 2) :7~>, ~ 

Les conditions initiales et aux limites naturelles pour le 

probl~me hyperbolique darts l'intervalle spatial 

x0 < x < X 

consistent ~ imposer u pour t = to et pour x = X, puisque les carac- 

t6ristiques (x + t = const) de l'~quation (5.1) sont orient6es vers 

les x d@croissant pour t croissant. 
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Cependant, comme l'~quation aux differences (5.2) fait in- 

tervenir des differences centrees, le processus num~rique de progras- 

sion ne sera d@fini, dans l'intervalle (x0, X), que si l'on impose 

une condition additionnelle numerique en x = x 0. 

Nous allons considerer des conditions de deux types diff4- 

rents qui forment un ensemble assez g@n&ral. Le premier type fait in- 

tervenir les valeurs de u aux quatre points (k,O), (k,1), (k+l,O), 

(k+l,1) et seront de la forme 

k+l k+l k k 
U 0 + ~U I + mu 0 +nu I = O (5.4) 

En se servant de la relation (5.2) on peut d'ailleurs @liminer u k+l 
k+l 1 

et exprimer la valeur inconnue u 0 en fonction des valeurs u0, u I et 

u 2 ~ l'~tape k. 

Le second type de conditions consid4r~ ne fait intervenir 

que des valeurs i l'instant k + i, et ces conditions seront de la 

forme 

k+l f k+l + k+l 0 (5.5) 
u 0 + u I gu 2 = 

De telles conditions additionnelles ne peuvent pas intro- 

duire des erreurs 0(i), ce qui d~truirait la precision du calcul, 

mais elles deviennent compatibles & l'ordre O(Ax,At) & condition que 

les sommes des coefficients des u soient nulles : 

1 + £ + m + n = 0 1 + f + g = 0 (5,6) 

Appliquons maintenant la th~orie g4n~rale de la section 3. 

II ne peut y avoir au plus qu'un mode instable pour la fronti~re 

x = x 0. Soit k, la valeur correspondante de 

llll < 1 

Nous allons montrer que les valeurs de pet kl qui permettent de sa- 

tisfaire les conditions (5.5) sont r@elles et que cela est ~galement 

vrai pour les conditions (5,4) si la pr@cision qu'elle fournit est 

du second ordre im 

1 
Ii faut noter que cette precision n'est pas strictement n~cessaire 

pour obtenir un r~sultat pr@cis du second ordre. 
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En effet~ @crivons !es conditions (5.4) et (5,5) en y intro- 

duisant l'expression du mode instable 6ventuel 

k const p k  
uj = ~ i 

Nous obtiendrons~ respectivement, 

p + £A.p + m + n?~ : 0 (5.7) 

et 

i + f~ + gk 2 = 0 (5.8) 

si nous exprimons maintenant P en fonction de ~, dans (5.7), en utili- 

sant la relation caract@ristique (5.3) du seh@ma~ nous obtiendrons 

une @quation du 3me degr@ en k : 

3 2 
a3),  I + a2X 1 + a l~ ,  1 + a 0 = 0 ( 5 ° 7  ~ ) 

En vertu des conditions de compatibilit@ (5.6), les @quations (5.7 ~ ) 

et (5°8) poss~deront une racine l, @gale & l'unit@, qui correspond 

d~ailleurs au mode trivial p = 1 que l'on peut @carter. Si nous exi- 

geons m de plus~ que la condition (5.4) pr@sente une pr@cision du se- 

cond ordre~ l'@quation (5.7') devra poss~der une racine double ~i = i. 

Apr~s @limination des facteurs (If-l) dans l'@quations (5.8) et 

(ll-l) 2 bans !'@quation (5.7') nous obtiendrons~ darts les deux cas~ 

une @quation du premier ordre en I I : 

P)~I + q = O 

dont la racine ~ /i est toujours r@elle. 
P 

Ii est facile de v@rifier que le rapport ~ sera une fonction 
P 

rationnelle non constante des param~tres £D m, n, f, g qui d~finissent 

les conditions additionnellees consid@r@es. Ii existera donc tou~ours 

des valeurs de ces param~tres pour lesquelles 

< 1 

k I @tant r@el, il en sera de m~me pour la valeur correspondante de p 

tir~e de (5.3). Nous aurons donc un mode instable si l'une des deux 

in@qualltes suivantes est v&rifiSe& 
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~i-i 
c ((1+o)~i + I- c] > i ou 

P = i + 2 Ii 

< -i 

Ii est facile de v@rifier que l'une de ces conditions sera satisfaite 

(compte tenu de Ikll < 1), si 

-i < I-C < Ii = -p < c2-2+/4-3c 2 
- i+c ~ ~Ic+f) < 1 (5.9) 

(les in@galitis extr@mes r@sultent de la condition de Courant 0 < c < i). 

Nous n'entrerons pas dans les d@tails d'une discussion com- 

plete car les in@galit@s (5.9) suffisent ~ montrer qu'il existera 

toujours des valeurs "raisonnables" des param~tres £, m, n, f, g pour 

lesquelles l'in@galit@ (5.9) pourra ~tre satisfaite et qui conduiront 

donc £ des instabilit@s, malgr@ le fait que le crit~re de yon Neumann 

est respect@, 

6. Modes de fronti~re n on,,exponentiels 

Kreiss a signal~ (r@f. 6) que l'absence de mode instable de 

fronti~re du type introduit & la section 3 n'est pas suffisante pour 

assurer la stabilitY. I1 a pu, en effet, donner un exemple de solution 

croissante avec t, mais non exponentielle et a @gelement @tabli un 

crit~re plus restrictif que celui de Godunov-Ryabenkii, qui tient 

compte de l'existence de telles solutions, 

Un traitement num~rique de l'exemple propose par Kreiss fait 

appara~tre certaines propri~t&s remarquables de ces solutions crois- 

santes et nous nous proposons de clarifier leur nature en utilisant 

ces propri~t&s, 

L'~quation hyperbolique consider~e est l'6%uation simple 

(5.1) trait~e dans le domaine t >_ O, x0 <_ x <__ X. 

L'exemple de Kreiss fait appel au sch4ma aux differences 

sym6trique ("Leap frog") 

k k At ujk+l _ u~-l~ -- c(u~+l-u.j_l); ° = A-~ (6.1) 

stable au sens de yon Neumann si la condition de Courant (0 < i) est 

v@rifi@e. 

Ii est important de remarquer que ce sch@ma fait intervenir 

trois niveaux temporels k+l, k et k-l; contrairement au sch@ma de Lax- 

Wendroff utilis@ A la section 5. Cette propri@t@ joue un r$1e essen- 

tiel dans notre interpretation des solutions de Kreiss. 
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Le schema (6,1) @tant du second ordre de precision par rap- 

port £ x, il faudra comme pr@c@demment, ajouter ~ la condition natu- 

relle en x = X~ une condition additionnelle en x = x0. 

Nous examinerons les con ditions suivantes~ dont certaines 

ont @t@ propos@es par Kreiss (r@g. 6) et qui dont toutes compatibles a 

l~ordre (At~Ax) au moins : 

(I Extrapolation lin&aire : uko = 2ul k - U k 

, k-i k+l, k 
(II Extrapolation modifi@e proposee par Kreiss = u k = ~u I +u] )-u 2 

(u k+l est calcul@ en fonction de u k et u k i partir de (6,1)) 
~ k ~ k+ k 

(!II Extrapolation parabolique u k = ~Ul-JU 2 u S 

(IV Interpolation d'ordre z6ro : Uko : U k. 

Montrons tout d'abord qu'il n'existe pas de mode instable de 

fronti@re au sens de la section 3. La relation caract@ristique du 

sch6ma (6.1) s'6crit : 

1 c(~ - 1 _ ~ = 7. )  ( 6 . 2 )  

II n'existe~ comme pr@vu, qu'un mode instable de fronti@re possible 

puisque le produit des racines de (6.2) vaut -i. Les conditions aux 

limites (I ~ IV) fournissent.respectivement les @quations suivantes 

pour k I : 

! 1 ( X 1 - l )  2 : O; Xl + ~ = p + T ;  ( k l - 1 ) 3  = O; ( X l - Z )  = 0 

Ces relations conduisent toutes ~ des valeurs de % et p dont le module 

est @gal ~ l'unit@, ce qui sugg~re une stabilit@ marginale en pr&sence 

de ces conditions additionnelles. 

Kreiss signale cependant que la condition (I) introduit des 

solutions croissant au del£ de toute limite avec k, et que ce ph6no- 

m~ne disparaYt lorsque l'on utilise la forme 16g~rement modifi@e (II), 

Le calcul num@rique d'un exemple has6 sur la condition (I) 

fait imm@diatement appara~tre les faits suivants: Apr~s disparition de 

contributions transitoires amorties introduites par les conditions 

initiales num@riques particuli~res~ la solution pr@sente un comporte- 

ment altern@ par rapport au temps : 

k+l k u. -- -u. (6.3) 
J J 

et la d@pendance de u k par rapport. ~ x est tr~s voisine d'une loi li- 
J 

n@aire, Ii en est d'ailleurs de m@me pour la d@pendance en fonction de 
k 

t, des valeurs absolues lu~I . 
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2k 2k+l 
Les fonctions discr~tes u. et u. apparaissent done comme 

J 
essentiellement distlnctes et ne peuvent, en vertu de (6.3), ~tre con- 

sid~r~es comme formant la representation discrete d'une fonction d~ri- 

vable, ni m~me continue de t. Cependant, si nous posons 

2£ £ 2£+1 
= V. O U. = W.~ 

u 0. j ~ 

nous pourrons consid~rer vet w comme repr@sentation discrete de deux 

fonctions distinctes vet w, continues et m~me d@rivables, 

Le sch@ma aux diff@rences finies (6.1) @crit pour k = 2£ et 

k = 2£+1, peut ~tre consid@r~ comme formant un syst~me de deux ~qua- 

tions aux diff@rences coupl@es pour vet w : 

£ £ 
- w~. -1 = c(vj+z-vj_ z) (6.4) wj J 

(6.21 vj - 

Nous consid~rerons maintenant ces @quations comme des discr~tisations 

du syst~me hyperbolique 

@w @v Sv = @_.~w 
~'T "~ ~-X , ~-T ~x ( 6 . 6 )  

La solution g4n4rale de ce syst~me est donn~e par 

v = F(x-t) + G(x+t); w = -F(x-t) + G(x+t) ( 6 . 7 )  

Ii est clair que la contribution G repr6sente la solution g@n6rale 

de l'~quation de d~part (5.1), tandis que F repr~sente une contribu- 

tion parasite introduite par la discr~tisation d'ordre sup~rieur. En 

effet, si F = 0, nous avons 

v = W = G(x+t) = u 

La contribution parasite F correspond £ des caract~ristiques parasites 

x - t = const, introduites par le syst~me (6,6)et est la cause de 

l'instabilit~ signal~e par Kreiss. 

Si la condition initiale est homog~ne (u = 0 pour t = to) , 

seule la contribution parasite sera pr~sente, comme on le volt faci- 

lement en tenant compte de l'orientation des caract4ristiques natu- 

relles (x+t = const) et parasites (x-t = const), 

Les conditions aux limites (i) ~ (IV) seront, elles aussi 
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interpr6t@es comma des relations entre v, wet leurs d@riv@es et nous 

aurons ainsi~ respectivement 
~2v ~ 2 w  

(I' --= 0 ~ =  0 
{)x 2 a x  2 

(II ~ v = w 

(Ill' 
a3v 83w 
~ =  0 ~ =  0 
Zx 3 8x 3 

(IV' a v  a-...lw = 0 
• g l  = 0 a x  

II suffit de substituer dans ces relations les expressions (6.7) apr~s 

avoir pos~ Ca -= O, ce qui donne les @quations suivantes pour la fonc- 

tion F qui rapt@santa la contribution parasite : 

(I") F"(x0-t) = 0 d'o~ F = A(x-t) + const 

(Iz) F(x0-t) = 0 

(III") F~''(Xo=t) = 0 d~o~ F = B(x-t) 2 + C(x-t) + const 

(IV") F'(x0-t) = 0 d~o~ F = cons% 

La croissance lineaire de la perturbation en fonction de x et t appa- 

ra~t donc clairement pour la premiere condition, alors qua cette per- 

turbation est ~touff~e par la condition modifi@e (If). La condition 

(III) montre qua des croissances suivant n'importe quelle puissance 

enti~re de t sont possibles si l'on utilise des extrapolations d'or- 

dre @lev~, Par contre, la perturbation testa stationnaire dans le cas 

de l'extr~polation dtordre z@ro. 

Les condid@rations qui pr@c~dent ne sont @videmment pas ri- 

goureuses et ne semblent s'appliquer que s'il existe un d@couplage 

entre certaines lignes de maillage, qui semble ~tre une caract~ris- 

tique des sch@mas de type "leap fog". 

Tenant compte de i'existenee de cette nouvelle classe d'in- 

stabilitY, Kreiss a pu ~tablir une condition suffisante de stabilit~ 

(r~f. 6) qui requiert que le premier membre de l'@quation aux valeurs 

propres 09, introduite ~ la section 3, taste sup~rieur ~ une constante 

positive, quel qua soit le hombre complexe p de module sup~rieur 

l'unit@. Cette condition exprime, en fait, qu'il ne doit pas exister 

de mode de fronti~re marginalement stable. 
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Les solutions & croissance alg~briques, en 

n 

k n = (~1 

qUi viennent d'etre discut~es~ sont en principe moins g~nantes qua les 

instabilit~s exponentielles, et pourraient m~me ~tre acceptables clans 

les cas o~ le maillage temporel utilis~ est relativement grossier. 

7. Conclusions 

Le but de la pr~sente ~tude ~tait de montrer la vari~t~ des 

instabilit~s num~riques qui peuvent ~tre introduites dans les probl~- 

mes hyperboliques par les conditions aux limiteso 

Notre premier exemple a montr~ que des conditions aux limi- 

tes rant & fait naturelles pouvaient conduire ~ une restriction de la 

stabilit~ par rapport au crit~re de yon Neumann. 

Les exemples d'instabilit~s provoqu~es par l'introduction 

de conditions num~riques additionnelles sont tr~s nombreux, Signalons 

d'ailleurs que des conditions construites ~ partir d'extrapolations, 

couramment utilis~es, peuvent conduire ~ des instabilit~s si leur 

ordre est trop ~lev~, darts le cas de syst~mes hyperboliques. Moretti 

(r~f. h) a pr~conis~ l'utilisation de conditions additionnelles bas~es 

sur des considerations physiques inspir~es de la th~orie des caract~- 

rist ique s. 

Une telle approche semble donner des r~sultats favorables 

dans la plupart des exemples trait~s, mais il n'existe pas, ~ notre 

connaissance, de preuve rigoureuse de son efficacit&, Ii ne faut d'ail- 

leurs pas perdre de rue la nature essentiel!ement num~rique des condi- 

tions additionnelles ce qui ne permet pas d'esp~rer, a priori, que des 

considerations physiques soient un bon guide pour leur s~lection. 

Notre manque d'informations g4n~rales permettant d'orienter 

de fa$on sure, le choix des conditions additionnelles, r~sulte ~vi- 

demment de la grande complexit~ alg&brique pr&sent~e par la raise en 

oeuvre des crit~res de Godunov-l~yabenkii et de Kreiss, pour les pro- 

bl~mes hyperboliques non triviaux rencontres en pratique. 

Nous nous sommes limit,s aux probl~mes ~ une seule dimension 

spatiale afin de rendre le traitement alg~brique suffisamment accessi- 

ble. L'extension des r~sultats et m~thodes aux probl~mes & plusieurs 

dimensions spatiales ne pr~sente pas de difficult~s fondamentaies. Par 

exemple~ si une condition est donn~e, dans un cas bidimensionnel, sur 

la ligne x = x0, il faudra introduire des modes du type 
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k k j 
U. = C on st D l W JZ 

ou l'indice Z repr@sente !a dependance par rapport i y. Nous pouvons 

toujours repr@senter une telle d@pendance par des modes de Fourier 

du maillage en y, e~ poserons done 

L~introduetion du nouveau param~tre 8 dans la discussion de 

la stab'lit@ est &videmment de nature & cr&er des complications addi- 

t ionnelles. 

Enfin~ des m~thodes analogues pourraient ~tre exploit~es 

pour l'~tude des instabilit4s qui apparaissent dans les "coins" de 

domaines multidimensionnels. Ii s'agirait, par exemple, d'~tudier le 

comportement d~une solution num@rique d'un probl~me d'~coulement bi- 

dimensionnel dans une conduite, au voisinage du point de rencontre 

entre une paroi et une ligne portant les conditions amont ou aval. 

Nous aurions, par exemplej £ traiter une condition (A) ~ la fronti~re 

x = x0, y > Y0, et une condition diff@rente (B) £ la fronti~re y = Y0, 

x > x 0. Ii faudrait alors introduire des "modes de coin", fonctions 

exponentielles d@eroissantes de x et y. 

Les modes de Kreiss, 4tudi@s & la section 6, n'apparaissent 

vraisemblablement que dans des cas marginaux qui ne se manifesteront 

que pour des discr@tisations particuli~res. 
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