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La m6thode pr~sent~e iciest con~ue sp~cialement pour l'estimation de para- 

m~tres distribu6s dans des syst~mes distribu~s.Elle utilise la th6orie moderne du 

contrSle dans des espaces de fonctions, et consiste ~ minimiser un crit~re d'erreur 

(non quadratique en les param~tres) par une m~thode de gradient ordinaire. Les 

avantages de cette fa~on de proc~der sont le~ suivants : 

- il n'est pas besoin de supposer que l'on connalt une forme alg~brique 

des fonctions param~tres pour calculer le gradient par rapport ~ cette 

fonction. 

- lorsqu'on d~sire tester diverses formes alg6briques (chacune ne conte- 

nant que quelques param~tres inconnus), il suffit de modifier quelques 

cartes dans le programme, dont l'architecture reste inchang~e. 

- le calcul de ce gradient ne n~cessite que la r6solution de deux 

~quations au~ d6riv~es partielles, m~me lorsque i'inconnue est une 

fonction. 

- la m~thode est utilisable m~me si l'on ne poss~de que peu de points de 

mesures en temps ou en espace 

Nous donnons des applications ~ l'estimation de fonctions des variables d'es- 

pace (darts des nappes d'eau et de p~trole) et ~ l'identification d'une fonction 

d~pendant de la solution du syst~me. 

Co~mranication pr~sent~e au Colloque International sur les M~thodes de Calcul Scien- 
tifique et Technique I.R.I.A., le Chesnay, 17-2] d~cembre ]973. 
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I - INTRODUCTION 

Le problgme de l'estimation des param~tres peut @tre pose comme un problgme 

de contrSle optimal dams lequel le contrSle serait le param@tre g estimer, et oO 

la fonction co~t serait un crit~re quadratique d'erreur entre les mesures et les 

sorties calcul~es par le module. Ii gtait donc naturel de transposer ~ l'estimation 

de param~tres distribu~s dams des systgmes distribu~s les m~thodes d'analyse fomc- 

tionnelle d~veloppges par J.L. LIONS ([I] ,[ 2]) pour le contrSle des syst~mes 

distribu~s. La difference principale est que, dams notre cas, la fonctionnelle :~ 

minimiser n~est pas quadratique~ de sorte que hombre de r~sultats de la th~orie 

ne peuvent ~tre transposes. Mais cette approche nous donne un algorithme de calcul 

du gradient, qui est syst~matique et efficace. 

Au §II, nous rappelons quelques notations d'analyse fonctionnelle ; Au §III, 

nous esquissons la th~erie ; Enfin le §IV donne trois applications num~riques. 

II - NOTATIONS 

X et Y ~tant deux espaees de Banach, on notera : 

X' et Y' !es espaces duaux topologiques de X et Y 

~(X,Y) l~espace des applications lingaires continues de X dams Y 

IIII X et II IIy les normes dams les espaces X et Y 

si A E ~ (X,Y) on notera par A~E~ (Y',X') le transposg de A 

( , )X~ X sera utilis~e pour la dualit~ entre X' et X 

( ' )X sera utilis~e pour le produit scalaire dams X 

(lorsque X est un Hilbert naturellement). 

Si ~ est un ouvert de R n, on introduit les espaces de fonctions sur ~ suivants : 

(~) = espace des fonctions continues sur Q 

L~(~) = espace des fonctions p.p. born~es sur Q 

L2(Q) = espace des fonctions de carr~ Lebesgue intggrable 

H 1 (Q) = {uE L2(Q) I ~-~ E L2(Q) i=!,2...n } 
0x i 

H~(~) = {u 6 H ] (~) I "u=° sur le berd r de Q"I" 

Dams tout le reste de l'article, on ~crira dgrivable pour Frgchet-D~rivable. 

IIl- THEORIE 

Supposons que les ~quations gouvernant notre systgme soient de forme connue. 

Seuls sont inconnus, (ou mal connus) un ensemble de param~tres, qui peuvent ~tre 
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des nombres ou des fonctions. 

L'gquation d'6tat sera : 

(y,a) = f (1) 

o~ (Y,~et F ~tant des Banach) : 

y E Y est l'~tat du syst~me 

a E CLest l'ensemble des param~tres inconnus 

f E F est le 2~me membre de l'~quation d'~tat 

est une application connue de Yx(]/ ~F. 

Nous supposerons qu'il existe une partie ouverte (~C_(~telle que : 
c 

Pour tout a E(]~c, l'~quation (1) a une solution et une seule y E Y. I 

Nous noterons cette solution y(a). 
(2) 

~£~[~_! : Le temps n'appara~t pas explicitement dans l'gquation (|). Cependant, 

Y peut ~tre un ensemble de fonctions du temps (cf par exemple les applications II 

et III) ; l'~quation (]) contient donc aussi les syst~mes dynamiques, m 

Pour estimer le param~tre a, il nous faut quelques informations suppl~mentaires 

sur le syst~me (I). Introduisons pour cela un espace de Hilbert ~ , qui sera notre 

espace des observations, et une application ~ de Y dans H. Bien que la th~orie puisse 

~tre faite sans difficult~ pour ~ non lin~aire, mais eontinument d~rivable, nous 

supposerons dans la suite pour des raisons de simplicitg : 

Appelons aoE (~c la valeur exacte, mais inconnue des paramgtres. L'observation 

consiste alors en un certain ~l~ment 

z E ~, supposg ~tre une "~esure" 

de ~y(a o) 
(4) 

On peut alors associer g tout param~tre a E~ une fonction co~t J(a) par : 

J(a) = II~y(a)-z II~ Va E ~c (5) 
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Rema[~He_2 : Si l~on consid~re l'observation comme la sortie du syst&me, cette 

fonetion co~t n'est rien d'autre que l'@cart quadratique entre les sorties 

calcul@es et mesur@eso 

Nous pouvons alors formuler ainsi notre problgme d~identification : 

trouver ~ E(~a d tel que : I 
(6) 

J(~) < J(a) VaE ~ad 

o~ 

• a d  est l~ensemble de tousles param~tres admissibles, I 

que l'on suppose ~tre une pattie ferm@e,et g~n@ralement I (7) 

born@e de ~ • 
c 

On peut alors se poser au moins trois questions : 

i) Sous quel!es conditions le probl&me (6) a-t-il au moins une solution ? 

ii) Sous quelles conditicns le probl&me (6) a-t-il au plus une solution ? 

iii) Comment effectivement minimiser J ? 

I 

Ii n'y a pas de r~ponse g@n@rale g la question i), tout au moins lorsque l'es - 

pace (~ des param~tres est de dimension infinie. Lorsque ~]j est de dimension 

finie, on a !e r@sultat suivant (trivial). 

Proposition I : si : 

1 
® ~ est de classe C de YX~c------>F 

V(y,~) E Yx~, ~* ~y (y,a) est inversible 

,(~est de dimension finie 

alors il existe au moins un ~ E~aa d qui minimise J. 

(8) 

(9) 

(i0) 

~@__m=~$~$$~ : (2) (3) (8) et (9) et le th@orgme des fonctions implicites 

montrent que Jest continue sur ~ c, et (7) et (I0) entra~nent que ~ad est compact. I 

La question ii) est importante du point de vue des applications. En effet, 

s=il n'y a qu'une solution ~ au probl~me (6), on peut esp@rer que, sous des 

hypotheses raisonnables, $ sera "voisin" de a O si zest "voisin de ~Y(ao). 

Malheureusement, il n'y a I~ encore aucun r@sultat g@n&ral d'unicit@. Le eas 

g@n@ral serait plutSt le cas de non-unicit@. Pour avoir alors une idle de la con- 

fiance que l'on peut avoir en 3, on minimise J g partir de diverses valeurs 
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initiales. 

En ce qui concerne la question iii), nous avons heureusement des r~sultats qui 

nous permettront de calculer num~riquement 3, m~me en l'absence de r~sultats thg- 

oriques d'existence et ou d'unicit~, 

La minimisation de J se fera par une mgthode de gradient. Nous avons utilis& 

la m~thode de steepest-descent ; En effet, la fonctionnelle J n'gtant absolument pas 

quadratique, il n'est pas s~r que des mgthodes plus glabor~es (celles du gradient 

conjugug, ou de Fletcher Powell), utilisant le caract~re suppos~ quadratique de la 

fonctionnelle, donnent un gain important (un test fait dans [~ entre steepest- 

descent et gradient conjugu~ les a mis N ggalitg. Mais si on le d~sire, n'importe 

quelle autre m~thode utilisant le gradient peut ~tre utilis~e. 

D'autre part, il faut choisir avec soin le mode de calcul du gradient de J. 

En effet, si a est une fonction, elle peut ~tre repr&sent~e num~riquement par sa 

valeur en de nombreux points, de telle sorte que le gradient de J peut avoir de 

nombreuses eomposantes (quelques centaines dans certaines applications) : le calcul 

de ce gradient par diffgrences finies par exemple prendrait un temps prohibitif. 

La rgponse thgorique est donn~e par la 

Proposition 2 : sous les hypotheses (8) et (9), la fonctionnelle Jest de classe 

C ! de (~c ~6R. La d~rivge J'(a)E~' est donn~e par : 

o3 : 

~a A 

J'(a).6a = d~a(Y(a),a).P Va E ~c' V6a~CO 

• y(a)EY est l'&tat du syst&me, solution de (I) avec 

la valeur a des paramgtres ineonnus 

• pEF' est l'gtat adjoint, solution de : 

(y(a),a). p 2~* A (~y(a)-z) (12) 
OY 

reprgsente l'isomorphisme canonique de ~sur son dual ~' 

Dgmonstration. 
= = = = = = = = = = = = =  

D'apr&s le th~or&me des fonctions implicites, l'application a--->y dgfinie par 

(]) est dgrivable de ~c--->Y, la dgrivge en a E CL c gtant l'applieation qui, 

6a E (~ fait correspondre 6 y E y solution de : 

(y,a) 6y = - 0~ (y,a).Sa (12 Dis) 
8Y 0a 
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La diff~ren~ielle 6J du crit~re J dgfini en (5) correspondant ~ une variatiol 

6a du paramgtre s'gcrit done 

coaod. 

6j = 2(~y(a)-z, ~6 y) 

6 J = 2(A(~y(a)-z),~6y)~. 

= 2(~A(~y(a)-z), 6y) y,y 

e.a.d. 6J = -( dy(y,a )~@, 6Y)y~y 

=(p, - dy~y, )'6Y)F, F 

ce qui donne bien (11) en utilisant (12 bis)~ 

Voyons maintenant comment ce r~sultat nous permet pratiquement de calculer 

le gradient de la fonction J par rapport aux param~tres inconnus a. La formule 

(11) se r~crit : 

J~(a)'6a = (P' ~a (Y(a)'a)'6a)F'F I (13) 

VaE~L et V6a E (]L 
c 

Nous distinguerons deux cas 

I_~i y a un nombre fini m de paramgtres inconnus al a2...am, 

c.a,d.~L= Rm. 

Alors le dual ~de ~J~peut ~tre identifig ~ ~L=R TM ~ l~aide du produit scalaire 

usuel. Et la formu!e (13) devient : 

m 
E 

J'(a).6a = J=tY~m6aJ 1 (14) 
Vga = -m-(6a1""6a)E~" 

Au vu de la formule (14), on obtient les eomposantes du gradient de J par rappor~ 

au veeteur a : 

8J 
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Le param~tre inconnu est une fonction a de la variable u, 

prenant ces valeurs dans un domaine born~ Dc~ p. 

La variable u peut ~tre une des variables ind~pendantes du probl~me (l'espace 

ou le temps par exemple, cf. les applications 1 et 2), mais peut aussi Stre une 

des variables dgpendantes du probl~me (l'~tat du syst~me par exemple, cf. l'appli- 

cation 3). 

(~est alors un espace de dimension infinie et il n'y a alors plus, en g~n~ral 

d'application de dualitg de CLsurson dual (~'. Prenons par exemple le cas 

suivant : 

6L= ~(D). 

Alors le gradient de J par rapport ~ a est dan~ (i', qui est ici l'espace 

des mesures de Radon sur D, qui est bien plus "grand" que l'espace des fonctions 

continues sur D ! 

Heureusement, il se trouve que dans les applications pratiques, la mesure 

J'(a) est de la forme y(u)du, o~ y est une fonction Lebesgue int~grable 

sur D. Dans ce cas, la formule (13) devient : 

f ,  
J'(a).6a =/DY(u)Sa(u)du ~6aE(~ (17) 

(cette formule est g comparer avec la formule (14) : la somme discrgte a ~tg 

remplacge par une int~grale). 

Cette fonetion y(u), lorsqu'elle existe, s'appelle la dgriv~e partielle 

fonctionnelle de J par rapport ~ la fonction a : 

~J 
O~ (u) = ~(u) Vu E D (18) 

(g comparer avec (15)). 

Dans les deux cas, la proposition 2 nous permet de calculer d'un seul coup 

le gradient J par rapport g a (que ce gradient soit un vecteur (¥]...ym) ou une 

fonction ~(u)) g l'aide de y,p et de la formule (]3). Le calcul numgrique de 

ce gradient ne n~cessite done que deux resolutions de syst~mes : l'~quation directe 

(I), l'~quation adjointe (12), cette dernigre ~tant toujours lingaire. 

~!E~_~ : ~a (u) est en ggn~ral une fonction bien moins rgguligre que a(u) : on ne 

peut donc appliquer rigoureusement une m~thode de gradient au cas continu t m 
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~£~!E~H~_! : ~a (u) est le gradient de J par rapport R la fonction a,sans aucune 

hypoth~se sur la forme alg~brique de cette fonction a. 

~ais si pour des raisons physiques ou pratiques, on d~sire chercher a(u) sous 

la forme : 

a(u) = a (u, ~ i . . ° ~  k ) (19) 

o~ a(u, ~ i . . o  ~ k ) est une fonction connue de u et de k paramgtres inconnus 

~I "°°f k' il est im~diat de calculer -~ , j=1,2, k ~ partir de ~ (u) : 
J 

0_~J (~) = ¥(u) 6-~ (u, fl...~k ) du j=l,2..k 

d~j J 

(2l 

Rema[~u~_5 : Supposons qu'un programme ait gt~ ~crit en vue de l'identification 

de a en tant que fonction de u, sans aucune spgcification de forme alg~brique. 

A chaque iteration de gradient, le programme modifie le param~tre a suivant (l'~qul- 

valent discret de) la formule : 

6J a n+l(u) = an(u) -p ~a (an)(u) (22) 

Supposons que !~on dgsire modifier le programme pour chercher a sous la forme 

(;9), o~ ~ est suppos~e ~tre lingaire par rapport aux paramgtres ~ , II faut que 

soit modifig suivant le schgma : 

6J 
(23) 

Mais grgce ~ la lin~aritg de ~ par rapport g ~ , !a forme (13) est strictement 

gquivalente ~ : 

6J an+](u) = an(u) - p~ (u, ~-~ (fin)) (24) 

n n+ I 
oO a eta sont de la forme (19). 

En comparant (22) g (24), on voit que les seules modifications g faire dans 
dJ 

le programme consistent ~ insurer, juste apr~s que la fonction ~a (an) (u) ait ~t~ 

calculge : 

o !e calcul de ~ (~n) par la formule (21) (quadratures) 
dJ 

• le stockage, dans la m~moire assignee a ~a (an) (u), de la fonction 
~(u,~ (~n)). 
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Tout le reste du programme reste inehang6. Ceci facilite l'essai de diff6rentes 

formes alg6briques pour la fonetion a. 

Donnons maintenant les applications num~riques, qui j'esp~re 6claireront les 

consid6rations pr6c6dentes. 

IV - APPLICATIONS 

Dans tout ce paragraphe : 

Q C ~ ou ~2 

]OT[=~ 

y E 

sera un domaine spatial borng, de fronti~re F, xEQ sera la 

variable d'espace, 

sera l'intervalle de temps sur lequel on observera les 

ph6nomgnes dynamiques, t E] OT [ 6tant la variable de temps, 

sera la variable d~pendante (c.a.d. la solution des 6quations). 

!~_~!~!~i£~ : Identification de la perm6abilitg d'un aquif~re dans la r6gion de 

Bordeaux. 

Nous voulons ajuster le module d'un aquifgre statique dans un domaine carrg 

deux dimensions d'espace. 

Les 6quations du systgme sont : 

o3 

_O0Xl (a(x)~xZ 1 0 x  1 ) - d---2(a(x) 0 ~y'X 2 ) = f(x) dans Q 

y = g sur F 
(25) 

• y est la pression de l'eau au point x E 

a(x) est la perm6abilitg inconnue de l'aquif~re (suppos6 isotrope) au 

point x = (XlX2) EQ 

• f(x) est une fonction connue de x=(xl,x2) E~ , li6e au d~bit q jet ~ la po- 
.i~me 

sition du 3 puits par : 

43 
) 

f(x) = j~ qjxj(x) (26) 

o3 X.(x) est une fonction caract6risant la g6om6trie et la position du j 
J 

par : 

igme 
puits 
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i 0 six n'appartient pas au ji~me puits 

Xj(x) = , i~me 
une constante six appartient au ] puits 

la constante ~tan~ choisie telle que : 

Xj(x)dx = I. Ja 

° g e s t  l a  p r e s s i o n  connue  s u r  l a  f r o n t i g r e  £ de ~ . 

Nous s u p p o s o n s  i c i  que  nous  a v o n s  une  o b s e r v a t i o n  d i s t r i b u f i e ,  c . a . d ,  que nous 

c o n n a l s s o n s  une  f o n c t l o n  z ( x ) ,  q u i  e s t  une  m e s u r e  de l a  f o n c t i o n  y ( x ) .  gn  p r a t i q u e ,  

dans  l e  c a s  c o n s i d 6 r f i  i c i ,  z ( x )  a f i t~ d f i d u i t e  p a r  i n t e r p o l a t l o n  des  i s o p i e z e s  

r e p r ~ s e n t f i e s  s u r  l a  f i g .  1 ( m a i s  on a u r a i t  pu g v i t e r  c e t t e  i n t e r p o l a t i o n ) .  La f o n c -  

t l o n  g e s t  o b t e n u e  de l a  m~me f a ~ o n .  La f o n c t i o n  co?at a s s o c i 6 e  ~ a e s t  a l o r s  : 

J(a) = /Q (y(x,a) - z(x)) 2 dx! dx 2 (27) 

Nous allons maintenant faire rentrer ce probl~me dans le cadre thgorique 

utilis~ au §III. En remplaqant dans (25) y par y-y, o~ y est un rel~vement de g 

dans ~ , nous sormnes ramen6s Nun syst~me de la m~me forme que (25), mais avec 

g=o. 

Nous supposons : 

a £ L~(Q) f E L2(Q) (28) 

et nous identifions L2(O) avec son dual, et H I (Q) ~ un sous espaee de L2(Q), Alors 
O 

L2(fl) peut gtre identifi6 ~ un sous espace du dual [Hlo(Q) ] ' de Hlo(fl) : 

HI(~) =e2 (~) c[ H l ' o o (Q) ] (29) 

On peut alors associer & toute fonction a E L~(Q) un op6rateur lin6aire A(a) allant 

de HIo(Q) dans [H1o(O) ]' par : 

9 

~Q i=10xi0x i dx Vu, v( 

On sait alors qu~une formulation faible de l'~quation (25) (avec g=o) est donn6e 

par : 
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trouver A(a)yY E Hol(~)= f tel que 1 

L'~quation (3]) est l'~quation d'~tat. Elle est de la forme (I) o~ 

Y = H|(~), (~= L~(Q) et F = [HI(Q) ]', et o~ 
O O 

(3;) 

est l'application : (y,a) E Yx (i.~A(a).y E F 132) 

La pattie ~c de ~pour laquelle l'~quation (31) admet une solution unique est ici : 

={ aE L~(~) I ~= >o, a(x) > = > o p.p. sur Q I (33) 

L'ensemble ~ad des param~tres admissibles introduits en (7) peut Stre d~fini ici par : 

ad ={ aE L~(Q) I ~lax ~ a(x) ~ ami n p.p. sur ~I (34) 

o: aMa x et ami n sont des bornes sup6rieures et inf:rieures connues des perm:abilit:s. 

En ce qui concerne l'observation, nous prendrons ici : 

~= L2(O) ~= injection canonique de Hlo(O) dans L2(~) (35) 

de telle sorte que la fonctionnelle J d:finie en (27) coincide avec celle en (5). 

On v~rifie facilement que les hypoth:ses de la proposition 2 sont satisfaites, 

et on obtient la 

Pr0position 3 : Sous les hypoth:ses (28), la fonctionnelle J d~finie en (27) est d~- 

rivable par rapport ~ a EL (Q), et J'(a) est donn:e par : 

o3 

J'(a)6a = (A(Sa)y,p) 

PE Hol(~) est l':tat adjoint, solution de 

A(a) p = - 2 (y-z) 

Compte tenu de (30), (37) se r~crit : 

J'(a)~a = 6a(x) E ~ 8p 
i=! 8 x.Ox. 

l % 

VaE(~, V6aE~ (37) 
C 

(38) 

dx ~a E L~(~) . (39) 
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~3J 
~a (x) existe eta pour ce qui ~rouve que la d~riv6e partielle fonctionnelle 

expression : 

2 

~ z ~ (x) !~ ~L I 
(x) = i=! dE i 6xi(X) (Q) (40) ba 

O J  
Ce t te  formule  nous permet de c a l c u l e r  numfiriquement a isgment  ~ lo r sque  nous 

eonna i s sons  y ,  s o l u t i o n  de (31) ,  e . a ° d ,  s o l u t i o n  f a i b l e  de (25),  e t  p,  s o l u t i o n  de 

(38) ,  c . a . d ,  s o l u t i o n  f a i b l e  de : 

_ ~_ (a(xlx2)0p )_ ~ O~xx 2 Ox| ~x I 2(a(xlx2 ) ) =-2 (Y (Xl x2)-z (XlX2)) dans 

(41) 
p = o sur F 

Resultats numgriques : Les donnfies (!) sont regroupfies sur la figure I. 

Le domaine Q gtait discr~tisg en 20X20 points. La fontion inconnue a(xlx2) 

gtait discrfitisge sur cette grille (il y avait donc 400 param~tres scalaires in- 

connus). A chaque itfiration de gradient, les fiquations (25) et (41) fitaient rfisolues 
0J 

de fagon classique par diffgrences finies. Puis la fonction ~a(X)gtait gvaluge en 

chaque noeud de la grille par diffgrences finies ~ partir de l'gquation (40). 

Fig. I : Les donn6es du problgme 
d'identifieation. 

(])Nous remercions le "Centre d'Informatique G6ologique et ~lini~re" de l'Ecole des 
~{ines de Fontainebleau, qui nous a fourni ces donn6es et nous a autoris6 ~ les 

pn%lier. 
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Ensuite, un algorithme de plus grande descente ~tait utilis~ pour mettre ~ jour 

a avec une d~termination approchge du p optimal g chaque pas. 

Comme nous n'avions aucune idle de l'ordre de grandeur de la perm~abilit~ a, nous 

avons commencg par chercher a(x) sous forme d'une eonstante (ef. Remarque 5). En par- 

tant de a°=150, nous sommes ainsi arrives ~ a=]622 en 9 itgrations de gradient et 

25 s d'IBM 360-91. 

Puis, partant de la fonction a(x) constante et ~gale g 1622, nous avons 

obtenu la fonction a(x) reprgsentge sur la figure 2 en 5 iterations de gradient et 

22S d'l~ 360-91. 

La pression y correspondant aux perm~abilit@s a(x~x 2) de la figure 2 est 

repr@sentge sur la figure 3 (~ comparer avec la figure I). 
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. .  . - -  ' 1 

.N f 7 \ t  

Fig .  2 : Ca r t e  des T r a n s m i s s i v i t g s  

a(x)  f o u r n i e s  par  l ' a t g o r i t h m e .  

r n ~  

Fig, 3 : Carte des isopiezes calcul~es~ 
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2e£e_AE~!!~t!~n : Identification de la perm~abilit~ d'un $isement de pgtrole en 

production monophasique. 

Le gisement est le domaine ~ repr~sent~ sur la fig. 4. L'gquation d'~tat 

pour la pression y(x,t) est : 

2 

_ E ~ (a(x)0~x~ = f(x,t) dans ~x]OT[ 
~t i=l -"i 

= 0 sur F (condition de Neumann) 
~n 

y(x,o) = Yo(X) sur ~ (condition initiale) 

(42) 

o~ 

a(x) reprgsente la permgabilitg inconnue du champs de pgtrole, sup- 

posg isotrope, 

f(x,t) est une fonction connue de la forme (26),o~ les d~bits qj 

d~pendent maintenant du temps, 

Yo(X,t) est la pression initiale dans le gisement, connue. 

Nous disposons ici de moins de mesures de pression que dans l'exemple prgcg- 

dent : seule la pression moyenne dans chacun des 11 puits est supposge mesurge 

instant t (I) d'o~ onze fonctions du temps z-(t) chaque j=1,2 II. 

La fonction co~t naturelle est ici : 

J(a) = j~l xj(x)y(x,t;a)dx_zj(t 2 dt (43) 

De m~me que pour l'exemple precedent, ce probl~me peut rentrer dans le cadre 

th~orique du §III, en utilisant la th~orie variationnelle des gquations aux dgriv~es 

partielles, et on peut appliquer la proposition 2. Pour plus de d~tail concernant 

ces questions th~oriques, cf. [3][4]. 

Les formules (13) et (12) deviennent : 

=fQ [~0 2 ~)y O~ dt] 6a(x)dx k{6a ~ L~(Q) J'(a).6a iE=l 8x.Ox. 
l 1 

(44) 

(1)En fait, c'est I~ une hypoth~se irr~aliste (il faut fermer le puits pour mesurer 
la pression...). La m~thode s'adapte tr~s facilement ~ des mesures de pressions 
discr~tes en temps, of. [6 ]. 
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i 
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. .I "I 

l-i-. 

Fig. 4 : Discr~tisation adopt~e pour le 

gisement. Les points noirs repr~sentent 

les puits de pgtrole. 
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Ensuite, un algorithme de plu~ grande descente gtait utilisg pour mettre g jour 

a avec une dgtermination approch~e du p optimal ~ chaque pas. 

Comme nous n'avions aucune idge de l'ordre de grandeur de la permgabilitg a, nous 

avons co~nencg par chercher a(x) sous forme d'une constante (cf. Remarque 5). En par ~- 

rant de a°=lSO, nous so~es ainsi arrivgs ~ a=1622 en 9 iterations de gradient et 

25 s d'IBM 360-91. 

Puis, partant de !a fonetion a(x) constante et ~gale ~ 1622, nous avons 

obtenu la fonction a(x) reprgsentge sur la figure 2 en 5 iterations de gradient et 

22S d'IBM 360-91. 

La pression y eorrespondant aux perm~abilit~s a(xlx 2) de la figure 2 est 

repr~sent~e sur la figure 3 (g comparer avecla figure I). 
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(~ eomparer avec (17) et (39)) off y est la solution de (42), et o~ p (l'gtat adjoint) 

est solution de 

0t i=l 0-x, (a(x) ) = - 2 j__~ Xj(x j(x) y(x,t)dx-zj(t ] 
i [4Q 

0p 
= 0 sur F (condition de Neumann) dans e x ]OY [ (45) 

0n 

p(x,T) = O sur Q (condition finale). 

Ainsi la formule (44)montre que la d:rivge partielle fonctionnelle ~(x) existe dans 
0a 

eet exemple, et permet de la ealculer ais:ment : partir de yet p. 

Rgsultats num~riques : Dans le cadre d'un eontrat de recherche entre I'IRIA- 

~BORIA et I'IFP, cette th~orie a gt~ appliqu~e ~ des donnges fournies par 

I~IFP (Institut Frangais du P~trole). Nous remercions I'IFP de l'autorisation de 

publier ces rgsultats. 

Le gisement est inclus dans un rectangle de 8x16,8 km, et discr~tis~ en 

127 mailles (le pas d'espace grant de 884 m). L'historique de production (c.a.d. 

les fonetions qi(t)) couvre 2070 jours (soit 5 ans) par pas de 23 j. Ii est connu 

(bien que non repr~sent~ ici). 

La pression initiale est eonnue~ constante et ggale g 482 kg/cm 2. Les 

mesures de pression z.(t)sont simul~es en int~grant l'~quation (42) avec les perm~a~- 
J 

bilit~s "exactes" de la figure 5. En outre, les perm~abilitgs exactes sont connues 

dans routes les mai!les contenant des puits. Nous pouvons prendre en compte cette 

information tr~s facilement. 

La valeur initiale des perm~abilit~s a ~t~ choisie ggale g 200 mdm partout, 

sauf dans les mailles contenant un puits, oO la valeur exacte et connue fut impos~e. 

A ehaque itgration, les syst~mes (42) et (45) ~taient r~solus par un schgma 

aux differences finies elassique (une simulation durait 0,5 s de CDC 7600), puis 

0~J ~tait gvalu~ en chaque noeud par (44), puis mis ~ z~ro pour tousles noeuds o~ 
~a 
se trouvait un puits. 

Les perm~abilit~s obtenues apr~s 12 iterations de gradient et 50 s de CDC 7600 

sont indiqu~es figure 6. L'erreur quadratique moyenne sur la pression sur tousles 

puits ~tait de 1,19 kg/cm 2. 

Les pressions calculges et observ~es sont repr~sent~es, pour les deux puits 

ayant le meilleur et le plus mauvais ~cart quadratique moyen, sur les figures 7 et 8. 
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PRESSURE(KGtCM2) 

480 

420 

360 

300 

WELL "I. °ITERATION 12 

+ OBSERVED - -  CALCULATED 
tE^N SQUARE ~ OF 'IRE ~ L  = ,0,25 KG.,CI~ 

CLOBAL I'EAN SQUARE ERROR = 1.'19 KQ/Cn2 

O° ' 6~o 

OATS 
I L L I i I V  

1380 2070 

Fig. 7 : Pressions mesur~es 

et calcul~es au puits 

numgro ]. 

PRESSURE(KG/CM2) 

480 

420 

360 

300 

WELL IO°ITERATION 12 

. OBSERVED 

I'IEN~ SQUARE ERROR OF THE WELL = 2,23 KGICI'12 

CL~AL MEA~ SQÛ RE ERROR = 1,19 K(;:zC~ 

Oo 690 1380 2030 

- -  CALCULA?ED 

DAYS 

Fig. 8 : Pressions mesurges et 

calcul~es au puits numgro 10. 
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En comparant les figures 5 et 6, on constate que les perm6abilit6s obtenues 

sont assez diff6rentes des perm~abilit6s "exactes". 

Ceci provient de ce qu'il n'y a aucun r6sultat d'unicit6 de la solution du 

problgme inverse dans notre exemple. Darts certaines r6gions~ a(x) est rest6 pros 

de sa valeur initiale de 200 mdm (en particulier sur la fronti~re et dans les 

zones o5 il y a peu de puits actifs) : ceci signifie simplement que les perm6a- 

bilit~s, dans ces r6gions ont peu d'influence sur les mesures de pressions, et donc 

ne peuvent pas ~tre d6termin6es ~ partir de ces mesures. 

Dans d'autres r6gions (en particulier dans les zones o6 figurent des puits 

actifs) on constate que les perm6abilit6s se sont dgplac6es dans la bonne direction, 

et que leur ordre de grandeur correspond bien ~ celui des perm6abi~it6s exactes. 

~[~_~!i£~!~: identification de la non-lin6arit6 dans une ~quation parabolique 

quasi lin~aire. 

Considgrons, sur le domaine spatial Q=] O1 [ , l'6quation parabolique suivante : 

~x ~x  

i y = g sur P x ]01[  (conditions de Dirichlet) (46) 

y(x,o) = Yo(X) sur Q (conditions initiales). 

Les fonctions f, get Yo sont suppos6es connues~ et nous voulons estimer la 

fonction y--~ a(y). Le syst~me (46) peut repr6senter un processus de diffusion de 

chaleur mono dimensionnel avec une conductibilit6 thermique d6pendant de la 

temp6rature. 

La solution y(x,t) de (46) est mesur6e, ~ chaque instant tE lOT[ , en 5 points 

Xlo..X 5 de l'intervalle ]O1[ . On obtient ainsi cinq fonctions du temps 

z l f t ) . ` . z 5 ( t ) .  
La fonction co~t est naturellement : 

= ( y ( x j , t ; a )  - z j :  "~,t)~ 2 d t  (47) 
J(a) j{1 0 

D'un point de vue th~orique, ce problgme est plus difficile que les deux 

pr6cgdents, car l'6quatioli (46) n'est pas lin6aire. En particulier, nous ne savons 

pas faire rentrer ce probl6me dans le cadre g6n6ral du §llI. On peut cependant 

d6montrer directement (cf. [ 7]) que la fonctionnelle Jest Fr6chet-dgrivable. Nous ne 

donnons ici que les r6sultats formels, sans pr6ciser la nature de l'espace des 

param6tres ~L et de l'espace des solutions Y. 

On peut donc montrer que : 
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V6a E Cljf~ T 

J'(a)6a = 0 6a(y(x,t)) d~x (x,t) O~x (x,t)dx dt 

oO y(x,t) est la solution de (46), et p(x,t) est l'~tat adjoint, solution de 

-0.~ _ a(y(x,t)) 62p 2 
Ot Ox 2 = - 

p = 0 surr x ]OT[ 

5 

jE=16(x-xj) (y(xj,t) - zj (t)) 

p(x,T) = 0 (condition finale). 

(48) 

(49) 

En posant : 

(x,t) = O X (x,t) ~p (x,t) Vx,tE ~ x]OT[ 
0x 0x 

(50) 

l'gquation (49) devient : 

I 
J'(a).6a = 6a(y(x,t))q~ (x,t) dx at (51) 

En comparant (51) avec (17) qui donne la forme canonique de J'(a).6a, nous 

constatons que (51) ne nous donne pas la dgrivge partielle fonctionnelle y(z) de 

J par rapport ~ a(z), d~finie par 

'V6a E O~ 

J'(a).6a =J~y~ ~{ 8a(z) y (z)dz (52) 

/11 

o~ Ym et YM sont des bornes inf~rieures et sup~rieures connues de la solution y 

de (46). 

Nous distinguerons ici deux cas : 

: Si nous supposons que a(y) est une fonction de forme connue, 

avec seulement un nombre fini de paramgtres inconnus ~l...~k 

(cf. remarque 4, o~ x=y). II est alors facile de calculer le 

gradient de J par rapport g ~ ~ partir de (51) : 

f/o ~-~j (~)= ~3~ ( y ( x , t ) ,  ~31...~k) q~ (x , t )dx  dt o~j 
j=l,2...k 

(53) 
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Ainsi lorsque la fonction ~ (x,t) a ~tg calculge numgriquement (ce qui suppose 

que les deux syst~mes (46) et (49) ont ~t~ rgsolus), le calcul du gradient de J 

par rapport ~ ~ ne n~cessite que k quadratures. En outre la remarque 5 s'applique 

ici avec de l~g~res modifications. 

: Nous ne supposons aucune forme alg~brique pour la fonction 

y--~a(y) : il nous faut done trouver une fa~on de mettre 

(51) sous la forme (52). 

D~finissons, pour tout nombre r~el ~ : 

Q = { (x,t) EQ x ]01[ I y(x,t) >~ ~ I (54) 

et 

La formule (51) devient alors : 

q~(x,t)dx dt (55) 

I¥6a E O~ fyM 
J' (a)6a = #Ym 6a(~)dn(~) 

Ce qui, en comparant ~ (52) donn~ : 

(56) 

~a(a) (y) = y(y) = N'(y) (57) 

Ces formules nous permettent done de calculer la d~riv~e partielle fonctionnelle de 

J par rapport g la fonction y--~a(y). 

Rgsultats num~riqqe@ : 

Le domaine ~=~I[ ~tait discr~tisg en 20 intervalles de longueur 0,05, et 

IYintervalle ]OT[ en 40 paS de longueur 0,025. La fonetion f gtait une combinaison 

lin~aire de masses ie dirac discr~tes aux points x1=O,l x2=0,3 x3=0,5 x4=0,7 

x5=0,9. 

La valeur initiale de y gtait constante, et la fonction exacte ao(Y) utilisge 

pour simuler les donn~es ~tait : 

ao(Y) = O,21 - 0,28 y + 0,7 y2 (58) 

Les bornes infgrieures et supgrieures de y choisies gtaient : 

Ym = O, 3 YM = 2 
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A(Y) 

2.0 

1=5 

"1_=0 

0.5 

0=0 
0.30 

I ITERATION 0 ........ 

0.81 1.32 1=83 Y 

FONCTION EIACTE 

o FONCTION IDENTIFIEE 

Fig. 9 : Valeur initiale et valeur 

exacte de la fonction a(y). 

Fig. 10 : Recherche sous forme d'un 

polynSme du 2~ degr~. Fonc- 

tion obtenue apr~s 4 

iterations. 

FONCTU]~ EI^C'~ 
ee~ERL~E ~J~ FO~E p~RP.PET~EQUE o FONCTIO~ Z~N?gFE£ 
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T(T)" F PUITS 1 J 
2.0 

%5 

0°5 ~ 

O~ 0.20 0°40 0°60 0°80 T 

PRESSION OBSERVEE 
o PRESSION CALCULEE 

Fig. 1] : Pressions mesur~es 

et calcul~es au puits i. 



385 

et l'intervalle ]Ym' YM [ ~tait divis~ en 20 sous-intervalles de longueur A : 

I I I 1 1 

YI=Ym Y2 Y2l=y M 

et la fonction a(y) gtait repr~sentge sur cet intervalle par une fonction continue 

lin~aire par morceaux : 

20 
a(y) j--~I ! = (aj+~(y-yj) (aj+l-aj))X j (y) (60) 

o~ : 
=~ I si y E [Yj, Yj+I [ 

Xj(Y) ~0 sinon 

aj = representation disergte de a(yj). 

(61) 

Le syst~me ~tait ensuite int~grg avec la valeur "exacte" a de la fonction a, 
o 

par un schema aux differences finies du type prgdicteur-correcteur, ce qui fournis- 

sait les observations z.(t) j=1,2...5. 
3 

Pour retrouver la fonction a(y), nous utilisons ensuite une m~thode classique 

de gradient (steepest-descent) avec dgtermination approch~e du p optimal et pro- 

jection sur un polyedre convexe ~ad" 

Tout d'abord, nous avons cherch~ a(y) sous forme d'un p.olynSme de degr~ 2 

(3 inconnues scalaires), le gradient par rapport ~ 3 coefficients gtait calculg 

par (53). 

Comme la fonction a dolt ~tre positive (si l'on veut que l'~quation (46) 

ait une solution !) l'ensemble convexe CLad de R 3 fut dgterming en ~crivant que, 

en chaque point de discrgtisation yj E [Ym,yM] , le polynSme a(yj) devait ~tre 

positif (2| contraintes lingaires). 

La valeur initiale et les fonctions a(y) obtenues apr~s 14 itgrations de gradient 

sont montr~es sur les figures 9 et lO. Aprgs 32 iterations, la fonction obtenue est 

identique ~ la fonction exacte (58). Les sorties calcul~es et mesurges correspon- 

dantes sont montr~es pour le point x I sur la figure 11. 
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Nous avons ensuite cherch6 a(y[ sous la forme (60) d'une fonction continue 

lin6aire par morceaux (21 paramgtres inconnus). 

La d6riv6e ~ est calcul6e g partir de (57) pour chaque j, ce qui n6eessite 
oa. 

une intfigration nu~6rique d'une fonction (liKe ~ la fonction ~ d6finie en (50)) 

sur le domaine %j+I- QYj pour chaque j. 

i) Nous avons d'abord supposfi que nous ne connaissions rien sur a, sice 

nTest que c'est une fonction positive (a est une fonction positive "libre") : 

~ad = { a I aj >/0 j=],2.,.21 } (62) 

Ii est facile de projeter sur ce convexe 

La valeur initiale 6tait celle de la figure 9, et la fonction a(y) obtenue 

apr~s 20 iterations de gradient est montrge sur la figure 12. 

ii) Nous avons ensuite supposg que nous avions quelques informations sur !a 

d~riv6e seconde de la fonetion y--~a(y) : 

O~ad ={ai aj>O,j=l,2.,.21, 
ai+l-2aj+aj_ 1 

- mj~< - A2 ~Mj 

j=2,3...20 } 
(63) 

o3 les m. et M. sont des nombres positifs donngs. Des informations de ce genre sont 
3 J 

souvent connues des physiciens (ils peuvent connaltre le sens de la concavit~ d'une 

non lin~arit~ par exemple), et nous pouvons ici les prendre en compte facilement. 

Les r6sultats correspondant ~ la valeur initiale de la figure 9 et ~ diff~rents 

m. et M. sont repr6sent~s sur les figures 13 et 14. 
J J 
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avec la contrainte 

Ja"( "! Y)I~ 5. 

2.0 

L ITER^TI°N 

1=5 

%0 

0.5 

0o0 
0.30 0.84! 1.32 %83 

387 

~F 

FONCTION EIACTE 
o FONCTION IDENTIFIEE 



A(Y) 

2~0 

Io5 

io0 

0°5 

0o0 
0.30 0~81 1.32 1.83 

~-~TERATrON ~2j 

388 

FONCT[ON EXACTE 

0 FONCTION IDENTIFIEE 

Fig. 14 : Recherche de a(y) avec la 

contrainte O~a"(y)=~5. 
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V - CONCLUSION 

Nous avons essay@ de convaincre le lecteur qu'il est possible, lorsqu'on 

rencontre des fonctions inconnues dans la mod@lisation d'un systgme, d'gviter 

toute hypothgse sur la forme alg~brique de cette fonction, et ceci jusqu'au 

traitement num~rique, en utilisant ia d@riv@e partielle fonctionnelle. 

En outre, dans le cas oh l'on recherche une fonction d'une forme alggbrique 

donn@e, la d@riv@e partielle fonctionnelle est un interm@diaire tr~s souple et 

permettant de changer de forme alg@brique g moindre frais. 

L'utilisation de l'op@rateur d'observation ~ , dont on demande seulement 

la d@rivabilit~ 2 nous permet de prendre en compte les mesures effectu~es sur le 

systgme sans avoir ~ leur faire subir de traitement pr@alable important. 

Cette approche est systgmatique, et peut ~tre appliqu~e ~ de nombreux autres 

domaines. De nombreux exemples sont @tudi~s dans [5]. 
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