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I — INTRODUCTION

1.1 ~ Au cours des trentes derniéres années, la nécessité@ de réaliser des systémes
de plus en plus performants a conduit 3 considérer et 3 modéliser les signaux alZa-
toires ou les perturbations aléatoires intervenant dans ces systémes.

De nouvelles disciplines comme le filtrage statistique, la théorie de la pré-
diction, 1arthéorie de la détection, la commande optimale stochastique se sont dé-
veloppées. Les contributions initiales de WIENER et KOLMOGOROV furent comsidérables.

Dans 1'approche la plus ancienne, les fonctions aléatoires sont décrites par
leurs covariances ou leurs spectres, paramdtres qui sont le ré&sultat brut d'une ana-
lyse statistique d'échantillons.

Le développement des calculateurs numériques et des méthodes de variables
d'état en automatique déterministe conduisit Kalman et Bucy & développer vers 1960
une approche différente fondée essentiellement sur une représentation par &quations
différentielles ou récurrentes, linaires et stochastiques, ou encore, ce qui est
équivalent, par processus gaussiens-markoviens (KALMAN (1) et (2)).

Kalman et Bucy appliquérent cette technique au probléme du filtrage statisti-
que et de la prédiction. Les représentations gaussiennes-markoviennes s'avérent aus—

si trés puissantes pour le prohld&me de lissage(BRYSON)et de la d&tection (SAGE).

1.2 - Ce papier résume quelques travaux (ANDERSON, FAURRE, KALMAN) faisant le lien
entre les deux types de modéles. Plus précisZment comment obtenir & partir de la co-
variance d'un processus gaussien vectoriel, une repr&sentation markovienne ?

Un résultat mathématique connu sous le nom de lemme positif réel caractérise
1'ensemble & de toutes les réalisations markoviennes d'un processus gaussien décrit
par sa covariance. Cet ensemble s'avére &tre convexe, fermé&, borné avec deux points
extrémaux max et min, P¥ et P, . Des algorithmes permettent de calculer effective-
ment ces réalisations extrémales.

De plus, l'une des réalisations extrémales, P, , s'avlre &tre le filtre op-
timal.

De nouveaux résultats pour le cas non stationnaire ont été obtenus récemment

{voir ATTASI, CLERGET), mais on se limitera ici au cas stationmnaire.
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2 - ENSEMBLE DES REALISATIONS MARKOVIENNES D'UN

PROCESSUS STATIONNAIRE

2.1 - Réalisations markoviennes

Nous considérerons dans la suite une &chelle de temps continue et remvoyons
3 FAURRE (4) pour l'analyse dans le cas d'une échelle de temps discréte. Tous les
processus seront supposés centrés.

La donnée du probléme consid&ré sera un processus gaussien vectoriel station-

naire y(t) de dimension m de covariance connue

E {y(trDy’ ()} = A(D) (£} (1
et de spectre (transformée de Laplace de la covariance)

S(s) =Z{0(M)} = fe STA(D)dr @)

Ce processus sera dit admettre une représentation markovienne, s'il existe

un processus markovien x(t) de dimension finie n tel que

y(£) = Hx(t) + w(t) (3)

ol le terme &ventuellement pré&sent w(t) est un bruit blanc.

On peut montrer qu'un processus gaussien stationnaire markovien vérifie néces~
sairement une &quation différentielle linaire excit&e par un bruit blanc(FAURRE(4)
(on voit ainsi 1'analogie entre des représentations d'état et les processus marko-—
viens), ce qui conduit 3 la définition suivante :

DEFINITION :

On_appelle réalisation markovienne (si elle existe) d'un processus gaussien station~

naire un modéle de la forme :

X =Fx +v )

v He + w (5)

v . .
od [ } est un bruit blanc de covariance
W

(#) La notation y' désigne le transposé de la matrice y.
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v(t) Qs
B} [v' v (]! = 8(t-s) (6)
w(t} S'R

et pour lequel les conditions suivantes sont vérifiges

¥ ¢ matrice asymptotiquement stable 7
(F,L) : compldtement commandable avec = LL' (8)
(H,F) : complétement observable (9)

On peut voir que la covariance du processus y(t) ainsi représenté :

#

A1) = Ely(e+D)y " (e)} (10

{107 % (t-a)da + w(1)] [Hf o7 tv (~B)dB+w(0)] T}

#t

est de la forme

Tt
Ay = HeFTee(r) + 6le T TH'e(-1) + R6(T) (amn
oli 1'on a posé
G=PH + 8 (12)
avec
P = E{x{(dx' ()} (13)
solution de 1'équation
¥P + PF' = -Q (14)
et
Lo siT<Q
(1) =1{1/2 si T = (15)
| 1 gitT>0
et ot §(1) est 1'impulsion de Dirac.
Le spectre de y(t), transformée de Laplace de (11) est donc
S(s) = R + H(sI-F) 'g + ¢’ (~sI-F") 'u' (16)

On remargue immé&diatement que S{s) est rationnel en s et parahermitien
(8(s) = 8'(~s8})
Ainsi, nous voyons déja apparaitre deux conditions nécessaires (qu'on verra

ultérieurement suffisantes) pour l'existence de réalisations markoviennes
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i) la covariance A(T) doit &tre de type positif (comme toute covariance) ou de fa-
con équivalente le spectre doit vérifier (théorBme de Bochner)

S(jw) = 0 pour tout w réel (x) (17)

ii) le spectre doit 8tre une fonction rationnelle de la fréquence s, ou encore la
covariance A(r) doit tre de la forme (11).

Pour les applications, la covariance A(T) vient en général d'une estimation
statistique. Il est donc important de pouvoir exprimer A(t) par une formule du type
(11). Il s'agit en fait de méthodes d'approximation du type approximation de Padé,
et un algorithme utilisable pour cela est 1'algorithme de HO (voir HO, IRVING,
RISSANEN, FAURRE (4)).

Nous supposerons donc pour la suite que les donndes du probléme, 3 savoir
la covariance A(1), sont en fait les 4 matrices {H,F,G,R}. Les inconnues sont alors

{P,Q,s}.

2.2 - Ensemble J°de toutes les réalisations markoviennes

Une réalisation markovienne particulidre sera parfaitement définie par la ma-
trice P correspondante : en effet les matrices Q et S s'en déduisent par les rela-
tions (14) et (12).

On appellera

.

gglﬂensemble des matrices P correspondant & une réalisation mar-
kovienne de A(1)définie par (11).

On peut montrer que cet ensemble &Dest caractérisé par les relations

FP + PF' = -Q (18)
G - PH' = 5§ (19)
qQ S

>0, P>0 (20
S' R

Les relations (18) et (19) ont d8ja &té vues et (20) est &vident car les
matrices correspondantes sont des covariances ; la réciproque peut 8tre démontrée
(voir FAURRE (4)).

Ces relations (18), (19) et (20) interviennent dans un résultat mathématique
important connu sous le nom de lemme positif réel (POPOV) qui est le suivant
THEOREME (Lemme positif réel)

La _fonction A(T) donnée par 1'expression (11) est de type positif si, et seu~

lement g'il existe trois matrices P,Q,S (P et Q symétriques) vérifiant (18), (19) et
(20).

(#) La notation A > 0 signifie que la matrice A est non négative définie.
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La structure de !'ensemble C@est intéressante. Il est assez facile de voir
que &Dest convexe fermé dans l'espace des matrices symétriques nxn. De plus on peut

montrer (voir FAURRE (4)) que relativement 2 la relation d'ordre
A < B <=» B - A non négative définie, 21)

+'admet un maximum P* et un minimum P, , c'est-d-dire que

PP = P

IA
Las)
1A

p¥ (22)

3 - ALGORITHMES DE CALCUL DES REALISATIONS EXTREMALES

Un résultat théorique utile introduit dans FAURRE (2) est la liaison existant
entre la r2alisation extrémale P et la covariance A(T), qu'on peut exprimer ainsi
x'P*¥ x = inf ffm ffm u'{a) AB-o)u(R)dadB (23)
u(e €W

o 1'ensemble & (%) est défini par
g0 = ful]x = s T Hy(dal (24)

La matrice P* apparaissant comme infimum d'un crité@re quadratique sous con-
trainte lin8aire, on peut montrer que P¥ est la valeur limite d'une &quation de
Riccati.

Dans le cas régulier (R définie positive) les algorithmes sont les suivants
ALGORITHME

Le maximum P* s'obtient en intégrant

It

ING)! 0
$ = F'T 4+ IF + (H'-Z6)RTN(H-G'D) (25)

jusqu'd convergence vers la valeur d'équilibre I _, alors
q <o
.
P = I . (26)

Le minimum P, s'obtient en intégrant

3

f2(o0)
Q

0
FO o+ OF' + (G-REDR (G -HY) 27)
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jusqu'3 convergence vers la valeur d'équilibre ) _,alors

P, = (26)

Ces algorithmes sont stables et efficaces pour calculer des réalisations mar-—
koviennes (voir GERMAIN). Les méthodes initiales et plus anciennes pour trouver une
réalisation markovienne sont dérivées des idées de factorisation spectrale. Alors
que pour un processus scalaire les deux approches sont comparables, dans le cas mul-
tivariable les algorithmes que nous proposons semblent 1'emporter nettement sur la

complexité des factorisations de matrices rationnelles.

4 - APPLICATIONS

4.1 — Filtre statistique optimal

Rappelons que le probléme du filtrage statistique consiste d calculer la

meilleure estimée %(t) de x(t) 2 partir des observations passées y(a), a < t :

£(t) = B{x(t) |y, o< t} (29)

Pour un mod&le markovien de la forme (4) 3 (6), l'algorithme de filtrage

porte le nom de filtre de Kalman (voir KALMAN (1) et (2)) et s'Berit

»r .

= F& + K[y-m] (30
avec K = (ZH'+S)R 31)

et L étant 1l'unique solution définie positive de 1'équation de Riccati stationnaire

du filtre.
FZ + IF' - (SH' + S)R L(HT+ S') + Q = O. (32)

Si 1'on écrit les équations (30) et (5) sous la forme

") .
n

FR + TW (33
y =HR + W (34)

on voit que le filtre est une réalisation markovienne particulidre caractérisée
par
v ™
= (35)
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Il est possible de montrer {(voir FAURRE (4)) que cette réalisation markovien-
ne particuligre est P .
Ainsi done la réalisation markovienne minimale P, présente-t-elle la particu-

larité d'8tre le filtre de Kalman.

4.2 - Implications pratiques

Lorsqu'on se trouve devant un probléme concret de filtrage statistique pour
lequel les mod&les sont mal connus, le premier probl8me est celui de les obtenir
par des méthodes statistiques.

Lorsqu'on cherche 3 obtenir un mod@le markovien, deux approches sont utili-
sables :

i) une approche paramétrique : des hypoth@ses de structure et de dimension &tant
faites sur le processus, on estime au mieux les paramétres

ii) 1'approche utilisant les algorithmes présent&s dans ce papier, qui ne fait au-
cune autre hypothé&se a priori que la statiomnarité et qui consiste :

-~ 3 estimer la covariance du processus par des moyens d'analyse statistique

- 3 utiliser des algorithmes du type HO, RISSANEN qui géndrent les matrices
{H,¥,G,R} représentant la covariance

- & utiliser les algorithmes présentés ci-dessus pour calculer une ou deux
réalisations extrémales P* ou P, , ou toute combinaison convexe de ces deux 13.

Ayant ainsi obtenu une r8alisation markovienne, il est possible de calculer
explicitement le filtre de Kalman.

On pouvait faire reproche & cette procédure d'avoir 3 résoudre successivement
deux 8quations de Riccati, une pour obtenir la réalisation markovienne et une autre
pour le filtre.

Or il ressort du résultat nouveau cité plus haut que la réalisation P, n'est
rien d'autre que le filtre, et donc que la résolution d'une seule Equation de Ric-

cati suffit pour résoudre le probléme global réalisation markovienne et filtre.
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