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I - INTRODUCTION 

l.l - Au cours des trentes dernigres annges, la n6cessit~ de rgaliser des syst~mes 

de plus en plus performants a conduit ~ consid6rer et ~ mod61iser les signaux al~a- 

toires ou les perturbations al~atoires intervenant dans ces systgmes. 

De nouvelles disciplines comme le filtrage statistique, la thgorie de la pr6- 

diction, !a thgorie de la dgtection, la commande optimale stochastique se sont d6- 

velopp6es. Les contributions initiales de WIENER et KOLMOGOROV furent consid6rables. 

Dans l'approche la plus ancienne, les fonctions al~atoires sont dgcrites par 

leurs covariances ou leurs spectres, param~tres qui sont le r6sultat brut d'une ana- 

lyse statistique d'6chantillons. 

Le d6veloppement des calculateurs numgriques et des m6thodes de variables 

d~6tat en automatique d~terministe conduisit Kalman et Bucy ~ d6velopper vers 1960 

une approche diffgrente fondge essentiellement sur une representation par 6quations 

diff6rentielles ou r6currentes, lingaires et stochastiques, ou encore, ce qui est 

~quivalent, par processus gaussiens-markoviens (KALMAN (I) et (2)). 

Kalman et Bucy appliqu~rent cette technique au probl~me du filtrage statisti- 

que et de la pr6dietion. Les repr6sentations gaussiennes-markoviennes s'av~rent aus- 

si trgs puissantes pour le probl~me de lissage(BRYSON)et de la d6tection (SAGE). 

1.2 - Ce papier r6sume quelques travaux (ANDERSON, FAURRE, KALMAN) faisant le lien 

entre les deux types de modgles. Plus pr~cis~ment comment obtenir ~ partir de la co- 

variance d'un processus gaussien vectoriel, une reprfisentation markovienne ? 

Un r~sultat math~matique connu sous le nom de lemme positif r6el caract6rise 

l~ensemble ~Dde toutes les r~alisations markoviennes d'un processus gaussien d6crit 

par sa covariance. Cet ensemble s'av~re ~tre convexe, ferm6, borng avec deux points 

extr6maux max et min, P~ et P~ . Des algorithmes permettent de caleuler effective- 

ment ces rgalisations extr6males. 

De plus, l'une des r~alisations extr~males, P~ , s'av~re ~tre le filtre op- 

timal° 

De nouveaux rgsultats pour le cas non stationnaire ont 6t~ obtenus r6cemment 

(voir ATTASI, CLERGET), mais on se limitera ici au cas stationnaire. 
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2 - ENSEMBLE DES REALISATIONS MARKOVIENNES D'UN 

PROCESSUS STATIONNAIRE 

2.! - R~alisations markoviennes 

Nous consid~rerons dans la suite une gchelle de temps continue et renvoyons 

FAURRE (4) pour l'analyse dans le cas d'une ~chelle de temps discrete. Tousles 

processus seront supposes centr~s. 

La donnge du problgme consid6r~ sera un processus gaussien vectoriel station- 

naire y(t) de dimension m de covariance connue 

E {y(t+T)y'(t)} = A(T) (.) (I) 

et de spectre (transformge de Laplace de la covariance) 

S(s) =~{A(T)} = fe-STA(T)dT (2) 

Ce processus sera dit admettre une reprgsentation markovienne, s'il existe 

un processus markovien x(t) de dimension finie n tel que 

y(t) = Hx(t) + w(t) (3) 

o~ le terme gventuellement prgsent w(t) est un bruit blanc. 

On peut montrer qu'un processus gaussien stationnaire markovien v~rifie ngces- 

sairement une ~quation diff~rentielle lin~aire excit~e par un bruit blanc(FAURRE(4)" 

(on voit ainsi l'analogie entre des reprgsentations d'gtat et les processus marko- 

viens), ce qui conduit ~ la d~finition suivante : 

DEFINITION : 

On appelle r~alisation markovienne (si elle existe) d'un processus gaussien station- 

naire un module de la forme : 

= FX + v (4) 

y = HX + w 

o__~0 F v] est un bruit blanc de covariance 

Lw] 

(5) 

(~) La notation y' d~signe le transpos~ de la matrice y. 
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E v (t) Q S 

'[w(t)] [v;(s)w'(s)]l = Is'R] ~(t-s) 

et. pour le~l les conditions suivantes sont v~rifi~es 

(6) 

F : m.@...trice asymptotiquement stable (7) 

(F,L) : .c£m~Igtement corrcaandable avec Q = LL' (8) 

(H,F) : com pl~tement obs.ervable (9) 

On peut voir que la covariance du processus y(t) ainsi repr6sent6 : 

A(T) = E{y(t+T)y'(t)} 

= E{[H/o~eF~v(T-~)d~ + w(T)] [~ro~eFBv(-B)dB+w(o)] ~ } 

(10) 

est de la forme 

A(T) = HeFTGg(T) + G'e-F'TH'g(-T) + Rd(T) (11) 

o~ l'on a pos6 

G = PH' + 8 (12) 

aveg 

P = E{x(t)x'(t)} (13) 

solution de l'~quation 

FP + PF' = -Q (14) 

et 

I 0 si T < 0 

= I I/2 si T = 0 E(T) (|5) 
! 
~ I sir > 0 

et oO 6(T) est !~impulsion de Diraco 

Le spectre de y(t), transform~e de Laplace de (11) est donc 

S(s) = R + H(sI-F)-IG + G'(-sI-FV)-IH ' (16) 

On remarque immgdiatement que S(s) est rationnel en set parahermitien 

(s(s) = s'(-s)) 

Ainsi, nous voyons d~jg apparaltre deux conditions ngcessaires (qu'on verra 

ult~rieurement suffisantes) pour l~existence de r~alisations markoviennes : 
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i) la covariance A(~) doit Stre de type positif (comme toute eovariance) ou de fa- 

ton ~quivalente le spectre doit v~rifier (th~or~me de Bochner) 

S(j~) ~ 0 pour tout ~ r~el (*) (17) 

ii) le spectre doit ~tre une fonction rationnelle de la fr~quence s, ou encore la 

covariance A(T) doit ~tre de la forme (ll). 

Pour les applications, la covariance A(T) vient en g~n~ral d'une estimation 

statistique. II est donc important de pouvoir exprimer A(T) par une formule du type 

(11). Ii s'agit en fait de m~thodes d'approximation du type approximation de Pad~, 

et un algorithme utilisable pour cela est l'algorithme de HO (voir HO, IRVING, 

RISSANEN, FAURRE (4)). 

Nous supposerons donc pour la suite que les donn~es du probl~me, g savoir 

la covariance A(T), sont en fair les 4 matrices {H,F,G,R}. Les inconnues sont alors 

{P,Q,S}. 

2.2 - Ensemble~de toutes les rgalisations markoviennes 

Une r~alisation markovienne particuligre sera parfaitement dgfinie par la ma- 

trice P correspondante : en effet les matrices Q et S s'en d~duisent par les rela- 

tions (14) et (12). 

On appellera ~l'ensemble des matrices P correspondant g une r~alisation mar- 

kovienne de A(T)d~finie par (II). 

On peut montrer que cet ensemble~Dest caract~ris~ par les relations 

FP + PF' : -Q (18) 

G - PH' : S (19) 

[Q, ~] >_ 0, P >__ 0 S  (20) 

Les relations (t8) et (19) ont d~j~ ~t~ vues et (20) est ~vident car les 

matrices correspondantes sont des covariances ; la r~ciproque peut ~tre d~montr~e 

(voir FAURRE (4)). 

Ces relations (18), (19) et (20) interviennent dans un r~sultat math~matique 

important connu sous le nom de lermne positif r~el (POPOV) qui est le suivant 

THEOREME (Lemme positif r~el) 

La fonction A(T) d onn~e par l'expression (II) est de type positif si, et seu- 

lement s'il existe trois matrices P,Q,S (P e_~t Q sym~triques) vgrifiant (18), (19) et 

(,~p). 

(~) La notation A ~ 0 signifie que la matrice A est non n~gative d~finie. 
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La structure de l'ensembleS~est int6ressante, II est assez facile de voir 

que~Qest convexe ferm~ dans l'espace des matrices sym~triques nxn. De plus on peut 

montrer (voir FAURRE (4)) que relativement & la relation d'ordre 

A < B <::> B - A non n~gative d~finie, (21) 

~admet un maximum P* et un minimum P~ , c'est-~-dire que 

P e ~  D ~---> P < P < P* (22) 

3 - ALGORITHMES DE CALCUL DES REALISATIONS EXTREMALES 

Un r6sultat th~orique utile introduit dans FAURRE (2) est la liaison existant 

entre la r6alisation extrgmale P et la covariance A(T), qu'on peut exprimer ainsi : 

x'P ~ x inf £o fo v = ~ u (@ A(~-~)u(~)d~d~ (23) 

u ( . ) c  ~ (x) 

o~ l ~ e n s e m b l e  ~ (x) e s t  d 6 f i n i  pa r  

(x)  = { u ( . ) t x  = I°_~ e - F ' a H ' u ( a ) d a }  (24) 

La m a t r i c e  P~ a p p a r a i s s a n t  corrme infimum d ' u n  c r i t ~ r e  q u a d r a t i q u e  sous  c o n -  

trainte lin~aire, on peut montrer que P~ est la valeur limite d'une 6quation de 

Riccati. 

Dans le cas r6gulier (R d6finie positive) les algorithmes sont les suivants : 

ALGORITHME 

Le maximum P~ s~obtient en intggrant 

I ~(o) = 0 

= F'~ + ~F + (H'-~G)R-I(H-G'E) 

jusqu'& convergence vers la valeur d'~quilibr 9 2 , _ _  

p~ = ~2 I 

Le minimum P~ s'obtient en int6grant 

I ~(o)  = 0 

= F~ + ~F ~ + (G-~H')R-J(G'-~) 

alors 

(25) 

(26) 

(27) 



357 

jus u'~ conver$ence vers la valeur d'~quilibre ~ ,alors 

P~ = ~2oo (26) 

Ces algorithmes sont stables et efficaces pour calculer des r~alisations mar- 

koviennes (voir GERMAIN). Les m6thodes initiales et plus anciennes pour trouver une 

r6alisation markovienne sont d6riv6es des id6es de factorisation spectrale. Alors 

que pour un processus scalaire les deux approches sont comparables, dans le cas mul- 

tivariable les algorithmes que nous proposons semblent l'emporter nettement sur la 

complexit6 des factorisations de matrices rationnelles. 

4 - APPLICATIONS 

4.1 - Filtre statistique optimal 

Rappelons que le probl~me du filtrage st atistique eonsiste k calculer la 

meilleure estim&e R(t) de x(t) R partir des observations pass&es y(a), e < t : 

~(t) = E{x(t) ly(~), ~ < t} (29) 

Pour un modgle markovien de la forme (4) ~ (6), l'algorithme de filtrage 

porte le nom de filtre de Kalman (voir KAL~IAN (I) et (2)) et s'~erit 

x = F~ + K [y-H~] (30) 

avec K = (ZH'+S)R -I (31) 

et E ~tant l'unique solution d~finie positive de l'gquation de Riccati stationnaire 

du filtre. 

FE + ZF' - (EH' + S)R-](H~+ S') + Q = O. (32) 

Si l'on ~crit les ~quations (30) et (5) sous la forme 

= F~ + TW 

y=H~+W 

(33) 

(34) 

on voit que le filtre est une rgalisation markovienne particuligre caract~ris&e 

par 
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Ii est possible de montrer (voir FAURRE (4)) que cette rgalisation markovien- 

ne particuli~re est P~ . 

Ainsi donc la r~a!isation markovienne minimale P~ prEsente-t-elle la particu- 

larit~ d'etre le filtre de Kalmano 

4.2 - Implications pratiques 

Lorsqu'on se trouve devant un probl~me concret de filtrage statistique pour 

lequel les modules sont mal eonnus, le premier probl~me est celui de les obtenir 

par des m~thodes statistiques. 

Lorsqu'on cherche ~ obtenir un module markovien, deux approches sont utili- 

sables : 

i) une approche param~trique : des hypothgses de structure et de dimension ~tant 

faites sur le proeessus, on estime au mieux les param~tres 

ii) l'approche utilisant les algorithmes pr~sent~s dans ce papier, qui ne fait au- 

cune autre hypoth~se a priori que la stationnarit~ et qui consiste : 

- g estimer la covarianee du processus par des moyens d'analyse statistique 

utiliser des algorithmes du type HO, RISSANEN qui g~n~rent les matrices 

{H,F,G,R} repr~sentant la covariance 

- g utiliser les algorithmes prgsent~s ci-dessus pour calculer une ou deux 

rgalisations extr~males P~ ou P~ , ou route combinaison convexe de ces deux Ig. 

Ayant ainsi obtenu une r~alisation markovienne, il est possible de calculer 

explicitement le filtre de Kalman° 

On pouvait faire reproche ~ cette procedure d'avoir ~ r~soudre successivement 

deux Equations de Riccati, une pour obtenir la rgalisation markovienne et une autre 

pour le filtre. 

Or il ressort du r~sultat nouveau cit~ plus haut que la r~alisation P~ n'est 

rien d'autre que le filtre, et done que la r~solution d'une seule gquation de Ric- 

cati suffit pour r~soudre le probl~me global rgalisation markovienne et filtre. 
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